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Uber verallgemeinerte Bernoullische Zahlen
und die Klassenzabl reell-quadratischer Zahlkorper

von

Huprngros Lawe (Koln)

Es sei 2 ein reell-quadratischer Zahlkorper mit der Diskriminante
d > 0. Die Zetafunktion ciner abgoluten Idealklasse & von £2 werde
mit £(¢|R) und die Z-Funktion einer engeren Idealklasse &, von 2
mit L{s|®,.) bezeichnet, Fir natiirliche Argumente k> 2 werde &, = &
oder &, = R, gesetzt, je nachdem k gerade oder ungerade ist. Dann sind
die Werte

4(2k)1d* .
rerasrnnmrarsencs £ (16 | R falls & gerade ist,
@y Va (kIR ve

(1) B(k|Ry) = "
4(2) & .
ite—— Tk R}, falls % ungerade ist,

| erP®Va

rationale Zahlen [2], [4], [3], [9], [10], [11]. B zeigh sich nun, daf man
aus der genaneren Kenntnis der arithmetischen Struktur dieser rationalen
Zahlen zn Aussagen fber die Klassenzahl h von {2 gelangen kann.

Ist 2k--1 = p > 3 eine Primzahl, go besteht fiir diese eine Partial-

bruchzerlegung von. B(k&,) =B (WFZ—IR 1 ) Hs gilt ndmlich [6]:
2

Geht die Primzahl p > 3 nicht in der Diskriminante d von £ auf,

—1

o ist B (—-p—z——
ein Primteiler der Diskriminante d von £, so hat man.

) p—1 -~ 221 N (e)uw
@ ep(E iR = - T S

IR _p:_l_) eine fiir p ganze rationale Zahl. Ist dagegen p > 3
H

Xﬂ(ﬁ_ﬂ) 1'110(11.’)
2
(p>3,p14).

Hierbei bedentet ¢ = -&(u—&-fv}/— ) > 1 die Grundeinheit von 2 und X,
einen Geschlechtscharakter, der mit Hilfe des Kmneckersymbols fol-

gendermaBen erklirt ist.
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p—1 . .
pt=(=1) % p ist eine Primdiskrimninante cincs quadratischen

Zahlkorpers, die d teilt. Sei d = p*d". Fir cin belichiges Primideal g
von @ gilt dann

«
() 219,
N ()
(3) Xyla) = p
et P p|M{q).
(%(q))
Durch die multiplikative Higenschaft der Charaklero ist damiti X, (o)
fiir alle Ideale a von 2 fostgelegt. ]

Fir die Zahl l—l-ﬁ mit negativer Norm, N (1 +]/E) w2 L < 0,

findeﬁ man.
(4) X, {(1+Vd) = (di’_*l) _ (d;l) _ (__1)3’%5*_

-1
L =0mod2 der Wert X, (a) nur von der ab-

Darans folgt, dab fiir

soluten Klagzeneinteilung der Ideale von £ abhingt, zo daf dic TFest-
setzung
Xp(Rpml) = -X:p(a)!

falls a aus $,, isb,
2 P

sinnvoll ist.
Man betrachie jelzt die mit dem Charakter &, gobildete I-Ticiho

- X,
L) = 3

agany

Dazn erweist g sich als zweckmiBig, die Falle p = 1mod4 und p =: 3mod4
zu unterscheiden.

Da X, im Fall

—1
L3 3 = 0mod?2, dh. p =lwmodd, nor von der

absoluten Klasseneinteilung von 2 abhingt, hat man,

(5) Lis| X,) = D X (R LsIR) (91, p == Lmoild),
- :

wobei iiber alle absoluten Idealklassen & von £ zu suwimieren ist, Nun

ist X7 der Hauptcharakter. Also folgt aus (1), (2) und (5) die Kongruens
i)

l\"(z)zw - P 4(p—)td ?

(6) — = L(p ;1 lXﬁ,)umdp

(pld, p = 1lmodd)

fiir die abselute Klasgenzahl b von £.
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Im Hall p = 3mod4 folgt aus p|d, dab die Norm N(z) der Grund-
cinheit ¢ > 1 von £ notwendig positiv ist [3], p. 303. Die engere Klasg-
senzahl kg ist dann das Doppelte der absoluten Elagsenzahl h, b, = 2h.
Aulierdem ist geméB (4)

Xy (1Y) = —1.

Der zu X, gehdrige Fithrer ist also p,,. Dann begteht die Gleichung [2], [8]:
(1) L(s|X,) =} ) X,(R)L(sIR,) (pld, p =3modd),
Reo

wobel ilher alle engeren Tdealldagsen K., von £2 zu summieren igt. Wie oben
folgt aus X =1 und (1), (2) sowie (7) die Kongruenz
Fimiy
N {(c)uw hy d4{p~131d * (p—ql ) :
—=P =— 1L | X, modp
4 2 @) Vd 2 v

(8)

_ (p >3, 2|d, p = 3mod4)
fiir die engore Klassenzahl k, von £ :
Da hy = 2% igt, erhilt man sus (6) und (8) nnabhingig von der eben
durchgefithrten Fallunterseheidung: '
»—1
' RS —1td *
N(e)mhﬁ_(_l) — 4(p—1)

4 ' P e va

-1
(9) - L(p2 ]Xp) modp
(p>3,pld).
Um den Werd L(—p—;—l—lxp) genauer beschreiben zun kdnnen, beachte

man, daB pach Dirichlet die Zerlegung

Sakin
(10) LX) = Yk Y

fpom) A=l

in cin Produkt zweier rationaler I-Reiben besteht, Hierdurch wird man
zu verallgemeinerten Bernodllischen Zahlen gefithrd, die folgendermafien
erklieh aind, [7]:

Hei z cin Resthlassencharalter vom Fihrer f. Dann werden die zu
derm Charakior ¢ gehdrigen Bernoullischen Zahlen Bg“') durch die erzeugen-

do IMrunkiion.
! kind Ta
L e w b
D gy = DB 4

Tl Jm0

definiert. Dicge verallgemeinerten Bernoullischen Zahlen liegen in dem
dureh die Werte von x bestinunten Finheitswuorzelkérper. Wenn f = 1,
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also wenn y der Hauptcharakter ist, stimmen sie mit den gewdhnlichen

Bernoullischen Zahlen fiberein.

Sei y(—1) = (1) mit # =0 oder r = L Fiir & =rmod?2 freten
die verallgemeinerten Bernoullischen Zahlen B{Y als Werte von Dirich-
letschen I-Reihen auf. Bs gilt [7]:

Ia R &
(1) X _ +1 v () (2m)" BE (b

EETN =1,k =rmod2),

n=1

wobei ¥ den zu x konjugiert-komplexen Charakier und =(y) die y zugeord-

nete Ganfsche Summe bedeubet,
sk

(:l:*
Die durch die Kroneckersymbolo (%—) und (7[) gegebenen recllen

Restklagsencharaktere seien mit g, und zm bezcichnet:

1]

‘ 17* d* * = * ok
(12) Zp*(ﬂ) = (_)7 Kar (1) == (‘%—) (" =(-1) 2 p,d=p"4d).

Die Fiihrer dieser Charalktere sind p =
—1 haben sie den Wert

|p*| und d/p = |d*|. An der Stelle

-1

g (—1) = gge(—1) = (=1) * =sgnp" = sgnd’,
und ihre zugehorigen GaunlBschen Summen sind

T (ga) = V@

Die Gleichungen (10) und (11) ergeben also dio Darstellung

1 (emPVa SIS
'X) (19 —1} V¢ ’”glﬂgw 5,7
d
5
jj.__

1
von L(—z-- |Xp) durch verallgemeinerte Bernoullische Zahlon, Aus der

T(g) =Vp  und

(13) L(P

von H. W. Leopoldt [T] bewiesenen Partialbruchzerlegung dicker Zuwhlen
weill man:

- fia
(14) pB( : ) = —I1modyp,
. (25
wahrend B, * ' ganz fir p ist. Beachtet man noch
21 : —~1\
(—=1) 2 (p—1)! E((’"‘B*’é"""—)’) modp,

so bekommt man aus-(9), (13) und (14) den
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© BArz. Bs sei 2 ein recll-quadralischer Zahlkirper mit der Diskrimi-

nante d = 0 wnd der Grundeinheil & = %(fw—l—m/a) > 1. Sei weiter p >3
2=l
ein Primteiler der Diskriminante d, und es sei & = {—1) 2 4 gesetzat.

Dann besteht fiir die absolute Klassenzahl h von £ die Hongruens

.N’(s)m

‘ pe1
(15) HARYY Bgcm )mudp (p>3, pld),

p=1
wobet BL - ) die 2u dem durch (12) gegebenen Charakier yg. gehirige verall-

—1 -te Bernoullische Zahl bedeutet.

gemeinerte 2

Unter der schirferen Voraussetzung v > d/p findet man dieses Resultat
gchon in [1], wo es aus der Klassenzahlformel fiir reell-quadratische
Zahlkorper mit Hilfe von Sftzen @ber den p-adischen Logarithmus gewon-
nen wuorde.

Wegen der Gitlbigkeit der Pellschen Gleichung w?—v?d= 4V (g) geht
der Primteiler p > 3 von d sicher nicht in « auf. Beachtet man noch die
Tatsache

h<Vd,

fir die man in [12] einen kurzen Beweis findet, so ergibt sich als unmittel-
bare Folgerung aus obigem Satz ein Spezialfall eines von 1. Sh. Slavuot-
gky [12] gefundenen Resultats, ndmlich der

Samz. Ist p > 8 ein Primieiler der Diskriminante 4 des veell-quadrati-
schen Zahlkorpers Q, und ist p > d[p, so geht p genaw dann in der Kom-

ponente v der Grundeinheit ¢ = (u—t—’vl/d =1 von 2 euf, wenn diec Kon-

gruens
1254 _
B, = Omodyp
erfiillt ist,
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Propriétés arithmétiques des valeurs de
fonctions méromorphes algébriquement indépendantes

par
MicHEL WALDSCEMIDT (Talence)

L’étude des valeurs algébriques de fonctions méromorphes algébri-
guement indépendantes, commencée par Schneider et poursuivie par
Lang et Ramachandra, permet d’cbtenir des propriétés de transcendance,
concernant en particulier les fonetions exponentielles et elliptiques. Nous
continuerong cette étude, et nous rechercherons une généralisation per-
mettant d’obtenir des propriétés d’indépendance algébrique de fonetions
méromorphes, complexes ou p-adiques, d’une ou plusieurs variables.
Nous appliquerons ces résultats aux sous-groupes & un ou plusieury para-
métres de variétés de groupes, linéaires on abéliennes. Nous obtiendrons’
également de nouveaux énoncés de transcendance concernant en parti-
culier les fonctions zéta de Weierstrass.

§ 1. INTRODUCTION.
VALEURS ALGEBRIQUES DE FONCTIONS MEROMORPHES

Pour généraliser les théorémes de transcendance ou d’indépendance
algébrique concernant la fonction exponenticlle, et obtenir des résultats
sur les valeurs algébriques ou algébriquement dépendantes de fonetions
méromorphes, il est utile d’expliciter les propriétés particuliéres de Ia
fonction exponentielle qui ont été utilisées. Il sagit essentiellement du
théordme d’addition algébrique: exp(w+y) = expa-expy (par exemple
dans Ia solution par Schoeider du septidme probléme de Hilbert sur la
transcendance de a”), ou bien de Pexistence d'une équation différentielle:
(expa) = expa (par exemple dans la méthode de Gel'’fond pour la régolu-
tion du méme probléme), ou encore de ces deux propriétés simultanément.
On peut alors envisager unc extension de la méthode pour recherchex
une majoration du nombre de points ol denx fonetions algébriquement
indépendantes prennent simultanément des valenrs algébriqnes. Ceci a é6é
fait par Schneider pour la méthode de Gel’fond, dans le cas ol les fone-

.

tions considérées satisfont une équation différentielle & coefficients al-



