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Propriétés arithmétiques des valeurs de
fonctions méromorphes algébriquement indépendantes

par
MicHEL WALDSCEMIDT (Talence)

L’étude des valeurs algébriques de fonctions méromorphes algébri-
guement indépendantes, commencée par Schneider et poursuivie par
Lang et Ramachandra, permet d’cbtenir des propriétés de transcendance,
concernant en particulier les fonetions exponentielles et elliptiques. Nous
continuerong cette étude, et nous rechercherons une généralisation per-
mettant d’obtenir des propriétés d’indépendance algébrique de fonetions
méromorphes, complexes ou p-adiques, d’une ou plusieurs variables.
Nous appliquerons ces résultats aux sous-groupes & un ou plusieury para-
métres de variétés de groupes, linéaires on abéliennes. Nous obtiendrons’
également de nouveaux énoncés de transcendance concernant en parti-
culier les fonctions zéta de Weierstrass.

§ 1. INTRODUCTION.
VALEURS ALGEBRIQUES DE FONCTIONS MEROMORPHES

Pour généraliser les théorémes de transcendance ou d’indépendance
algébrique concernant la fonction exponenticlle, et obtenir des résultats
sur les valeurs algébriques ou algébriquement dépendantes de fonetions
méromorphes, il est utile d’expliciter les propriétés particuliéres de Ia
fonction exponentielle qui ont été utilisées. Il sagit essentiellement du
théordme d’addition algébrique: exp(w+y) = expa-expy (par exemple
dans Ia solution par Schoeider du septidme probléme de Hilbert sur la
transcendance de a”), ou bien de Pexistence d'une équation différentielle:
(expa) = expa (par exemple dans la méthode de Gel'’fond pour la régolu-
tion du méme probléme), ou encore de ces deux propriétés simultanément.
On peut alors envisager unc extension de la méthode pour recherchex
une majoration du nombre de points ol denx fonetions algébriquement
indépendantes prennent simultanément des valenrs algébriqnes. Ceci a é6é
fait par Schneider pour la méthode de Gel’fond, dans le cas ol les fone-

.

tions considérées satisfont une équation différentielle & coefficients al-
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gébriques. Oe travail a été repriz par de mombreux aubeurs ([13], [14],
[117), et la meillenre majoration actuellement connue est celle que vient
d’obtenir Bombieri qui a étendu ce théoréme aux fonetions de plusieurs
variables complexes [3].

8i on supprime Uhypothése de lexistence d'une équation ditféren-
tielle, le nombre de points ol plusieurs fonetions méromorphes algéhri-
quement indépendantes prennent gimultandrment des valovrs dans un
corps de nombres peut étre infini (par exemple Fu(&) == 25, fu(2) == 8%, ,..),
et le seul résultat gue Pon puisse espérer concerne alovs la répartition
de ces points. Aprés les travaux de Behneider [13], cecd a 666 Mudid pac
Lang ([10], [11]), tandis que Ramachandra appliquait son théordme
principal & Pétude des dengités de suites pondérdes, of oblenait ainsd
des propriétés de transcendance pour les fonctions algébriguement addi-
tives, telle la fonction elliptique g de Weierstrass [12].

Ces résultats peuvent s’étendre aux fonctions de plugienvs variables
quand les points étudiés sont bien distribués ([4], [10], [156]).

Les théorémes de Lang ot Ramsachandra, obtenus par une extension
de la méthode qui avait permis & Schneider de résoudre le probléme de
Hilbert, nécessitent: introduction des définitions de taille (§2), d’ordre
arithmétique et de suites pondérées (§3); les exemples de waited pon-
dérées que nous construirons concernent des fonetions exponenticles,
elliptiques, et les fonctions zéta de Welerstrass (proposition 1 §3), ainsi
que les fonctions théta des variétés abélienncs (proposition 2§ 3).

Le but essentiol de ce fravail est d’étudier une géndrnlisation de cod
différents résnltats aux valeurs, dans une extension X de type fini de Q,
de fonctions méromorphes, en utilisant la méthode qui permet d’obtenir
des théorémes d'indépendance algébrique des valeurs de Ia Tonetion
exponentielle.

Cette généralisation est permise lorsqu’on connait un type do trans-
cendance (§ 4) de K sur Q. Los résultats que Pon obtient ainsi concerncnt
les fonctions méremorphes dans € (théordme 1 § 4), ou analytiques dans
un disque - (théordme 3 § 8); on en déduit des propriétés arithmdtiqued
des valenrs de fonctions elliptiques (proposition 3 §05), ot dos dnonedd
de transcendance et d’indépendance algébriquée de mombres p-udiques
{propositions 4, 5 et 6 §9). _

On peut supprimer Phypothése sur lo type de transeendance, quand
K et une extension de @ de degré de transcendance 1, & condition que
Ton sache majorer le nombre de zéros d'une fonction P(fy, ..., fy), ol &
est un polyndme & coefficients dans K (théordme 2 §6). On retrouve
alors, par exemple en utilisant wn résultat de Tijdeman, les propriéiés
de la fonction exponentielle (§ 7). .

Chacun des théorémes (1 §4; 2 §6; 3 § 8) est divisé on deux parlies,
& et b, la partie b étant une amélioration de la partie a sous I'hypothdse
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supplémentaire que les fonections considérées satisfont une équation diffé-
rentielle. Pour effectuer les démongtrations, nous regrouperons tous les
théorémes précédents en un seul énoncé (théoréme A §10), en prenant
comme modéle le théoréme 3 de [13].

Nous terminerons (§11) en dennant un exemple dans chacun des
cag complexe (théoreme 5 § 11) et p-adique (proposition 7 § 11) des résultats
que l'on obtient pour les fonctions de plusieurs variables.

Notations. Nous suivrons d’une maniére générale les motations
de Lang [117. Bn particulier, si % et v sont deux fonctions réelles de variable
réelle, mous écrirons u(z) < v(x) pour # — -+ oo, ou plus simplement
u < v, 8'il existe deux nombres réels positifs ¢ eb 2y, tels que u(z) < Cv{z)
pour 3> #,. 8i w et v sont des fonctions positives, on écrira w» <v au
lien de w < v ot v <€ u. :

Nousg désignerons par 5 un corps algébriquement clos, complet pour
une valeur abgolue, et de caractéristique nulle. Liorsque la valeur absolue
est archimédienne, on o alors & = €. Lorsque la valeur absolne est ultra-
métrique, la caractéristique résiduelle de & est un nombre premier p,
et on normalisera la valenr absolue par |p| = 1/p; 5 4 est un disque de =
de centre @, nous dirons gqu'une fonetion f, définie sur 4 et & valeurs dans
Z, est analytique sur 4, ¢'il existe une série entiére en # -~ a, convergeant
dans 4, dont la somme coincide avec f dans 4 ([1], [2]). Nous dirons
gqu'une fonction est méromorphe dans 4 si elle est quotient de deux fone-
tions analytigues -dans A.

Lorsqu’il v aura un risque de confusion, nous noterons | |, la valeur
absolue ordinaive sur Q. '

§ 2. DEFINITION ET PROPRIETES DE LA TAILLE
SUR UNE EXTENSION DE Q DE TYPE FINI

~1) Taille. dun | polynéme. Soit PeZ[X,,..., X,] un polyndme
non nul de degré v; par rapport & X;, et de hautewr |[P]:

r *q .
Pa= X Do, )X Xy = YpHEO,
L=0 Ty=0 5]

avee p{l) =p(ly, ..., ) eZ, et [P =maxjp(l)l,; on notera:
B ] . . 0! .

degxh(}?) =1, 1<higg deg(P) = max 7.
: : iKhsg

O définit la taille de P par
#{P) = max {Log||P|, 1+ deg(P)}.
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2) Taille sur une extension de @ de type fini, Solt K uno
extension de € de type fini. Soit ¢ 0 le degré de transcendance de K
sur €. Nous dirons que des éléments #;, ..., &,, ¥ de K forment un systéme
génératenr de K sur @ si K = Q(@y, ..., %,¥), avee »y,...,mn, ulpthri-
quement indépendants sur @ et y entier sur Z[e, ..., o,

Un élément acZ[m), ..., 7y, y] s'écrit alors de manidre unigue:

n
a =2Piy ~oavee o= [ Q(my, ..., w)],
i=1

66 PyeZ[m, ..y o] B1a 7 0, on définit Ta taille de o ot lo degrd de o par
rapport 4 x, par

ta) = maxt(Fy);  deg,(a) = max deg, (F;), 150 g.

lsdsn B el

Bnfin, si aek, a s'éerit de manidre unigue:

n
1 ¢ :
& = § "Qi'fl/m_lr
By

T=1
o, pour ¢ =1,...,%, @; et E; sont deux polynbmes de Z (@15 .evy 1]
sang facteurs communs (le coefficient du terme do plug hant degré de R,
étant par exemple positif). Llanneau Z [, ..., @,] étant ﬁmtoﬁel, con-
sidérons le plus petit commun multiple P des polynémes L, ..., R,
et soit o =PacZ[w,...,m,y]; on dira que P ost lo dénominatenr de a
{relatif au systéme (my, ..., 2, ¥)).

On détinit la taille et les degrés de a par:

to) = max{t(a); $(P)};  deg,,(a) = max{deg,,(a); deg, (P)};
deg(a) = max deg, (a).
1Sl

3).-Oas d’une extension algébrique de Q. 8i & est un nombre
algébnqge' non nul, on note d(a) le plus petit entier positif tel quo d{a) o
soit entier algébrique, S, (resp. 8g,) lensemble des valours abgolues
(resp. des valeurs ahsolues archimédiennes) sur Q(a), ot

] = max lal,;

. tefy o _

1 Soient K un corps de nombres, ¥ un générateur de K sur Q. Nous
a\lons comparer les deux fonetions ¢ et ¢ définies sur K*; par oxemple,
Bl p eb ¢ sont deux nombres entiers positifs premiors entre oux, on a:

$(a) = max {Log[a], Logd(a)}.

up/g) = max{Logp, Logq,1}, ot s(pg) = Logmax{q, p/q}.

. S.oit A.I’anneaiu des entiers de K'; comme 4 est un Z-module libre
(de dimension # = [K :Q}), soit f le produit des dénominateurs (par
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rapport & y) des éléments d'une base de 4 sur Z;f est un entier positif
tel que fA < Z[y]. Soient oy, ..., s, les différents plongements de K
dang C, ¢, le maximum des valenrs absolues archimédiennes des coeffi-
clents de la matrice inverse de (g;4*%), 1<<4,5 < m, et

. ki
¢, = max {0, ma,xLogZ |crjyi“]}, ¢ = max{Logf, Log{nfe), 1}.

L detn i=1
Pour tout élément a non nul de X, on a:

s{a)y—o, < 1(a) < 28(a) + ;.

Llinégalité suivante:
—2[Q(a}: Q]-s{a) < Log al,

qui est fondamentale dans les démonstrations de transcendance, et qui
se déduit soit de la formule du produit sur Q(a) si w¢ls, . ([1], lemme 4),
soit du fait que la morme d'un enfier algébrigque appartient & Z (f11],
ch. I, §1), quand we8S, ., §'écrira ici:

8i K est wn corps de nombres, il ewiste une constante ¢ > 0 felle
que, pour towt élément non nul a de K et toule valewr absolue |-| sur I,
on it:

pour tout weS,,

(2.1) —¢-t(a) < Log al.

4) Propriétés de la taille. Les principales propriétés de la taille
et des degrés sont domnées par le lemme smivant:

Lexvs 2.1, Soit K une exlension de O de type fini; soit (o, ..., Ty ¥)
un systéme générateur de K sur Q. Il ewiste des constantes positives Cyp, Oy,

C,, telles que:

1) pour tout ay, ..., o, féments non nuls de Z[zy, ..., 2, ¥, on ait

(2.2) Blog e oo ay) < max $a;) +-Logm;

l=i=omn

2) pour tout oy, ..., @y déments non nuls de Qo ..., %, ¥y on ail:

(2.3) deg, (o ... +ap) < maxdeg, (o), 1< < g
[ B
) m m—1
(2.4) Hay .. ) < Zl ) + g zz: Tog (1 dog, a;) +m0,;
" .
(2.5) dogy (o --- a,) < Y deg, (@) +m0y, 1K1K g;

dm ]
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- 3) pour tout ay, ..., a, féments non nuls de K, on wit:

(2.8)  HayFoon 4 a,) < ) [H(a)+ deg (a) + g Log(deg a,-+1)T-+ m0,;

]
(@7 degy{ato ot an) < D doggatmly, 1<K g
faml
. . _
(28)  #(ay ... ap) < Y [H(a)+ dog(ay) + qToog (dog a;-+1)] -+ m0, ;
qe=]
(2.9) deg,, (a, .. Z dog,, om0,

Tem ]

Démongtration du lemme 2.1. a) Led relations (2.2) et (2.3)
sont triviales; de méme, dans le cas K = Qlxy, ..., a), leﬁ relations (2.4)
et (2.5) ont hcu avec ( = 0. Noug allons établir (2.4) e b (2.5) dans e

cas m = 2, Soient
n
Oy = 2@1@{5’~1.

Uy == jl)i@/{"la

t=l Tl

Pour touf entier w0, il existe dog polyndmes I7,, eZ[a,, ..., @,y tels

que
n
N Ji—1
Y - ];_21 ﬂru,k"./ .
=1
On a done
Oy Gy == ZRE'!/?“'
k=1

aveo ' o

. N2
By, = 2 L+ 2 2 Haa,kl:>i(i.)j-

E=hifd, om0 dob et 26k 0
On en déduit:

tay o) < ¥(ay) + H{ay) - 2’ Tog(l -l—mm{(leg”al, dog, og}) |-y«

i=l
Le cas général se déduit de cette relation Par réourrenco Kur o,
b) Les relations (2.7) ef (2.9) sont immédiates. Déroontrony (2. (i)

et (2 8). Solent a; = oy/P;, 15i m, avee PreZ[w,, ..., @y] O ape iy, ..
sy Wy ¥]. On oo

' 4 Wb
Mo = 2]l f) o
- g = e
i=1 P oy 'y
. 7{]1 ! IYI
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Il nous reste & é&tabliv la relation swivante: golent aeZlz, ..., Ty, y] et
TeZ[yy .0y By]; ON B

1 (-g) = max {¢(a) + deg a; ¢(w) + dega},
(2.10) '
@
‘ degy, (;) <max{deg, a, deg, }.

b

En effet, soib a = 'S my ™, ot goit P un dénominatenr de q, on a
'#“wl

:;_ :(Zmﬁ—l)/p, aveo  m = PQm =P, ot Qellay, ..., a,].

i=al
La relation attendue se déduit de la suivante ([8], ch. ITT, § 4, lemme 2):
HP) < HPQ)+deg (PQ).

Remarque 2.1. Le lemme 2.1 montre que les propriétés de Ia taille
sur une extension de @ de typoe fini sont analogues & celles de la taille
d'un nombroe algébrigue ([117, [12]). Il contient de plus le lemme 1 de [11],
ch. V, §2, ot le lemame 7 do [17] (voir aussi [7], lemme 1).

Le lemme suivant montre existence de deux applications de Oz, ...
ey @y, y) dans Zlwg, ..., 2] laissant la taille invariante & une constante
prés, _ .
Immmn 2.2, Seient K une extension de Q de type find, (g, ..., @y, ¥)
un systeme générateur de K sur Q, et n —= [K: O (@yy...,2)] Il existe
une constanie C > 0 ayant les propridiés swivantes. :

Soit @ un Aément non nul de K. 1T ewiste me £ [2y, ..., 2], ¢t aeZmy, ...

cey gy ¥y mon mauls, tels gue '

== u;  Hm) s OHa); (o) < Cia
dog,, 7 << 01 dogy, 0);  dogg a < O(1+degya), 1<h<y.
De plus, 8¢ I est un sous-corps de 5, on a
Tog ] <2 Log|a|--Ct{a).

Démonstration. Nous allons offectuer la congtruction de = et
de o do d.eux manidred différentos. Soit P le dénominateur de a, et soient
Py, Py los @éments de Panneau 4, = Z[wy, ..., 2] tels que P-a
E-P(]'“E" .,! 1) 11 1

1) La pmmléxu construction utilise les propriétés .de la norme N
do I sur Q(wy, ..., @,). Soit @ = N(P-a) = P ¥ (a). Comme I"anneau

Zl#y, 0oy my] = Ao o8t intégralement clos, med,. Solent y, =y,...,ya
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les n conjugués de y sur Q(zy,..., ;). On remarque alors que
n n-l e n_—jl
w=[] 3 v =0 [] 5 2
=1 f= =2 fm
¢t on applique le lemme 2.1.
2) La deuxiéme méthode ufilise les propriétés du résultant do deux
polynémes {cf. par exemple [1], [11]).

Soit m, le résultant du polynbéme g(X) == 2’ ¥ ool du polynbmo

minimal f de ¥ sar Q (@, ..., a,). Alors Jrze,A(,, oi. 11 oxiste denx polyndmes
QY)Y et B(Y), & cooffiemnt.s dans 4., tely gue

= QDD +HRX)F(N);  1(Q) < Ci(a);
dog,, (@) < O(1+dega), 1<h<g.

3) Pour terminer la démonstration, quand K < 5, on remargue
que pour tout aeZlmy, ..., z,, y], on a Logle| <€ t(a).

Parmi les principales conséquences des lemmes 2.1 et 2.2, ot de la
relation (2.10), citong les suivantes:

Remarque 2.2. Soit K une extension de @ de type fini; soit (a, ...

<oy By, Y} un gystéme gémératenr do X sur Q. Il existe wne constantoe

‘posmve 0, telle que pour tout élément non nul ¢ de A, on ait ([11], ¢h. V,
§ 2, lemme 2):

(211) #(1l/a)< Opt(a);  degy, (1/e) < Oi(deg,, (@)-+1), 1<h<qg.

Remarque 2.3. Il existe une constante positive ¢ telle que pour
tout a,d, dléments non nuls de K, on ait:

t{a/b) < Cymax {i(a), 1(b)};

degmh(a,/.b) < O;max {deg, a, deg, b, 1}, 1<h<yq.

Remarque 2.4. Il existe une constante Oy > 0 tollo que pour tout
(1
P , .
2 miy‘ Yde K, avee P, ot @, promicrs ontro
fami] 1
vy W], 0N ait:

-élément non nul & =

eux dans Z[zy, .

Z-t(a) < max (P, (90} < H(a)+ dog(a);

Gy

1
—é—(degmha) -1 mz_ux {deg,, Py, deg,, 9} < dogy, 0, 1 hsig,

. 'Bemarque 2.5. 8oit o un homomorphisme de X dans une eloture
algébrique de K. 11 existe une constante C; > 0 telle que pour tout dlément
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a non nul de K, on ait:
t{oa) << Cri(a); < Oy(1+deg(a)).

Enfin les lemmes et remarques précédentes montrent que deux
tailles ¢ et ' définies sur K & partir de deux systémes générateurs diffs-
rents vérifient: t(a) > <t (o). De manidre plus précise, nous démon-
trerons le:

Levuz 2.3. Svient K < ,Tf deum extensions de Q de type find, (@, ...

sy By ) (resp. (a), ..,,a‘m LU un systéme gé'.'wmtew de K {resp. I’)
sur Q. On note t (resp. t') la taille of deg (msp deg’) Te degré sur K (resp. K')
définis par ces systémes génivateurs.

1) IT ewiste une constante Cy > O telle que pour tout élément non nul @
de K,

deg{oa)

(2.12) %t(a)gt'(a)égﬁ(a)s

1
——(dega)—1 < deg’a < Cy(dega--1).
8

2) 8t @y, = wy, pour h =1,...,q, olors il ewiste une eonstante G, >0
telle que pour tout acK, a 0, on aif:

(2.13) t'(a) < t(a)+dega-+0y;
' degyo < deg,a+0Cy, 1<I<y;
deg,a < 0y, g<i<g.

Démonstration du lemme 2.3,
a) Linégalité ' (a) < t(a) est vraie, gréice & (2.4), dans Ie cas ol a
est un mondéme pa’, avec peZ, p =0, ef r = 0:

t (pa”) < Logip|+1 (") < max{r, Log|p|} < t{pa").

On. déduit alors dc (2.2) que pour tout polyndéme non nul PeZ[m,,..., z,],
on &

&
U(P) ==t (E;p a,(”) < n%f\;xt {p(4)a?) + IZLog(l—[— deg, P)
) : =1
d’ol
¥ (P) < max{r, Loglp (W)} <P

Hinfin soib a'eK, a # 0, et g0l P le dénominateur de a:
Pa= Y Py

de=]

on 2
P} < max {i{P), {(P;)} = t(e)

La relation. deg'(a) < deg(a) se démontre de la méme manidre.

¢ (@) < max{i' (P), ¢
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b) Pour obtenir les inégalités ¢(a) < (@) ot deg(a) < deg'(a), gram
3 ee que nous venons de démontrer, il suffit que Pon étudie lo cay w, = b

pour 1 <1< ¢ Soit

03
=2Riy"‘1e1{ avee  IeQlr,...,x,).
=l -
On aura done f(R,) =t (&), Lot t(a) < max ¥ (&)

1sdelam
Soient oy, ..., 0, les ® Q(m5, ..., m_,t)-hommnorphiHmos (o I dang une
cléture algébrique 2 de J'. Comme la matrice (ogf™), L4, § <5 n osh
invergible, on a

max (&)< max t (o;(a)).
1egian 1=d=in

n, oy so prolonge en un homomorphisme a;- de XK'
montre que l'on a:

Pour toub j =1,...,
dang £; la remargue 2.5

max § (o5(a) = max ¢ (o}(a)) < 1'(a).
1<f<n Ledeln

Cedl démontre (2.12).
¢} Démontrons enfin la relation (2.13). Soient

now= (K Qoy, ..., 0)], ob = (K Qal, ..

Tl existe un élément AeZ [@y .0y g, 3] tel que

oy
'3 wa’).l -

o | ! ’ 4 T
Ay elwy, .,y ] pour 1 din,

On définit ainsi des entiers ¢ > 0 etiry(ny, ..., Ny)leZ, 1 <
0<m<e (A<I<g), tels que

e coow
-1 _ i My Ffe],
E e E Pag(Day voes Mgy - oos 2”4

=0 Agee= fe=1

Solent aeX, et P le dénominatenr de o (rolatif & (w,, ...

< n lsgjsga,

i,
2 gy D)2

rl
- 2 Z 2, Daldyy oo ,I) . miﬂ!y'f-nl

11 ) qu(] fen ],
On aura done '
rpC vt

Pia= PR 2 Z qu (s ooy )L el Yo
=0 Hg=0 pgy3=0 fhge=0 Jrs ]

avee

- k2]
z Z%(A) Pag My oo ey Mgy fgaay oo fgr) »

Agt-agmng 1=l

g:i(#la taey f”q') =

A dni=py
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Le nombre de fermes dang lan somme

A=
étant inférieur ou égal & ¢-+1, on a

Logmax gy ()|, < ¢ +-Logmax |p;(1)],
7y (u %]
La relation (2.13) ost done vérifiée avee Oy = max(c+0, 3t (4)), grice

A (2.10).

§ 3. SUITES PONDERKES

1. Ordre et ordre arithmétique.
a) Ordre d’une fonection méromorphe. Nous introduisons 1’or-
dre suivant sur le R-espace vectoriel R': (ordre lexicographique):

(g, vy) & (g, ¥4) 8l o6 soulement 81 Uy < Uy, OU 4y = Uy 4 ¥ < 0y,

Bi gy ooy Mgy B1g.0ey ¥y 800G des mombres réels, mous noterons

max {u;, v} au liew de IAX {uy, ...y Ugy Uiy .eey Vgt
1<isa 1<isd

{(gui est un nombre réel), eb

max {(w;,v;)} au leu de max {{vg, ), ..., (%g, 2a)}

1=id 1lgiid
(qui appartient & R%). :

Dang [11], Lang introduit la définition suivante: Soit o un nombre
réel positif; une fonction complexe entiére est d’ordre inférieur ou égal
& o Bi

Log|I|p = Logsup |F(z)| <« B* pour K - co.
le|=

Une fonetion méromorphe est d’ordre inféricur ou égal b ¢ i elle est
quotient de deunx fonctiony enbidres d’ordre inférieur om égal & ¢. Ainsi
une fonetion exponenticlle 21— of (aeC} est d’ordre inféricur ou égal & 1,
une fonetion elliptique p de Welcrstrass on une fonetion zédta de Weier-
girass sont d’ordre inféricur ou 6gal & 2, tandis quune fonction polynémiale
o8t d’ordre inféricur ou égal & e pour tout & positif. On peub remarquer
que les majorgtions qui interviennent dans les démonstrations classiques '
de tranzcendance font intervenir des fonctions g définies sur les entiers
positifs & valeurs complexes, ot sont du type

lg(n)| < n*(Logny, avec (a,b)> (0, 0).
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DEpINITION. Soient ¢ eb ¢ deux nombres réeld, (g, ') = (0, 0). Nouy
dirons qu'une fonction entiére F est d’ordre inférieur oun dgal & (o, ') si

Log |P|, < R*(LogR¥ powr R - .

Une fonetion méromorphe est d’ordre inféricur ou dgal & (o, 0°) si olle egt
quotient de deux fonetions entitres d’ordre inféricur ouw égal & (g, o).

Aingl une fonetion méromorphe est d’ordre inférienr oun égal A p si
et sculement si elle est (’ordre inférienr on égal & (g, 0). Do pluy, une
fonetion est d'ordre inférienr ou ¢gal & (0, 1) 81 et soulement i olle ot
rationnelle,

Le nombre =n(E) de zéroz dune fonetion entitre Cordre inféricur
ou égal & (g, ¢"), dang le disque |¢] =5 B, csb majord par:

n{R) € R*(LogR) pour

B o,

Soit g une fonetion méromorphe d’ordre inférieur ou égal & (e, o,);
st {py, 61) < (05 @2)y alors ¢ est dordre inféricur ou égal 3 (g, o); on
particulier ¢ est d’ordre inféricur oun dégal & (g, ¢, g;) pour tout ¢ > 0
et tout réel g.

Si f est une fonetion méromorphe CCordre inféricur cu égal & (o, o)
et si § egt un sous-ensemble de €, nous dirons que f est définie sur 8 gl
existe deux fonetions entidves g et b, d’ordre inféricur ou égal & (g, o),
telles que b ne s’annule on aucun point de 8, ot quoe f = g/h.

b) Ordre arithmétique: Soit K un sous-corps de € do type fini
sar €.

Soient (8,) une suite croigsante de sous-ensembles de €, tels que

max |z €%  pour
e,

7 > oo,

f une fonction méromorphe détinie sur 8 = (J8,, et soient ¢ of ¢ doux
réels avec (g, ¢') > (0, 0). On. dira que la fonction f est dordre arithmé-
tique infériewr ou égal & (o, o) sur (8,) & valeurs dans K si Tes conditions
suivantes sont réalisées:

CAL: f(8)= K et maxt(f(2)) < nt(Logn)  pour

268y,

G i m;
0.A.2: Il existe une fonction entidre b dordre inflriewr ow éyal & (o, ¢')
wayant aveun zéro dans 8, telle que Wf soit entidre, af que

max Log [L/k(2)| < n?(Logn)e

2e8y,

PoUr M -x 00,

2. Sv‘ﬁtes pondérées. Soient Iy, ..., K, des sous-corps do €, 1y ooy fy
d.es fonctions méromorphes algébriquement indépendantes sur lo compo-
situm - K = K, .., K4, dordre inférieur ou g0l & (01, 015 ey (00, O0)

respectivement, avec :2?;; g;> 03 80it @ = (gy+... -+ gg)/d. Solent (8,)

icm
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(T,) deux suites croissantes de sous-ensembles finis de €, avee T, = 8,

pour tout m, et max [z| € % pour n — oo
28,

Soient 4, 1, u, ,z;b’ des réels, avec (4, 1) = (u, u') = (0, 0).

On dira que (8, T',) est une suite pondérée relative auz corps K ..., K,
¢t auw fonctions fi, ..., fq, de densité supbrieure au moins égale & (Ao, i')
et de densité infériewre aw plus égale & (up, u') #'il existe nn sous-corps L
de €, de type fini sur Q, tel que les propriétés suivantes soient vérifices.

a) Pour 1< i< d, la fonction f; est définie sur 8 = (JS,, d’ordre
avithmétique inféricur ou égal & (o;, ;) sur (8,) & valeurs dans L n K.

b) Pour tout =0, s> 0 entiers et tout polynéme Pe(L N K) X
X[ Xy, ...y Xgl, 8ila fonction ' = P(f,, ..., f;) s’annule pour tout zeT,
(avec un ordre au moing égal & s), alors F g’annule pour tout 2¢8, (avee
un ordre an moing égal & s).

¢} On a

Card T, < n*¢(Logn) et «n*(Logn)" < Cards,.

Remarque 3.1. Au lieu de considérer un eorps L fixe, on peut uti-
liser une suite de corps ., dont les degrés [L,: L,] satisfont une condition
do croissance (voir par exemple [12]); on remplace alors la condition
L®ye L nE;par fi(S,)c L, nE;pour tout n =0 et i =1,...,d.

D’anatre part, nous verrons que, de Paxiorne 0.A.1 nouns n'utiliserons
que la propriété:

B cK et maxt(ﬁ(z)) < n"f(Log%)g'i pour # — -+ oo et .

el .
1<i<d.
Remarque 3.2. Quand K, = ... = K; = K, on dira simplement
que la suite pondérée (8,,T,) est relative au corps K et aux fonctions

fl: "'7frl'

Enfin, quand K est le corps des nombres algébriques, cette définition
ext analogue 4 celle de “special weighted sequence” de Ramachandra [12],
avee néanmoins nne définition différente de Pordre diune fonction. Le
théoréme principal de Ramachandra s’énonce alors:

Soignt I wm corps de nombres, fi, ..., f; (= 2) des fonctions méro-
morphes  algébriquement indépendantes sur I, dordre infériewr ou égal
G Oyy ooy 0g Pespectivement, Soit (8., 1) une suite ponddrée de densité supé-
rieure au moins dgale & (Aa, 0) ef de densité inférieure au plus égale & (ug, 0).
Alore A5 p--d.

Un corollaire est le résultat de Lang [11], chap. IX, théoréme 2.
On. déduit égaloment de ce théordme celui de Gel'fond Schneider sur la
trangcendance de o, ainsi que de nombreuses propriétés de fonctions
clliptiques [8], [12], [14] (voir §5). ' :
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3. Suites pondérées spéciales. Rappelons qu'une (drivation D sur un
annean .4 est une application de A dans A satisfaisant:

Dw+y)=Do+Dy et Dixy) = aDy+yDu.

Pour étndier les valeurs de fonetions mdéromorphes patisfaisant e
équation différentielle, mous awrons & examinor le probléme suivant.

Soient fi, ..., f; des fonctions méromorphes, & un sous-corps de €
de type fini sur Q, (@, ..., @, ¥) un gystéme gindrateur de K sur Q, ks
un nombre entier positif ou nul, o @ un nombre (mnplt-xc’: el que filw)e K
pour tout @ =1,...,d Solent Pel[Xy, ..., 0 B ==P(f,...,f), ot
D une d(rwmtmn HUI‘ une oxtension finie & dv corps K(f, ..., f).

Nous voulons majorer la taille de DFJ (w) (considérd comme Glément
d'une extension finie de K que nous préciserons).

Seit 7 un nombre entier, 1 < ¢ < 4. Remarquons que la dérivation D
opére sur le sous-corps K; do F engendré sur K par DU, h > 0; soient
Jarr ooy fopn des éléments de B tels quo K, = K(f,,, . w0y Fowi—1)e Soit 4
Vannean Z{w, ..., @, 4], ot Pyq, ..., P, yy1 des éléments de A [Xy, ..

X, 1] tels que

'b fel:'" f'u_l) -
Dfy; = wt 1<) = 1
b 10(]"1.,1! . !fl,u ml)
Soit
1
f',v
* Ly fi Ly -+ :fm,wl

Alors la dérivation D opére sur Pannean AlforseorSin o)y ob les nombres
Juslw), 1§ << sont tous algébriques sur K. Le pwblbme précédent
est done régolu par le. lemme 3.1 (ol Pon nimpose plus au corps de base
d’étre C), qui est une extension du lemme 1 de [11], eh. ITL, § 2 (voir
anssi le lemme 1 de [3] et la démonstration du théoréme 1 de fh.

Levwe 3.1. Soient K un sous- eorps de & de type fini sur O, ( .n,

o By, Y) un Sysidme génémtew de K sur Q,f; Q<<isid,l=]n )
des fonetions de 5 dans 2. T1 existe wne constante (/> 0 ayaqt 7638 m‘opmét/ 3
suivantes.

Soit w un fément de 5 E; on suppose que les fonctions fig sont analy-
tiques dans wn voisinage de w, el gque f, (W) el pour dour 4 == 1, ..., d
et § =1,...,9. Soit P un polynéme en XU & eoefficients dmm P anneon

4= Zlayy o0y 00, 9]:
P ZP anf

{4) G, faml

o (4) = (A,), et 1:( Jedy 1<i<d, 1< f < vy Soit vy, le dogrd du po-
tynbme P par rapport & X, et soit ' la fonction P(f,,).

icm
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1) On a

d [
tF () < Ofmaxsfp)+ 3 3o, st{is )],
(3) =1 3=1
q
deg,, F(w) < C {m(a:)xdegwlp 2 Z ”degmlfi,, w), 1<1<yq.

(3.1)

2) Soit D une dérivation sur Panneay efnggndré sur A par f;; (1§
S, 1<i<d). On suppose que pour tout i= 1 yd, D opére sur le
sous-anneaw A[f;, ..., Jin;lo Soient Ry ed [-Zm: Xy.,] tels que

-D.ﬁ‘,j =-Ri,j(fi,1:'“:fi,u,-), I<i<<n,1<igd.

Soit 6, ; le degré total du polyndme R, ;. On pose
. vi
6,.‘ - max{a.s’j}‘—l, w.f,k = Z'Di’j +“‘k6£,
IES AR F=1
0, on @ D*F(w)eK, o
B—1

(o} {maxt(p (W) +E+ 2 Log max Wy g, -+
(j') he=0 . (i

I<iscd, k=0,

Pour fout entier k>

Zw”‘ max #(f; ;(w )}

=1 1<j€1r

(3.3)  deg, (D*F(w) < C {ma,xaegml (p(A)+ %+

a
w:—Zw“ max degm!(ﬂj( ))} 1<i<yq.

Iisry

De plus, si Iy, ..., s sont des élémenis de A tels que

Hifojwyed powr  1<ji<r, I<i<d,

alors on o
a
i i ’DkF _A. .

Démongtration du lemme 3.1. Dans toute la démonstration,
on déerignera par € une constante indépendante de w, P et k.

1} Démontrons la relation (3.1); soit J;; le dénominateur de f; ;(w);

on a
n H st = Z ” n ﬂ%,f—ﬂm ﬂiljfi’j(w))."'i,i

e} fa (4} i=1 f=

3 -~ Acta Arithmetiea XXIIT.1
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On peut alors utiliser log relations (2.2} et (2.4) du lemme 2.1, eb I velu-
tion (2.10); on obtient ainsi:

¢

Z sl fi o))}

L e

[\/‘

1(F(w)) < Gmax{jj%f(t(ﬁ, )m&}d

il g %) e

=
;.(

On proctde de méme pour le degré par rapport & o, eb on en. déduit (3.1).

2) Supposons que, pour tout ¢ =1,...,d, la dérivation D opore
sur Panneat K [y, ...y fi,, ] Pour toub mmvr fr = 0, il oxiste un polyndme
P (X, appartenant a.l’a.nn@zm ATX; N, 10 szw) , tel que DER = P, ( Joa)e
Soit 4;(’”’ le degré total de P, par rapport & X,,, ..., Xy, et Gerivons L,
sous la forme

a
By = Sn]] [[ 25,
(;_(75}) ] =] Jeal
aves
ogZAf’ﬂ;mf’cJ 1<i<d, k>0, ot 2i(A0)ed .
F=1
On a:

Yy

S S (o [T T]A8

-Dk+1-p Plc -1 f’b,,l

U_Uc)) s | .
.-.'|_ i
H ‘2/ l(k)R'ij(.f: h .f'i,:.l [If’b, u,w'
i=1 =1

Les polyndmes R;; peuvent s’écrire:
By, (X1 oo

l J
= Mag (L, )X Y;,f*',
(i 4)

avec a”(lw) = a“(h“, b Ligohed, of by On ob-

et by, S Oy

tient:

d ¥ - " A e

> Mo (A (1) AP xR

(alk)y =1 Juad (B )

(3.4) P;'a-l.l (-X-i,j) s

x (Hx,u“"”““ nnﬁ;‘.ﬁ”.

r s

Eerivons cette relation sous Ia forme

@ ™ Ut 7}

D P ][] x5,

(alk 1)y T=1 Jual

Pl Xig) =

icm
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avee
(3.5) Z%’HU < max Zuf ) i) Z‘A(k)+mx bi;—1,
(3.6) Hprp (7Y < max{ (2, (29} +2Logmaxi”“)+0,

(alk)
et
(3.7) deg, (Py, (%) < max {deg, (9, (A} +-C.
En effectuant une réeurrence sur %, on déduit de {3.5), (3.6) et {3.7):
(3.8) o) <o 10 < Yoyt he, 1< i< 4

= B-1

(3.9) 1, (%) < maxi(p (1)} +2 yLogmaxw(k]TkG

() h_o I<issd .
(3.10) deg, (px (%)) < maxdegmz( () +kC, 1<i<y.

(2}

Les relations (3.2) et (3.3) se déduisent alors de (3.1}, (3.8}, (3.9 et (3.10). -

DiFnrrIon. Soient K, ..., K; des sous-corps de C,f, ..., f; des
fonctions méromorphes algébriquement indépendantes sur K = K, ... K ,
d’ordre inférieur ou égal & (gq, 01)s ---s (04, 0g) Tespectivement. Soif
(8,, T,) une guite pondérée relative aux corps K, ..., K; et aux fone-
tions fy, ..., f;. Nous dirons que la suite pondérée (8,, T,) est spéoiale
g'l existe des fonctions méromorphes f;; 1<j<y,1<i<d) et un
sous-corps L de € de type fini sur Q tels gue, pour tout 4 =1, ..., d,
on. ait

1) fin =i - ,

2) Les fonctions f;,, ..., fiw-a sont d’'ordre inférieur ou égal & (g, g;)-
De plus, elles sont définies sur S, d’ordre arithmétigne inférieur ou égal
A (g o) sur (8,) & valeurs dans T n K.

3) 1 existe une dérivation D sur anneaun R engendré sur K par f;;
(1<j<n, l<i<d), qui opére sur les sous-anneaux K[ fery ooor Jowh
1<€i<4d, ot qui vérifie: .

— pour tout zeT,yeR ot k=0, la condition D*g(z) = 0 pour &
=0, ..., k entraine: @*/de"g(z) = 0 pour b =0, ..., k;

— il exigte un prolongement de D & lanneau R[z] qui vérifie:

max Log |D*(z —)¥|,_; € kLog{k-+n) pour k+n-—-+oo.
1Sy, '

8i (8,,T,) est une suite pondérée spéciale, on lui associe des nombres
Té0ls €1, ..y 84, 0,, € 9*, avec e; =0 ou 1, et (o, Q*) (0, 1), définis de la
Maniere suwame .
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soient By ;e K [ X1y .-4s

Dfyy = By j(fory oos Fing)s

Soient 4;; Ie degré total du polynéme E,;, et & = g_lgy:: 8 4—1

On pose & =0 s §;<0; & =1 si &21; (g,,0,) = ﬁ:ﬁx(@“ 0} si
g«%s‘ =1, et (g« ou)= (0, 1) 81 5;= 0 pour tout i==1, ..., d.

Aingi la condition (g, g,) = (0,1) ost équivalente & ¢ = 0 pour

tout 4, c’est-a-dire & “la dérivation D opére sur le K-espace vectoriel
Efy+..-+Kf,". Bn particulier, une suite pondérée est speialo avee (g, , o.)
== (0, 1) &1 et seulement si

1) il existe une dérivation D sur K (f,, ..., fi), opérant sur lo K-egpace
vectoriel engendré sur K par fi, ..., fg, et vérifiant la condition 3;

2) i existe un sous-corps L de ., de type fini sur Q, tel que pour

Xy,,]: tels que
1<i<y, 1<i<d.

tout entier £ > 0 et ¢ =1, ..., d, la fonction D*f; soit d’ordre arithmétique

inférienr ou égal & (g, o;) sur (S,) & valeurs dans L.

Un exemple de dérivation satisfaisant la condition “pour ze§ et
k20, les conditions D'¢(2) =0 pour b =0,...,%k et d*/deg(z) =0
pour b =90,..., k sont équivalentes” est le suivant. Soit ¢ une fonction
entiére n'ayant pas de zéros dans S; on choisit D = g(2)d/de.

Enfin, si f,,...,f; sont des fonctions méromorphes d’ordre inférieur
on égal & (g, o), #i (8,,T,) est une suite pondérée velative aux eorps
Ky .oy Ky et aux fonetions fy, ..., fz, et si la dérivation didz opére sur
Panneau K [fy, ..., ;] ot K est lo compogitum X, ... Iy, alors la suite
pondérée (8,, T,) est spéciale, avee (g,, o) = (0, ¢')-

' On peut remarquer que les nombres ey, ..., Eay Oy g; asgociés 4 une
suite pondérée spéciale ne gont pas définis de manidre unigue, mais d6-
pendent du choix des fonctions fipn iz 2. _

Le théoreme de Schneider [13], [14], complété par les {travaux de
Lang [11] (dans lesquels on remplace la dérivation d/de par une déri-
vation D satisfaisant la propriéts 3 de la définition des suites pondérdoes
spéciales) peut s'énoncer de la manidre suivanto. '

Soient K un corps de mombres, fur fa deww fonotions méromorphes al-
gébriquomont indépendantes sur K, Qordre inférieur ou égal & o, Soit (8,,-1,)
une swuite pondérée spéeiale, relotive au corps K of aus Sonotions [y, fy.

Alors Vensemble 8 = | 8, est fini. '

On peut alors majorer explicitement le nombre d'éléments de 8 [3].

4. Construction de suites pondérées. Llexemple le plus simple de
puites pondérées est fourni par ley fonctions exponenticlley [207; Rams-
chandra a construit des suites pondérées relatives an corps @ des nombros
algébriques et & des fonctions fuy ooy Jau algébriquement additives {127
Nous construirons des suites pondérées relatives & un sous-corps quel-
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conque 2 de C algébriquement clos, et & des fonctions fiy-+vy Fz; quand
fi(#) est égal & az, expbe, plcz), ou & oz &{oe), ol a,b, ¢, e sont des
nombres complexes, @ 40, b % 0, ¢ % 0, les fonctions # sont des fone-
tions elliptignes de Weierstrass dont les invariants appartiennent a4 2,
et ol { sont des fonctions zéta de Weierstrass associées & certaines des
fonctions @. On remarque alors que I’'ensemble des z<C tels que f;(2)e 2,
ou 2 est une période de f;, forme un sous-espace vectoriel de € gur Q;
la plupart des résultats de transcendance et d’indépendance algébrique
des fonctions f; peuvent s’exprimer par une majoration de la dimension
de cet espace vectoriel. Pour cbtenir une telle majoration, il faut évi-
demment introduire une hypothése sur le degré de transcendance de 9
sur @; il serait souhaitable que ’on n’introduise pas d’autre hypothése,
comme I'indiguent la conjecture de Schanuel [10], [11] et la conjectare 1
de [18]; mais, méme dans le cas algébrique, les résultats actuels ne somb-
lent pas les meilleurs possibles (probléme 1 de Schneider [14], conjectures
de Lang [11] et Ramachandra [12]).

ProposirioN 1. Soient d), d,, dy, d,, @ des nombres entiers vérifiant
d=00ul; &=0; d>d,=0; & = d+dyt+d,4d,>1.
Soient by, ..., ba_qg, des nombres complezes non nuls, a; (d—d, < j < d) des .
nombres complexes, ., ..., s, des fonctions elliptigues de Weierstrass
dinvariants g,z et ga 5 (1< E<dy), ot s0it §; (L <1< d,) la fonetion zéta

de Weierstrass aasocide & ;.
Soient f, ..., fy les fonctions méromorphes, dordre inférieur ou égal &
(015 01)y - vy (0gy 03) Tespectivement, définies de la manidre swivanie:

filz) = b;2; (@iy Q;:) = (0, 1);

0 <i<<d;
(0, €) = (1, 0); |

d <i<d+dy;
(e 6) = (2,00

it dy < i dbdy Jody;
{o: @:) = (2, 0);
& dy+dy<i A

fi(#) = exph;z;
Fi(#) = Prgy_ay (b:2);
Jile) = aet-Logyay_ay (Bi_gy?);

On définit 0 par: 0 = 1 i les fonetions fi, ..., fz ont une période commune,
6 = 0 simon. Soient 2, = 2, deuw sous-corps de C, algébriquement clos, et
contenant g,y € g (1K< k< dy). _ _

L'ensemble des mombres compleves 2 tels que, powr towt & =1,..., d,
Jil2) ey, ou 2 est une période de f;, forme un sous-espace veatoriel de C sur Q,
de dimension py, avee 0 < < + oo (b =1 ou 2). Soient I, et 1, deuw
nombres entiers, 0l << . :
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On suppose que les fonctions fiy ..., Sy sont algébriguement indépen-
dantes sur €. Alors: .

1) I existe une suite pondérée relative & L el aux fonotions [y, ..., fy,
de densité supérieure aw moins dgale & (I, 0) ¢ de densilé inférieure au
plus dgale & (8, — 0, 0).

2) 8ile corps £, contient les nombres by, ...y by.q,, Uity 1oty +»+ 9 Qs
alors il ewiste une suite pondérée spéciale relative & £y ef auw fonctions f\, ..., fy
de densilé swpéricure om moins égale & (ly, 0) ef de densité inférieure aw
plus dgale & (I,—0,0).

Remargue 3.4, Pour construire la suite ponddérée relative d £2, (b == 1
ou 2), on supposera seulement que les fonetions f, ..., f; sont algébri-
quement indépendantes sur 2.

D’autre part, dans le cas % =2, les deux nombres réels associés
4 la suite pondérée spéeiale sont:

ds= O’

(Q*? \Q*) = ds,};l,

(2,0) =i
Remaxque 3.5. Soit £ un sous-corps algébriquement clos de C.
Pour 1<ig d—4d,, la condition

“ou bien fi(e)e2, ou bien # st une période de f;7
et équivalente &
- “fi(e)eR U {oo}?.

Ox dit alors que 2 est un pseundo-R2-point de f,. On peut remarquer que
deux fonetions méromorphes algébriguensent dépendantes sur £ possédent
les mémes pseudo-2-points (ef. [12], lemme 8); on, retrouve aingi le résaltat
annoncé dans [20] sur espace vectoriel des pseudo-R2-points eommuns
& plusieurs fonctions Q-additives,

La proposition 1 repose sur plusicurs lommeoes, Le premicr permotira
de vérifier I'axiome 0.A.1 dany la définition de Povdre avithmétiquo,
pour les fonctions @(be) et az--{(b2), avee (g, o) == (2, 0).

Lmvme 8.2. Soit fp une fonation elliptique de Weicratrass dinwariants
gy ¢t g5. Soient B, ..., f; des nombres complenes non pilex de .

1) Soit K, lo sous-corps de € oblenu en adjoignant & @ les 21-1- 2 nomibres
G2y s> (B & @' (), L<i <l

Il existe ume constante A > 0 telle que pour towt entier k2= 0 ef pour
gout (11, ooy M) <NV, ou Dien (mB) = myfy-b... - mfy est pole de p, ow

tem

@(m(’mﬁ)eff; et t(p"(mp)) < Abmax{Logk, m, ..., md}.

icm
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2) Soient a-un nombre complexe, et { la fonetion zéta associde o p. Il
existe un entier 82> 0 ayant lo propriéié swivante. Soit K, le sous-corps
de C obtenu en adjoignant & K, les 31 nombres af;+L(8;), £ (Bi12°), @ (6;/2°),
1<j<t

I existe une constamte B > 0 telle que pour tout (my, ..., m;)eN', ou
bien (mpP)y = mif+...+m B est pble de p, ou bien

a(mf)+L(mp)eKy, o t{a(mp){(mp)} < Bmax{mi, ..., mi}.

Remargue 3.6. La démonstration de la partie 1 du lemme 3.2
utilise une technique analogue & celle d¢ Ramachandra ([12], lemmes 2
et 3 gui concernent le cas ol K, est un corps de nombres). D’aprés le
lemme 3.1 (avec d =1, 1, =2, f,; =@, et f, = @), il suffit gue T'on
établisse le résultat pour & =0 et k = 1.

Remarque 3.7. Le nombre d > 0 dont Pexistence est affirmée dans
la partie 2 du lemme 3.2 peut étre défini de la maniére suivante. Soit
H lo Z-module engendré par 8, ..., f, 4 le Z-module des périodes de @,
et (0, w’) un génératenur dlu Z-module ¥ N A. Il exigte un entier 5= 0 tel gue

1

—;‘; ¢A—{0} et % ¢4 — {0},

En particulier, si B nA = {0}, cest-d-dire =i oy, 0y, S, ..., f; sont
Q-linéairement indépendants (ol (w,, w,) est un générateur de A), on
peut choigir & = 0. .

Démonstration du lemme 3.2. Nous désignerons par (wg, o)
un couple de périodes fondamental de la fonckion gp.

a) Nous allons d’abord établir la partie 1) du lemme dans le cas
I =1, et 1, o, w, Q-lindairerment indépendants.

On définit par récurrence une suite de polyndémes Py, k= 1, appar-

“tenant & Q[X, ¥, T,, T;], par les relations suivantes:

Py =1;
Py = -7,
P, =3XiT,X-37,X—+T5;
P, =YX -iT,X 10T, X* 3T X* 31, T, X + 515 —T3);
“chd.—l - Ph—}-zpi ;_Ph—l'l)%—)-l pour b 2 2;
Py Py = Py(Pryu Py — Py oFp) pOUT B2 3. _
La dernidre relation est justifiée par le fait (immédiat par récurrence)
que Y divise P; quand h est pair.
On peut démontrer [12], également par récurrence, gue pour toub
entier 7 =1, le polyndme
@, = 2" P,

a ses cocfficients dans Z et a un degré total inférieur ou égal é:; B — ke
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Nous allons montrer, en utilisant le lerame 2.1, qu'il existe une congtante
A, > 0 telle que
Q) < A, (WP —h) pour hz=2.
Cette relation est vraie pour % =2,3,4,6 dd quo
A,z max {H(Q)/(#*—1)}.

T2, 8,4, 0

On suppose gue cette relation est vérifiée pour & < », ot on la véritie pour

n-+1.
1. 8i n = 2h, h =2, on a, grice & (2.2):

HQpr) < Max {§(2772Q),,08), 1(2%2Q 0 Q1)) +Tog 2.
D’autre part, on déduit de (2.4) et de I’bypothése de récurrence:
32 Qoo @) < @Y Q) + 3H(@n) - 0y Liogh,
ot ¢; ne dépend pas de h. On utilise de nouveaun 'hypothdse de récurrence:
127201, 00 <
cés 'que Ay = e, 42, De mbéme:
HE2P Qs @) < Ao (4h° -+ 21) —Log2,

Ay (472 +2) + 21— 2 +- ¢, Logh < A, (4h* 4-2h) — Log 2

d’oir _ .
HQn) S Ag(n+1F—(n41) 81 2 =25
2. 8n=2h-1, h =z 4, on a:

H(Qun) < max {i (zzh—ﬁQhanQi—ﬂy t(zm—-GQth—zQizm-1)} -~Liog2,

et
t{22h_ﬁQth+2Qi_1) 5 Ay (4R —4dh4-8) - 2h — 6 -~ e, Logh
: < Ay (482 —2h) —Liog 2,
dés que 442 ¢,-+2; de méme:
160011003 ) € A (4DF — 20) —Liog 2,
dlotr
) S Aog(nF1P— (1) 8l 5 o= 201,

On déduit de ce qui précéde:
(3.11) 1Py < Ay (B2 =)

. b) On définit une suite de fonctions méromorphes , (w) par Ia rela-
tion.

(312) Pult) = P,

pour tout hzz 2,

(@ (u), @' (W), 9o, )
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Ley formules d’addition et de duplication pour ia fonetion g:

(3.18) go(u+v)=—go(zaw@(v)%(w)ﬂ powr w0,

P (u}—g(2)
et
1" (w)\
(3.14) 2u) = —2 +_( i _),
_@(_) @ (u) 2\ ()
et Péquation différentielle de la fonction p:
(3.15) @’2 = 40’ — o0 — g5,

permettent de montrer que pour tout e C et tout entier b > 2, on a [12]:

Wa1 (%) Py (%)
("Ph( ))2

Comme f,, w;, w, sont Q-lmeauement indépendants, on a p(k3,) < @(F)
et @' (8;) # 0. On dédnit alors de la relation (3.18) par récurrence gnr %
que tous les nombres wu,(f,) sont non nuls; comme ils appartiennent &
Ky = Qg 95, 0 (1), © (1), le lemme 2.1, la remarque 2.3 et les rela-
tions (3.11) et (3.16) montrent que @ (hf,)eK, pour tout % =1, et qu’il
existe 4, > 0 tel que -

(3.16) o (ht) = o (u)—

(b)) < A%

Grice & (3.11), en dérivant (3.12) et (3.16), on obtient p'(hf,) K, et il
cxigte mne congtante A4, indépendante de kb telle que

' (hf,)) < A%

¢) Démonstration de la partie 1) du lemme 3.2. On procéde pax,
récurrence sur I en wtilisant la relation (3.13). Le résultat étant vérifié
pour I =1 d’aprés ce qui précéde, on le suppose démontré pour I—1.
Boit (mfl) = m;Bi-F... +mf; non pole de . On pose w = Mm,f,+...+
“+my_1 -1y &b © = myf;. Quand @ (u) (ou p(v)) est infini, alors % (ou »)
o8t une période de @, et le résultat esh immédiat.
Supposons o(u) et (v} finis; d’aprés lhypothése de récurrence
Pl{u)ell, et
t(z@(“)) < (max{my, ..., m_i})*;

de méme p(v)ek, et t(p(v)) < mi. Le seul cas délicat est alors celui
ou plu) = p(v). Mais Pordre du zéro aw point 2z = de la fonction
&> @(2)—p (v} est inférieur ou égal & 2, et I'un des trois nombres

Priw)—p'w) P ()
plu)—pm) * plw)’ (W)
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est fini; ce nombre appartient alors & K, et a uno taille < (mwaxm)?,
grace & I'hypothése de récurrence et & la relation
P! =60 —4gy,
obtenue en dérivant (3.15). Grice 3 I régle de PITdpital, on en déduit
' t{p(mp)) < max{ms, ..., mi}.
Si on dérive (3.13), on obtient: '
t{p' (mp)) < max{mi, ..., mi}.
La remarque 3.6, justifiée par la relation (3.106), permet de torminer to
démongtration de la partic 1) du lemme 3.2,
d) Démonstration de la partie 2) da lemme 3.2 dans le cag [ == 1,
et By, wy, wy O-lindairement indépendants.
Les formules d’addition. et de duplication de Ia fonchion zéta:

1 p'(a)—p' ()

E(a-+B) = L{a)+ i)+ bla) g oW e b,
&t '
£(20) = 2¢(a) + 5 g;(%)-

montrent que la fonetion

fl#) = ar+{(2)

vérifie

(1) f@+y) = —fle—p)+2 @)+ —Ch pom @y
. o (@) —g(y) i

_et'

(3.18) %) = 2f(m) - = £ &)

_ 2 @z’
Léquation. différentielle (3.15) de lu fonétion £ montre que, pour toud
entier k=1 eb tout 2¢C, on a:
' —4f (k) (ke) - 62 (ke) — go/2
2 (k=) o

(3.19) f(2Rk2) =

et .
(3.20)

F{(@+1)8] = ~fie)+ 2f ({6 +1)¢) [ (To=+1) o) o (k)] -+ ' (e 1-1)3)
‘ § ((k--1)2) — g2 (e)
Les relations (8.19) et (3.20) ot la premidre partio de la démonstration

montrent que pour tout entier 13> 1, F(18,)<Q gy, gay 0 (f), @' (By) F{f)
< K. Noug allons établir la relation 1{ Flkg) < 75,3- p,ar rétlirrencia ’};m: 5’&)

Propridtés arithmétiques des valewrs de fonclione méromorphes 43

Soit (@1, ..., T, ¥) un systéme génératenr de K, sur Q. Pour tout I 1,
soit d, (resp. d;) le dénominateur de p(I8,) (resp. de p'(I18,), et soit p,
= dp(l8,), p; = dip’ (151). On sait déja qu’il existe une constante e,
indépendante de I telle que-

roax [t{p;), t(i”i): Hdy), t(d;)] = plt

Nous allons définir par récurrence des éléments ¢ et ry de Z[z,, ..., x,, ¥]
vérifiant '

pour tout 1z 1.

pour tout {=1.

_ F(tBy) = qjn
Soit r; (resp. 7;) un dénominateur de f(8,) (resp. de f(23,)). Supposons
Ty Qrp1s Toy Fepa définis. La relation (3.19) montre alors que lon a:
—8g,pp s+ 12p3rs. by, — g AR T,
4p;cd]:::rk '

{3.21) f(2khe) =

En multipliant numérateur et dénominateur de cette fraction par le
dénominateur de g,, on écrit (3.21) sous la forme

Fohe) = 2 avec
Tax

De méme, 4 eanse de (3.20), on définit:

D1 = — (Prp1e— Prtyp) (G 751+ 201 ) d’k+1 +
(3.22) + Drep1 B B Tiopa "
Popg1 = (P?H-J.dic”"-Pkdkﬂ)’"l""kﬂd;cﬂ- '
Nous allong montrer I’existence d*une constante ¢, > 0, indépendante de %,
tella que

(3-23) max {t{gz), 1(r)} < ¢, F*

Cette relation est vérifiée pour & =1,2,3,4,5 dés que
¢y = Max {#(g), 1(re)}-
1B .
On suppose que la relation (3.23) est vérifiée pour k et k-1, et on la
véritie pour 2% et 2k+1; on déduit de (3.21) et du lemme 2.1:

Qo 6 Py [y, .y 2y Y]

pour tout k= 1.

max {t (szc)} t("“'zrn)} g max {t(gkpif'ﬁ di): t{l’?c"’fc d;c): t(dizc d;c"'.’:) ’ t(.'p;c dlzﬂ'k)} + 5]
< (e, +3eg) o o Log ke << 46, k2,
dés que ¢ 3> ¢+ e Log2/12; de méme, on déduit de (3.22):
ma*x-(t((lzk-;-l): t(""qu—z)) < max {#{Py 1y d,’k+1ﬁ:+1)a (P iy d;;+17".fc+1),
t(Pfc-I-ldRQk—{-ld;c-l-l)i t(iokdici{-l%ﬂd;a-i-l)y t(P;cH dk-(-ldkvk-fvl)} +
£ (6, +2¢;) (B 1)+ ek o Logh < ¢, (28 +1)3,

dés que ¢, 3> 26,405, ce qui démontre (3.23).
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Grace & la remarque 2.3, on en déduit #{f(%g,)) < k2

e) La démongtration de la partie 2} du lemme 3.2 dung lo cas 121
se fait par réeurrence grice & la relation (3.17) de la méme manidre que
pour la partie ¢) de la démonstration, en utilisant la quasi-périodicité
de Ia fonetion f et la définition de & (remarque 3.7).

Le lemme suivant permet de vérifier axiome 0.A.2 pour certaines
fonctions possédant une propriété de pseudo-périodicité,

Leyve 3.3, Soit & un sous-groupe discrel de C de dimension 2 5 sotent I
un compact de C dont Pimage dans le tore C[G est C[G, f une fonction entidre,
et B un owvert de € ne comtenant aucun zéro de f, el stable par translation
par les fiéments de 6. Soient ¢, o° deww mombres riels, et {g,] ge@} un on-
semble de fonctions entiéres vérifian:

- flz+g) = f(z)expey(z), mpowr gelf of ve(;
(8:24) max Re(g,(2)] < mf(Logm)®  powr m — oo.
J-13.d )

|gl<m
Alors la fonetion f est dordre infériewr ou dgal & (o, o'), ¢t on a:

Logmax [1/f(2}| < n®(Logn)?.
I;!I‘é::n
Ce Jemme s¢ démontre de la méme manidre quo lo lemme 6 de [12].
Un exemple important de fonctions entitres varifiant (3.24) avoe
(g5 0") = (2, 0) est fowrni par les fonctions gigma de Weisrstrage: soient
oy, wy denx nombres complexes R-linéairement indépendants; soit @ la
fonction elliptique de Weierstrass de périodes fondamentales Wy g3
soient { et o les fonctions zéta et sigma assocides, ot a un zéro do fo dany
le parallélogramme P des périodes. On & les formules suivantes: [18],
[147:
—g(g—a)o (e a) : a' ()
2 = . Z) BN ee————
OO = et =
o(2+ My wy+ Mmywy) = o{?) prfpml,mi ()  pour  (my,m,)eZ X7,
aveo

Py (2) :
= (M g -y mgYim - (2 dany Wy F My ) (mmg(ﬂ’l/z) Mg g("ﬁn/ﬂ)) .

Démonstration de la proposition 1. Soit Ap 1o groupe dos
périodes de la fonction @, (L <L < d,). A tout réel e > 0 on asksocie 1o
sous-ensemble @, de € défini par:

G, = {zeC| min (min| bipraggar#—wi) >} s
lehedy wedg

¢=0C s 4 =0.

dy 22 1;
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Soit £2 un sous-corps de C, algébriquement clog, contenant les invariants
Go,1 €6 gy p de @, (L k< dy), et soient g, ..., §; | nombres complexes,
Q-linéairement indépendants, tels gue, pour 1<i<d ot 1< jisl, on
ait:

pour tout zel;

FiBreR, ou  fi(f;+2) =fi(2)

dans le cas 6 =1, on choigit pour f§, une période commune. On définit
deux suites (S,(e)) et (T,(¢)) de sous-ensembles de € par:

8.(e) = {A+PA1<ig<n} 6 T=0=1,;
bt +4B < i <n, 1< h <Y N G, sinon;
Bu/2) s 1=10=1;
Tole) = {2fot- + 1BieS,(e)} 81 6 =1 et 1>2;
S.(e) s 6 =0.

Il existe un entier §,> 0 tel que, pour 1< A<, 1<i<d et 63 &y, le
nombre f,/2° ne soit pas pole de f;. Powr tout entier 4> 4,, on considére
le sous-corps L; de €' obtenu en adjoignant & @ les nombres

9,ier Gazr Fi (8212, p;a(bﬁ]—i-dz-l-faﬁh/?’a)!

1<k<dy,1<i<d, 1<kl \
Llinclusion L, = 2 se déduit de (3.14), (3.15), (3.18) et de Dégalité:

4 — g, X —gy = 4(X —e,) (X — e) (X —eg),
avec
& =P(w2) et wy = (w,+ /2.

Le lemme 3.2 montre qu’il existe un entier 8 > d, tel que f;(8,) = I, pour
l<i<det nz0. Le lamme & de [12] montre Pexistence d™un entier n,
et d'un réel s> 0 tels que CardS,(e) = n' pour » 3> n,.

Les axiomes 0.A.1 et 0.A.2 sont vérifiés grice aux lemmes 3.2 et 3.3
respectivement. Enfin, pour obtenir la deuxiéme partie de la proposi-
tion 1, on pose: :

For =F70 1<ji<n

‘avec

L<i<di+dy;
ditd, <i<dy+dy+dy;
3 pour dit-ditdy <i<sd.

5. Application du théoréme de Ramachandra i I’étude de sous-groupes
4 un paramétre de certaines variétés de groupes. Les fonctions théta, qui
servent & paramétrer les variétés abéliennes, permettent de construire
des suites pondérées relatives an corps des nombres algébrignes (voir 1],

1  pour

¥y, =192 pour
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chap. II, §§3 et 4). (Pext ainsi que Pon peut déduire du théordme do
Ramachandra le résultat suivant:

PropoSITION 2. Soit G wne variété de groupe définie swr le corps des
nombres algbbriques; soit ¢ € —Gg wn sous-groupe & wn paramétre de
dimension algébrique d. Soit I' um sous-groupe de O, ayoni aw moins m
déments O-lindairement indépondants. On suppose que Uune des deny con-
ditions suivantes est vérifide:

— @ est une variélé de groupe Undairve, et md > m-|-d;

— G est une varidté abdlienne, et md > m-|-2d.

Alors (") west pas conteny dans le groupe des points algébriques de ¢,

La condition md > m -+ d est éouivalente d: m =3 et dz 2, oum =2
et d=3; la condition md > m--2d peut &’derire: m 56 ot d2=2, ou
mz4 et 4323, ou m=3 et d=4. Lang conjecture [10] que chacunoe
de ces conditions peut &tre remplacée paxr m 2 2 ob d = 2. (Voir & co sujeb
§ 7 corollaire 3 et [11], ch. III, § 4, th. 2 ¢t 3). On peut déduire de 1a pro-
position 2 des conséquences analogues aux corollaires 1 et 2 de [117,
chap. II, §4 (o2t Von peut done remplacer 7 pav 5). _

Nous obtiendrons an § 7 une oxtension, dans le cas lindaire, de Ia
proposition 2. Dang le cas abélien, la démaoengtration reposo sur le lemmo
guivant:

Levum 3.4. Sodent A wune varidté abélienne défindie sur un corps de
nombres I, 60 @2 C — Ao un sous-groupe & un paramétre, de dimension
algébrique d, représenté par des coordommébes projectives (g, ..., gx)y lu
Jonction g, w'élant pas identiguement nulle. Solt (fy, ..., [, une buse do
transcendancs de K [g,/00 o0y Gulds] sur I

' Soient 5y, ..., By des nombres complexes Q-hm,{’awammf indépendants,
tels que p(f,)edy powr 1< v m.

Alors 41 ewiste wne suite pondérée velative & K ot awn fonctions fu, ..., f4
de densilté supérieure au moins égale & m. _

Démonstration du- lemme 3.4 {4). On utilivera Tes résultats de
[21}, chap. VI. Soit D la dimengion do A. Quitte i fairo un ehangemont
de coordonnées, on. supposera que g,(0) 4 0, eb quiil existe wne fonction
théta holomorphe @: € — € ot un dlément non nul a«C”, tels quo

(3.20) go(t) = O (lu)

Alors il existe wne forme quadratique ¢ sur ¥ telle que lo groupe dox
périodes de la fonction
{3.26) : p(2) = |0, (z)*expg(2)

soit um sous-groupe diseret A4 de P de dimension 2. Tn pmhau]um Jow
fonction g, est d’ordre inféricur ou égal A (2, 0).

porr tout ted,

(") La démonstration de ce lemme_ m'a 6ié suggérée par J.I%. Horve,

icm
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On notera s: €7 — C”/A la surjection canonique.

Soit 4 un digque fermé de CP, de centre 0 et de rayon positif 7, 1e
contenant auncun zéro de @,. Pour tout entier n > 0, on définit un sous-
ensemble 8, de € par

8, —{z*—ulﬁl‘i‘ st Uy 0

La fonetion 1 /y(z) étant bornée sur s~ (s(4

Uy < 1 8(za)es ()},
}), on a, grice & (3.25) et (3.26):
Logmax /go(2)] < n2 |

pour  ® — ca.
#eSy, ‘

Drautre part le lemme 1 de [11], chap. IT, § 4 montre que I’axiome 0.A.1
est vérifié sur 8, pour les fonctions fi, ..., £z, avee (g, of) = (2,0), L <1
< d. Il ne reste plus qu's vérifier ’assertion concernant 1a densité supérieure
de la smite pondérée (8, 8,).

Comme le tore C”/4 est compact, il existe un nombre fini de disques
de CP, de rayon 7/2, dont les images par s recouvrent C2/4. On utilise
alors le principe de Dirichlet pour les éléments

s(uyfyat... L u,ppal, —n/2 <nf2, 1<Kj<gm.

- L’un des disques considérés a une image dans GD [4 qui contient un nombre

» %™ de ees points. HEn soustrayant un de ces points & tous les autres,
on obtient -

card 8, > »™.

§ 4. INDEPENDANCE ALGEBRIQUE ET TYPES DE TRANSCENDANCE

Les résultats dont nous avons parlé concernent tous les valeurs
algébrignes de fonctions méromorphes. On ne peut pas espérer obtenir
d’aussi bons énoncés concernant indépendance algébrique de ces valenrs,
ainsi que 1’a remarqué Lang {11], p. 41, qui cite exemple des fonctions

t, expt, expi, ...

dont Jes valeurs sont dans Q(e) pour toute valeur entidre de ¢ L'un des
principes essentiels dang les démonstrations de transcendance étant
linégalité (2.1), on est amené, pour considérer des extensions de Q de
type fini et de degré de transeendance supérieur ou égal & 1, & introduire
la définition suivante.

Définjtion du type de transcendance. Soient v wd nombre réel, K
un seus-corps de 5. On dira que K a un type de transcendance inférieur
ou égal & 7 sur @ si IC est une exténsion de @ de degré de transcendance
fini, et 8l existe une base de trangcendance (zy, ..., #,) de K sur Q@ (¢ = 0)
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et une constante ¢ > 0 telles quo pour tout élément non nul « do Z[w,, ...
-eey Ty], OD &t
{4.1) — (t{a))* < OLog|al.

Par exemple, un corps de nombres a un type de transcendance in-
férieur ou égal & 1 sur Q.

Drautre part, st K est un sous-corps de €, ou un sous-corps de la oldture
algébrigue Qi, de Q, dams H, si K a un type de transcendance infériewr ou
égal & v sur Q et un degré de tramseendance q sur Q, alors vz ¢-+1.

Dans le cas complexe, ceci se déduit de Pénoncéd suivant (qui résulte
du principe de Dirichlet —voir par exemple [14], lemmes 27 ot 28 ~ of,
qui rempiace la relation

L)
1P(as, -, o) < oxp —(1+2)LogH | ] 4,
Aron |
de [18], p. 301, qui ost incorrecte, comme me V'a fait remarquer Georges
Rhin): '

Soient ,, ..., 2, des nombres complexes algébriquement indépendants
sur @. Soit 1 =8 -max{l, Loglayl, ..., Log |z} Pour tout (g-1)-uple
H,dy,..., 4, de nombres entiers positifs, il existe un polynéme non nul
FPeZ[X,, ..., X;], de hauteur inféricure ou égale & H of de degré inféricm
ou égal & d; par rapport & Xy, tel que
‘ i ey
[Py, .0y )| < Mot gy imis T

Si K est nn sous-corps de Qp (*), alors le complété K de K a une valua-
tion discréte et wn eorps des restes fini (soit p le nombre de ses dléments);
- le prineipe de Dirichlet montre que, si H, M, ¥, h sont det entiers po-
gitify vérifiant
) HN = .pnl«M’
ebsia;; (L<i< M, 1<j<N)sont des dléments de K do valewr absolue
inférienre ou égale & 4, alors il existe des entiers rationnels Ky ey XNy

non tous nuly, vérifiant: -y

N -
~H< X, <H (1<j<N) o ] > af,j:xj‘ < Ap~* pour de -0 M,
=3t

Linégalité » = g-+1 ¢’en déduit quand on choisit M = LN e (X000,

Ho) ST =LogH, et {a, ;| 1 < j < N} = {ahr ... Wl 05 e T, 1w k< g}

Soit K un sous-corps de =, de type de transcendance nférieur ou éyal

& 7 sur Q; s0it I un sous-corps de K. de type fini sur Q; alors i eriste wne
constante Op, > 0 telle que, powr tout aely on wit: :

(42) — (tz(a)f < Oy Log al,

{*) de type fini sur @,
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ot ty, 68t lov taille sur 1o définie & partir @un systéme génératenr de L sur a9,
la. constante Oy, ne dépendant que de ce systéme.

La relation (4.2), qui est une conséquence immédiate de (4.1) et du
lemme 2.2, montre que la définition de type de transcendance que nous
venons d'introduire est intrinséque (c’est-A-dire ne dépend que du corps K
et non de la base de transcendance (a,, -ooy &) permettant de véritier
{£.1)), et coincide avec celle de Lang [11] dans le cag des extensions de 0
de type fini (voir {11], Chap. V, §2, lemme 3).

Cette définition permet de généraliser & des théorémes d’indépendance
algébrique de nombrenx résultats de transcendance (voir par exemple [5], .
ainsi que le § 8). Ici, le théoréme de Ramachandra se généralise par le:

THEOREME 1,. Soient v un nombre véel, K unm sous-corps de € de
type de tronscendance inférievr ou égal & v sur Q, f,, eeos fq des Jonetions
méromorphes algébriquement indépendantes sur K, dordre nférieur o
bgal & (01, 01), -, (0qs 0F) Tespectivement, et (8n, T',) une swile pondérée
relative aw corps K et aux fonctions f,, s oy de densité supérieure au
motns éyale & (Ag, '), et de densité inférieure au plus égale & (uo, '), avec
2 = (1t Feald, ¢t ¢ = (g1 +...-+ gi)/d.

8 t> 1, alors

d(/lg 1+ < t{p+d, p' +do').

i z =1, cest-d-dire 39 K est une extension algébrique de Q, alors

a2, ¥) < (u+a, @' -+ de').

Remarque 4.1. D'aprés la définition de Dlordre sur ls R-espace
vectoriel B xR que nous avons introduit au § 8.1, pour obtenir la con-
clugion il suffit que l'on montre que:

siz>1 eb d(1+4) > v(a’ +do'), alors id < z(u+d);

si 7= 1 et di > v(u' +do"), alors Ad < (u+d).

On retrouve en particulier le théoréme de Ramachandra (8§ 3.2).

Remarque 4.2. Quand V' =p' =0, v>1 et o < 1jz, alors 2d
< T(p+d). On obtient ainsi les théorémes 1 et 2 annoncés dans [20]
(la condition Ad = v(A-+-d) entraine d > 7).

Remarque 4.3. Dans le eas 7 =1, nous démontrerons gue I’iné-
golité

' @A, V)< (uA4dy p'+de')
reste valable si on remplace, dans foutes les majorations:
.. < 0" (Logey  pouwr @ — oo,
la fonction Log par une fonetion L(x) vérifiant:

I Lw) = -+ oo et lim L{@ja® =0

s ) et e -

poﬁr tout &> 0.

4 — Acla Arithmetica XXTIT.1
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: ot e litiong Pinéealitd stricte
11 serait extrémement utile d’obtenir dans ees conditions Pintealitd striete

a{h, X) < (u+d, p'+de’). o PR
{ ’N z)us (e‘t;csmni;lerons au § 8 le cas partienlier ot Pensomblo 8 = &,

int dace lation.
admet un point daccmnt ' o N
Dans le cas ol les fonctions satisfont une équation différentiodlo,

3 coefficients dang le eorps K, on obtient le:

TakoriME 1,. Sous les hypotheses du thiorémme 1, on swppose gue
la suite pondérbe (S, Ly) est spleiole.

8i v> 1, alors

(d—1) (%, 2) < (v ~1) (b dy p' - dbo” —1) + (b= 7) (—Ej:, ol 1)

S r=1¢ d=2, alors
(A, A) == (0, 0).

Teg nombres g, o, associén & Iy guite pondérée spéelale (S, T),) ont
&té définis an § 3.3. |

Remarque 4.4. Pour obtenir Ja conclusion dans lo eas = > 1, il
suffira que Pon montre que, poar

F(@—1) > (1—1) (¢ 4 dg’ 1)+ (A=) (g, —1),

on a:

Md—1) < (v=1) (&) -+ (d—7) C;*

On obtient alors le théoréme 3 de [20], dans lequel il faut:
— on bien ajouter Phypothése que la dérivation opére sur lo IC-eapaca
vectoriel engendré par fi, ..., fy, ¢t que pour tout entier k=0, on o

maxt{fi?(2)) < n(Logmn)™,
%48y,

$osgd ek dy

— ou Dien. supposer g = ... = g, remplicer Tu conelusion pav
Ma—1) < (z—=1) (A d) b

‘ g
relation  A(d~1) o (v 1) (b d) f (dor)

Remarque 4.5, La !

peut alécrirve:

. i  f . .
M v (p+d) T-(d-@’-f'i—,wd).

d—1 0
Pour 4> 7 et <1 + %, la conclusion du théordme 1, améliore celle
g

du théoréme 1.
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Enfin, dans le cas 7 =1, le théoréme 1, est une conséguence du
théoréme de Schneider (§3.3).

§ 5. TRANSCENDANCE ET INDEPENDANCE ALGEBRIQUE
DES YALEURS DE FONCTIONS ELLIPTIQUES

La proposition 1 (§ 3) et les théorémes 1, et 1, (§4) vont nous per-
mettre de retrouver les résultats de Schneider et de Ramachandra sur
la transcendance des valeurs de fonections elliptiques, de Hermite, Lin-
demann, Gelfond, Schneider, Lang et Ramachandra sur les valeurs al-
gébriques de fonetions exponentielles, et de Schneider sur les fonctions
zéta do Weierstrass, Nous obtiendrons de plus de nouveanx résuliats de
transeendance sur les fonctions zéta de Weicrstrass, et nous générali-
serons tous ces ¢énoncés aux extensions de Q de type de transcendance
fini,

ProrosirioN 3. Sous les hypothéses de la proposition 1 (§3), on con-
sidére un nombre réel T < d. :

1) 8i Q, est une extension de Q de type de transcendamce inférieur ow
égal & 7, et 8i v > 1, alors u, est fini et

T
(5.1) M1<—““‘d___g(91+---+9d_6)-

2) 8i Q, est une extension de Q de type de transcendance infériewr ou
égal & v, v 22 1, alors u, est fini et

-1
#2<—;_—Td s t>1 6l dy=dy =0 (d =dy);
71 . ' '
(5.2) by < (@—1) si dy =1 d =0 (d=dy+1);

d—z

d‘g}l.

T—1 )
o< (e T eg— B2 s

Remarque 5.1. On déduit de la relation (5.2), dans le cas d, = 0,
le théoréme 1 de [11], chap. V, § 1, el les théorémes 1 et 2 de [B].

Remarque 5.2. L'inclusion £, = 2, montre que l'on a py << py;
d’amtre part on a gy+...+pg = do-+2d;+2d,. Done, guand 2d,4-d,-+
+ 8 << 27 (en particulier quand d, < 2(v~1)), la relation (5.2) améliore
(5.1). _

Remarqgue 5.3. On dédnit de la proposition 3 des propriétés d’in-
dépendance algébrique de fonetions possédant un théoréme . d'addition
algébrique, & condition que Pon détermine le type de transcendance dun
corps 2 pour lequel ces fonetions sont 2-additives (en wtilisant les nota-
tiony de [20]): ‘
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COROLLAIRE 1. Soient = un nombre réel, v 1, £ un sons-corps al-
gébriquement clos de ©, de type de transeendance inféricwr on égal & v sur
O, f1y ..y [y des fonctions wméromorplies £- addzﬁwm, ml(](’bﬂgwrnawt dreddé-
pendantes sur 82, dordre mfém;m o dgal & (o), g) s {045 05) respeeti-
vement. L'ensemble des pseudo-Q-points communs o fl,. o Fq forme wun
sous-espace vectoriel de C sur Q, dont la dimension 0,(f,, ..., fy) est majorée

par:

da{fuy o fa) = oy bog—0),
ot 0 = 1 i les fonetions f,, ..., fy ont une rp/frwd(' oomapndy e 0 o O yinon,

Quand Q est la cléture algébrique Q de @ dang €, on retrouve un
théoréme de Ramachandra [12] (th. 2).

Les remarques gue nous avony faites au ddhut du § 3.4 nous autori-
. gent 4. énonecer la

ConrmctURE. Sous les hypothéses de la propesition 1, on suppose que
le degré de transcendanoe de £, (resp. de £2,) sur Q est fini. Alors u, (vesp. wy)
est find.

11 serait mtére.smut ensuite de majorer explicitemnent g, en fonetion
du degré de transcendance q, de &2, sur @ {h =1 ou 2); une majoration
telle que

& QL +1
contiendrait toutes les conjectures précédentes (par exemple, dans le

cas dy = 0, elle est éguivalente & la conjocture de Schanuel; dang lo cas
d, =0 ot g, = 0, elle eab équivalente & une conjecture de Ramachandrn),

Etude de la proposition 3 dans le cas algébrique. Quand Q) == Q,
~ le théoréme de Ramachandra (§3.2) ¢t la proposition L montrent que
Ton a:

(5.3) ‘ t (gt g 0)(d 1),

Cette relation {5.3) se déduit de la proposition. 3 quand on remurgue
que (5.1} est vrai pour tout v > 1,

De plus, 8l 2y = Q, le théordme de Hehnelder (§3.5) montre que
_ 1’011 a: _
(5.4) My = 0,

On déduit de (5.4} ‘

~—le théoréme de Hermite Lindemann- sur la transcendanco de o°

{[8], ch. II, §1, [11], c¢h. IIT, § 1, corollaire 1 du thépréme 1; [14], ¢h. IT,
th. 11)
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— le théoréme de Gel’fond Schneider sur la transcendance de ¢ ([8],
ch. IIL, § 2, th, 2; [11], ch. ITT, § 1, corollaire 2 du théoréme 1; [14], ch. IT,
th. 14);

-~ de nombreux régultats de transcendance, dus essentiellement
& Schneider, en rapport avee les fonetions elliptiques et la fonetion mo-
dulaire ([8], ch. III, § 2, th. 8; [117], ch. III, § 1, corollaires 3 et 4; [14],
¢h. 1I, th. 15, 16, 17 et 18)..

La relation (0.3) qui contient également le théordme sur la transcen-
dance de o” (dans le cas d; =dy =1, d, = d, = 0) admet comme corol-
laires des résultats de Lang ([11], ¢h. II, th. 1, correspondant au cas
@y =2, &) =dy =d, = 0, ou, ce qui donne le méme résultat, d, = 3,
d; = dy = d, = 0) et de Ramachandra ([12], th. 2, correspondant & d, = 0).

Dans le cas d, > 1, on obiient de nouveanx résultats de transcen-
dance sur les fonetions az--Z(b2), ot b est un nombre complexe non nul
(la différence essentielle avec les résultats de Schneider: [14], th. 15,
étant que a et b peuvent étre transcendants). Par exemple, dans le cas
dy =dy = 0,dy =d, =1, § =1, on déduit de (5.2) et de I’indépendance
algébrique des deux fonctions

‘ @) et ut--wl(t),
pour # et v complexes avec (w,v) = (0,0) (ef. [i4]) Ie

CororLAIRE 2. Soit (o une fonction elliptique de Weierstrass, de périodes
Jondamentales (v, w,), dont les inmvariants g, et g, sont algébriques. Soit
w = a0, +a,m; une période non wulle de @, et soit 1 = 2a,¢(w,/2)+
+2a;8(w,(2). Soient uy, u,, ug des nombres compleres, Si les quatre nombres
Uys %y Us, @ SoNE Q-lindaivement indépendants, alors Pun des siz nombres

: : 7 . '
(1), C(’“i)—z%‘y 1=1,2,3
est tmnsaendam

Dang le cas d, = d, = 0, c13_2 dy=1,0=1, on obtient le

CoroLLATRE 3. Soient @ el p* deuw fonctions elliptiques de Weierstrass
dond les invariants sont algébriques, w = 6,0, + @y, (Tesp. ©*) une période
non nulle de o (resp. g*), ¢ la fonction 2éta associée & o, et 1 = 2a,¢ (03, /2) +
+ 24,8 (wa/2). On suppose que les fonctions

plwe), o) —nz,

sont algebmgzwmem indépendantes sur C. Soient v, 6f vy deuw nombﬂ'es COM-
plewes non péles de @ (we), tels que 1, vy, v, soient Q-lindasrement ndépen-
dawts.. Alors Tun au moins des six nombres

@ (om), " ("),

est tramscendani.

@ () ‘

£ {om;) = my, i=1 ou 2
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De la méme manidre que pour les théordmes 16 ot 16 de [14] ou le
résultat de Ramachandra [12], p. 87, on peul énoncer les corollaires 2
et 3 sous forme invariante, ¢n faisant intervenir la fonction modulaire

F(@afwy).

§ 6. INDEPENDANCE ALGEBRIQUE ET CORPS Q0)

Pour utiliser les thdorémes 1, ot 1y, il faut connaifve lo type de tran-
soendance de certaines extensions de @ de fype fini, of e’est 1 nn problime
difficile d’approximation diophantiennce [10]. Nous allons reinplacer, souy
certaines hypothéses (concernant les fonetions fi, ..., £y, ¢t non lo corpy )
cette condition par une autre moins restriclive, on particalicr dans lo
cas des extensions de Q de degré do trangcendance 1. En offet, dans co
cag, on connait wn critdre de transcendance valable pour tout nombre
complexe ¢t qui peut parfois remplacer linégalité (4.1) (voir [6], [8],
[10], [17], [18]).

On définit alors un corps Q@ comme 6tant une extension do @ véri-
fiant un critdre dindépendance algébrigue introduit par analogie:

DivinrrToN 1. Soient ¢ un entler positif, & wn réel, wy, ..
nombres complexves. On diva gque (vy, ..
suivanies sowt réalisées:

T1 emiste q-~1 suiles (Go,n) s «vy (Ogq) Strictement oroissantes de nombres
réels, tendant vers Dinfini avee m, eb il existe un nombre o supériewr & 1,
tels que

.y iy ey
.y ig) vérifie (T,) 8t les conditions

T K Ogny  Opmgr & Gy, pour  0Kj<5q el fout n;

il exisie un nombre réel b (ne dépendmv,t gue de @y &y, .0y ¥, 68 8) el pour
tout n, un polyndme P, eZ[ Xy, ..., X] non nul, de hauteur ivaj’éa*imrw o
égale & exp oy , ot de degré par rapport & X, inférieur & oy, powr L =634,
tels que

Log ‘Pﬂ,(ml’ w1y mq)l <l (I‘] af,n)w FIH (@ 1)

fwal)

Dipryrmion 2. Soit K un sous-eorps de C de degré de transoondance |
supériour ou égal & 1 sur Q, et 8 un nombdre réel, On diva que K est un oorps
Q" 2%l eaiste wune base de transcendance de K sur Q ne vérifiant pas lu
eondition (T,).

Les propriétés essentielles des corps @® sont cxposes dany [18]
(§ 6, remarques 1 et 2 p, 302; il faut supprimer la remarque 3), En par-
t10u11er, un corps K est un corps QP si et sewlement si K est une exten
sion de @ de degré de transcendance 1 ([6], [18]).
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Lintérét de cette définition dans le cas de Ia fonetion exponentielle
egt dfi & la posgibilité de majorer le nombre de zéros dans un disgue du
plan eomplexe de fonctions du type

oa;._\,ZP “’1—'

Ceci permet de vérifier Ihypothése o;,,, < ao;,, dans la définition de
la condition (Z,).

Nons allons voir que c'est la la seule propriété particuliére de la
fonetion exponentielle utilisée dans la démonstration.

Notations et hypothéses communes aux théorémes 2, et 2;.

Soient:
L. @y eeey gy des nombres entiers 0 = o< g < ... < gz = ¢;
. r 7 i r ’
R 8,y Yy Oy s 0y Bry ey Oy ey ey P Tyy oe ey Py Byy veny By Oyy ene

v 07, b, 8, 0, A, X py ' des mombres véels, vérifiant:

832 0; C> 05 y 215 (0,0) < {ryy 1) < (e, @),
(2, X) = (u, @) > (0, 0);

(@, @) = (0, 0}; (b, D)= (0,0); ay-+...+ a5 = b+ ue;

o ay+.. Fag = b+
On définit ¢, o'y v, v par:

1<id;,

ortotog ,  erteetoa T e et S
ST g esT T g e T T g
3. By, ..., 2, des nombres complexes ne vérifiant pas lo condition (T;);

‘4. K, une estension algébrigue de Q(xy, ..., %g,) s l<id;

5. f1; ..., 1 des fonctions méromorphes, algébriquement indépendantes
sur le compositum K = K, ... K, dordre inférieur ou égal & (o1, ¢1),

» (0qy 03) respectivement;

6. (8,, T,) une suite pondérée relative aum corps K, ..., K; et aux
fondtions fi,...,f;, de densité supérieure au moins égale & (Ao, ') et de
densité inférienre au plus égale & (up, p')

On suppose que les conditions swivantes sont vérifides.

7. max {a;+ye;) < Ag+b;
1= d

8. max deg(f;(#)) < a"i(Logn)"s, 1< i< d;

9. pow towt polyndme non nul P,eK[X,, ...,
rapport & X;, .avec
D, < n%{Logn)*s,
la fonction F, =Pu(fy,..-,fs) posséde la propriéié swivante: DTun des
nombres FH (), pour 0 < k< w'®(Logn)? e seSicyry, 68t non nul.

X,;), de degré D, par

1<i<d,
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Nous verrons gue l'on puut généralement raunplacer Phypothdse 7
par 8 > 0; la condition: (g, @) = (0, 0) 66 (B, d) 5 (0, 0) sera disenide
au §10. Tnﬁn, qeand nous umhsemns Phypothése 4, nous connaitrony
un majorant ¥, de la taille des coefficients du polynﬁnm P, aingi, pour
le théoréme 2,, nous aurons

¥, < max{n“te(Logn)™' 4,
Lesdand

tandis gue pour le théovéme Z;, nous aurons

Y, <max {ntei(Logn)® 0 ont e (Logn)" e,
Yemiend
TmtorbME 2,. On suppose b = b’ =x 0. Alors on a:
g+1
61) =5 L (1g, 144 )= max (ot yg b 6} +
) et e
d
+ Z((In 1) MAX {{ay 7y, 4 +7%)}
Beel Rt lesdg
Remargue 6.1. Ohoisissons
. - il , Y ,
by == /de e—vye, et ap = f’t' +e'- e
{

La conclusion (6.1} devient:

(A, 14+27) << (s -+1) (v, @'+ do'),

I'hypothése 7, pouvant g'éerive: & > 0.

C’est le seul cas dans lequel nous utiliserons le théoréme 2,.

En particulier, quand d>> s-+1, A’ = g’ == 0, ¢’ <« 1/d, on obtient
les théorémes 17 ot 2 de [20].

TmsorkMe 2,,. Sous les hypothéses 1,...,9 pw’védme&m, o suppose
que la suite pondérée (84, T,) est spéeiale; wwuc By vy By Oy g* les nomi-
bres associds;: om définit vy et vy, par:

(e, 7h) = max(r;, ) 88 Mmax o = 1;
gyl Lo

8i (0,, 0,) < (20, &)y alors on as

41
(6.2) -%q_-—(lg+b AR A1) =g ]1]&){ {w Ay 0rs Uy -+ 1) (o710, Q 1)}

1-5

i
L
‘I“_S_, — - 1) {{o -+ y7ys a -t 7)s (B \ Peprn, B ol o)t

Jowme] h fsf‘(
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Chaque fois que nous utiliserons le théordéme 2,, nous choisirons:
(u-+yd)e—vo,

: . +ydyo—yd
ri=g eb ai:T“VQi: d—’O‘lb:([u yd)flyg*_

Quand s > 0, la condition 7 est vérifie, et on a Ag> o e

Remarque 6.2. Si, de plus, on- choisit a, =

conelusion devient:

(@=L (A, AV < s(p+yd, w +dp"—1)+{d—s— 1)(”5* 'g;—z).

On obtient alors le théoréme 3’ de [20], ot i faut lire y =1 au heu de
A =1, et o il faut:

— oun bien supposer que la dérivation opére sur le K-espace vectoriel
Kfy +...+Kf;, et que, pour tout k> 0, et 1 < i< d, la fonction f* est
d’ordre arithmétique inférieur ou égal & (g, o) sur (8,);

— ou bien supposer g, = ... = p; et remplacer la conclusion par
Ad—1) < A 4-2d—2.

Remarque 6.3. Supposons (g, ox)
pour 1< {<d; choisissons

=(0,1), r; = ¢; et 7';2 9-;_1

o piyd R L
i a1 @— ¥ i = a—1 i
La conelugion devient:
' sS—g
a—1)(i, & +yd, '+ dr’+(d—1
{ WAL < (# yi, p =+ ) NTEETIA

Remargque 6.4, 8i on remplace 'hypothdse 3 par la suivanfe:

TIL. @4, ..., @, sont des nombres complezes algébriquement indépendants
sur Q, et il existe une extension L de Q de type de transcendance inférieur
ou égal & T, telle que Q(my, -.., w,) soit une extension de I de degré de trams-
cendance 1;

alors la conclugion (6.1) dun théoréme 2, devient:

(Ag, 1-+4) < max {(a;+yo;, a;+ o))} + max {(a,+ 7, ar+ 750},

1=iissd Ish=<d

et la conclugion. (6.2) du théoréme 2, devient:

1 4 7
(7‘Q+b 1+44) < max {aw—“'})@ﬂ a’ +91) (7’@*+b!_9*+b )}_]"

1<1;~JI

-+ max {( _‘h‘i‘}’?m W75 (b‘f‘?%ha b’ +8k7”*)}

L lestd
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Lo démonstration de cetbe remarque utilive un théoréme de Brow-
pawell sor les suites d’approximations diophanticnnes dans un corps
Q (%1, orey B)y OU @1y .y @, vérifient la condition 11T,

§ 7. APPLICATION A I/INDEPENDANCE ALGEBRIQUE
DES VALEURS DE LA FONCTION EXPONENTIELLE

Une condition diffiefle & vérifier pour ubiliser les théordnies 2, of 2,
est la condition 9, concernant les séros do In fonction I == P(fy, ..., 1)
Ceci n’a pas encore Gté fait dang le caw dy = 1 pour Jes fonetions de la
proposition 1; cependant, dans le cas o les fonetions fy, ..., f; sont des
sommes polynémiales d’exponerticlles:

fit zl—yZP” Jexp(w;e), ot P e C[X] o weC,

on peut majorer le nombre de¢ zéros de la fonetion F dang un disque de C,
grice au résultat swivant Aft b Tijdeman [17] {voir aussi [18], lemme 3):

Levve 7.0, Soient Ay ; (L] q, 12 k=p) des nombres compleaes
non tous nuls, et ap (1< J << q) des nombres complewes dew @ dews distinels.
Soit A4 = max |o;|. Le nombre de zéros de la fonction

1<
2> Z Z Ay 25 exp (a2),

J=sl f ook

compiés avec lewr ordre de multiplicité, dans le disque 2] < R, est inférieur
ou égal &
3pqt-484.

Griice & co résultat, les théordmes 2, et 2, admettent lo
CororrAtre 1 ([18]). Sotent Xy, ..., Xy (resp. ¥y, ooy Xyp) des nom-
bres compleves Q-lindairement indépondants, ot soit K wn am";ps O®, g1,
8i les MN nombres
exp(X,Y,)), 1<gig N, L=js M,

appartiennent & K, alors MN < (§41) (M -+-N);
st, de plus, les mombres X; (L<j << M) appartiennent & K, alors
(M -1)N < (M +N); enfin, i los nombres
ey Xy exp(X, ), SN, Ll<jg M,
appartionnent tous & K, alors MN < s(M +X).

_ Le corollaire 1 contient en particulier des régultats de Grel'fond [8],
Lang [11], Smelev, Tijdeman [17], Brownawell |B] ot Waldschmidt [18].

1<
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Les prineipales conséquences concernant le cas s = 1 (¢’est-h-dire
le cas ol I est une extension de Q de degré de ftranscendance 1) sont
exposés dans [17].

Démongtration du corollaire 1. On powrrait utiliser la proposi-
tion 1 avee dy = 0, mais il est aussl simple d’expliciter les ensembles
8, et T, que nous utilisons.

On 011018113 Kl T :Kd :KIQ‘I =ga =1y _1} w STH 1'““ @u
i = 8-

a) La relation MN < (s41)(M +N) se déduit du théoréme 2,, grice
& la remarque 6.1 avec

Jile) =exp(Xye), 1<i<d=M, 8 ={uX +.. . tuyIyl 1<u;<n}.

Comme (g;, 0;) = (1, 0), on a

(2, F) = () = (F,0), et < (s+1){u+a).

b} On peut démontrer la relation (M —1)N < (M +N) de deux
maniéres dﬁférentes:
- 0 bien en utilisant le théoréme 2, et la remarque 6.1, avec

. hHa) =2, (e, QD = (0, 1);
fi(r) = exp(X;_;2), (0iy Q;) = (1, 0),

8, ={u ¥ +... 4oy Yuul 1<uj\<_%};
¢ =1{N+1), A=p=MEF+HN, V=4 =

l<ig<d=N+1;

¢ = N/(N +1),

(=

Comme il n'y a pas de restrietion & supposer N > s, on en déduit M (N
< (s+1)(M+N).
~— ou bien en utilisant le théoréme 2, et la remarque 6.2, avec:
fil=) = EXP(Y %),
8y = {u, X, +. .. Fuy Xyl 1< u; < nl;
¢) La velation MN < s(M+N) se déduit du théoréme 2, et de la
remargue 6.2 quand on choisit par exemple;
file) =2, (o1, @) = (&, 0);
fi(®) = exp{¥;_,2), (Qj!\?}) = (1, 0), l<jsd = M+1;
w =i X ety Ey TSy <0}y A=pu=NMFL[(M+s).

1<jsd=M

;{:ﬂ:N, ,=‘u,’m@l=0,

La relation que 'on obtient: MN < s(M +N)-+-ss est vraie pour toutl e
positif, d’olt le résultat (il suffit méme de choisir ¢ == 1/s si s est entier).

Remarque 7.1. La remarque 6.4 monfre quon peut remplacer,
dans le corollaire 1, I’hypothése “K est un corps Q,” par la condition
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4] ayiste une extension L de @, do type de trangcendance inféricur on
égal & (s4-1)/2, telle que K woit une extension do L de degré do frangeen-

dance 17,
Les résultats que on obtient ainsi sont los théorémes 3, 4, ¢b 5 de [5].
Le théoréme 2, admet également lo corolluire suivant:
CoROLLAIRE 2 ([T], [19]). Solent Xy, X, (resp. ¥y, ¥,) deg nombres
complexes Q-limdairement indépendants. Si les deww nombros

LV VT
el A: el
somt algdbrigues, alors deww des nombres
e - v
Xy Xy, ¥y ¥y, e¥00 o0

sont algébriguement indépendants sur Q.
Le eorollaire 2 contient cn particulier la fravseendance de chaeun
des nombres suivants (pour reQ o PeQ[A], Y1, P non constant):

]
v gl T ey . T 2,
o J-ie® 5 " e Log - doxp [ |y 6 P (0, n).
Logm

Dantres conséquences du corolluire 2 sont exposées dans [7] eb [L9].
Démonstration du corollaire 2. Jei encore on peat effectuer
la démonstration de deux manidres différontes.
a) L& premitre méthode, qai et colle de [7] el [ 18], consiste i ubiliser
1a remarque 6.3 avec:

hie) =% fol) = 6", [i(e) = 2;
K=K =K, =K, =Q(X,,X,, Y, T, %1, 1% ﬁ;"g-l-”i, e
8, = T, {%1 '_‘ Uy X "ol L = ul. sh 0y s ey =5 (Liogn) ‘.1}_
Les différent paramdtros prennent les valeurs suivantes:

(o1, Q;) = (g, Q‘.») = (1, 0); (4, 9’1) = (0 )4
(0r€) = @3, 1/8); hwepponty X or g oo o
(Pyy 7)) = (g, 1) == {4, ”"‘QL).5 {1y, ) =0 (0, 0);

(‘T" T") == (2/3, nz/:ﬂ); Boms § e O‘ vz 1,
On. obtient ainsi '

(@=1)(3, ) == (6, ~2)
et

S(M“|“?d; W (d —1)-
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b) On peut également ufiliser IIGF{ fonetions
fils) = exp(Y12);  fal?) = exp(Xa2);  fole) =2,
aves: '
H, = QexpX; ¥y; exp X, ¥,);
Ky, =Ky = Q(&X;, X, Y1, Ty, expX, ¥, exp X, ¥,);
8, =T, ={uX +u, T, 1<<u<<n, L<u<n}.
On obtient comme wvaleurs des paramétres:
(015 01) = (02 02) = (11, 77) = (rg, 73) = (1, 0};
(g3 03) == (0, 1); (7, 73) = (0, 0);
d=3; (0,0) =1(23,1/3); (4, ¥)=1(p,u)=(3,0);
gr=0, s=g=g@=g=y=1

On choisit alors par exemple: @, —a, =1, a; =2, a; =4, a, = ag
= —%, Aot b =2, b’ = —1. Le premier membre de la relation (6.2)

est égal & (4, 0), et le deuxidme & (2, ) + (2, —%). La relation (6.2} n’étant
pas vérifiée, le degré de transcendance de & sur @ est supérigur i 1.

Remarque 7.2. Soit » un entier positif. Notons M,(C) Pannean
des madrices carrées d'ordre » 4 coefficients dans C, et Gl,(C) le groupe
multiplicatif des éléments inversibles de M, (C).

Soit @: t > lpg;(t) un sous-groupe & un paramétre de GL,(C) de di-
mension algébrique d. Sotent Ay, ..., A, les valeurs propres deg’ (0), et ayy ...y @5
une base du sous-Z-module de C engendré par Ay, ..., A,. Soit 2, un sous-
corps de C algébriguement clos tel que ¢ (0)eM,, (£2,). 8i ¢'(0) est diago~
nalisable, alors

Q) e ; (0] = Q,[exp(eyt), ..., exp(at)], done d = 8.
Sinon,
Qe ;03] = Qu[F, explayt), ..., explast)], done & = 81,

Dautre part, soit yeC tel que i; # ) entraine explyy # expi;y.
8i 2y est un sous-corps de C algébriquement clos tel que ¢(y)«Gl, (£2,), alors

O g (0] = £, [ty exp(ad), ..., explast)].
De plus, st d = &, alors
Qs (03] = 2, [exp(ayd), ..., expla)].

Cette remarque permet d’énoncer sous forme de propriétés de sous-
groupes & un paramétre dans un groupe linéaire les résultats clagsiques
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de transcendance ([107, [11]). On peut dgalement traduire le théoréme
de Lindemann-Welerstrasy sur Pindépendance algébrique des valenrs do
la fonction expopentielle en des points algébriques, ou encore la con.
jecture de Sehanucl.

Tei, le corolluire 1 peul w'énoncer, grice aux remargues 5.1 et 7.1
{cf. [18]):

CoroLLAIRIY 3. Suient & un nombre véel positify K wn sous-corps gl-
gébriquement olos de C, wérifiont wne des propridids swivantos: ‘

— K @ un type de transcendunce sur @ inféviour ow byal & g - 1;

- I est wn corps QW

— i ewiste wne cxlension L de Q, de lype de tramscendunce inférieur

g1
ou ogal i ———2—- telle quee IC soft une ewtension de Ib de degré de transcondance 1.

Soient G wn groupe Unéaire sur K, et : € - g un SOUS-groupe & un
paraméirve de G de dimension algébrique d. Soit I' un sous-groupe de C con-
fenant . léments Q-lindairement indépendants, tel que ¢(I') < G-

Alors md << (8 4-1) (m + ).

De plus, si I'c K, alors md < {$--1)(m--d—1);

81 ¢'(0) ey, alors md << (s +1)m - sd;

si I'c K et o' (0)elly, alors md << (s-+1)m--s(d—1).

§8. DEPEND_ANCE ALGEBRIQUE DES VALEURS DE FONCTIONS
ANATYTIQUES DANS UN DISQUE

_ Les théorémes gue nous avony vus précédemment concernaient des
fonctions méromorphes dans € on peut obtenir des propriétés analogues
pour des fonetions méromorphes dans un disque; pour simplifier, nous
nous bornerons, dans ce paragraphe, & I'étude de fonetions analytiques
dans un tol disque. Les énoncés que mous obtiondvons sevont valables
quelle: que goit la valnation de &; nous Gtudicrony dans lo paragraphe
suivant les conséquences de cos résnltabs dans lo cad ol Ju valuation osb
ultramétrique. Bxaminons iei lo eay & == (L

Plusicurs. evititres de dépendance nlgébrique de fonctions complexos
Jar ooy fo amalybigues en un mémo point o ont 666 ohtenus paxr Hehneider,
Igen et Hilliker [9]; si les fonetions congidérées prennent des valours
algébriques en une suite (z,) de points convergeant guffisamimoent rapi-
dement vers e, il suffit que l'on connaisse wne Lonne majoration do la
hautenr H{f;(2,)) et du degré [ (£, )} @| ponr en déduire la dépendance
algébrique, sur le corps Q des nombres algébriques, des fonetions fi, ..., f;-
En particulier, pour d =2 et f,(2) =2, on déduit do ces énoneés des
conditions nécessaires et suffisantes pour gu'une fonction nu:n.:ulw.aquo @l
un point soit algébrique au sens arithmétigue.
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Nous allons étendre certains de ces résultats anx extensions de Q
de type de transcendance inférieur ou égal & 7, en considérant le cas plus
général ol la suife (z,) posséde un ou plusieurs points d’accumulation,
et pous améliorerons ces résultats dans le cas oll les fonctions étudiées
satigfont une équation différentielle. On pomrrait de plas formuler les
analogues anx théorémes 2, et 2,. Enfin nous nous limiterons au cas ol
tous les nombres f;(2,) appartiennent & une méme extension de @ de
type fini; on peut étendre ces résultats au cas ol les nombres f;(2,) sont
tous algébriques sur une extension K de @ de type fini, & condition de
majorer convenablement la croissance des fonctions

> [K (fi(zn)):

(ef. remarque 3.1).

THEOREME 3,. Sotent a, f, 7, B, des nombres réels, 0 <o < f<<l< T
et B, > 0. On note A le disque owvert de B, de centre 0 of de rayon R,. Soit K
un sous-corps de 2, de type fini sur Q et de type de transcendance inférieur
ow égal & T.

Soient fi, ..., [, des fonclions analytigues dams 4, algébriquement in-
dépendantes sur K, et (2,) wne suite d'éléments de A, deux & deun distinds,
tels que

K] pour m — -F ooj

limsup [z, < akiy.

H—+--00

On suppose que powr tout n=20 el ¢ =1,...,d, an & f;{g,) K.
Alors 4l existe C > 0 ef ny = 0 lels que powr towd » = 7y, on ait:

[(u—l_ a( izy_zhi ))dh—
mm_l,g e —ak,

=0 ¢
= l max #(f; (2;))

G0 LSH

(8.1) < On.

fond

Remarque 8.1, Quand la valuation de 5 est ultramétrique, on
peut remplacer le coefficient (f—a)R, dans (8.1) par aR,. On déduit

alors de (8.1) la relation
a

limsupn~ d‘”“H max 1(f;( m)) >0.

[ = 1S

(8.2)

La relation (8.2) est également une conséquence de (8.1
E=0Cet o< :

Remarque 8.2. Quand la suite (2,) est convergente, la relation (8.1)
est plns précise que (8.2); on a en effet ([9],-lemme T):

) dans le cas

11111 T y LOg‘ lzn—"'hl

M
=t 00 by
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Remarque 8.3. Les majorations (8.1) ot (8.2) sont effectives. Par
exemple, 81 & = C, K est un corps de nombres, d = 2, f,(2) = 2 ot (2,)
= {1/n), on a le résultat suivant ([9], théoréme 1):

lim sup %& > 1/(204° +12d%—134+ 2),

avee d = [: Q).

Remarque 8.4. On peut élargir hypothése sur le fype de tran-
scendance de K de la méme manidre qu’an paragraphe 6 (théorémes 2, ot
2, et remarque 6.4), & condition que Pon sache majorer convenablement,
pour tout polyndme non nul PeX [X,, ..., X, le nombre » 2= 1 tel gue
la fonction I = P(f,, ..., f;) vérifie;

F(z,) =0 pour m<an et Fz,) # 0.

Dang le cas ol les fonctions satisfont une équation différentielle, on a le
régultat suivant. '
. L ) !
THEOREME 3y,. Soient a, , T, a, &', 61, ¢y, Boy 015 -+ 04y 015 -+, 07 dles
nombres réels vérifiant:

O<a<f<l<y; RBy>0; ¢,>0;e>0 (a.a)=(1,0);
(g, 02 (0,1)  powr 1<i<d.

On note 4 le disque non circonférencié de F, de centre 0 et de rayon R,.
Soit (z,) une suite d'éléments de A, deuw & deuw distincts, tels que

n—1
By 2 .
(8.3)  limsup |e,| < aR, et E Log (ML’%L) < —o n®(Logn)®.
Her{-00 prons (18"— Cl) o}

Soient K un sous-corps de &, de type fini et de type de transcendamce in-
Jériewr ou égal & v sur Q, et f;, (1 <] < v, L< 1< a) des fonctions analy-
tques dans 4, wérifiant les propriélés suivanies.

1) Les fonetions fi 1, ..., fy,, sont algébriguement indépendantes sur K.
2) Pour towt w0, =1,...,0 & ¢ =1,...,d, on o fi ()X
avec: _ :
(8.4) H 35 (2)) < omtt(Liogm)™,

3) Il ewiste une dérivation D sur PVanmeau B = K[ Jogltrgeng 1oy s
qui opére sur chacun des sous-ammeaux K [f;,, v Sy 1< d, et telle
que pour lout geR, n=0, k=0, Uhypothése:

Digz,) =0 pour T=0,..,%
" entraine:
&gt g(a,) =0  pour h=0,...,%.

iom

[
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On suppose quYil existe wn prolongement de D & Vanmneon fe[z] tel gue
(8.5) Log|D*(z—%)"s, < kLog(b+n) pouwr = k--n— + oo,
Pour 1<j<m, 1<i<d, solent Ry ;E[X,,,.
Dfis = Bej(fonr o o0sfing)
Soient 0;; le degré total de B, ;, ¢

oy Xg, 1y tels que

T g =08 maxd;;<<1; g =1 80 max ;> 2;

1Cisry . 1<y
! ’ « ) .
(0,5 0,) = max{(g, o)} 8¢ maxe =1;
l,5=1 1isd

(g, 0 = (0,1) si & =0pouri=1,..,4d.
Alors on a:
(@—1)(a, 0') < (r—1) {1+ @1+ 4 04y 0174+ F 00) +(d—7T)(0,, 0,)

fard

Remarque 8.5. Quand la valuation de 5 est ultramétrigue, on
peut remplacer le coefficient (f—a)R, de I'hypothése (8.3) par oR,.

D’autre part nous verrons au § 10 comment il est pozsible de restreindre
Phypothése (8.5). ' '

Remarque 8.6. Supposons d > v = 1; la conclusion est alors (0,s 9;)
= {a, a'). Dans le cag p-adique et (a, ') = (1, 0), ce régultat est dfi & Adama
([1], théoréme 1 cag 1).

Remarque 8.7. Supposons ¢ > =« et (o, g;) < (1, 0). La conclugion -
est alors 7> 1, done le degré de transcendance de K sur @ est supérieur
ou égal & 1 (cf. [1], théordme 1 cas 2 et remarque p. 285).

On peut démontrer que dans le cas &> 7 eb (g, 0,) = (0, 1), la
conclugion 7> 1 reste valable si on remplace Phypothése (8.4) par

limsup%Logt(fM(zn)} =0 pouwr I<i<d, 1<j<n.
=00

Remarque 8.8. Les théorémes 3, et 3, peuvent s'étendre aux
fonctions méromorphes dans 4. Par exemple, pour le théordme 3, si
D = d/dz, la seule hypothése & ajouter est l'existence de fonctions
by A<j<w, 1<i<4d), telles que h;; et hy,;f;; solent analytiques
dang 4, et que l'on ait:

Log|1/h, ;(2,)| < eynti(Logn)”  powr 1<i<d, 1<j< v, et nz 0.

§ 9. PROFRIETES ARITHMETIQUES DE FONCTIONS P-ADIQUES

1. Aperca historique. I’étude de la transcendance de nombres p-adi-
ques a débuté en 1932 avec la démonstration de Mahler de la transcendance
de ¢ (pour e nombre algébrique p-adigue, divisible par p si p =2 ol
par 4 si p = 2). Puis, en 1935, Mahler utilisait la méthode de Gel’fond

§ — Acta Arithmetica XXIII.1
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pour démontrer la transcendance de (Logea)f{Logf) {olt a et 8 sont des
nombres algébriques, avee a7 0,1, 5 0,1,0 < la~1|<1/p, 0 < [f—1]
< 1/p, Loga/LogB¢Q, ot ol Log désigne le logarithme p-adigue; si p =2,
on suppose de plus a7 —1 et 87 —1). Bn 1940, Veldkamp démomm,m.
de nowvean ce régultat, mais en utilisant la méthode de Schneider.

De la méme manidre que dans le cas complexe (avee lo théoréme do
Schneider, voir remarque 4.5), les propriétéy de transeondance de e et
a" penvent se déduire d’'un énoned général sur les valours algébriguoes
de fonctions analytiques algébriguement indépendantos, et vérifiant unoe
6quation différentielle & coetficients algébriques. Ceci a 666 montréd pax
Giinther en 1953, Igen en 1957, puis Adams en 1964, qui obtenait de
nombreux autres résultots, en pamtmulwr Panalogne p-adigque de (Inux
théorémes de Gel’fond, I'un sur l’mti(,p(,ndimoo algébrique de af, a®, .
Pautre sur wne mesure do trangeendance do o’ Enfin, plug réeemmmn,
des travaux dans ce domaine ont été faits par Brumer (sur les tra,vzmx
de Baker) et par Shorey (sur lindépendance algébrique des valeurs de
la fonetion exponentielle) [16].

Un exposé détaillé a 666 fait par Adams dans sa thése (voir [1]) '

nne bibliographie plus résente a 666 donnde par Lang [10].

Le but de cé paragraphe ost d’énoncer les analogues p-adignes dos
principanx résultats complexes obtemug dans les paragraphes précédents.
Nous verrong que d’une maniére générale, los énoneds p-adiques sont
plus faibles que los énoncés complexes; cecl n'est pas nouvean ol avail
déjh 6t6 remarqué par Adamg ([1], p. 280; voir aussi [11] appendice}
gui signalait gue le probldme do la Lransccndmoe de g (ea) pour ¢ algéhrique
non nul wétait pas résolu dang le cas p-adigque (ol la fonction & est définie

par #a série de Laurent dans un voisinage de Porigine). La raison do cet
- affaiblissement relatif des résultats p-adiques réside dans le fait que los
fonctions congidérées sont définies localement.

Tes démonstrations peuvent se faire on trangposant colles du cas
complexe, grace & lintégrale do Snivelman, ([1], [167]); mais il est souvent
plus facile d’utiliser les propriétds spéeifiques des ionot’nons anulytigues
p-adiques ([2], [158]), et c’est co second point de vue que nous adopterons.

Dans tout ce paragrophe, nous supposerons que lo veluation de E csl
ultramétrique, ¢ nous désignorons par p lo caractéristique réviduelle,

2. Indépendance algébrique et type de transcendance. T.o thiorémo
3, admet, grice & la relation (8.2), les covollaires muivants.
CoroLLAIRE 1 (Mahler). Soient o et 5 doun diémenty de 5B, a ¢ 0, a

non raoine de Punité et § irrationnel, tels que ja—1| < 1 et [flogal < < Ve,
Alors Pun de&' trots mombres

a, §, o

est franseendant.
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CorotratrRE 2 (Herre [156] ot [11] appendice). Soient X, ..., X, (vesp-
Y, ..., ¥y} des éléments de 5, Q-lindairement indépendants, tels que
|X, Y| < pry@-n I<i<sMet 1<i<N.
8t MN > M+XN, alors wn auw moins des nombres

LT, LIS, 1<j<F

pour

est transcendant.

On peut également déduire du théoréme 3, des propriétés de transcen-
dance de fonctions @ (analogues p-adigues des fonctions elliptiques de
Weierstrass), définies de la maniére suivante.

Soient g, et g, deux éléments de F; on définit par récurrence une
goite (o,), n2 1, d’éléments de Q[g,, g;] par les relations

1
Cy = 5542

(W'_ 2) (21?”}"3)811 =3 (clcn—2+ CyCygte. .+ Gn—zcl)

i
Gy = 5592,

.pour wnz=3.

Soit 4 le disque de convergence de la série

8(z) = chzz”,
Nz=1 .
On vérifie que le rayon de ce disque (qui dépend de g,, g5 0 ) est non
nul. Quand les deux fonetions # et §(z) sont algébriquement indépendantes
sur la cléture algébrique @ de Q@ dans 5, on note p la fonetion définie
dans 4—{0} par

Le corollaire suivant est la transcription p-adique d'un résultat de Ra-
machandra {12] (cf. §35).

COROLLAIRE 3. On suppose que les deuw nombres g, et g, sont algébri-
gues sur Q. Solent b un élément non nul de B, et ay, a,, ay des déments O-li-
néairement indépendants de E, tels que bay, bu, el bay appariiennent & 4.

Alors Pun des sim nombres '

s Qg Oy P (bay), @(bay),

est transcendant sur Q .
Le théoréme 3, contient également le théoréme de Mahler sur la
transcendance de a®, ainsi que le corollaire suivant:

CoroLraIRE 4 (Mahler). Soit « un nombre algébrigue non nul, tel
que

f (bay)

e} < p~Y@=D,

Alors ¢ est franscendont sur Q.
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3. Indépendance algébrique des valeurs de la fomctien exponentielle
p-adique. On peut obfenir les analogues p-adigues des rdsultate obtenus
aux paragraphes 6 ot 7, aprés avoir défini I’équivalent p-adique des corpy
0, De la méme maniére que dans le cas complexe intervient une hypo-
thése supplémentaire gur lo nombre de zéroy d'une fonction P{f, ..., ;)
ol P est un polyndme; pour appliquer ces résultats & la fonetion cxpo-
nentielle, il faut démontrer le résultat de Tijdernan (lemme 7.1) dang
le cay p-adique (voir aussl [1], lemune 8 ot [16], lomime 2).

Lmvye 9.1, Soient py, ..., p, des nombres entiers positife, n == p, |-
e Py Wy oy Wy, dos fléments de E deuw & deun distinots, tels que
lw| < Lip pour touwt i ==1,...,h; by, des éléments de Z, non tous nuls
(1<j<p, LLI<h),

Le nombre de zéros de la fonoljon

ho P

bi 21 1e,ch (w,2),
=2 b

fmal f=
Ho=1) gop imférieur & 2n.

2> fle)

dans Ie disque 3] < p~?

Pour démontrer le lemme 9. 1, on procéde de la mémoe manidre que-

dans le cag complexe ([17], [18]) mais en utilisant les denx résultats
guivants:

Lmwve 9.2. Soit f wune fonclion enalytigue dans wn disque ] < K
de 8, avee B > 1. 8oit PeH[X] un polyndme ol que le nombre (i'e zéros de
la fonction

& flz) —P(2)

dans le disque |2] <1 soit supériewr au degré de P. Alors

sup [P (2)] < sup f(&)].

lg]=1

TeMME 9.3, On désigne por & Vimage de E* dans RY par L’applz-
cation =+ 12|, Soit f une fonction analytique dans un d_as_qrre [#] = By
Soient r et R deus féments de G, aveo 0 < r < B < Ry; s0it o lo nombre
de zéros de f dans le disque |2 < v, Pour tout entier 8 = 0, on a:

r A" (1N
sup 1) ()] < (—-) (3 s
jol<r RB] \#] is=r

Le lemme 9.3 permet do majorer une fonction analytique ayant de
nombreux zéros, Il est une conséquence immédinte dos indgalités do
Cauchy [2] et d'un théordme de Mahler [15].

Le lemme 9.1 permet de démontrer la proposition. suivantoe.

PrOPOSITION 4. Soient X et ¥ deuw sous-groupes de 5, libres de vany
supérieur ow égal- & N et M respectivement sur Z, et tels que la fonclion
% > expz comefrge sur XY, Soient L un sous-corps de Z, de type de tran-
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seendamnce inférieur ou égal & v sur Q, et K une extension de I de degré de
transcendance 1, contenant exp(XY). Alors

MN < 2v(M+X).
8, de plus, X c X, alors
MN < 2tM +(2r~1)N.
Enfin, st X< K e ¥ c K, alors

< (2r—1) (M +X).
Dang le cas v = 1, on déduit de la proposition 4 plusieurs résultats
de Shorey [16], en particulier:

COROLLAIRE 1. Soient a et § des éléments de 5, algébriques sur Q,
a 0 nétant pas recine de Vunité, et § flant irrationmel de degré r= 4

On suppose |a—1| <1 et lﬁ’Loga] < pH@-1) pow tout 1 =1,

Alors deuz des nombres :

5
8 ney af

sont algébriguement indépendants sur Q.

Cet énoncé améliore nn résultat précédent de Adams [1]. Pour r = 3,

la proposition 4 montre seulement l'indépendance algébrique de deux
des nombres

2
Loga, o, o
Parmi les antres conséquences de la proposition 4 dans le cas v = 1,
citons les deux corollaires guivants.
COROLLATRE 2. Soient oy, sy @y (16SP. Y1, Yy Yas Yar Ysy Yer %) des

- Qéments Q-lindairement indépendants de 5, tels que

gyl << p @ i=1,2,3 et j=1,...,7.

POUr
Alors dewx des 21 nombres
exp(my;), ¢=1,2,8,5=1,...,7

sonit wlgébriquement indépendunts sur Q.

CorOLLAIRE 3. Soient @y, @, (Yesp. ¥y, Yor Yay Y, Us) des &léments de 5,
O-lindairement indépendants, tels que _
i=1,2 ¢ j=1,2,3,4,5.

syl < p~HETD pour

“Alors deux des 15 nombres

Yiy OXP{yyy), ¢=1,2,4=1,2,3,4,5

sont algébriquement indépendaﬂté sur Q.
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On déduit du corollaire 3 les deux résultats sulvants, analognes au
corollaive 5 de [16] et au corollaire 3.2 de {17]. .‘
COROLTAIRE 4. Soient @y, to, by by, by, b, des éléments de 5, algébri-

ques sur Q, lels que:
’biLOgaﬂ < pmz/(le) 4 == 0, -1-3 27 3; 4

e j == 1,2, avec by == 1;

oy —1l <1 et pour

by, by, by, by, by S04 Q-linéatrement indépendants, de mime que loga,,
Log ay.
Alors deux des huit nombres

ad, 1=1,2,7=1,2,8,4
sont algébriquement indépendants sur Q.

COROLLAIRE b. Soient ay, a; des nombres algébrigues, |a;—1] < p~@=9,
j=10,1, dont les logarithmes p-adigues somi Uinéasrement indépendants

sur Q. Soit b un nombre algébrique de degré supérieur ou égal & 3 sur Q,

tol que b} < 1. Alors le degré de transcendanco sur Q du corps

Loga,

]

Q "y fhg ot db, o
(Iog 03 0? 13 1? 1

est supériewr ow égal & 2.

5

4. Sous-groupes A wun paramétre de certaines variéiés de groupes.
L’analogue p-adique de la proposition 2 § 3 et du corollaire 3 § 7 est donné
par les denx propositions suivantes, qui sont une extension de [11.], appon-
dice théoréme 2.

PRroPOSITION B. Soteni A wne variété abélienne définie sur le corps Q
des nombres algébriques (cloture algéhrique de @ dans H), 1 4 - Ag un
sous-groupe & un paramétre défini dans wn disque A auwtour de Porigine
dans £, de dimension algébrique d, I" un sous-groupe de 2, ayant au moins m
Géments Q-linéairement indépendonts, et tol que ¢ (I") svil inclus dans le
sous-groupe des points algdbriques de A.

Alors on o

md-<m+2d.

PROPOSITION 6. Soient v 1 wun wnombre réel, 2 wn sous-corps ul-
gébriguement clos de 5, & wne variété de groupe Mnéawe définie sur Ly ¢
4 — G5 un sous-groupe & un porométre défini dans wn disgue A awtour de
Vorigine dans 5, de dimension algébrigue d, et I' un sous-groupe de 5, wyant
aw moins m éléments Q-Undairement mdépmdan&s, teb que p (1) s0if contents

- dans Gq. On suppose gue Vune des dewn conditions suivantes esi vérifide.
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1) £2 est une cxtension de Q de type de transcendance inférieur ou
égal & T.
2) 2 est ume ewtension, de degré de tramscendamce 1, dun eorps de
type de tm%soemlance inférieur ou égal & v/2 sur Q (1:>2).
Alors
md < r(m—f— d).
De plus, i ' Q, on a

md < t{m+d—1);
8t o' (0)ely, on o

md < v+ (r—1)d;
8 ¢ (el et ' 2, on a
Comd < am-H(r—1)(d—1).

§ 10. DEMONSTRATION DES THEOREMES

Dans ce paragraphe, nous énoncerons un résultat général (théoréme A) '
dont nous montrerons qu’il contient les théorémes 1, et 1; (§4), 2, et
2y (§6), 3, et 3, (§8). Puis nous démontrerons le théoréme A.

1. Enoncé du théoréme A. Le résultat suivant est une extension du
théoréme 3 de [13]. '
THEOREME A. Soient

1. 5 un corps algébriguement clos, de ecaractéristiqgue nulle, complet
pour wne valeur absolue.

2. K um sous-corps de =, de type fini sur Q, et (@, ..., ,, y) un systéme
génératewr de K sur Q; on note A Vanneaw Z[z, ..., 5,y

3. R, un nombre, réel ou + oo, et A le disque non civconférencié de =,
de centre 0 et de rayon R, (avec 4 = 5 5i By = + o).

Ao Wiy aeey Wiy ---) & (00gy ooy @y, ...) deux suifes d’éléments de A;
pour m =1 (resp. p = 1), on note 2, ...y 2y, (resp Eoy oo C ) les élemamﬁs
distincts de Pensemble {w,, ..., w,} (resp. {wl yoeny @) ets —P—l . s}f;) +1
(resp. o) -1, ..., ol +1) leur ordre de mult@plicité ; On o ainst Ies égalités
suivantes dans Z[X]:

R k'm. S( ) 1
X—t0y) oo (X mog) = [] (=
( ( ) =[] (X—=)

} ”M . a() 1
(Tmw) e (X—a) = [ [ (=)™ ",
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5. 6, Vyy..., Vq des applications de Z duns Z, non déeroissantes,

telles que
Vilm) ... Va(m} =2m  pour lout m 2= 1,

6. Fiy-eeyfa des fonctions méromorphes dans A, algébriguement indé-
pendontes sur I, sans pble auy points w,,.

7. hyyeery by des fonctions analytiques dans A, sans #éros ava points
G,y telles que les fonclions hyf; (1< < d) soient analytiques dans A,

8. D une dérivation sur le corps des fonelions méromorphes dans 4,
telle que

-

Dfimye B powr 1<izid, 0858, 05 hChy, m=21;

on suppose que pour fout m =1, 8l g o5l une fom&wn, méromorphe dans 4
et analyliqgue en w,,, alors Dy est analyliqgue en w,,

On suppose que pour lout polyndme P el [Xl, veny Xgly la fonction
F =P(f,..., T posséde les deun vropridiés 9 et 10 suivantes.

9, 8i F %0, Pun des nombres

dd

e Dins o, pl,

F(), 0<oold,
st non nal.
10 B’fa, pour un entier m =1, on a

DPI () =0  pour O0<<e<si™, 0T by,

alors, pour u = 6(m), on a
T By =0 I<o< o), 0K us
77 L) =0 pour Lo ol 0,

L'hypothése 8 montre que los nombres

N ""”1’“{““ = Df () o DUF )

DAL o S8 (2) =
. Hrs e fg

kel gens
pour

0<e<o™, 0Kh<hy, OSh<Vilm), lisd, m1,

appartiennent & K. Soient wm (0 s<s™ 0k K hyy M= 1) des 46
ments non nuls de A, tels que :
S A< Vim), 1

WRDP . e ed  pour i d.
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Pour m' 2z m =1, on note:

Tim,m') = max {$[ul} D*(fi*... i) (2,)]} + Logm;

& %, (3)

Ap(my m') = max {dﬂgmh[%ﬁ"?? DA(fi . fa(=)]}, 1<h<y,

8,7 (A

ol max est le marimum sur l’msemble
&l (4)

0<s<sf™, 0 = (s oos da), 0 <A < Vilm), L < i< d).

Conclusion : Il ewiste une suite (Pp,)ns; de polynémes de A[X,, ..., X5,
de degré par vapport & Xy inférieur & Vi(m) (1 <i<d), et dont les aoeff%
cients ont une taille < T'(m,m) et un degré < Ah(m m) par rapport &
@, (1< h<g), telle que la suite de fonctions F,, = P, (f, ..., ;) posséde
la propriété suivante. Soit m' le plus petit entier poszt@f pow lequel il existe
des entiers t et 1 vérifiant

0t 8™

< km’: (l)

0<I< by DUF,(2) #0.

Alors on a m<m' < + oo, éb:

(10.1) " D'F,(2)) < Tim, m');
(10.2) dogy, (W D'F () < Ay(m,m), 1<h<q.
Infin, si la propriété
dr . :
-a«-é?l?’m(z;) =0 pour 0ri-1

est vérifide, alors pour tout réel R, avec

max  {|o,l, g} < B < Ry,
1l<vC0{m — 1)

on a:
(10.3) Log|D'F,, ()| +Log —=- [QI;?RH < T(m, m)+Log | Dz — z;)‘lzwl
1
+tLog (.R ) -PZVA%)LO.%(IMP-J Wifilg+ ———o e ){)

ol

QUE) = [] (X—g)* ot p=

ﬂtsgquﬂ
LRy

Remarque 10.1. L'hypothése 9 est vérifiée en particulier dans
chacun des deux cas suivants.

6(m’' —1).
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1 er cag:
limsup |w,| < o
fimrf-00
en effet, une fonction non nulle analytique dans 4 n’a qu'un nombre
fini de zérog dans un disque 2| << B pour B < I,.
2 dme cas:
max {Log k|, Tog [hefilz}
1; o, < B}

By=-+o00 et lim =0 pour 1<i=id.

Bape  Card{y =
Dang ce cas, en effel, si v, est le degré par rapport & X, du polyndme P,

la fonction g

H=[[niz
gr=l
est analytique dans 4, et le nombre Ny de zérog de F dans un disque
j#| < B vérifie:

Ng < Log|Hlp < max {Loglhfin, Loglhla} pouwr R - oo,
. 1{\'1'% . .

Remarque 10.2. Tes constantes < qui interviennent dang les
relations (10.1), (10.2) et (10.3) sont indépendantes de m et R, et sont
effectivement caleulables.

Remarque 10.3. 8i (w,) est une sous-suite de la suite (w,), alors
la condition

12

= 0<r<<t—1
2

Fols) =0 pour

" est une congéquence de I'hypothése 10 et ‘de la minimalité de m’.

Remarque 10.4. Dansg les applicationy dn théoréme A, le choix
de R se fera toujours de telle maniére que la majoration (10.3) ge réduise &

Qe
|Q(%

2. Conséquences du théordme A. Noug allons montrer comment on
peut déduire les théordmes 1, 2 et 3 du théorémo A.

Démonstration du théordme 3,. On choisil 2., =« w0, = o,
=F .y, tzl; 8 =0 =0, Vol ky =m—1, x, = p—L On définit
les fonctions Vl(m), ooy Vylm) pax les relations

Log |D'F,p(2)] < ~Log--

V(m) max z(f.i(z,ﬁ)) > < mtl H max (¢(f;(e)] |4,

1< h jep Lhm

les congtantes » < étant ehomles de telle manidre que Vy(m), ..., Vyg(m)
golent entierg, et V,(m)... Vi{m) = 2m pour m = 1. '
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Soit [ le dénominateur (par rapport au systéme générateur (wy, ...
v @)y de fi(z) A<i<d, k= 0). Pour0< k< m—1, m =1, on pose:

uft) = H AT,
i=1

De Ia relation

tf; (f’*fic))\ == Max{t(Haz)y (Do nfe(2) )

on déduit
2]
T(m, m') < m® [ [ max (8(f ()
fuep I ksm” _
La condition 9 est vérifiée, comme le montre la remarque 10,1. TPour
utilizer la magoratmn {10.3), on choisit deux nombres réels R, et B véri-
fiant

Sup eyl < By < R << Ry

M=l
Le choix de V;(m) montre que l'on a:
Viim) < T(m,m), m=0,1<i<d,

On obtient &insi

(10.4)

Log [P (e < sup Z Log | 2|1 (m, ),

la congtante < dépendant de B (mais non de m).

Comme on peut supprimer les premiers termes de la suite (,) sans
modifier I’énoncé du théoréme 3., nous pouvons supposer E, < aRa et
choigir B = §R,. Aingi

Je—10 > (B—c) Ry
La relation (4.2) et le théoréme A montrent que pour tout entier # assez
grand, il existe v = n tel que :

a ' y—1

n | [ max (fs(20) > [2 uLogM]dh..
E] 1]

1 1l

Dang le cas ol Ia valuation de &
g’6erith:

o8t ultramétrique, la relation {10.4)

._..';?:Uﬂ +T(m’ W‘L).

Logl#y(m)l < Z Log ——=

=1

Pour démontrer la remarque 8.1, on choisit I = k.
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Démonstration du théordme 3,. Soit (2,) la suite donnée par
Iénoncé du théoréme 3,. Pour tout entier # =1, on pose:

5, — [nfTHie=iA=D) (Log ) —@ @07,

s =g, 0 k<

iy, = (7 +1)(8,-+1}; kmﬂ =n; ot 7

avee _
o = (ot el o ¢ =(eb...+og)d.
On définit la suite (w,,) par réearrence sur m; SUPPOSONS Wy, ..., 0,
dé&tinig; soit n 2z 1 tel que
Py, y & W << My
on A4finit alors Wiy ...y Wy, de telle manidre que Mon aib

n

(X 0,) oo (K=t )) = [ [(X =gt

ot
On choigit ensuite:

G(m) = m,

Ly = @, Oy = Wi,y

et
l+do-na_w f’f::_"_'*__a%
Viim) » <[n ' “(Logn) T,
Précisons que les valewrs de s, et V;(m) ont été choisies de telle
manitre gque on ait:

I1<i€d, my < mEm,

Vim) ... Va(m) > < m,
et )
V,(m,) nti{Logn)™ » < s,ne(Logn)", 1<i<d.

D'aprés le lemme 3.1, i on note I, (A<i<d, 0<h<hy, m 3 :?)
lo produit des dénominateurs de fiy(%), ..., fi., (%), on peut définir

u{™ par ;
“ i) =[] AT
fenl

Les relations (3.2) et (8.4) montrent que Lon a
- T(mym') < V.i(m)n"’f(Logn’)“Mu 8 (Liog m! )0
Ldo—g, dg'~2s
< n d—1 (LOg%') @1 ,

POUL Wy S My

On utilise alors la majoration (10.3) avee B = AR, (do la méme maniére
gue pour la remarque 8.1, on choisirait B= oR, si on vounlait démontrer
1a, remarque 8.5).
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On obtient ainsi, grice & (8.3):

Log|D'Fy(2)] € —8pm“(Logn')* +T(m,m), s iy, <m' <m

L

Remarguons que I’hypothése (8.5) sert uniquement & assurer la relation

s,

. | Dz 2,
im  max — =
oo owlsse, S0 (Logn)® o

D’auntre part, la conelusion du théoréme 3, étant vérifide quand (a,a)
= (Q*r E‘:..)’ on peut SUI)POSGI‘ (@, a") > (.Q*r 9;): d’olt

Log | D' Fy(#)] < —s,n'*(Logn')*,
et Ia relation (4.2) permet de conclure:

1+de—e, do'—o,\_ [1-+do~—de &' —~do,
> * * /.
’( i—1 ' a1 )7\ a=1 T Tgog T¢

Démonstration des théordmes 1,,1y,2,, et 2,. Pour n’avoir
& effectuer qu'une seule démonstration, nous introduisons les notations
suivantes. ’ -

Pour obtenir le théoréme 1,, on pose:

1

@0 = (G ero=eo oo —d), 1<isa 0,5)=0,0.

Pour obtenir le théoréme 1,, on pose

’ 1 ( +d - ,+d f— ' ’ .
(af«:,“f).=( £ dii % — 0z # dEl O _Qi)7 1<i<d;

(b, ) = (s+dyo—de, w-do —dg,
? - - .3 .
= -1 a—1

On pourra ainsi utiliser les notations des théorémes 2, st 2y, en supposant
h=..=g=4¢q, ¥ =g,

Remarquons que sous les hypothdses du théordéme 2, 00 2y, par exemple,
il existe un sous-corps L de 5 de type fini sur Q, tel que (8,,T,) soit
une suite pondérée relative aux corps X, N I, ..., K;NIL En considérant,
pour 1 <j<d, le compositum (K, n I)... (F; N L), on se raméne au
cas oll K; est une extension algébrique finie de Oz, ..., a:qj), pour
J=1,..,d, et K, = Ky pour 1< i< d. Montrons qu’il 'y a pas
de restriction & supposer (a;, ;) > (0, 0) pour tout ¢ =1, ..., d, et (b, b")
= (0, 0). '

ri—eh 1<i<d, t=s4l, p=1.



78 ‘ M. Wa,ldauhmidﬁ
Hn eoffet, s, pour un entier w, 1+ L d, on ar (ay, a,) < (0, 0), on
pose:
F=d—1; o=(de—e)d—1); A=1lgle; &= pele;
G, = ot afd—1); @ =atafd-1), 1<i<d, i =
G=q Dpour dEu, ot g =(u-i; 8= (8RIHGA1) (gA1)

On remarquo alors que, si K, est un corps QW alors Ky eat un corps QF),
On constate aingi qwil suffit que 'on démontre lo résultat pour les d—1
fonetions f;, 1<4<{d, ¢ 5% o On ge ramdéno aingl par réeurrence au cas
ol (ay, ag) > (0, 0) pour Gout ¢ =1,...,d.

Si (5,0') < (0, 0), le théordme 1, (resp. 2,) osb une congéquence du
théoréme 1, (resp. 2,).

Enfin, dans la démonsiration du théorémoe 1, nous supposerons
7> 1, ob A< utd, les autres cag étant rdsolug soit par le théordme de
Schneider (§ 3.3), roit par le théordéme. 1.

Noug effectuerons la démonstration par Uabsurde: sous fes hypothises
précédentes, on suppose que la relation suivante cst vérifide:

pour le théoréme 1, dans le cas = = 1:

A(A, A) > (p--d, ¢+ de')s

- pour le théoréme 1,, dans le cas v > 1, et pour le théoréme 2.:

g+1

e 144> maX{(wz+y9¢, ag-- o)} -+

+ 2 (gh— Get) max, {7 Wt 72))5
Tews L <l

pour les théordmes 1, et 2,,
g I 1' i / y ! }
L1 Ghgtv, 210 41) > max {{aetpen o6+ )i (7, + 8 €U}

+Z (0t

Jiwa)

ma,x {(a,- i’Wm g+ %».)5 (-t pen?ys b - f*ra"‘”;)}-

Nous voulons obtemr une com:mdiction.
-Pour tout %=1, on pose:

My == (8, -+1)OardT,;

0k g

8, = [# (Logm)"1~1;

,gscmn) =g, = o‘if‘lﬂ)’

ST = O —1:
Iy, = Caird Ty, —1;
By Oy,

ftn, = (8,+1)Caxd §,, et =, = Cards,—1.

icm

on aura aingi, pour m,_, <m < m,

Ay (mym < max {V;(m)
: I=i<d
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Ceci permet de définiv une suite (»,), et wne sous-guite (wy,), telles que

Hh M,

”(Xm ay) = II —g)ntl et ”(X“‘W.;) = n(sz)’ﬂ"‘l.
=1 geliy, 1=l JaEI',n i
On considére une application § non décroissante de N dans N, vérifiant
G(m) = pp_y pour Moy <ML My, Nzl

Soif
Vi(m) » < n«s(nogm 1<igd,

En notant 0, (I1<igd, 0< k<R,
nateurs de f; ; (&), .
on peut choigir

Wy <M S

m>1) le produit des dénomi-
v f;,,,i (#) (avec », =1 pour les théorémes 1, et 2,),

o = [ mges

i,k

"
— pour les théorémes 1, et 2,:

T(m,m’) < max {V;(m)n'*(Logn')},
leid
Al ') < max {Vy(mpn"(Logn|},  ga<h<g, 1<i<d;
LS o

— pour les théordmes 1, et 2:

T(m,m') < max {Vy(m)n'%(Logn)'%} + 5,0 (Logn')g"‘, .

1<igd
0" (Logn’ )+ 8,0 (Logn' )™},  g.<h<g.
Btudions les congéquences de la relation (10.3).
Soit »' le nombre entier tel que m,_, < M’ < My, ot # tel que m,_,
< WKL My,
Pour le théoréme 1, dans le cas v =1, on & par hypothése

(koo ai ) = ([5+1) 0, 5+ ¢) < G, 1),
3i on choigit R > < wn, on obtient ' :
(10.5) Log|DUF,, (2)] < —n'"(Logn'}*.

Notons que les seules propriétés de la fonotion Logamlﬁhme utlllsées dans
ce cas sont bien celles indiguées dang la remarque 4.3.

Dans tous ley autres cag, on choisit un nombre &> 0 (indépendant
de m) vérifiant: )

&mMaX o, + INax {a,; + e < Ag-t+b.
lid _1{
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Ceci est permis par Phypothése 7 pour les théoremes 2, et 2y, par les
conditions
Mzrlp+d e zT>1

pour le théoréme 1,, et par les relations

(ptdjo—do,  (ptd)e—g,

Ao+ : 1
o+ 71 = ) et  T>1
(qui entrainent Ap > p,) powr lo théordme 1.
On choigit ensuite
‘ R 2' < ,nfl—{-a,

de telle maniére que 'on ait

JQ'R tAg-pd Aan

—Log O < —n™ T (Logn' )+,

On majore le terme T (’m » m), dans la relation (10.3), en utilisant ’hy-
pothtse (Ag, 1) > (¢,, 0,) pour les théordmes 1, et 2, et on obtient la
relation

(10.6) Log [ D B s)] € "+ (Logn'y"++,

On obtient alors ley théorémes 1, (v 2= 1) eﬁ 1, par une application immda-
diate des relations (4.2), (10.1), (10 By of (10.6).

Pour démontrer les théorémes 2, et 2, on remarque que la relation
(10.6) entraine

Tog|D'F,, (z)] < —n®t*(Logn)"t",  ear n<n

On utilise le lemme 2.2 pour construire m élément non nul w, de 4,
= Z[wg, ..., 2,], ot vérifiant

Loglm,| < —n*+(Logn)* 1,
UHrw) € T(mym’),  deg,, (7m) <€ Ap (e, m'};

doe plus, ’hypothése 9 des théorémes 2, ot 2, powt s*éerire: n' < .
On obtient ainsi une contradiction avee la définition des corps QW

- 3. Résolution d'un systtme d’équations linéaires. Le lemme suivant?
qui repose sur un lemme de Siegel (voir par exemple [771, [8], [1V1], [141),
permet de résoudre un systéine d’équations lindaires homog*ta:nvh A cooffi-
cients dans une extension de Q de type fini.

Lemme 10.1. Soient K une extension de Q de type find, (@, ..., 0y, ¥)
un systéme générateur de K sur Q, A Vannear Z[ty, ..., 2y, yl. I ewiste
deux constamies hy et hy positives ayant lo propriété swivanie.

Botent n et r deum nombres emtbiers, = 27> 0, el ay; (1-dn,
L< 3 <1«) des élémems de A.
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11 existe des fléments X4, ..., X, non tous nuls de A, tels que

n
Mo, X =0 (A<j<r)y

f==l
max $(X;) < hymaxi({a, ;) + Logn;
Lt (% .
max deg,, X; < hyroax (L-+-deg, @), 1<h<g.
Leisn 1§
Démonstration du lemme 10.1. Nous désignerons par hy, ... des
constantes, effectivement caleulables, ne dépendant que de @y, ..., %y §-
Soient Ay = Z @y, ..., 8], €6 § = [F: @@y, ..., )] lo degré de y
sur A, Berivant X,..., X, dans 4 = A,{y], nous introduisons ley
nouvelles inconnues 17.;,;, :L Lign, 1<K 4, avee:

]
= 2 Yi,zyz—lg 1 g’l‘: <N

I=1
De méme, on écrit les coefficients a,; sous la forme

&
ad‘,j‘:Zb{,j,jyl_li 1%@%4@, 1£j$i‘

A=l
Oﬁ. b'bj ﬂe”‘AO
De la méme maniére que dans la démonstration du lemme 2.1 (par-
tie a), on définit des éléments =, ; de A.J (1< k< n,u>=0) par les rela-

tions _
4§ .
= 2 Tﬂu’k’ynwl, (2 2 0 N
k=1

Le systéme d’équatmns

Z“M-X =0, 1<j<r,

Fex]

8’écrit alors:

. o
ZLM,?G=01 1<i<r, 1554,
i=l ’

avee

-2

\’ e
Lig g, = 4\_, bign Yot 2 2 Tyt Dgin Lats
hki=k41 4=0 h-tl=dtudt -

I1<i<n, 1<y, 1<k
On remarque que les I ;, sont des formes hnéam:es en Y;;, dont
les coefficients ont une taille majorée par

hy max  t(ag,),
lison, I<i<ey -

6 — Acta Arithmetica XXIILL



82 M. Waldschmidt

ot un degré par rapport & x, (1< k< ¢) majoré par

?a,amm(l 4~ degy, a; 5.
%
On g aingi multiplié le nombre d'équations et le nombre d’ineonnies
par ¢; il wuffit done que I'on démontre le lemme 10.1 dans le cas § = 1.
Alorg les cocfficients a;; appartiennent & 4,; décomposons — les en
utilisant le systéme génératour (w,, ..., z,):
@yl g1

— ! I . L
‘“’M"E‘“ Z “anll---.-%‘*‘s I<ign, 1g<ji<r,
‘ =0 Ty=0

ou(l) = (ly .oy L)y 5,2, ot d, —1+ma;xc1egm,(w“ <hk<yq.
On introduit de méme les nouvelles mcommes &, e, définies par

ley relationsg
k2d1—1 hgdg-— 1

, N i
Xy = 2 AZ; Gaod .. ol 1<i<n,
-

A;=0
Le gystéme devient alors:

n

. 2 @4, &, 1) = 0,
i=1 th=dy  Agtly—a,
pour 0 < Ay < (e +1)dp—1, 1< k< ‘lr S
On obtient tn gystéme de (hy--1)¢d, ... dr == R équations & hgdl
. dym = N inconnues, & - coefficients dans Z
Le lemme de Siegel monftre que, si N > R, il existe une solution
(&) vérifiant ' ‘

max Log &, o) < (LegN )41,

R
) 4 (4} * N—R
avee

T = maxit{a,).
3

Comme on & supposé n > 2'}‘,'3'1 suffit que I'on choigisse
By = 3, by = [(%)”“ ~1]*

' pour obtenir le résultat.

Remarque 10.5. On a calculé les constantes hy o ki, effectivement
dang le cas ol K est une extension transcendante pure de Q; dons le
cay général, ces constantes se caleulent & partic du polynéme 1n1111m1
de y sur Q(w,,...,a,) (c’esb-4-dire en fonction des Ty o)
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Notons d’autre part que le lemme 10.1 permet de résoudre, dans
Pannean 4, un systéme d’équations

n ' '
\ ! N
Z“@&J‘Xi=0} 1<i<r,

=1

b coefficients dans K; il suffit pour cela que Von multiplie la j-iéme équa-
tion par H;, ol ,H,eA est tel que

Hitgged pour 1<ign, 1<jLr
(¢f. TLL], ch. I, §2, lomme 3). |

4. Démonstration du théoréme A. Supposons les hypothises du
théoréme A vérifides.

1} Il ewiste -des constantes, indépendantes de m (et désigndes par e
symbole <), e, pour tout m = 1, un polyndme non nul Ped [ Xy, ...; X4,
de degré par rapport & X; f.'h?,fém'em* & Vi(m), et dont les coefficients omi wne
taille < T(m,m) et un degré < A,(m,m) par rapport & v, (1< h < q),
tel que la fonction T = P, (f1y ...y Fa) vérifie: C

(10.7) DFL () =0 powr 0<s<si™, 0<k< by,

En -effet, rechercher 'existence d’éléments p (1) de 4, non tous nuls,
vérifiant
e () < (m m);  deogy, (p(1)) < Au(m, m),
pour (A} == (1{1, v Ay, 0Kl < Vi(m) 1 igdetl< b g, ebtels qus
la fonetion :

Fo= D pifi...fi
€]
vérifie (10.7), revient & résoudre un gystéme de m éqmations & Vi (m) ...
.. Vg(m) = 2m inconnues, dont les coefficients ' S
”}?Ds ZJ ffid ) (=)

appartiennent & ,A. ot ont une taille majorée par < T{m, m) et nn degré
par rapport & #, majoré par < A,(m,m).
Le lemme 10.1 donne le résultat. ‘
2) o existe . un entier m' = m vérifiant. les ammdmom suivamtes. I
ewiste des entiers 1,1 tels que o :

(10.8) 0<t<sf™, O0<I<Kye e DF.(n) #0.
Alors lo nombre D'y, (%) vérifie (10.1) et (10.2).
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Les fonctions fy, ..., f; sont aigébriquement indépendantes sur K,

et le polyndéme P, <A [X,..., X,] est non nul, done la fonetion ¥,, n’est

pas nulle, et Phypothése 9 montre que P'un des nombres

dﬂ
F'Fm(gu)? Oéggagﬂ)?o‘éxgxuﬂﬂgl

est non nul. T’hypothése 10 montre alors qu’il existe un entier m' > m
vérifiant (10.6),

Les majorations (10.1) et (10.2) sont des congéguences immédiates
des définitions de T'(m, m’) et A, (m, m'), et du lemme 2.1,

3) Soit m’ le plus petit entier supérieur ow égal & m, gqui vérifie les
propriétés (10.8). On suppose que Fon a

Ez?lﬂm(z’) =0 pour T=0,...,1-1.

Alors le nombre D'F, (z) vérifie la relation (10.3).

Soit # = 6(m’'—1); d’aprés la minimalité de m’' et Phypothése 10,
la fonction F,, vérifie

dﬂ'

g7 Tm(E) =0 pour 0o o, 0wy

x 7

done il existe une fonction entidre &, qui vérifie

(10.9) @ ()@ (e} —2) =T, Hh )7t
im=)
ol
Q) = [ (@—gysn,
" ogweny, :
[

Appliquons D' aux deux membres de (10.9), et 6tudions la valeur au
point 2. Le premier membre devient

B (21)Q () D (2 — zl)zmﬁl ]
car on 2 .
' _D"(ﬁ——z;)ﬁ,_,,z =0 pour 7,

griice an fait que, 8i ¢ est analytique en #;, alors D¢ ost analytique on 2.
On effectue la méme opération sur le second membre de (10.9), en
utiligant la relation

D*F,{e) =0 pour v<{,

gréce & la minimalité de m/,
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On obtient ainsi:

d

Dtth(z.l) =@ (zI)G‘m (zl)Dt(z e zl)fz:zz n ]1,_; (zl)‘ri(m}'

few]

On utilise cnsuite le principe du maximum, 'pour I fonetion &,,, sur le
disque |2/ << B (qui contient z): :

Log 6 ()| << Log |Giyln < Log| 7 H RYi | —Log|Q|z—Log le—al'|s.

£=1

Grice aux majorations

T4
Log |7, [ #Fi™|, < T(m; m)+2m ) Liog (il et i),
=1
et
i 1
Logsup|e — 2/~ tLog
k=R —lel )
on obtient
Log (m*Fm( ]gf'ﬁ; ) < T, m) +Log DX (e—sif+

1
+4Log (1/(R ) +Z Vilm) I“’g(”'“’*"*“"““RJr )

ge=1

Le théoréme A eat done démontré.

Remarqgue 10.6, On aurait pu également obtenir Ia magommon
{10.3) en utilisant une formule d’interpolation (voir par exemple [11],
ch. VI, § 4, lemmes 6 et 7; dans ce lexnme 7, la majoration de D'E (=}
est inexacte, mais elle dewent correcte sion 1emp1a.ee le terme (1/6Y™ par
(2R,/8)™, Q’autre part, p. 34 et 35 de [11], il faut remplacer les coeffi-
cients 1/2ir par 2ir). ‘

§11. -PROPRiETES' ARITHMETIQUES DE FONGTIONS
DE PLUSIEURS VARIABLES

Nous terminerons cette étude en remzurqua,nt que les résulta.ts pré-
cédents peuvent s’étendre -aux fonctions de plusieurs variables, grice
& la notion de A-digtribution flans le cas complexe (Bombieri, Lang [4]),
eb & la notion de i-demsité dans le cas p-adique (Serre [15]); qui rempla-
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cent, dans Ia démonstration, le lemme de Schwarz et le principe du maxi-
mum (voir 12 majoration (10.3)). Nous citerons simplement deux exemples
le premicr concernant les fonctions de plusieurs variables .complexes, 1(;
second les fonctions exponenticlles p-adigues.

- Trtogim 4. Soient K um -sous-corps de C, de type fini sur Q e
de type de tramscendance inférieur ou édgal & = (v> 1), fl; ey [y des fone-
tions holomorphes dans une balle By de €™, algébriquement indépendantes
sur K. Soit (8,) wne swite de sous-ensembles de B, (avee 0 < r < R/d)
qui est A-distribuée dams B,, telle que Von ait: ’

file)e K powr 1<i<d ot el = 8,,
et _ ‘
max it(fi(@’)) < _%‘” jaow Ao et 1iCd,

reSy,

Alors :
21@'_{ T(2Am 4 oy -F.. .+ pg).

‘ 84, de plus, les fonctions fy, ..., f; sont entiéres dans O™, @ordre in-
Jéricur ow égal & oy, ..., pgvespectivement, et si v > 1, alors on a Pinégalité
stricte:

2204 << T(22m 4 0y .0+ 04).

Le théoréme 1 de [4] correspond & 7 = 1, g, = ... = g4 6t d = m 1.
De la méme maniére que dans [4], on obtient le corollaire snivant (les
théorémes 2 et 3 de [4] s’en déduisent dans le cas d = m 11 et K corps
de nombres):

COROLLAIRE. Soit G wne varidté de groupe, définie sur un 8OUS-COrDS

~ algdbriquement clos Q de C, de type de transcendance inférieur ou égal & v

sur Q.. Boit i O™ — Gy un sous-groupe & m paramitres de &, de dimension
algébrigue & > tm. Soit I un sous-groupe de type fini de C™, qui est A-di-
stribué dams unme balle B,. -

On suppose que Vune des deww oconditions suivanies est wérifide:

G est une varidté de groupe lindaive, ef on a:

' d
T 1 of - Az s
! . 2(d—wm) ’

~G est une varidté abélienne, et on a:
d

T =1 e i> :
d—m

Alors @(I') n'est pas contenu doms Gy.
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On peut améliorer le théordme 4 en raffinant la notion de A-distri-
bution, de la méme maniére que nous 'avons fait pour la notion d’ordre
d’une fonction. : ,

Dans le cas p-adigque, on obtient le résultat suivant (gui est une
extension du théoréme 2 de [15]): :

PROPOSINION 7. On suppose que 5 a une valeur absolue ultramérigue
of une caractéristique résiduelle p.. - . :

Soit K un sous-corps de B, de type de transcendance inférieur ou égal & v
sur Q (v 1). Soit @ un groupe topologique isomorphe & (Z,)", okt Z,, désigne
le groupe des emtiers p-adiques. Soit A un sous-groupe libre de type fini
de @&, qui est A-dense dans . Soient. ey, .., €5 des homomorphismes continus
de @ dans E%, qui convergent sur A, et tels que tous les ¢,(x), we A, appar-

tienment & K. _
8i 4> v(Ad+m), alors les e; sont multiplicativement dépendanis.

Ties anfres théordémes que nous avons obtenus peuvent s’étendre
de la méme maniére aux fonetions de plugieurs variables.
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Prime %-th power non-residues
by
Rigmarn H, Hupsow (Durham, North Carolina)

1. Introduction and summary. Throughout this paper % will denote
an integer z= 2 and p will be a prime sueh that (%, p —1) = v, (p) > 1.
Weo denote the nth prime kth power non-residue by g,(p, k), n =1, 2,.
We attack the problem of finding an upper bound for g.(p, %) from
several vantage points and we congider, in addition, the case n > 2.
A large number of authors have given upper bounds for g,(p, %)
under varying hypotheses.
~ Burgess [6] has shown that for each é> 0,

i g1(p,2) = 04 (p11(4a1f2)+a).

In order to avoid any misunderstanding regarding the nature of our
O-estimates, we will always use the notation 0, to indicate an implied con-
stant depending at most on 4, while O will indicate an absolute constant.

Wang Yuan [18] gencralized the method of Burgess. Namely, for
each 4 > 0, he has shown that

(12 - aalp, By = 0s(ptOSTII)
for every » = v, (p) = 2

(1.3} - g1{p, %) < pH*

if v,(p) = 21, and _

(1.4) gulp, k) < p(los‘logv-l-ﬂ)fdlagv

if v = (p)> .
Wang’s results (1.2), (1.3), and (1.4), essentially halve the exponent

* in the upper bounds for g, (p, k) given by Buchstab [6] and independently

by Davenport and Erdos [8].

K. K. Norton [15] has recently genemhzccl the above regults by
omitting the restriction that p be prime.

Employing analytic methods, Hna [10] and Erdés and Ko [9], have
given upper bounds for g,(p, 2). In particular, Hua has shown that for
each p = 6, _

(1.5) ga(p, 2) < (BT600 p).



