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~ Sur la répartition modulo 1 des suites f{p)
par

GEORGES RN (Caen)

Soit f un polyndéme dont l'un des coefficients, différent de f(O), est
irrationnel. On démontre alors que la suite ( f(p,,)},m, OU (Pp)ps désigne
la suite croissante des nombres premiers, est équirépartie modulo 1.,

1. Introduction. Dans son livre [6] I. M. Vinogradev démontre que
la suite (ap,),s; est équirépartie modulo 1 si et seulement si o est irra-
tionnel. En 1948 [7] le méme auteur a donné des conditions suffisantes
sur les coefficients d™un polynéme f pour que la suite | f{pﬂ)),,}l soit équiré-
‘partie modulo 1. Nous démontrons dans cet article le théoréme.

THEOREME 1. La swuite ( f(p,,)),pl est équirépartie modulo 1 si et seule-
ment si le polyndme f(x)—f(0) a wn coefficient irrationnel. ‘

Le résultat dépend essentiellement du théoréme (5 1) gui génerahse
le théoréme 1 [7] dé I. M. Vinogradov.

2. Notations et lemmes preliminaires. Soit % un entier (k3> 2) et
soient ay, 4, .. g o, les 41 coefficients réels du polyndéme f(z) = ay-i
+a@+...+oe”. Bi le polyndme f a un coefficient nul, en remplacant
ce coeffieient par 1 nous ne changeons pas la répartition module 1 de la
guite f(p,). Nous supposons donc que les coefficients o, (1< i< %) sont
non nuls et se mettent sous la forme

& 4

avee a;, ¢; entiers, (a;, ) =1, 1< ¢; <7 eb |6, <1 Ceci est toujours
possible lorsque les 7; sont choisis assez grands. Nous désignong par £
un réel tel que 0 < &< 0.01. Les notations 4 = O(B) et 4 < B signi-

. flent qu’il existe une constante ¢ posﬂnve qui ne dépend que de % et de ¢

telle que [4] < OB. [A] désigne la partie entlére de A, {4} sa partie fraetlo—
nnaire et A} = min({4d}, 1—{4}).

Imvye 2.1 ([81). Seit g un polyndme & coefficienis entiers

g(w) =by+bmt... + bk
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8t (Byy.ney by g) =1 alors .
1-—}5-{»5
8@, = D elo@) <q
1<m<g
{x, gy=1

Dreit
ol 6,(t) = exp .

LeMME 2.2 ([1]). Sotent w > 0 et » > 1 douw réels et 1 un entier premier
avec Ventier positif q. Soit ey ly q) le nombre de nombres premiers nfé-
vieurs ow égaua & o eb congrus & 1 modulo g. Il existe alors une constanie
positive C(u) ne dépendant que de w et wne constante positive O, telles que
8 9_' < log¥e on a

7t ()
7{q)

ou ¢ démgne l’mdwa.tew ' Buler et n(z) le nombre de nombres premws—
inférieurs ou égovs & . ‘
‘Nous désignerons par N un entier > 10 et r = 1ogN ,
La démonstration du théoréme 1 se fait en trois étapes selon que
tous leg ¢; sont < r; ou < exp(()o ) ou qu’il en. existe un > exp(_C’r )_ l.\Tous
noterons 2(g) le nombre de nombres premiers distinctls qui dlYlsfant
entier g, »(g) le nombre de diviseurs de ¢ et u la fonction de Mobius.

3. Les ¢; sont tous <.

m(w; 1, 9)— < O‘(u)mghﬁlﬁﬁﬁ-

PropOSITION - 3.1. Supposons que pour 1< i<k on ail:
Nexp(—r)< 7 < N‘
e - ] ‘
G,
LPosons o :
S 8= Ze(f(p)) o e{t) = »xp (2mit)..
PEN
Alors ¥ o
7 Im i
8 < k
pig) !

ol g = P.peM(dyy <oy D) “

Démonstration. Nous partageons Uintervalle {1, N] en [exp(m’“)J
intervalles de iongueur A = Nexp(r')1™, du type I = IN,—4, N,]. Si
peI nous avons |p*~ l\ﬁl < AN done

'f(il’)— — '*aomz——m‘ < ANT exp(r)
iul
et | )
2 e(f(P))‘ < 6(21‘—19‘)1 + AN exp (r).
' TNy dapNy il % ‘

N] —A<p$N1
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Par réduction au méme dénominateur la sorame du deuxidme membre
8’éerit: . .

S=
Ny—A<p<Ny

ol g(&) = by@+...+ bpa* avee (by,y ..., by, ) = 1.
Puisque ¢ << " en utilisant le lemme 2.2 avec % = k& nous obtenons

a(N)—n(N,—A)

eal9 ()

8 <| D ely) + Ngexp(—0;ViogFy).

= ?(g)
(L g)e=1
Nous avons logN, = logd = r— l/— done en utilisant ls lemme 2.1
A s g : w{N) 1
-8, < : o exp(—r™) et 8¢ —~ .
T : ol

4. Les g; sont tous < exp(0r).
Levyz 4.1, Soit a un entier non nul et p un nombre premier ne divisant

pas a. Soit 1 un entier positif et

8= > eglaat).

1w pl
(@, B)=1

Alors 8] < kp'. ,
Démonstration. 8i k = 2, § est une gomme de Gauss et le résultat

estconnu. Si k=3 ebl=11le resulta,t est une conséquence du lemme 3,

chap. IT de [6]. Boit v D’entier tel que p*ik et p™*tk. Soit 1> 742 eb

posons # = p "'y 4z Ta somme S devient
a®  akeFly
¥ = o5+ )
1e<pt—7=1 pgy<pthl
Puisque (2, p) =1 et que p™ 1k la somme
!
e(ﬂ—ﬁ;ﬁg) est nulle

oy ptHY

aingi que la somme S. Il reste i examiner le cas 01‘1 21
18] < 9" < p™p < Rp™.

PrOPOSITION 4.1. Soient by, by, ..., by, k-1 entiers tels que (by, ..., by @)
=1 el soient £ ef n dews fanctwns & mlews compleves. Posons

g(3) = by+b24 ... + bk,

X = 3 @)

1
(z.9)=1

< v+1, alors
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el
Y = max [n(y)~
T q'
{7, 0)=
Soit
.
8= D D &@aly)els(ey)
1€rag 1dg=a
(mo)y=1 (thq)=1
ulors

IS < X¥q F

Démonstration. Nous avons

W< X 3 N amiels@l < X 3 3 Y awdnyseloteys) —g(oy)

z ¥ v
et

ISF< XY Y > eolotoy) —glos)))-
1<y=g 1<y 1<usy
(v 0)=1 (1.’2,9!)"1 (®,q)=1

<k et h{®) == Bo+...+pa" Soit

1< m.

Posons B; = bi{yi—
ﬂ::(ﬂ”...

lemme 2.1 nous avons

yh) pomr 1< i<

+ Bry @)y M =1 ot w =mrg--1 avee 0= Daprés le
n

1
N7 () Lyt
2;! Gm( n ) <m
Qash<<tn
{t,m)=1
done

1
Spexyy Y am P

nlg (.ﬂ]_y aﬁku a)'“"'"’

Tl reste done & calculer le nombre db(g, n) des couples (g, ¥a) qui satisfont

le systéme & (g, 1)
SHsg t=19

9’(1, nyy (% @) = 1
et (Byyney Bar @) =m0

B Yy, Yo est une solution du systdme & (g, n) ot sim; = ¥, modn ob 1< oy
< (i =1, 2), le couple (z,, ;) est une solution du systéme & (n, n) done
| B(g, n) < M2 (n, ).

Posons w(n) = S(n, n), Il est alors facile de vérifier Que © est une fon(;-
tion multiplicative. Il suffit done, pour majorer w(n), de majorer co(p_)
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lorsque p'{n. Puisque (b, .. .3 by @) =1 et que n|q il existe pour chaque
nombre premier divisant s un indice j (1 <j<k) tel que (b, p) = 1.
Nons avons donc

o< Y Y X,

1<y, <! 1<u2@1 1<y
(ypp)=1 (1"2:19)

< 3 3 2 et —vhal]

=0 Pz vy

e (bj ((’/{ - yé) m)

ol p"||w signifie que p*|z et p**'{x. Daprés le lemme 4.1 nous avons
. ) I-u
| X eplaby)|<ipp ®

L<y<pt

(v, m)=1

si p%|=,
done
-1
o(ph) < _,p-—l[pﬂ_‘_ ZPI—ukszu]g (I+1)k2p.
=0

Nous obtenons @(g, ») < m*k**™y(n)n et en reportant dans la majoration
de |S]®

: . 1—£+: _l . l...l
162 xquwﬂf“)w(n) (%) RS 6 I Z(lﬁm(")n“‘)v(ﬂ)nk )
. nlg nla
&
l_l -1 i
D’aprés ([3], lemme 1.2, chap. 1) B*°™n=" < 1 et rm)n* < n * Nous

avons

Zﬂ'—% _ n 2::?_% < (%) < g

nig Blg t=0

Nous obtenons done

1 3,
18 € X¥g K
Levuze 4.2 ([6], lemme 4, chap. IX). Soient y ¢t v, définis par

Iw—s

y=exp(r *), yp =exp(®).

Supposons que

0 < g <y, <il<yg, Geg=1,

Soit T le nombre des entiers n congrus & 1 modulo g qui ne sont divisibles
par eucun nombre premier <y, et quwi satisfoni

U--W.

U>0, Wz=o.

U<%
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Alors W

' T < Wq(fgl_
rq

TaEOREME 4.1. Supposons que

g, < exp(0.80°) e g exp(0257Y), i=2,..., %k

Sout | o
- & Y oa N\
S = {3( b :)

' L NM%«N % Q*Tp
0 X <A< N

1

Alors

A(’f =1 )
o <_T,.EU"%3T’ o = PP gy o eey Goe

Démonstration. La démonstration suit le méme plan que celle
du théoréme 2a, chap. IX de [6]. Posons y, == exp (r'™"} done p; <y < y,.
Hoit P le produit de tous les nombres premiors <Xy, qui ne divisent pas g¢.
Alors

(4.1) D edg@) = Xulds,
Ned<gaN ar
#(8, Pl : daN

ol ‘
T 2) g =t b o Sp= 3 efgtdm).

N—d N

= mes
. o (m, gyl
Nous obtiendrons d’abord une estimation.du nombre de droite de (4.1)
puis nous majorerons-la différence entre le membre de gauche de (4.1)
et la gomme 8.
Nous avons :
8y = D Zall)e,lgth)

Nagl<yg
(2 ¢yl

ol Z,(l) désigne le nombre des entiers z qui véritiont

(4.3) N—-A<zgN, e=lmodg o =z=0modd.

Puisque (d, ¢) = 1 nous avons Z,(1) =—;%~ +0(1) d’ol
4 |
Si=5 D) o)+ 0ta)

0laq
=1
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et d’aprés le lemme 2.1
1

(4.4) L e %qlﬁ +q.
Nous utiliserons cette majoration lorsque d < N*S, Remarquons qu’en
posant Z; = Z,4{1) nous obtenons : :
(4.5) o Sy = Z,8(¢, 9)+ g}
8 d> N4 | .
yi@ = @ > N¥* = exp (4—:‘)

done ;Q(d)”> 5rf ot

v{d} = 2% = exp (2(log2)s") > exp(0.557°).
Neous obfenons | |

> I8l < ) > v(d)yexp(—0.55r")

dP ‘NP odsN N—A N .
NUS<d<N N g ms

% exp(—0.55") 2 v

N<NLs @

ol d parcourt tous les entiers de lintervalle d, < d < d, -+ avee b <. A/m,
ot dy4-h <X N jm. D’aprés ([2], théordme 320, chap. XVIIL) nous obtenons

Ar N\
ity < 2 (o]
ay<dzdy vk m m
done
. O [Ar (e
D <expi—os) 3 (3427
i s ™ m
MS<A<N me NS ‘ :
: < exp(—0.55¢*) (4r* -+ N¥?)
A : -
< puisque N* < 4 et Vg < exp(0.5¢).
Vg '
La méme majoration g'appligue i
Zg
N4I5dil;gN

puisque Z, satisfait par définition (avec I = 1)

7, < Z 1.
N

N
A
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D’aprés (4.5) eb les résultatbs qui précédent

S @8 = 800, 9) 3 @t 00 9+ 0 ().
4P 4P Tl/g
a<N
Puisque > u(d)Z; est exactement le nombre des entiers z ci-dessug qui
P
d=N
sont premiers avee P, d’aprés Ie lemme 4.2 ce nombre est < A(rgyrg.
Nous avons done démontré que

A ’J"(j‘_)ﬁﬂ 1-_1--\-3 5 A Adlr Ba
D alo@)] < “‘(q,g—q * -~|-N“g-=1-—?~ﬁ P

1k
N-Ad<esN rq
{5, Pgheal
La condition (=, P,) = 1 gignific que chaque facteur premier de = est
supérieur & y,. Le nombre D de ces entiers qui sont divisibles par un
carré satisfait

PN s R

PV N

¢b peunt &tre négligd. Soit

(6 Hy= > gz

N AN

o #; décrit les nombres produits de ¢ nombres premiers distinets supé-
ieurs & y,. Puisque ¥ —4 > y,, § = H, et

A(rg)™
M H < S Ok <

1<tty

Il reste & majorer H, pour ¢ > 2. Nous allons démontrer que

1 d{rg)®
Tl-{W

Hy <~

re qui démontrera la majoration indiguée de 8 puisque

1
2 7 < logr < ¢°,

Lty

Soib Ly = -~ 3 ¢,{g(pv)) ol p déerit les nombres premiers supé-

N—Ad<poeN
rieurs & y, et ol @ déerit leg produits de ¢ —1 premiers distinets supériourg
% y5. Le nombre det termes tels que (p,v) > 1 satigfait la méme majo-
: 1‘&131011 que D et Ies autres terines donmnent ¢ fois le méme terme de H,.

Sur lo répartition moedulo 1 des suites F(p) 225
Done
(4.7) H, =%L,+O (%)
11 suffit donc de démontrer que
Ly <€ %“(:‘qq—f:,; pour &322
Dans la somme L, nous avons y, < p < ﬁy“* ! puisque » > 4% Nous

partageons cet intervalle en aun plus » intervalles du type (4. ¥ <p < ¥’
ot 2Y'< ¥ < 3Y et chacim de ces intervalles en un nombre < ¥y
intervalles du type

(4.8) | T<p<U+W ol y< W< 2.

La partie M de la somme L; qui correspond & I'un des intervalles (4.8) vérifie
NwW
wdotoo) =0 3 (5 1)

puisque pour chaque p Perreur commise en remplacant Iintervalle
N-4 N N—-A
=5l

?

(49) M~

U<p<U+W N-—d N
' T T

NW '
,%] est au plus +1. Nous avoIs

P U
NW AW O\ WA o
;(Up “) < v n) - 57+ 1)
NW W oy 1
ay Sy €, g

et

v N‘Vﬁ_zH Y1 1
T K- € — <L =
4 Nyt Yo ral/q

Soit (1) le nombre des nombres premiers p de la somme M qui sont
congrug a ! medulo ¢ et soit x(h) le nombre des entiers © congrus & A

A
modulo ¢. Puisque W =y et 7 > (N /(Nyr ')y > v et que g < exp (+°)
nous pouvons appliquer le lemme 4.2 done '

LA

&) < p” Trg
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Nous avons
Elyn{hye g (Ih))

=3 3
1l<g 1"1’;.,@
L) =1" (k)=

¢t en appliquant la proposition 4.1

. Bk ogeze] 112
M o< Y leMPmaxin(hPy © }
i

W2(‘?" )fl.s Az(?"' )4& 3—-!-4-:!!! 142
<ol S
g Trty
W4 (rg)*

La partie de 1o somme Ly qui correspond i un intervalle (4.7) est
WA (rg™ ¥ Alrg)™
< T 7t g ;’> P g

puisque W <€ ¢ et U » Y. Bn ajoutant un nembre < r de ces termea
pour obtenir L, nous avons la majoration requise.

TmiorkME 4.2. Supposons que

Nexp(—r) <N, Leisk,
| gy = exp (0. 8?"}
el
1 & ot
G; < exp »}ﬁk—r y  2=is k.
Seit ‘
8= Xelfp)
. pEN
alors
a(N) (rg)*
- R

Démonstration. Nous partageons Lintervalle [1, N] en [expr®]
intervalles de longueur A = N [exp#'®]™% Soit I = 1NV,—~4, N,] un tel

intervalle. Posons r1 logN,. Nous avons #, <7 et r, = logd > r-—l/r
et de plus

N oxp(ml/'r y< A< N,.

La contubutlon d’un intervalle I & la somme S est

(9(19 °+Z m)

N]_—A<27QN]

icm
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et

k .
6,p° 6, N
"(g"q*:;;):@(; gm)”(—“?‘ )

Nous pouvons appliquer le théoréme 4.1 4 la somme

e (9(p))
Ny~AdZpai ‘
puisque ¢ < exp(0.99°) < exp(r?) et A= N exp(—Vr) > N exp(—ri"),
Done .
S A(ry ) A(rg)*
e{f(p)) < _}%ﬁ**'ﬁ'exm“ S :

. 'Nl—A'<13€N1

puisque (4 /N)exp () <€ exp(r'—Vr) < ¢ ¥, Nous obbenons alors
rq) _ Mo ad) g™

8 < eXP(]'/ ) 7 < g % P . |

5. L'un des ¢, est > exp{er). Dans tout ce paragraphe nous poserons

= Nlexp(—0.2), 2<i<k.

‘7, = Nexp(—r®) et

=~
Nous supposerons en ocutre qu’il existe un indice & (1 <<s

< k) tel
que a, satisfasse 'une des conditions suivantes :
5 1
L =2 et N° Ty = g, = exp (loghr).
1 X "
I s>2 g, > NT'F et a sécrit o = L B oit (ay, ;)
% G0 !h 1 .
8
v r ’ ‘.-',""!”" i

=1 (9, @) =1, 76: <0, 5= £1, iB|<let1 QO\ i<y

= ?:i & T,
IIL. ¢ =1 et g, = exp(loghr).
Nous définissons le réel § par les conditions suivantes
I. 5 = logmin (N" g).
, NF
IL. Si ¢, < exp(0.01°), ¢ = logmin (N”“, ?)’ sl gy = exp(0.01r°),

1
8 = logmin (N4,

(
L. 6 = logmln(N”“, & )
Nous posons

- efi gy == 2 =

K (2 +log k]/% )

™
1
| =
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LeMys 5. [B]. Soient a ¢t n> 0 deuws entiers et s0it

Sy = D elfotprot...+p)

LR aA-R

086 Boy Bry «-es By sont véels. Alors si h> 0 of | sont des entiers tels que
1= be(k+1)+ kb on o

1 1
e J I8P ag .. @By < KMogh muti-Hler 40,
0 0

I
od 8, = %k(k-—]—l)(lm ;‘—ﬂ) of K == 487 (1) 7 b2},

LevMe 5.2. Soient ¥ et o deuw ensembles deniiers positife et t un
entier positif qui vérifient les conditions

o (g)=1¢e s ye¥ (y,q,) =1,
ou .
IL o (1,4) =16t st ye¥ (y, ) =1,
Cou TIT.
Soit w une fonction & valeurs complones telles que si Y < N et T > ¥
s yoe

(5.1) D )l < X

-1yl

et

(5.2) 3 R <X
N IR o

Soit

8= 3w 3 olftray)

e n6H"
ol la sommaotion est restreinte aux couples (x, y) qui vérifient
Paoy < N
ol ' '
OENO.Q‘I .E—‘l g: ,y g GaNo'Eﬁ*l
ol Oy & Oy sont des constantes positives.
Alors _ _
8 € Brilexp(—g)N.

: ‘Démonstration. 8 ¢> exp(l.29,) en partageant Iintervalle
[N Oy N**t!] en au plug r intervalles du type [0M, M avee

icm
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} <0< § et en appliquant I'inégalité (5.1) nous obtenons

1< X D

i
M OM<ysM xNi—2ar—1g-1

< ZrNt”z < r* Nt™"exp(—1.08g,).
o

—

1

Nous supposerons done maintenant que < exp(1.2g,).
Nous partageons un intervalle J0M, ] en au plus 4 = exp{g,)
intervalles ¥ —¥,, ¥] ot ¥, = (1—C) M A" Soit §(¥) la partie de

5

la somme S relative & un de ces intervalles.
HEn posant

By =Biy) = oyt¥y, 1<j<k
et
X =Nty
nous trouvons
(XY= D w8, o 8= Ne(f(itym)+0(Xa™).
F—Y0<&’€F e X ‘
Nous avons en effet
My NP Y ' e N Y, Y 2 g XA
Pour § = (B4, ..., 8.} ¢ R* nous posons
88y = D) elBrot ...+ B
X
8i le point § appartient au domaine 2, = R* défini par les inégalités:
1B;— B3 < 05X A7, 1<ji<gh,
alors .
8, = e(a) S{B) +0 (X 47).
Si 1 est un entier positif nous avons

|S;I2l < ZIS([S’)}2’+AEX21.£|_2,:

ol 4 est une constante positive qui ne dépend que de & et de s. En inté-
grant les deux membres dans le domaine 2, on a

[18a8 <t [ 1S(8)¥ a8 +mes 2, ALX* 4~
2y Dy

avee df = dp, ... d8,. Done
FA lxik(f.:{-l)dkvfjs(ﬁ)lzldﬁ +A1X'21'A—21
9)
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et

F-Ty<y<y
1

£ in‘k(h}-l)dkf‘” f( %(13)) lS(ﬁ)lﬂdﬂ - YOAT'XNA_'H
0 ]

Ve VY

ot n, désigne la fonetion caractéristique dé £, modulo Z* dang RE
> m,(B) est majoré par le nombre des entiers y' (XY, <y’ < ¥)

F-¥p<ys¥

pour legquels” 2, contient un point #' tel que f/—fe Z5 ¢’ véritio alors

Péquation )

(6.3) Boly) = Boly) = b+ O(X ™47,

Nous montrerons que Ie nombre < des solutions de (5.3) vérifie
(5.4)- A € Yoexp(—4.410).

Léguation (5.3) s’écrit

(5.5) Pay(y” —y") = b--0(X™0477).

Etude de Pégquation (6.5) dans le cas IIL. L’équation (3.5}
entraine alors I’équation

(5.6) n iy wy>-b+0(xw L2,

1 0™y

D’apres ([6], lemme 9, chap. T) le nombre de solutions de (5.6) est majoré
par

< (Yoo + ) (X7 A7 g+ Y57t - 12)

€ XX A X AT X g Yot e - R g - e 1 YY),
It suffit de montrer que chaque terme de la parenthdse est majoré par
exp(~+.41p). Nous avons ‘

XA = NV T2 A7 € N4 < exp(—Bo)
car r = 20p. De mémeo
L XA K NTIRYY A7 g <€ o N <€ exp{—4.T60)
car qlN‘ exp(—og), P exp(l.20,) e gy 01p. De méme ¢
< exp(—bg) done t2¢;? exp( —4.76p). D’auntre part
yotnql—l —1 NO.Btdwlqi—lti—l

< exp(—4.80) car v, = N

-1

Pour la méme raison

2l < exp( —5p).
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’apres la définition de & nous avons puisque gy < 0.084p
2Y7 L ANTOME L exp (—4.419)

ce gui montre que dans ce cag A vérifie la majoration (5.4).

Btude de Péquation (5.5) dans le cas I. Noums supposerons
s 1 ’

seulement gue N§+Eg 7, < N'exp(—0.2/%). L’équation (5.5) entraine

(5.7) #0085y
s

On sait gque le nombre des solutions de l’équation

§) — b_—}—.O(I_sA—l—}—tﬂs Yo Ys—-lq:;l s—.’l)_

a’stzsys = amod‘lsr avec (?/7 Q’s) =1,
pour o fixé est matjoré par )
((Yog +1)q 0y >0

olt 0 ne' dépend que de &,. Le nombre des a gui conviennent est majoré
par
O(XmsA—1q8+tzsyoys—l w1+1)

“done i e, ne dépend que de % nous avons

A € (Togi* +1) XA g+ £ T, 77 7 41),
(5.8) AL Voq(X A 4 V' XA g+ 10V, X g e
+tﬂsys—11;1+q;1+yg-l)_
Prenons g = 1/1000%. 8 g, <N on a
4" < exp (B ey 0) < exp(0.02¢)

et 8i gy => N on a

g0 < N < exp (—1-(%3) < exp(0.02¢).

I suffit done de démontrer gue chaque terme de la. pa.renthe&e de (5. 8)-
est majoré par exp(—4. 430) On a

Y XA g, < NP Y g, < N“"ss'“'sqsts‘“ < N7"¥exp(1.2(k+1) g,
< exp(-—4.44p)
puisque (k+1)p, < 0.3p. De méme
Y Y e SN Ly T S BN M S g < exp (1.2Kp, —100)
= exp(—bp) puisque kgo<.0.2g.
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Nouns avons sussi

tzs ]1_73“'11';'1 < iSNn'ss'L';1 { iSN—U‘m < exp ( __476@) puiﬂque Ty :'-?_ Na,fz-l-l,ld._

Tes autres termes 3o majorent comme préeédemment,

Titude de Véquation (8.5) dans le cas II ot g exp(0.00r7),
La démonstration se fait de la méme facon quo dany le cas précédent en
posant

l4 1" ' '
ay - O % 7 0,
gy et e S L

& T To ) o Bl A
oL

00K L eb NV L gl ol gl Noexp (~0.207).

Etude de Péquation (5.5) dans le cas II et gj < exp(0.01¢%).
Lbdquation (b.5) g'éerit

4 428 28 0t

a, / 77 ! .l
tasH:; Sy “?H“'*.H“"
q(y J)+“(/ ') prg

G A
0 )38 14

(" —") = b+ 0(X%47Y),

Nous avons
tad

N4
Ty

( - ) < ﬂ“ YSA~1 N—-B—D 5 <& sz/_]—l

Léquation (5.5) est done équivalente i 1’équation

’ 428
(5.9) 920 (/) bk = B O(X0 A7),

7
8 : 011

Soit » un entier (0 n < qp) eb solent y, et v, deux solutions de (5.9)
congrues & » modulo g;. On o alors

(510) Ly o0
' o foth

A

e (Y ) = by By O (XA,
Puisque #5—yi == 0modg, I"é6quation (5.10) devmnt
) . 28?7 - ‘
(6.11) P (=31 = by O(X™7 A7,
Qo‘h

Noug avons d’autre part

128 ’ o
.g':‘ (Yh—f) < 12 YO N1 g g5 -4 3
041 -
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pour N assez grand. Nous avons done b, = 0. Le nombre des solutions
de (5.11) est done

< X—-sd—ltw:s Y—s-{-lg; +l
< Yo (@ N *+Y¥;") € Yoexp(—4.68g)

pumque QIN L exp(—5Hp). En faisant la somme pour tous les n (0 <
< ¢p) nous obtenons

A < Yygpexp(—4.68¢) € Foexp(—4.43¢)

puisque g, < exp(0.01+%) < exp (0.250).
Majoration de |S(¥)™. En utilisant le lemme 5.1 avec

1;[%k(k+1)+kh+—i~] et 'h:[IOgSk(E”H)(”“) 1]

X 1
—log 1~ 3)
nous obtenons . '
Je(fo-+1) © g Bty
(5.12) D S elX T SYENT, P exp(—4.410)+
F-Yy<y<s¥
LAY XA,
Nous avons aussi N
sOr<( 3 wwf)( Y )<y, 38
Y-Yo<ysF Y XYo<ysY ¥Y—Fy<ys¥

ol B est la constante positive qui intervient dans Pinégalité (5.2). Done

IS( Y) I.".Z < Bl,rﬂyglml Z IS;IH
F-Fp<y<F
et en ubilisant (5.12)

a1 I, alih gk LA ED
S(X)* <€ IB* K ¥ h g%y, 2 X * exp(—4.41p)+

- (AB)I?"M Yglled-zl_
, 1—
Puisque ¥, €« XA ot ¥, X g—GG—Nt‘QA‘I_g 3Nt 4™ nous obtenons

[g(y)lzl < ZBI Kh?,.ﬂl—f-hgzl( N‘tw-i j-—l 27 th ( 4.41 Q)
) exp
-+ (9 AB)I?'N(Nt A l)22 A 2z.

o Anba Awlilo. adf.. ~wssw——
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Majoration de }8(Y). Démontrous que Isg 2702( +logk 6)
11 suffit de vérifier que

1 log8%k (k- );
(k—|—1}+ ey 4-1- |—-—‘-w % 2 (‘? kl(:gk'l/m)
—log (lw—}';)

: 1
Puisque —log (1 - )> ik 10g(1 e -~)« “—7 ot log8 < 2.6 nous obtenons

et 2,75k +4-2.5 < 4% ce qui est vérifié pour £ > 2

Nouns avons done 4p > 25@0 Diaprés la déflmtlon de h fdh 0.08 &
= 0.4¢ done

AP« oxp (0.4 0).
Puisque I < logr, hlogK < logir= 0.0 lorsqne N ost assez grand.
Nous obtenons done
IB(E)H <19 B) f“N”r“exp( —4l0o) + (9 ABY P N~ 4~

done
' S(X)| € r" TNt 4R

et 8§ € r* PNt 4~ ce qui termine la démonstration.
LEMME 5.3, Soit @ wn ensemble d’endicrs positifs et L un entier positif.
Nous supposons gue les conditions suivanies sont réalisées

I et texp(02lp) e si de@(d,q,) =1,
o
I e F<exp(0.21p) ¢t 88 de@(d, qp) = 1

01 -
‘ ‘ 04 '
IIT et 1 =1, ¢y exp(0.87") eb g, < exp (Ow-r-« T‘) pour 2 <545 k.
o
Posons

So= 5 elf(dm)

Aad
M <<t M

ol N « M < N, 025 < M
domaine

< 0.5.M et la sommation est restreinle au

‘ogdtwgw;

Sur lo répartition module 1 des suiles f(p) 23b-
On pose
8 =38,
d=2
alors on a

8 < T”'%Nt"lexp(‘— o)+

Démonstration. Nous notong &, la partie de la somme & pour‘
laquelle d < NM " exp(— go), alors s M < Nexp(— o)

9, « _2 Mi™ <€ Nt lexp(—g,)
d<NM—Lexp (—gg)
et sinon 8; = 0.
Posong § = 8,8, et majorons Ia somme §,. Posons 4 = exp(g,)
et ¥ = [Mt~1A""]. Nous avons alors

1 .
Sa=5 D 8+0(¥)
lsys Y
ou
8, = 3 off(arly+a)
) PR Ao
et Z' = Mt Z = min(Nd ¢, Mt™).
)
En posant Y; = ¥,;(y) = 31 1< i<k nous obtenons

flaily +o)) —flaty) = Yiz+ ...+ Tpa
Nous posons

8By =D elBiot...+pat)

b AT A

8i le point g = (B, ..., f;) appartient au domaine Q, de R* défini par

1B; —Yi<03Z2747, 1<i<k
alors
8yl = 18(B)+0(Z47)
et ) . .
18,1 < LSBT +AZ7A™ (1> 1)

ol A est une constante positive qui ne dépend que de % et & De méme
que dans la démonstration du lemme 5.2 en intégrant sur le domaine £,
nous obtenons

lSyiﬂ < 17 e+ 1) AJ.: fis(ﬁ)

fy

|2Id‘3__|_Azlz2IA—2I -
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ot
1

1
S s e g [ (3] aB) SO ap AL,
l<y<¥ 0 =y Y
oil 3, désigne la fonction caractéristique de £, modulo Z* dans RE
2 n,(B) st majorée par le nombre des onticrs ¥y (L<y< ¥) pour

lesquels Q,, contient un point g° tel que f'—fe ZE ' varifie alors o

systeme .
Vg (') =Yg () == Bpog - O(ZH A7),

.......................

Yora (W) = Yoer (9) == by +- O (A7 A7 )
lorsgue s = 2. Le systémo (5 LS) .s’ér-rm
(kf]_)ak(y’"”y)

(sfl) B T ) B (sil) ay (' —y) = by +O(Z7H A7),

Nous multiplions la premidre équation par 1! la deuxidme par 2! ete.
Nous retranchons & chacune dey équations obtenues la premiére éguation
multipliée par D'entier

(5.13)

= b+ O (74147,

dy = (b1} ... (741 )—J—:—’j— | Qi b—s4-1,
X ¥y
qui est <€ ¥tz

Nous obtenons alors le systdme

[2' (k 2)3,'5“ (J y)
(k—s-+1)! ( )ah_l(y"” A E PR
cour (o8 1)1 say(y — ) = by - O(Z 47

= By 024

ot by = (b—j+1)1b;—dby,_,. Tin répétant le procéddé nous obtiendrons
Pégquation

(6.34) Oy (y' —y) == b 02~ A7

0l ¢, o8t un entier positif ne dépendant que de % ot do s ot b est entior.
Nous démontrerons que le nombre A des solutions y' de (5.14) vérifie

(6.1B) - A <€ Yexp(—4.58p).

_ Etude du cas I. Nous supposons seulement que 1, = N
~tion (5.18) entraine

Y, L’équar

uxﬂa
H

(5.16) aut°d"—q~’—(y —y) = b OB A TN B Y0 g,

K]
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D’aprés ([6], lemme 9, chap. I) nous avons

A € (X 1) (B AT g TN S ey )
€ F(Z o H AT L TG g1 g L FNOSe0 B eyt
FNOSOBs | egrl Lgs YY),

1 suffit done de montrer que chaque terme de la parenthése est majoré
par exp(—4.58p). Puisque ¢> 2 et < exp(0.21p) nous avons

Z—s-}-ldml <€ Z—I < N—O.'Tst < exp(--5g), .
&t .
Y1247 q, < g B < g N8 € N1 g exp(—4.790).
Nous avons aussi
YNO 58—0. 25M— —1 < NO 50,258 -—1 < gs GXP( 59)
eb ND.SS-—-D 25M—s < N_O ki < 611)(—-—5 Q)-

Lies majorations de t°¢;" et ¥~ sont évidentes.

Ltude de l’équatlon (5.14) dans le cas II et g, > exp(0.017%).
La démonstration se fait comme précédemment en posant

’ r

G 0
Qg == = b AVes Iﬁo| 1 et ';0 qu
L8 o

Etude de équation (5.14) ﬂans le cas IT et g, < exp(0.01#%).
Lréquation (5.14) s’éerit

. ’ ds RB
(5.17) ¢ t*’ds VGt —— (Y — ) ey 1 ——
o g o (¥ —w)+e ql l(y —)

=b+0{Z" 47",
Nous avons

5 n'

dake . .
Oots g’T} (yr_y) & (NM_I)SYNMS—D'SQ N-05p—8 718 41 < Zl—slf—l-
11

L’équation (5.17) devient done

4 s
(5.18) oot @2 (g’ — ) + gt” ,,(y —y) = b+0(Z* 4.
[N Yoy

Soit 0 < n < g, et soient y, et y, deux solutions de (5. 18) congrues & # mo-
dulo g;. Alors

ds
S ya—yy) = by 020 A

T
041

(5.19) eot®
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4

ot
ol by == by—Db; DRl RN T

—y,) est un enfier. Puisque
g S

!
o1

*:‘?77‘(?,’2“?!1) < (NM“)SY.N""‘B"”"'% & NUSH-03 Jrls 4= 3

pour N assez grand, by= 0. Léguation {5.19) a done, pour y, fixé au

plus ‘
O(F A7 24" g 1) solutions.

Bn sommant pour 0 < # << g, nous obbtenonsy

(6.20) A <€ (047 A AL € XY A AT Ay -{~_Y"l)qu

Puisque g, < exp(0.25 g} il sutfit do montrer quo chaque terme de la paren-
thase est majoré par exp(—4.83¢0). On a
Y17t AN A <€ M“*’d“”q’ < Q{N;'“oxp(sgo)
puisque 4= NM 'exp(—op,) et donc, sachant que ke, < 0.17¢, on a
Y’“I/‘“"A‘”ls””“d""ql & exp( —4.830).

La majoration de. Y= est dvidente. En prenant les mdmes notations que
dang la démonstration du lemme 0.2 of gl I ot h conservent les mémes
valeurs nous obtonons

DS < 1AE R ZITNY oxp (—4.58 ¢) -+ FARZY A
D lguF S '

ot puisque K < exp(0.01g), Z°% < oxp(0.40) ot 4% € exp(0.179) on
a (3 I8 < Z?‘"Z”Y“exp(—&&go)—{ (YAZ A" done

Iy ¥
18] & Bz A ¥ € ™ At

ot 8, < ¢ ¢O N, FIA“I co qui termine la démonstration du lemme dans
les cag I et IL

Etude du cag IIL. Part&geuns Vintervalle 17°, #] en au plus exp(2e)
intervalles du type J¥,—Y,, ¥,] ol ¥, = [Moexp{ -2} 8 ¢ appartiont
& un tel intervalle . ‘

1 &Y
Fldw) — = g{dm) — g — m.-aJ & max (MN- I(E)jfgﬂi-gmr:'r)
g BN 'L/ T - gymNT)

< exp (r* —To) -+ expg0.2:¢-' ~‘—~.2Q)' < Ie};p( —0,1p) =5 exp{ —py).

Bi 8;(Y,) désigne la partie de la somme §; qui corregpond i Lintervalle
LY,—X,, Y] nous avons : ‘

18a(¥)| = !Sd(yl) |+ O(Y OX?( 20))

" Alors s Be Qd
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ol
Sa(X) = D elg(da).
F-Tp<r<¥;
Si ¢ = ¢-¢7' nous avons
1< g7 < exp(0.045°).

Soit 0 <<n < g’ et soit Sy(Y,,n) la partie de Ia somme S;(¥,) pour
laquelle # = % modulo ¢”’. Alorg

STl =] 3 e (ada).
Fy-Fp<asy)
‘ ) =nmod g’
8i nous supposons M > Nexp(—2p) nous avons
dy” < 4N M 'exp(0.25 o) << 4exp( —1.759) < g,
done , '
83( ¥y, n) < gy.
Par conséquent ‘
| Sa(¥1) € 0q"+Yoexp( —go)-

Puisque ¢,¢"" < Nexp(—4.750) < Mexp(—28 —pg,) on 2

By € Mexp(—g,) et 8, < Nexp(—a,).

Supposons mainfenant que M < Nexp(—=20). Soit §,(¥Y,,n) la partie
de la somme 8; pour laguelle # = nmodg”. Alors

18Xy, m)l < Y] |

. g, (0,0 dy) +O0(Y g NM A7),
d ¥i—Fj—n Yy-n .

ra <Y=L e
. a0'd .
Pogong f, == 1: = f,(d} et soit 2, I'ensemble dex § réels.tels que
1

B—Bu < $HTT A7
ot H = Y,q¢"~ . Posons
8(8) = pX e(BY).

¥1—Fo—m Y-
o <Y< e

D g larg" dy) = S(8)+0(HA™

&b

2| Y etma anf <HA](2 (8) 1S (B)2dp + B2N I 4
v
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olt nz désigne la fonetion caractéristique de £2; modalo 1. 3'5,(8) est
@
done majoré par le nombre A Ges solutions de I’équation
@&y
= rH df_
n (

d) = b-- O(H47Y).

Daprés ([6], lemme 9, chap. I) nous avons
A4 < (NM7 gt +1) (B A7 g+
< NMwl(Hh-IA-l_}_MN*IHHIA—Iq +qlaMle+qfr 1).

Démontrons que chaque terme de la parenthdse est ma]oré par exp( —304)-
Nous avons

H7 4™ < g"exp(20) 1471

< oxp(2.25 ) NP 4~ < exp(-~Bp)
et
MNTH 47, < ¢"exp(2e) (g N7 47!
< oxp(2.250) exp(—5g) 47! <€ exp(—2p).

Puisque M < Nexp(—2p) nous avons

g ' MN! < exp(—1.750).

La majoration de ¢"'-g7" est évidente. Nous obtenons

2]2641(%51 dy | £ HENM-E A2
done
2| Deimd" @) | < BENH 47
a v ‘

el
Sol¥y,m) < HNM 47

LEn goramant pour 0 < »n'< ¢’ of pour tous les intervalles 1¥%:—¥4, ¥yl
nous obtenons 8, € N A'l, ¢e qui termine la démongtration du lemme 5.3,

Lmvme 5.4 ([2], théoréme 320, chap. XVIII et [8]). Soit L < Y <N
et T Y < Y alors

v(y) € ¥'or

_ F-Feysy

et
4 t
vy) <€ XY

F¥ <y ¥
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Twiortve 5.1, Soient a,, a, ...
iy 1)

s @ kL1 nombres réels satisfatsant
les conditions suivantes

Qz 475
10 <1, 1< <7, 15ih
Niexp(—0

(@ g3) = 1,

Ty == NOxp(—r®), T == 297, 2<igk.

I ewiste en ouwtre wn indice s (1<{s<S k) tel que DVune des conditions

swivantes soil réalisée
t

=2 at N‘f *Z= g, = exp (loghr).

1 ’ !
1 @ B -
e $'6erit o, = —r - ”—l-“, 0l (@gy ) = 1
¢ ? % oy 9171 o do 7

5,1

4

! I +
0,7=41,18|<1,1< g N

m =«

IT. 82 2,¢,>N

(o, 1) = 1,76 <

IO, s=1, g, = oxp (0.8 et g,‘-gexp(o']?‘iw), Zgigk.

Boit f(#) = ay+am+...Far’ ot 8 = Y elf(p)

BN

S < Nexp(102logtr — g,)

} alors

ol 04 68t défini au débul du paragraphe 5
Démongtration. Nous posons V == g, dans le cas I, ¥V = ¢, dans
le cas IT ot V =1 dang le cas ITI. Soit . le produit de tous les nombres
premiers inférieurs & N"* qui ne divisent pas V et soit W = F-V. Nous
désignerons par % l'ensemble des entiers pogitifs » premiers avec W.
Bi %, est Penzemble des entiers de % ayant 3 facteurs premiers nous avons
= ) .

1= i<

(Nous avons posé par convention Le %, et %7 = &, —{1}.} Si

g =D elf(w)

e

uG N
nous avons & = ¥ u{d) Y el{f(dm)).
dle dm=N
dan NV (m, ¥)=1
En posant & = 3 e(f(w) (j =1, 2, 3) nous obtenons les relations
wEd ff .

N
P =0+ 88 et 8 =8 +0(H"),

Pour majorer 8, il suffit donc de majorér #, 8, et 8.



242 Goorgos Rhin

a) Majoration de §,. 8i

Ly = 2 e{f(un'))

wa’ L N
"
a, u’eq’zl

nous avons
8, = 3%, + OV N).

Puisque ‘
—
Fo = Z e(f(un')) + Z oS (un'))
' N A = N
u, u’s‘?{; , u’e?J;
u ¥ N w>V R
wSVN

en appliquant le lemme 5.2 & la premidre somme avec t =1, ¥ = u
@ =, p(y) =1 ¢t & la denxidme somme avecy = w' et # = % nous,
obtenons
‘ : Fz < 1 Nexp(—o,)

et Sy vérifie la méme majoration.
b) Majoration de 8;. Si

1
Z e{f(uu"))
s IV
L
ety
w'edty

973=

alors
) .‘S’a = %ya"[—o(NO'TG).

Dans &y, u' ¢ ¥, done w' > VYN et puisque we @ N"% <y < ¥N. Nous
pouvoens alors appliquer le lemme 5.2 & &, avec t =1, ¥ = u eb v = o/,
ce qui donne
Fy € 18 N oxp( —a,)
et 8, vérifie la méme majoration.
¢) Majoration de &. Nous pouvons éerire

& = ol ON oy e e(f{dm))

el AN
’,l{d)m(.n.:[)% (my V)l

(7 = 0, 1)

Nous majorerons «fy; o, #o majore de la méme manitre. Tlintorvalle
[1, N] peut &tre découpé en intervalles plus petits en nombre < v du
type 1M, M) ot 0.25.M < M’ < 0.5 M. La partic (M) de la somme o,
qui correspond & un intervalle 1M', M peat se mottre sous la forme

2 e(f(dm)).
dmes N

M <nmeg M
pl ) o=

ol o( M) =
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Wous considérong A’abord le cag M < N™*, D’aprés ([6], lemme 5, chap. IX)
nous pouvons répartir les diviseurs d de F dans au plus exp(log®s flog (1.01))
intervalles digjoints. Pour chague intervalle il existe ¢ pour lequel les

nombres @ de Pintervalle véritient _

' g < d< gt

Pour cartaing intervalles on awrd ¢ < N*% MY Pour chacun des autres
intervalles il exigte nn nombre I" > 0 et deux suibes croissantes d’enfiers
w, ¥ tels gquoe -

' _NO.MMwl < U @ N"'S_M'_l.

Tous les nombres de Uintervalle, pris chacun I'fois sont obtenus en formant
les produits wuw, avee (u,v) = 1. .
Soit ##' la partie de la sgomme o (M) qui correspond & lintervalle
considérs. o
8 @< N™MM ™! nous avons _
Jf, < N(D.24) 1.01 < NGXP( ""Qo.)-
8i g > N YT on pont mettre o sous la forme -

It = N33 6(f(man),

m o uw v

1a sommation étant étendue aux valeurs de m, u et v qui vériﬁent

M<m< M, NMM'<u< NN, muw <, (u4,v) =1
Nous avons
re' = ) ut)o,
L
o1l .
oy = ZZZ e(f(12mu v,)),
mowy 7 ' .

%, ot v, pronant loy valours des nombres wft et vft avee (u, v) = t, la gom-
mation étant étendue au domaine

Ngrmﬂ’[m‘.] t-]‘ < Uy é N0.5Mﬂ-1ﬁ—l, tzmulfvl é.._f- N.

M <m< M,
Le nombre y(y) des solutions do I'équation mu, =¥ est inférieur a 4{y}.
Par conséquent y satisfait sux conditions du lemme B.2. Nous avons

_ “,MZ wa(y)bﬁe(f(tﬂyw)), _

@
la sommation étant é¢tendne au domaine -

NO.Mt—-l <& y £ _NU.Et-—Ir tgym < N.
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En appliquant le lemme 5.2 nous trouvons
oAy < PNATYY ont 4 == exp(ay)
donc
s PNAT YT PN A
1

Nous obtenons done, lorsque M < N,
oy (M) < ¥ N A" exp (log®r log (1.01)).

Supposons maintenant N** < M < N¥"5. Nous pouvons appliquer le
lemme 5.2 avee t =1, 4y = m, 2 = d & la sorame o7 (M) done

Ao (M) € PNA™
Bi N« M < N™™ nous éerivons
Ao(M) = ) e(ftam)-+- 3 D elf(dm).
dsN0-24 J“i;ﬁ’g%’" a<ND-28 M<m<l

Nous pouvons appliquer le lemune 5.2 4 la premiére somme avec ¢ == 1,
9= d, = m puisque d¢’aprés la condition sur M, ¥N** < d <€ N"° D’autre
part la seconde partie est majorée par

_ZI-I-NO-:M < Nu.gg ::__/-. NOXP( —QQ)

car go=< 0.0057. Done
Ly ( M) € 1¥NA

Supposons enfin que ¥*™ <« M £ N. Examinons d’abord le cas TIT. Nous
pouvons appliquer le lemme 5.3 & la somme (M) avee & = m donc

of (M) € r3NAY,
Dons les cag IT o6 IIT nous avons

(M) = D M u)8(d, 1)
d i
ol
8(d, 1) = Z o (f (dbx)).
e

i

Nous avons done

MO(M)w‘ZM(t)m o e = D Mo(f(diz)).
v Mqi%f:‘rm ’

8i #* < exp(0.21¢) nous pouvons appliquer le lemme 5.3 4 «of, et nous
AVONS

o & rN AT
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Si > exp(0.21 ¢) noug avons naturellement

o, € N7
Nous obtenons _
" 1. al 0.21 \
oA (M) < L r¥ AR ‘,},; NGXP(“TQ).
HY iV
Puisque ) ] _
V< N¥, Z’t““ < }_75-1 < r.
0y I NE

. 5
v ¢ 1 ari T — & s, -
Nous avons dlautre part ”}V.l = (V) € V! cn prenant g, = W(lOO oy

Dans le cas I et ¢, = ¥N™¥ nous obtenons

e
S8, 1 =

<.0.01p

ot 5l gy < N5, gt < g5 < exp(0.010).

Dans le cas IT si g, > exp(0.017") nous avons la méme démonstration
que précédemment et si ¢ < exp(0.01#%) nous avons

r ] 4.9° )
@ < OXD (iw a“) & exp (W) = exp (0.01g).

Puisgne = p, Dous obtenons
y(M) € NA
Nous avons done, puisquil ¥ a au plus < r intervalles 1M, M]

8 < r*exp(log®r/log(L.OL)) N 47"

" 11 est alors facile de vérifier gne

1exp(logir/log(1.0L)) <€ exp(102log®r),
eo qui termine la démonstration dn théoréme 5.1.

6. Fin de la démonstration du resultat principal.
T 6.1, Soient A ef v des réels tels que 1 < A < 7 eb soit a un réel

el que _
& 1 _
Qo — | < = aved {G,q) =1 et L g=s7T.
q T
Alors a satisfait Vune des dewx conditions swivantes
(i) g< 4,

. 0 . .
(i) g> 4 ¢t a - E;:‘:—, oy oy Gy enliers ov (G, Go) = 1,
. s doq1 Ty
oy @) =1, g = 21,10 <1, 16 <0 et IS LS ASHSHST
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Démonstration. En développant - en fraction continue il est
4

clair qu'il existe deux entiers m et n tels gue

I g -A q'm +1 = q'n-i-la
O _Pan o 8 (DM
Gua q qv

avee 0 < 8 < 1 puisque nous pouvons choigir # pair ou impair. Si m =
nous avons

& _ P mg’_n_ 3 (—1)*
q /PR On @ ni
. . 0
PUSAUE Ppy1 s —Pubnga = (—1)" Tb suffit alors de remarquer que —
. ' . gt
4 1 .
<. B m < n—1 il faut démontrer que
q'n-}-l
' 7 1
0 < (___1)%-—1)1. _{“ . . < 21 .
Gn1? i (Gmge O+ Gn)  Cna
& 1 f 1 1 " .
8imo=n-1, - ey e ¥ e @ PUISQUE @, =
’ Gup1T  Gnpr Oy e ot

1 1 1 1

L << - ]
Gtz O Dz G (Bngafmir+ G} G
Sim<<a-2
1 < 1 < 1 : < 1 .
- pgaT %H 5 G (Qm+2 "l’ e MY QM—i-l) Gt Doy 3

D'autre part en posant a,, ;41 = ¥ NOUS AVODS Gy 2 Ymea ©6 T ek

1
+ g ralms & -*L-q}t—qm,l Nous obfenons done
1‘ b ( 1 v/) 1!
dm s q’ﬁntl(Q'mM'l“aml3%MJ) RRNCESSE ‘l/ -1 gﬁl-l-l ‘Imil

Démonsgtration du théorémoe 1. Daprds le critdre de Weyl i
suffit de démontrer que pour tout entier relatit m non nul

D elmf@)] =

PN

.lim !

8i f a un coefficient irrationnel, il en est de méme pour mf. II suttit done
de démontrer la propriété ci-dessus pour m =1 et @, irrationnel (pour

icm
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un ¢ am moing 1 =< s =X k). Bn remplacant éventuellement les a; nuls par

des enticrs et en posant & = (B0%)™! nous pouvons écrire les coefficients
a; (1< i< k) sous la form(, ‘

&, 8;
T

% {l-;’ﬂ.-;. (a5, q:) =1, |0l <1, 1<q;<m;

AvVee Ty f:‘: N ﬂx.]’_) ( "'"'Tﬂ)

;= Niexp(—0.209  (2<i<k)
pourvi gue N goit pluy grand qu’un nombre N,{f).
Puoirque le coefficient ¢, ost irrationnel Lm g, = -+ oo.

N-voo

a) Supposons que g; < ropour 1L=4 <€ Ia alors d’aprés la proposition
3.1 et ([4], Satsz 5.1, chcmp 1)
(N 1-3%+a . —}—c+se ()

= D elfm) <

T)f“N )

(N
done 8 <“:;"(1T“zr;
dg

g ¥ <=a(N)yg <<?',2—k

0.04
*let
"),

B) Supposons maintenant que ¢, =< exp(0.87°) et ¢; < exp(

que Pun des g; est > r.
Alors d’apres le théoréme 4.2 nous avons puisque ¢ > 7

. w(W)rg)* | a(N)
8 < qu% < P

- 0.04 )
¢) Supposons ¢, > exp(0.87°) et g; < oxp ( r) 2<i<k). En

uhilisant le théereme b1 dang le eas IIT nous obtenons
& < Nexp(102log®r — og) -
De plus g, » 29" done

,‘,.G.Se) .

S € x(N)yexp(—

, 0.04 ,
d) Supposons enfin gue Pon ait gy > eXp (Ta) avee 2=Ls< k.

Nous pouvons alors utiliser le théoréme 5.1 puisque 1’101151 dés cas I ou I
s’applique d’aprds le lemme 6.1 done 8 < = Nyexp(—+"*) ee qui termine
la démongtration du théoréme 1.
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ACTA ARITHMETIGA,
XXIIT (1973)

On the problem of odd #-fold perfect numbers
| oy _
M. M. Awmrunov (Ordzonikidze)

§ 1. In this paper we generalize a known result, related to the existence
problem of odd perfect numbers, which was first obtained by Dickson [3]
and then rediscovered by Gradstein [5]. This regult consists in Theorem TV
of Gradstein’s paper [5] and here it is quoted as Theorem A in §3. A1
generalizations of this result are here obtained at the expence of an im-
provement of Gradstein’s method. In order to prove his Theorem IV
Gradstein first of all described a special class of arithmetical functions,
for which he then established a general theorem {Theorem F in [5]). Here
{ef. §10) we shall also use this theorem, but in a more suitable wording
for the subject (cf. § 6).

§ 2. Tt is usual to denote the sum of all different natural divisors
of a natural number ¥ by «(¥N). If (¢(N)—N)/N = h, where h is a natural
number == 1, then N is called a multiply perfect number and in the case
h = 1 N iy simply called a perfect number. In this paper a number ¥ with
{o(H)— N}/ = h, hnatural (= 1 or # 1), will be called an h-fold perfect
number (so the notions “a perfect number” and “a 1-fold perfect number”
here coincide). . '

There are rather vast lists of even h-fold perfect numbers for = 1,2,
3, 4, 3, 6, 7 (of. [1], [2], [4], [6], [7], [8]), however, we do not know whether
there exists even one odd h-fold perfect number. Further, the question
whether infinitely many such numbers exist, is still open. Theorem IV
in [6] is just one of the known (at all not numerous) important results
connected with the last problem.

Concerning the notation, we make the convention, that in this paper &,
n will always be used to denote natural numbers, N will denote an odd
natural number and the right-hand side of the equality N = pfipf2 ... pfu
will represent the canonieal factorization of N (py, Pq, ..., P are different
‘odd prime numbers, f;, fs, ..., fi, are natural numbers). The nuniber n
oceurring in this factorization will be called the rank of N, and N itself
will be called a number of rank n. For any {not necessarily multiply perfect)
N the real number (cr(N )— N|/¥ == Awill be called the measure of perfection
of N (so, if 2 = & is natural, then ¥ is an odd h-fold perfect number),



