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This means that » is expressible as
v = = 1§"+...—i—/‘1§‘.+rf—|—...—|—rﬁl

subject to the conditions

e P(T), 7 eP(T)),
whence follows the desired result.
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Zur Theorie der symplektischen Gruppen

von

Tericw Crrgriax (Gottingen)

Carl Ludwig Siegel zum 75, Geburistag und
sum &0-jéhrigen Professorenjubilidum gewidmet

Will man den Rang der Schar der Modulformen. mit IHikfe der Sel-
bergschen Spurformel berechnen, so st68t man aut ein Problem, welches
man grob go beschreiben kann: Bs sei M eine Modulmatrix.n-ten Grades.
Wann gibt es eine Modulmatrix n-ten Grades R, so daB die Matrix R™' MR
eine Randkomponente der verallgemeinerten oberen Halbebene im Unen-
dlichen festlafBt? :

Zur Lissung dieses Problems fithren wir zunichst einige Bezeichungen
em.

1. Man bilde die (2n) x (2n) Matrix

) 1 =(_p %)

mit n % # Null- bzw. Einheitsmatrix 0 und E. Fir einen Korper K be-
zeichnen wir mit X(n, K) die symplektische Gruppe, bestehend aus allen
(2n) % (2n) Matrizen M mit Elementen in K, die der Bedingung .

2 , M I(m)M == I(n)

geniigen. ITierbei bedeutet M’ die Transponierte von M. Zwei Matrizen
M, M*eZX(n, K) heiBien konjugiert iber K, wenn es ein ReZ(n, K)
mit - . _

(8) _ RUMR = M*
gibt. Bs seien M, Re T{n, K). Wir sagen, dab R-IMR auy M hervorgeht,
indem man M mit R ,konjugiert”. In der iiblichen Weise bezeichne man

mit @, ¢ die Korper der rationalen, bzw. komplexen Zahleh. Fir diese
gesamte Arbeit gelte

(4) : ‘ QcKcl.
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Die Siegelsche Modulgruppe n-ten Grades I'(n) ist diejemige Unter-
gruppe von X(n,Q), die aus allen Matrizen mit ganzzahligen Elementen
bhesteht. Jetzt sel ¥ eine Untergruppe von X'(n, €) und j cine natiirliche
Zahl mit 0 << § < n. Dann bezeichne ¥; die Menge aller Matrizen aus ¥
von folgender Gestalt:

* Pj' * *
8 - =10, 0 D =
0 o o Pt

Hierbel sind 4,, B;, 0;, .D; Matrizen mit (» —j) Zeilen und Spalten und P,
eine jxj Matrix. Die Gruppen [j(n) (17 n) sind genaun diejenigen,
die Randkomponenten dek vemllgemcmerten oberen Halbebene hei
Unendlich festlassen.

- Es sel M eine qua.dIEbtlSGhG Maitrix. Dann bezelchnen wir mit
(6) . (M, 2) = Det(wl —H)

das charakteristische Polynom von M. Ist ingbesondere Me X(n, €), so
gilt

(7) ' 2(M, @) = w"‘"x(M, ~1-)-.
Zum Beweis siche man [2, (13)]. Bin Polynom, welches dem Transfor-
mationsgesetz (7) geniigt, wollen wir in dieser Arbeit ,involutorisch”
nenuen. ' o

Meine Arbeit [2] ist die Grundlage der vorliegendsn Untersuchung.
Daher werde ich mich weiterhin eng an die Bezeichnung und die Resultate
von [2] halten. Die Arbeit [2] sgteht anch im Zusammenhang mit einer
Untersuchung von G. B, Wall [6].

Nunmehr. beweigen wir folgende Resultate:

SArz 1. Es sei K ein Kdrper, welcher der Bedingung (4) genwigt und T
eing nxn Matric mit Elementen aus K. Angenommen, ez gibt eine nichi-
singuldre nxn Matriz V mil Blementen aus K, so daf

- : IR 1 O/
1Ry L. 1 Ea2
(8) 1% J._v o (0 .T;.-)

mit einer v %+ Matriz Ty wnd einer (n—v)x (n—r) Mairic Ty gilt. Dann
zerfillt das charakteristische Polynom. ven T im Polynomring KLa] i der
Gestalt

(9) = x (T @) = Toy () Tep ()
ot '
(10). (T, 2) = T, (z)

(¢=1,2).
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Die Polynome &y (@), k(%) haben also den hichsten Koeffizienten 1, und es
gitt '
{11)

Gradlk,(2) =r, Gradk,(z) =n-~—r.

Nun zerfalle umgekehrt das charakteristische Polynom y(T, x) in K [z]
in der Gestalt (9), so daff (11) gilt. Dann gibt es eine nichi-singuldre n x n
Matriz V mit ementen aus K, derart daf (8) und (10) erfiillt sind. Bs
seten inshesondere die Nlemenie von T rational. Genaw dann sind die Bedin-
gungen (8), (10) durch ein unimodulares V mit Det V = 1 lisbar,
mit einem rationalen V' losbar sind.

Sanz 2. Hs set Me Xin, K). Angenommen, es gibl ein Be Z(n, K),

WENN 84e

so daf
4 12, By
e § ¥ ok *
(12) R'MR = o 0 b ¢ Zj(n, K)
0 0 o0 P

mit (n—7) x (n—J) Mairizen 4;, B;, C;, D; und einer j xj Mairiz P; gilt.
Dann eerfallt das charalieristisehe Polynom von M im Polynomring K [#]
in der GQestall

(3) 2 (M, 2) = g(@)h(z)h" (@)

mat

(14) 2 (M, @) = g(2)

und

(15) 2P, @) = hiz),  x(Pr @) = B (@);

hierbei wurde

16. M= {7 Z(n—j K)
M; = 3
16) ! ¢ Iy £ .J’

gesetat. Die Polynome g(@), h{x), b* (») haben also die hbchsten Ko of fizienten 1,

und e gilt .
= Gradd®(z) =§,

(17} - Gradg({o) = 2(n—1), G_m’d?:a(m)
s0wie _
1
(18) n@)wwmmq()
wnd _
{19) W () =6m~”'h(;;l) (0 ;e'a;K).

Insbesondere ist also g(x) inuvolutorisch.
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Nehmen wir weiter an, es sei p(w) ein involutorisches Polynom mit
{20) Gradp(x) = 2e,

wie es in [2, (73)], beschrieben wird. p(x) gehe in y (M, ) genauw zur s-ten
Potenz wnd in h{z) genaw zur t-ten Potenz auf. Dann geht p(x) auch in 1*(x)
genay zur i-ten Polenzs auf.

Vermdge der in [2] entwickelten Reduktionstheorie ist dann M Tonjugiert
zu etner Matric '

@1) (3, M}e (o5, m—0s, ),

wobei die Matrizen M ) M bis auf Honjugicrtenbildung eindeulig bestimmt
sind. Die Bezeichnung X(ny, ..., n.; K) wurde in [2, Seite 217], definiert.
Ferner gilt
(22) x(M, x) = p*(z),

withrend x(lﬁ, @) zu p(x) teilerfremd dst. Indem man P; mit einer nichi-
singuliren jxj Motriw konjugiert, deren Ilemente in K liegen, kann man

es in die Gestalt
o 3
0 P

" mit einer (200) % (2ct) Matriz P und einer (i —2¢t) x (j —20t) Matriz p
transformieren. Hicrbed gill R
(24) '

(23)

1P 2) = p'(a),

wihyend x(f’, ®) zu plw) tetlerfremd ist.

Aus der Losbarkeit von (12) durch ein Re Z(n, K) ergibt sich dann

weiter: Hs owistiert eime (2¢s) X (2¢i)- Matriz N mit Blemenfen aus K, so
dafi folgendes gilt:

(25) MN == NP,
(26) N I(es)N =0,
(27) Rang N == 2¢t.

Jetet nehmen wir wmgekehrt an, daf das chavakteristische Polynom
von M in der Gestali (13) mil (17}, (18}, (19) cerfdllt. Ferner sei p(2) ein
in K[2] drreduzibles involutorisches Polymom der vorher genanniben Asrt,
welches in y (M ; ) genay von s-ter und in () genon von t-ter Potens aufgeht.

Wir wdhlen 2u p(n) eine (2al) X (208) Matriz P mit Flementen aus K, so _

daf (24) gilt. Wetier tramsformieren wir M in die Gestall (21). Dieses machen
wir fir jedes in y(M, ) aufgehende involutoriache Polynom p(x) des oben

genannien Typs. Und fir jedes solche Polynom p(x) mit der dazugewdhlten |

Matriz P seien die Bedingungen (25), (26), (27) durch ein’ N léshar.
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Danr gibt es ein Re Z(n, K), so daf die Bedingungen (12}, (14), (15)
gelten. Ist wetler p(z) eines der oben genammien imvoluiorischen Polynome
und P die dazugewdhite Matriz, so kann mon die in (12) auftretende Matriz Ly
durch Konjugieren mit einer nichi-singuliren jxj Matriz, deren Hlemente
aus IC sind, in die (restall (23) transformieren. Hierbei ist y(P, &) zu p(2)
tedlerfremd.

s sei insbesondere Me X(n, Q). Genaw dann sind die Bedingungen (12),
(14), (15) durch eine Sicgelsche Modulmatriz Re I'(n) loshar, wenn (12),
(14}, (1B) durch ein Te X{(n, Q) losbar sind.

Wir kénnen also folgendes sagen. Abgesehen von den involutorizchen
Polynomen p(x) iat (12) genau dann ligbar, wenn das charakteristische
Polynom y (M, 2) in der Gestalt (13) mit (17), (18), {19) zerfillt. Bei den
involutorischen Polynomen p(z) kommen noch die Bedingungen (25)
bis (27) hinzu. Ieh werde am Schiufl der Arbeit auf die Lisbarkeit dieser
Bedingungen. eingehen. '

2. Beweis von Satz 1. Aus der Losbarkeit von (8) durch eine Matrix ¥
folgen sofort die Bedingungen {9), (10), (11). Nun mdigen umgekehrt (9),
{(11) gelten. Wir zeigen die Losbarkeit von (8), (10) durch ein passendes V.

Olme Beschrinkung der Allgemeinheit kann man

Bl .
28 | .0
(28) : - 0’
b
annehmen mit
(29) 2By, w) =fi@) (A=1,..1,

wohel §; (%) ein irreduzibles Polynom in K [#] und die b, natiirliche Zahlen
sind. Ferner gelte

(30) Gradj, (@) = h,
und .
(31) Rang (e, H—B) = bl—1 (A =1,...,0)

fiir jede Nullstelle oy von ji(s).
Offenbar gilt
@) . @) = (T, 2) = by (@) (@).

Wie man leicht siehf, gibbt os nicht-negative ganze Zahlen by, ..., by
und ...y by mit

(32) (@) = i) . o) =1,2)
und _ '
(33) blzb11+blz (}“21:“'11)'

B = Acta Arithmetica XXIV.1
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Angenommen, Satz 1 ist fiir jedes B, richtig. Dann gibt e nicht-singuliire
Mattrizen V, mit Elementen aus X und von derselben Zeilen- und Spal-
tenzahl wie B;, so daf

-~ B,, B
(34 VBT = (08 5 =1
und
(35) ¥ (Bus @) = jo(m) (A=1,...,0:=1,2)
gilt, Hieraus folgt (8) mib
VI . -le
. 0 *. 0
V=t -. Tu=lo "-. |
Vl .an

wobei » die Indizes 1, 2 und das bei T, aufiretende Indexpaar 1, 2 durch-
lsuft. Bs geniigh also, die Losbarkeit von (8) fiir den Fall I' = B mit

(36) 1(B, @) =j°(2)

und

(37) Rang (a — B) = bh~1

zu zeigen. Hierbet ist j (x) ein irrednzibles Polynom in K[z]vom Gewicht h, -

ferner b eine natiirliche Zahl und .« eine Nullstelle von j(x). Wegen (9),

(36) miissen auch k,(2) und k.(v) Potenzen von. () sein, wobei aber .

auch die nullte Potenz zulissig ist.
Man sétze

(38) G) = gt ey @ e a
und bilde die & x % Matrix '

0. .. 0 —a
S - o
39 A =0 - - :
T 0 —ty
O....: 0 -1 —ay,
Die (bk) » (bh) Matrix B ist daun zn ddex (Bh) % (bh) Matrix
4 B
: . LT 0
(40) o - .®
. . .A.

icm

konjugiert iiber K. Die Matrix (40} besitzt aber die anf der rechten Seite _

von (8) angegebene Gestalt. Damit ist Satz 1 bis ant die Schlufbemerkung
fiber unimodulare Matrizen bewiesen.
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Jetzt gelte (8) mit rationalen Matrizen 7, ¥. Man setze
(41) V = UD.

Hierbel ist U unimodular, Det 7 = 1 und

&
? . *
N 0
"k
eine , Dreiecksmatriz”. Hs folgh
‘ A/
42 Urv = S Dt
(42) (0 Ta)p .

Die rechte Seitc von (42) besitzt wieder die Gesta,it
* %
o)

3. Beweis von Satz 2. Zuerst nehmen wir an, daB (12) gilt. Dann
folgen sofort die Gleichungen (13) bis (19). Ferner wissen wir, daB p(m)
in h(z) genau zur t-ten Potenz aufgeht. Da p(z) involutorisch ist, folgt
aus (19), daB p(») auch in i*(») genau zur ¢-ten Potenz anfgeht, Nun
transformiere man M und P; in die Gestalt (21) bzw. (23). Ferner bringe
man auch die darch (12), (16) definierte Matrix M; in die Gestalt

SBatz 1 ist bewiesen.

(43) My = (K, K} e Z{o(s—2t), n—j — o(s—21), ),
mit
(44) HE, ) = p~(a)

und x(K, ») teilerfremd zu p(z). Durch rechnen sieht man, daBl es eine
Matrix Le Zi{n, K) mit :

4000 Bo* o
0 A0 0 o0 Bo =
*o.ﬁ'oﬂ*o*o
(45) rptyrr | 0 0 P 0 ®o
G000 Do * 0
0 Go 00 Do *
000 0 00 Py
0000000 P
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. (AR Zf?-)
K=~ ~ 1y == "
(01) & b

gibt. Die Sterne stehen fir Elemente, die wir nieht niher zu kennen

bratchen.
Man konjugiere die Matrix (45) mit

sowie

=i

Eo0 0 0
[ _ 00 B0
(0 U—l)’ “Homoo]

000 R

wobei die Kistchen von U mit passender Zeilen- und Spaltenzahl zu
wihlen gind. Dann bekommt man

(46) ROVMR, = {H, H}e Z(es, n—es, K)

mib . . 5 ,
Ao B * A0 B *

. I = ¥ Pk Ok

4. H = ~ - H = = =

) co D* |’ ¢ 0 D *
00 0 BT 0 0 0 P!

sowie '

(48) ' Z(H,x)y = p*(#).

Ferner ist x(ﬁ , @) 7w p () teilerfremd. Aus (21}, (46} und [2, Lemma 2],

folgt .
' B, = {R, R}e X(cs, n—cs; K),

gowie ' ) i

(49) RIMR = H

. mit Re Zes, K).

Man konjugicre H it ' .

. oo - 0 0
(503 o U~y “\mo)

wobei die Zeilen- und Spaltenzahl der Kistehen von U passend gewihlt
wird, Dann geht H iber in eine Matrix der Gostall
® k%

(51)

},;'

0k % %
0 * % =
0
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Andererseits gibt es eine nicht-singulire Matrix J, so daB

(52) JP T =P
gilt. Also kann man i '
Pk % %
. ~ g * %k *
(53) MR, = R, 0 % % =
0 * * 3k

erreichen mit
Rie Z{cs, K).

Ba sei N die (2¢5) « (2¢8) Matrix, bestehend aus den ersten (2¢t) Spalten
von ff:l. Aug (53) folgt dann sofort (25). Nun geht p'(z) sowohl in ()
als auch in i*(z) auf. Wegen (13) also p*(#)|x(M, =), d.h., 2¢ < 5. Hieraus
und weil R, symplektisch ist, crgeben sich (26) und (27). Damit ist gezeigt,
daf aus der Losbarkeit von (12) alle in Satz 2 gennanten Bedingungen
folgen.

4. Jetzt nehmen wir umgekehrt an, dall das charakteristische Poly-
nom y{(M,s) in der Gestalt (13) zerfillt; dabel mégen (17), (18), (19)

gelten. Ist ferner p(#) ein involutorisches Polynom und P eine gugehdrige
Matrix mit den in Satz 2 genannten Bigenschaften, so seien (25), (26}, (27)
losbar. Nun zeigen. wir, daB ey ein Re Zin, K) gibt, so daf die Bedin-
gumgen (12), (14), (15) gelten. Die in (12) auttretende Matrix P; kann man
dabel in die Gegtalt (23} bringen.

Zum Beweise gehen wir aus von der in [2] entwickelten Redulktions-
theorie fitr symplektische Matrizen nnd bringen M in die Gestalt

(54) M= {M, ..., U6 Znyg, ..oy my; K,

wobei die charakberistischen Polynome x(M®, @), ..., x(M", 2} paar-
weise tellerfremd sind. Wir hilden die grofliten gemeinsamen Teiler |

0o (@) = {g(w), (M9, x)>,
(55) : . hig(@) = Chia), (MO, 2)5,
T () = (B (%), 2 (M, @)>
(e =1,...,7) und setzen " .
(56)  Gradhy (@) =j, (e =1y

Aug der Zcr].égung [2, (14)], folgt, dab jedes g,(w) involutoriseh ist. Fernex
gilt '

(57) Grad®}(#) =34, (e=1,...,7)
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und
, 1
(58) hi(x) = 0,27, (E) (0 £ 0,6 K; p=1,...,7).

Ist p(#) ein involutorisches Polynom der in Satz 2 genannten Art und
sind s und t ebenfalls wic in Satz 2 definiert, so gibt es einen eindeutig
bestimmten Index g = gy, derart, daB p(z) in g(M®),.2) gepnau zur
Potenz s und in h, () und h ,(#) genau zur Potenz ¢ anfgeht, wihrend
p{x) zu allen x(M(") £) mit o # 0o teilerfremd ist. Schlieflich gilt

9{®) = ga(#) .- g, (@},

(59) h(2) = hy(@) ... b(w),
B (@) = hy (@) .. h"‘( ),
(60) (M@, @) = g, (@) h,(2) g (&) (e =1,...,7).

Nehmen wir nun an, dafB die Aussage von Satz 2 fiir jedes Kistchen
M@ mit den zugehtrigen Polynomen g,(z), k,(®), k(@) (o =1,...,7)
richtig ist. Wir zeigen, daf dann Satz 2 auch fiiv die Matrix M gilt, Bs sel
nimlich
A@ 0 B}:é) *

2
. *a _Pﬁz)’ £ *

(61) RO-IYORE = o N op s (¢ =1,...,7

] 4

o o o PP
(62) : B¢ Z(n, K) (¢ =1,...,7),

A{e) Ba) .
(93) 59) z( §9) D(e)) e Z(n,—j, K) (e =1,...,7),
2
(64) ; (M, 2) =g, (@) (e=1,...,7),
(65) 1Py a) =h(2), 2PPLe) =k (e=1,...,7.
Nun konjugiere man die Matrix
(RO 30 @) very RO 4100 gy
= (RM, ..., RY=L(M®, ., MOY(RY, ..., R

mit
T o
0 U»‘-l b
wobei die Blemente von U nur 0 oder 1 gind. Bei passender Wahl von U
erhilt man (12) mif
(66) _ My = {Ma('i)r ) M}:)}
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und
P
1 .
- 0
7 P; = ‘
(6 ) H 0 ‘. i
B

Weiter sei p( ) ein. involutorisehes Polynom der in Satz 2 genanoten Axrt

und P die zugehirige Matrix. p°(o) teile x(M©), z), und es sel p(x).

zu 5 (M@, @) (¢ # go) teilerfremd. Dann kann man P und infolgedessen
{1

auch P; in die Gestalt (23) transformieren. Damit sind alle Forderungen.
von Satz 2 erfitllt,
Wegen. [2, (14)], geniigh es also, Satz 2 fir folgende Fille zu beweisen:

(68) ' 1M, ) = (@),
wobel ¢°(x) wie in [2, § 3], definiert ist;
(69) 1M, ) = (@32y™
und ‘

(70) 2 (M, 3) = p*(a),

wobel p°(%) wie in. [2, § 4], definiert igh.
3. er betmchten zuergt den Fall (68) Nach {2 (60)], hat man

(71) . ql@) = v(@)e"(@);

hierbei sind v(2), v*(2) irreduzible Polynome aus K[«] mit dem hoéchsten
Koeffizienten 1 und vom Grade d, fiir welche

(72) 9 (1) = watv (—clr?) (0 % we K)

gilt. Aus (13), (68), (71) folgt h(z) = v*(x)v™"(#} mit nicht-negativen
ganzen Zahlen o und . Wegen (19), (72) also b* (z) = ¢*{)v™*(@). Offenbar
gentigh o8 nun, die Losbarkeit von (12} durch ein passendes Re Z{dr, K)
fiir die Fille b(x) = v(x), k() = o* (@) bzw. h(z) =0"(2), k" () = v{2)
zu beweigen, weil man daraus den allgemeinen Fall gofort durch Induktion
ableiten kann. Bei h{w) = v™(z), 2" () = v(2) vertauschen wir noch die
B ezoichnangen » (@) and v*(z). Also geniigh es, den Fall

(73) hiw) =v(w) uwnd AY(2) = (@)

it betrachten. _
Auf Grund von [2, Lemma 3], gibt es ein Rye X(dz, K} mit

. N 70 _
(74) o ~ Rll.Mlil:(O‘ T“l)
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und ‘
(75) 2(T,m) =v"(n), (@7 a) =" (@).
Nun setzen wir
V0
(76) R =.R1(0 V};

hierbei bezeichnet V eine nicht-ginguliive (dv) x (dr) Madrix mib Flementen
ans K. Dann geht T in V=TV iiber. Wegen Satz 1 kann man ¥ so withlen,
daf

' . VA
-1 .11 12
(77) v 1V_~(0 Tﬁ)
mit
(78) x(yy @) =" m),  x(Ty, ) = o)

gilt, Nun gieht man sofort, daf das durch (76) gegebené L dic Bedin-
gungen (13), (14), (15) exfiillt.

6. Wir kommen zu (69). Indem man eventuell noch M durch — M
ersetzt, erlennt man, dalB es ausreicht, den Fall

{79) g (M, @) = (2 ~1)"

zu betrachten. Offenbar gilt h(z) = A" (@) = {©~1)° mit ciner natirlichen
Zahl o. Es geniigt wieder, den Fall a = 1 zu untersuchen, weil sich daraus
der allgemeine Fall sofort durch Induktion nach o ergibb.

Eg ist also zu zeigen, daf o5 eine Matrix Re X(m, K) mit

(80) R MRe Zy(m, K)

gibt. Zerlegt man dann R“leR entsprechend (12) in Kistchen, so erfiillen
diese von selbst die Gleichungen (14), (15).
Eg sel J(p) die pgxu Matrix der Gestalt
11
TN
81 . s LT
(81) I {u) 071
Wegen [2, Leroma 57, brauchen wir nur die beiden folgenden Miglichkeifon
Za unbersuchen: Ts pilt

(82) ' Q7 MO = J(2m)
~mit einer nicht-singuliven (2m) x (ZM) Matrix @, deren Elemente in K
liegen. Oder es ist : ' :

) e = [ L)
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fiir
(84) m = 1mod2,
Dahei bezeichnet @ wieder eine nicht-singuliive (2m)x (2m) Matrix

mit Elementen ang K.
Im Falle (82) kénnen wir wegen [2, (182)),

: T J(’m) #*
(85) M = (0 J"l(m))
annehmen. Nun folgh (80) mib
U
{86) R (0 U"l);

hierbei ist U eine nicht-singulire Matriz, fiv die
87 U (myU = J' (m)

gilt. Dic Elemente von U lassen sich rational wihlon.
Im Falle (83) konnen wir wegen [2, Lemma 6],

) | = (0 G

annehmen. Jetzt folgh (80) mit B = E.

7. Wir kommen zum Fall (70).
Hrrrssarz 1. Bs sei N eine b x 1 Matriz mit Elementen aus K, die den
Bedingungen '

(89) NI(T)N =0,
(90) ‘ RangN =1,
(91) A<k

gendigt. -Dann Lann mon N zu ciner Matriz ous 2k, K) erganzen.
Beweis. Wir fassen uns kurz, da der Beweis nach der in [3] ange-
gebenen. Mothodo verliaft. Offenbar bleiben die Bedingungen (89), (90)
riehtig, wenn man N von links mit eincr Matrix auns Z'(k, K) multipliziert
Duxch Multiplileation mit. einer Matrix aws Z(k, K) erreicht man, dab
die erste Spalte von N die erstc Binheitsspalte wird. Wie in 3], (20),

- folgt dann

o
i

(92) | ¥ =

SO O
Re

oS
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B,
!
%k, 1 geniigt, Nunmehr folgt Hilfssatz 1 induktiv nach der in [3] ange-
gebenen Methode. :

Man ergiinze die in (25), (26), (27) auftretende Matrix ¥V zu eciner
Matrix B, = (NN,)e Z(es, K). Dann gilt R7'N = (6@) Hierans und aus

(25) folgt dann (83). Anwendung von (52) liefert (51). Da die Matrix (51)
gymplektiseh igt, folgt '

wobei die Matrix ( ) den Bedingungen (89), (90) mit k—1, 7—1 statt

t

P
0
93
(93) 0
0

* % %K

¥ & % %
* l'ﬁl * ¥
4

Indem wir (93) mit dem Inversen von (b0) kenjugieren, bekommt man (49).
Damit ist die Logharkeit von (12) bewicsen. Die Bedingungen (14), (15)
folgen aus (24). ‘

8. Hivurssarz 2. Hs sel KeX(n,0). Donn gibi es sine Modulmalrip
ReI'(n) mit
(94) R'Ee M Z,(n,0).
=10,
Beweis. Dieser Hilfzsatz folgt aus einere Resultat von M. Koecher [57];

man kann ihn aber auch wie folgt leicht beweisen. Fiir # =1 ist die
Behauptung richtig, da es ein Re I'(1) mib

RE == (* *)
. 0 *

gibt, Nun. gei n > 1 und die Behauptung fir # —1 gtatt # bewiesen. Wie
man aus H. Klingen [4, Hilfgsatz 2] oder aus [1, Hilfssatz 6] entnimmt,
gibt es cin Rye I'(n) mib

* -4~*0*n *
L. L N T *
oo ok |k, *
(95) RK =
R R *
* a!*o oL, *

icm
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Da, diese Matrix symplektisch ist, folgt

* * g % JE Ok
PN 0K L., * ok
, L B T B * .
-1 g
(96) B7E =
oo VR * o
oo, O KL L., *o®
0. ..., 0G0 |0..... o x

Nunmehr ergibt sich Hilfgsatzs 2 dureh Indektion.
Jetzt gel Me Z{n, Q) und KeZ(n,0), so da

(97) K- ME e Z;(n, Q)
gilt. Aus (94) folgt K = RL mit R e I'(n) und
Le M) Z,(n,Q) = Z(n,0).
™

vl

Algo
{08) RIMRe Zy(n, Q).
Satz 2 igt bowieson.

9. Wir wollen jetzt die Losbarkeit der Bedingungen (25), (26), (27)
durch eine (2¢s) % (2¢t) Matrix ¥ mit Elementen aus X unbersuchen.
Dazu seien

(99) (@) =@t ag @b ezl

ein irreduzibles involutorisches Polynom aus K[w] mit

(100) @, = &y, (»=1,...,20-1)
und _
(1to1) _ Opy eeny Ogg

die Nullgteller. von »(z). Bei passender Indizierung der Nullstellen gilb
(102)
Man. bilde die (2¢) x (20) Maitwizen

a’-’ﬂ-v-l«l. i Oﬁ:l (v =1y, 0)

0 v 0 —1

L To—0y
(103) o

‘ R 0 _azc—z

0 PR | B R A
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und
251
) 0
. a,
(104) A= -
0‘
'afl

Dann gibt es cine nicht-singullive (20) x{2¢) Matrix mit Flemoenten ans

Koy, ..oy ay), 80 dal :
(105) G AG = 4
gilt,
Hivesgarz 3. Hs sed X eine (20) ><( ¢) Matriz mit Elementen aus K,
so daf
(106) AX = XA

gili. Die Gesamitheil der Lisungen X von (106) bildet einen (2¢)-dimensio-
nalen Vektorraum @ber K mit der Basis

Aan_l

(1.07) B,4,4% ...,
Ils gitt entwedor
(108) X =0 oder Dot 0.

Beweis. Man setze X = ¢=1X@. Die Formel (106) stellt ein homo-
genes lineares Gleichungssyster fiir X dar. Um die Dimension des Ldsun-

garaumes zn berechnen, geniigh es also, die Dimension des Lisungsraumes

von
(109) AX = X4

zu bestimmen. Offenbar ist (109) genau dann erfiillt, wenn X cine Dia-

gonalmatrix ist. Die Dimension des Losungsraumes von (109) it also 2¢.

By gelen 1y, Uy, ..., Ly ye Kund I, ...

s by nicht alle Null, Wir zeigen,
dafl dann die Determinante von '

(110) To -l A .. -Mu At
nicht versehwwdct Zum Beweis Lomugmmn wir (110) mit & und bokom-
men die Diagonalmatrix

(111) LB+l A+ bl IA**c-l

Dag v-te Dlagonaieltamellt von (111) ist

- (112) bo-tlig, o T o™

icm
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Dieges kann nicht verschwinden, da sonst o, Nullstelle eines Polynoms
ang K[a] vom Grade =7 2¢ —1 wire. Das widerspricht der Tatsache, da8 a,
die Nullstelle des irreduziblen Polynoms p(2) vom Grade 2¢ ist. Somit
folgt, daf die Deferminante von (110) nicht Null ist. Insbesondere sind
die Matrizen (107) tiber K linear unabhingig; ferner gilt (108). Hilfssatz 3
igh bewiesen.

16. X5 sei g eine natiirliche Zahl. Wir bilden die (2eu) X (2eu) Matrizen

A :Tﬂ_ "0
(113) B ) = o - xml
A
N
(114) B{u) = o - mb
A
Gl--
: -0
(11B}) Hy) = 0 -
G
Dann gilt i
(116) H= () B(u) H (1) = B(p)
sowie
(117) Rang (o, B —B(u)) =205 —1 . {» =1, ..., 20);

hierbei sind die ¢, derch (101) gegeben.

11. Nun sel MeX(es, K) und P eine nicht-singnlire (2¢f) x (2¢t)
Matrix mit Elementen ans X, so daf

(118) a (M, 2) = p*(a),
(119) Z(P, ) = p'(w)

gilt. Gosucht ist cine (26s) x (2¢t) Matrix N mit
(120) MN = NP,

g0 daf (26), (27) exfillt sind. Man konjugiere J mit einer Mfﬂmrix anus
Ples, K) und P it einer nichi-singuliren (2¢f) X (20t) Matriz, deren:
Blemento in K liggen. Dann wird ¥ von links mib einer Matrix aus X(as, K)
und von rechts mit einer nicht-singuléiven {2¢t) X (2¢f) Matrix multipliziert,
deren Hlemenbe ans K sind. (26), (27) bleiben dabei ungefindert. Auf
Grund der in [2] entwickelten Reduktionstheorie kann man algo

(121) M o= {Myy ooy Me Z(esy, ooy 08,5 K)
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mit

(122) X(Moaw) =pe(@)  {o=1,...,7)

und

(123) S F.t8. =3

erreichen. Wegen. (2, (105}], gibt es dabei zu jedem M, . eine nicht-singulire
(Ze8,) X (208,) Matrix ¢}, mit Flementen aus X, so daB

(124) 7'M, = B(s) (e =1,...,7)
gilh. Weiter kann man
' B(t)
(125) | P 0
¢ B
mit
(126) . bty =1
annehmen. Man setze ‘
B0 0 0 ...0 0
0 0 H,o ...0 0
6 0 0 o0 .. E .0.
127 P = !
(127) A 0 "EL 0.0 ...0 0
0 0 0 By..0 o
0 6 0 0 0 F

]E[igrbei ist #, die (cs,) x (cs,) Binheitsmatrix (o = 1,...,#). Es gﬂt

(128) 7 o 7,
wegen (121) ferner
My
(129) FHJ‘MI# ] ’ . 0 }
0 M,
und schlieBlich
L{cs,)
(130) ' I(es)F == 0 ' 0
I{es,)
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Man bilde die Matrizen -

{131) 8, = Q. l(es,)Q, (g=1,...,7).
Es gilt ‘
(132) | 8= =8, (e=1,...,7),
(133) DetS, £#0 (o =1,...,7)
und
(134) B (s)8,B(s) =8, (g =1,...,7);
letazteres folgt aus M, I (es,) M, = I(es,) und (124). Wir setzen
¢, \ 7
(138) L=| 4 -. ) .
Q
Die Gleichung (120) geht iiber in
Bsy),
(136) o .0 |z-zp
. ’ B(s,)
Aus (26), (27) folgt
Sl.
(137) I 0-' lz-o,
Sy
{138) ‘ Rang L = 2¢t.

Geniigt andererseits I den Bedingungen (136), {137 }, (138), so definiere
man N durch {135). Dicses N erfilllt (25), (26), (27). _
Wir zelgen jetzt, dah die Matrizen §, dbnliche Gestalt besitwen, wie
die Matrizen [2, (118)] und [2, (1563)]
TlrrssArs 4. Jede Matrio 8, besitzt die Gestalt

0. .0 S,
(139). -~ 8=}t 5 (0 =1,0.0y7),

0 :

8 . g



80 Ulrich Christian

icm

Hierbei sind die Sy, (¢;2 = 1,...,8,) Mairizen von 2¢ Zeilen und Spalien.

Fs gilt
(140) 48,4 = S (e, =1,...,8,),
{141) B’W = ——~AS’L,,“ (65 =1,...,8,),
(142) DebS, g —a # 0 (e =1,...,8,),
(143) Bpirrgme = —A 7 8y gmd (=1, 8,~1).

Bewels. Wir lasgen fiir die Rechnung den Index o fort. Insbesondere
sehreiben wir s statt s,. Man setze

(144} ' § = H' (s)SH(s),
811 '613 . ’én 'grls
(145) S B , R=i...... )
Sa Ses 8, S
(146). Bo =G 806 (6, =1,...,8)
Aus (134) folgt damn
(147) B'(s)SB(s) = .
Wegen (114) ist {147} gleichbedeutend mit
(148) A S A =8,
(149) ‘Aﬂ"’é’l,n—l +‘i,A§17:A‘ = }g‘.:l.x‘ (%= 27 ey S),
(150) B d+ 484 =8, (1=2,..,9),
(161) 8yt A8 A8 A+ A A =8, (,x=2,...,9).
Aus (104), (148) ersieht man, daB S,; die Gestalt
K
_ 0
R
(162} o
-

besitzt. Wegen (149) folgt dann dureh Indulkbion nach %, dafl 5‘1,, {2t = 2, ...
-+, 8) ebenfalls von der Form (152) ist. Dagselbe hekommt man fir 8,
(¢ =2,...,8) aug (150) durch Indulktion nach e Schlieflich cxgibt sich

dann ‘aus (151}, daf alle Sm von der Gestalt (152) sind, indem . man erst
Induktion nach dem eipen und dann nach dem cmdcrun Index macht.

Algo ist jedes S‘k (ey% =1,...,8) von der Form (152). Daraus folgt
(168) A“’S*mA = S (6% =1,...,8).
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Anwendung von (105), (146) liefert (140). Aus (149), (150), (151) einerseits
und (153) andererseits bekommt man weiter

(154) S],,_lmo Soii=0 (,x=2,..,5),

{185) Sy um 1“|'“-A— S&u 1'{’*5;_1:« =0 (% =2,..,s).

Hicraus schliet man.
(166) B0 (t+r<s).
Wegen (146) folgen hierans (139) und (143). Die Formeln (141) und (142)
bekommt man aug (132), (133), (139). Hilfssatz 4 ist bewiesen.

12. Wir zerlegen die in (136) avftretende Matrix I in der Gestalt
{157) L= Ly {o=1,..,7; A=1,...,0
mit (2es,) x (2¢f;) Kiatchen L,. Dann ist (136) gleichbedeutend mit
(158) B(s) Ly = LuB(t) (o =1,y r5 A =1, 1).

Der folgende Hilfssatz erinnert an [2, (94)].

HrrgsArs 5. Die Mabrie L,; ist genow dann eine Lisung von (158),

wenn il

X Xy x,
o :
. (Sg’>/tl)9
z . A |
_ 0
(159) Ly = : :
0 e e s 0
0.0 Xy, Xpoonn .. X,
(8, < )
0. ... 0 X,

Hierbed sind Xy; X, ...
Flemente in K liegen.
Boweis, Man schreibe I stait L,; und s, 1 statt s, und ;. Ferner sei

mit A veriguschbare (2¢) x (2¢) Matricen, deren

(160) Lo=|.......

G Acts Arithmetlea XXIV.1
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mit (2e) x (2¢) Matrizen X, (¢ =1,...,8; v =1,...,1). Weiter werde
) Xy .. Xy
(161) L BMOLHMB ={. ... ...
Xy oo Xy
gegetzt. Dann gilt
(169) Ky =X 0 (6 =1,.,857=1,..,%)
Aug (158) ergibt sich o .
(163) . B(e)T = LB ().

Dag igt fiquivalent zu folgenden Gleichungen:

(164) AA.XAU,-I-Z?],,H;T - i’a,r_lﬂ-}?,nﬁn (0 =1,..,8=1; 7 =2,..,1),

(165) j‘id‘l Jf"fo'-l-l,l = i’ﬂfi (0 =1,...,8—1),
(166) AXy =X, 4+ Xpd (v =2,...,1),
(167) AX, =X 4.

Aung (104) und (167) ersieht man, daf X,,l eine Diagonalmatrix ixt. Wegen
(168), (166) sind dann auch by »y and Xm Diagonalmatrizen. Schliellich
liefert (164), daf alle X,, Diagonalmatrizen sind. Also

(168) AX, =X, 4 (c=1,..,81t=1,...,1).
Auf Grund von (105), (162) folgt

(169) AX, =X, A (0=1,..0,8 7 =1,...,1).
Anwendung von (168) auf (164) bis (166) liefert wegen (162):
(170) Xpr =Koy (0=1y.y8=1; 7 =2,...,1),
(171) Xy =.0o =X, =0,

@m Ky = oo = Xy gy = 0.

Daraus folgt (159). Nun sieht man leicht, daf die durch (159} gegebenen
L, auch (158) losen, wenn Xy, X,, ... mit 4 vertauschbar sind. Hilfssatz 5
igt bewiesen.

Durch Hilfssatz 5 haben wir einen voll*»:d.and]gen Uberblick iiber a.lle
Losungen von (136). Wegen (157) ist (137) dquivalent zn

(173) ZL;,,SQLM =0 (#,d=1,...,0.

g==1

Wir werden nun sehen, daf (173) zusammen mit (138) in einigen Féllen
logbar in anderen Fdllen unlogbhar ist. :
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13. Sarz 3. Bs sei

(174) _ r=1
und
(175) 22, (A=1,...,10.

Dann sind die Bedingungen (138), (137), (138) léshar.
Beweis. Aus (139), (159} folgt

(176) LSy Lr =0 (8, 1, -11,).
Wir wihlen nun :

(177) Lu=0 (¢ #4),

(178) LM=(“§) (A=1,...,0
mit einer (2¢f;) % (2¢f;} Einheitsmatrix . Damn gilt
179 - L,8,L, =0,

fally nickt x = g = A gilt. Bei » = g = 1 ergibt sich aber (179) auy (175)
und (176). Also ist (173) exfillt. Die Matrizen (177 ), (178) besitzen ferner -
die Gestalt (159); sie losen deshalb (158). Man fiige die K#stchen La
entsprechend (167) zu einer Matrix L zusammen; diege erfillen daam :
die Bedingungen (136), (137). Aus der Konstluktlon von I folgt weiter

_die Giiltigkeit von (138). Satz 3 ist bewiesen.

14. Wir zeigen jetzt an zwei Beispielen, daB (136), (137), (138) nicht
immer logbar sind.

Brspiern 1. Bs sei

(180) : r=2,1=1,
{181) , 8y = 8y = =1.
Aus (157), (189) folgt dann

_ %
{182) L= (Xz)’

wobei X, und X, mit 4 vertauschbar sind. Jedes solehe L 16st (136).
Aus (173) bekommt man

(183) X8, X, +X,8,X, = 0.

Hierbei sind 83, 8, schiefsymmetrisch und nicht singulir.
Wir behaupten weiter, dafl dic Bedingung (138) zu

(184) Det X, #0, DetX, =0

dquivalent isf. Aus (184) folgt jedenfalls (138). Wir nehmen jetzt an,
daf (184) nicht gilt und zeigen die Ungtiltigkeit von (138). Ohne Beschrin-
kung der Allgemeinbeit sei Det X, = 0, wegen Hilfssatz 3 also X, = 0.
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Die Gleichung (183) liefert dann X,8,X, = 0; aber DetS, 5 0, somit
Det X, = 0, 4.h., X, = 0 auf Grund von Hilfssats 3. Bel X; = X, =
gilt aber (138) nicht. Damif ist die Bebhauptung bewiesen.

Fs bleibt also festzustellen, wann die Bedingung (183) gilt. Man
setzre X = X X7 Dann igh X mit A vertauschbar und aus (183) folgt

(1805) S, +X'8,X = 0.
Ferner hat man
(186) Det X 54 0.

Ts gebe andererseits ein mib A vertwngehbares X, go dall die Beziehungen

Mam braucht also nur nech festzustellen, wann (185} durch ein nicht-
singulires mit 4 vertausehbaves X loshar Ist. Dieses Problem fihrt nun
genau aut die in [2, Seiten 230-232] beschriebene Reduktionstheorie.
Darang entnimmt man, dal (185) genan dann losbar ist, wenn gewisse
arithmetische Bedingungen gelten. Im TFalle (180), (181) fihrt also die
Trage nach der Lisbarkeit von (136), (137), (138) auf arithmetizche Be-
dingungen.

Brrsrren 2. In dieser Axbelt tritt das Problem der Liésbarkeit von

{136) bis (138) nur fiir s > 2¢ auf. Zerlegh man aber L In Kistchen der

Gestalt (157), so kann dabei auch s, < 2{; sein. Deshalb betrachten wir
auch den Fall -

(187) Poe=1 =1
mit
(188) 8 < 2t

und zeigen, daB ey dann keine Lisung L von (136), (137), (138) gibt.
Wegen (138), (159) exigtiert jedenfally keine Losung bel s <. Fiir

t< ¢ < 2t hat man

x, . X,
4] ] N
(189) L=| i . &,
: 0
0 .0
wobei Xy, ..., X, mit A vertauschbar sind. (138) ist dann gleichbedeutend
mit
(190) . DetX, # 0.

Wegen # = 1 gibt es nur eine Matrix 8 der in (131) genannten Art. Formel
(187) geht iiber in _
- {191) L'SL = 0.

icm
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Wegen (139) gilt dabei

0., 0 8,
(192) .
0!
Ssl .......... SSS

Berechnet man nun L'SL aus (189) und (192), so sieht man, daB eines
der (2¢) % (2¢) Kistchen von L'SL die Gestalt X;8, ,,,,X, besitzt.
Aug (142}, {190} folgt Det(X{SB_H_HXI) 7 0. Somit kamn (191) nicht
gelten. D.h., (136) bis (138) gind unldsbhar.
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