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ACTA ARTIIIMETICA
XXIV (1973)

Die Berechnung von Zetafunktionen
mit Vorzeichencharakter an der Stelle i
©oven

KARI-BERNUARD GUNvLACTL (Milnster)

Einleitung. A sei ein total-reeller algebraiseher Zahlkérper mit der
Digkriminante d. Zu jeder Idealklasse & (im ‘weiteren Sinne) von K
definiert man die zugehivige Zetafunktion darch

Cp (8 R) s ‘E H )™ (A(n): Absolutnorm von .

Test, 1 Eeny

Filr ve K sel o (v) = g p(v). Ist A (2) == 1 fiir jede Binheit ¢ von K,

so gibt en Cihzu“xk(cro z dor engeren Ldealklagsengruppe von K mit

x{(m) = sign4"(») (fiir Hauptideale (»)).

In diesem Fall definiert man die Zetafunktion oder L-Funkbtion mit

Vorzeichencharakter zu 8 wd x dureh

. - s
k(858 2) = L(s; 8,0 = D) xa ()™
neR,ngans .
Die Funktionsworte an den ganzzabligen Stellen, inshesondere (g (2; K)
und e (1; &, ), sind wichtige Ilasseninvarianten. Diese Grofen haben
aber auch funktionentheoretische Bedeutung., So ist

Vi oo e B (2) e Mrt“f~ZaK (n = [K:Q1)

flag Volurwen des Fundumentalberciches der Hilbortsehen Moduolgruppe
Tz 0 {[11], Band 1, 8. 466), In der Pormel von Shimizu fir die Dimension
deg Voktorrawmmnes der ganzen Modulformen festen Gewichbes zu I' ([10],
8. 70) findet man aly Beitvige der Hpmzon die Werte

(1) i (0 T (1582, 1) (we &Y.

© Zar Bervechnung von Zebo-Werten kann man ausnutzen, daf der
0-te Fonrievkooffizient in der Fonricrentwicklung gewisser wohlbekannter
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Funktionen, der Eisensteinreiben zu I, der Wert einer Zetafunktion
an einer ganzzahligen Stelle igt. Die Eisensteinreihen sind Funktionen
von m = [X:Q] komplexen Variablen =, ..., 2™ im Gobiet Im+? > g,
Setzt man speziell 7 = ... = 1™ =2, so erhilt man zu jedem Ideal
ae 8 und jedem ve N (aufler tie K ==, # = 2) cine Funktion von z im
Gobiet Tmez > 0 mit einer Entwicklung

oo

(1 flz;a, vy == ayla, 7} E thy, (01, 7) €585

thanl

Bel passender Normierung der Bisengteinreiben igt fite ¢ > 1.

Mo {y 1) = L (r; K) flr 20r,  agla, 7) = g(a){x(r; R, x) Lir 21

Die ay,(a, r) sind elementare Ausdriicke. f(z; a, r) erweist sich als ganze
Modulform. vom Gewicht nr zur rationalen Modulgruppe 1. Diese Modul-
formen bilden einen Vektoxrrawm ({,I, —nr, 1} in der iiblichen Bezeich-
nungsweise) einer endlichen Dimension I{nr) und sind, wenigstens im
Prinzip, explizit bekannpt. Ist

oo

(2) filz; mr) = .aj,o(m) + 2 @y () 205

=l

L<j<lnr),

einc Bagis, 8o kann man, da {;I", —nr, 1} auBer 0 keine konstanten
Funktionen enthilt, k({nr) so wihlen, dal die Matrix

(3) ‘ (“J,m(%"))lg;iszcm),u:,mgfa(m)

den Rang I(nr} hat. Mit passenden Xoeffizienten e, (nr) ist daher

(4) a5 0(mr) = o {mr)ay,(nr)+ ... + Cictnry (M) O iy ()5 15 F < Umr).
Da die fy(2; wr) cine Basis bilden, folgt hieraus die Relation

(5) ty == 01("’*‘4?’)41-}“ cov ot Gy (0) Qi)

fiir die Entwicklungskoeffizienten jeder Funktion aus {07, —nr, 1},
also '

(6) “fo(ﬂ: T) = CJ(W’T) &y (Cl., 9") +oaen “[“(’Ic(m)(”T)a’k(m’)(“! ’r) .

Ich habe diese Methode vor einigen Jahren fir kleine Werte von
nr benutzt, wo man eine Basis von {,I", —nr, 1} leicht explizit hingehreiben
kann ([7], 8. 112, 8. 134-136, vel. auch w.u. (33)). Btwas spiter hat dann
Siegol das Verfahren in seiner schonen Arbeit [12] aufgegriffen, wo er
unter anderem zeigh, daf man immer k{nr) = I(nr) wihlen und dann
die Koeffizienten ¢, (nr) sogar aus den Entwicklungskoeffizienten einer
gpeziellen Funktion bestimmen kann.
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Tm Fall 7 = 1 erhilt man auf die angegebene Weise nur ein Teiler-
gebnis (vgl. [12], 5. 97). Ist néimlich » das Differentenideal von K, a ein
Tdeal mit ¢ re & und & die Ydealklasse von an, so ist

dola; 1} == x(a}lp(ls 8, 1)+ 2 (a0 N (15 RY, ).

TUm aueh noch Jp(L; 8, 2) zu bestimmen, kann man folgendermaBen
vorgehen. Zu gegobenen Vorzeichen ¢ (e = L oder ~1, 1< s n) be-
trachtet man die Bisensteinreihen alg Funktionen der komplexen Varia-
blen 7 s @iyt dm Gebiet wign # == ¢, 1§ < n (5. [4]). Wahlt
man eine ganze Zuhl £ K, doren Konjugierte ¢ die Bedingung
sign, £V) e gy, L= f =Dy erfiillen, und setzt man g = |A°(£)] uod

{7) e == (81 .00y Gn)y signe = ¢64... 8,, ) = f(f)zf_,_l/g,

so erhiilt man eine Funldion f(z; a, r; e}, die cine za (1) analoge Entwick-
lung mit 2/.Vg an Stelle von z hat. Fir ¢ = 1 igt

(8) ao(n, 150) = (@) (l; K, x)-Fsigneg{a™v "2 (1; 8", x).

flz; a, r; e} erweist sich aly ganze Modulform vom Gewicht nr zu einer
Gruppe, die bis aul die Normierung mit der Untergruppe ,I%(g) der
rationalen Modwlgruppe ,I" ibereingtimmt, Kennt man eine Basis von
{.lolg), —mnr, 1}, 80 kann map wie oben verfahren und eine Gleichung
der Torm (5) baw. (6) Llir a,(w, r; ¢) herleiten. Wihlt man je eine ganze
Zahl e K it A7(£) > 0 (signe ==1), etwa £ =1, und mit 4 (&) <0
(gigne == —1), #0 erhillt man a,(a, r;e) fir ein ¢ mit signe = 1 und fir
ein ¢ mit migne == —1, woraus man (im Falle v =1) z(1; K], ) mit
Hilfe von (8) susrechnen kann. Voraugsetzung ist natiirlich, daf man
eine Basis von {,I4(gq), —n, 1} kennt.

Ich habe auf diese Mdiglichkeit der Berechnung von (g(1; 8, )
Schon in [6] (8. 50) hingewiesen. Die Schwierigkeit der Methode liegt
aber in der Bestimmung einer Basiz von {Jf%(g), -u,1}, dis in vielen
Fillen fiir die in Frage kommenden Werte von ¢ (—¢ mub die Norm
ciner ganzen Zahl pus K sein) nicht bekannt ist. Man kann diese Schwierig-
koit {iberwindon, indem man beide Probleme gleichzeitiz Dbohandelt.
Zu jodew Korper K, fie den man die Cp(1; R, x) ausrechnen kanm,
sind nimlich die Entwicklongen aller Hisengteinrveihon explizit bekannt.
Tir jede ganze Zahl &¢ K mit A(£) < 0 erhilt man damit durch die
Flzia, rye) zusitalicho Funktionon aus den {17 (g), —nr, 1} mit g = |47 (&)].
Diese Funltionen kann mean benutzon, um in einer Reihe weiterer Fille
eine Basis von {Jy(g), —%k, 1} zu bestimmen. Damit vergrofert sich
aber wieder die Menge der Korper, fitr die man die {x(1; &, x) ausrechnen
kann. Bine typische Emdformel fir {x(1; R, x), die man so erhilt, ist

- dis folgende:
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I}q sel no= 2, be K. Iat & e X0, fi,l/d,, ganz, /V(fol/%) = —q und
g =2, 3,5, 7 oder 13, so ist
(g —1) SEERY
(9) R, = ey )

gign A7 (u).
& Eg5a0 D) () 10(w) ; “
THONE, Ty B ] »

gkl

(9) erhiilt man aus Satz 16, § 3, wenn man &,(0; aj e) ans Satz 3 sinsetat,
Teh behandele das Verfalwen in § 3 spezicll fiie den Fall % = 2, in

dem sich einige Besonderheiten crgeben (so kann man J%(g) durch cine

Erweiterung vom Grad 2, die von Fricke in [2] behandelte Klassengruppe,

ersetzen). § 1 enthilt femwhuunﬂ‘ou und Angaben iihor die “[J;l]b(ﬂsclu

Modulgruppen, § 2 vorbereitende Auwssagen fiber die Gruppen ,Ly(¢) und

thre Modulformen. Als Absehluf} folgen Mabellen fie die Zp(1; K, y) fir

=QVD), D quadratirei, D < 100.

§ 1. Hilbertsche Modulgruppen wnd Eisensteinrethen. Ich verwende
die bei Hilbertschen Modulgruppen iiblichen Bezeichnungen (vel. [6],
§1 und [41]). By rel :

K oin total-recller Zahlkirper,

dy dic Digkriminante von K,

r cine natiicliche Zahl mit 4 (g)" =

© o ein ganzes Tdeal, 5 (0), von Ig.,

| die Idealklasse von o™, & die Tdealklagse von ab.

Ist # ungevade (dann ist » gerade, da nr wegen 4 (—1) =: (—1)* gerade
isty 5.0.), 50 sei y ein Charakter der engeren Idealklossengruppe von K mit

[K:Q)] == n,
b die Differente,
= 1 fir jede Einheit & von K,

) =sign# () (fiir Hauptideale (v)).

Die Hilbertsche Modulgruppe zu K ist die Gruppe
I = {L| L= (Z 3), a,b,¢,de K, ganz, detl == ]}

I sel die rationale Modulgrnppe (die Hilbertsche Modulgruppe zu Q).
Die n Einbeftungen (Monoxrmrphi.sm.en) von K in R liefern die zu

K konjugierten Korper KM, .., £, Jedem K9 ordnet man eine kom-
plexe Variable ¥ zu, die :nm.n Lblﬂ be Konjugierte von = = (20, ..., 2%
bwuelmvt Y einer rvationalen h‘unkmon von v mit Koelfizienbon in A,
R(v)e I (v), exbdlt man durch die nativlichen Tsomorphismen von K ()
aud K D (mit v - 79) Konjugierte B (r). Rechnungen mit Ble-
menten aus I(r) sind stets aly simultane Reehnungen mit den Konja-
gierten in den KV (U autzutassen, Fie R(v)e K (7) definiort man Spur

und Norm durch
e
= [f RO (0,
Faal

n
FR(7) = ER<J)(r(f1), N (R (7))
)
Man setzt v = 2+iy, also 79 = o iy L i,

icm
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Jeder Mafrix LeI' ordnet man eine Trangformation
@b
(fir L = )

¢ d
zu, d.h. die simultane linear-gebrochene Trangformation

N s L(:i)(,,’.(‘i)) (a(l) (7) + ;,(J))(L(HT(J) P"(l("’) -1

(10) T o L (’E‘) me

IT<{in.

e = (6 00y B), 6 == mlv.rmil., definiert man signe = e e,... 6

N3
;) signy? e o, 15 <)

und setzb Hy = Hiy = (2] ze {-’, Tz 2= 0}, 1" opericet dureh {10) als Gruppe
analytischer Automorphismen auf $.. f heilt ganze Modulform vom
Gewicht » (von der Dimension —#) zu I"anf §,, wenn die folgenden Bedin-
gungen exfiillt sind:

(11) f ist holomorph auf §,.

(12)  AL() = ¥ (or 1-a)f(x)  fiv alle Le I (L{r) aus (L0)).

(13} _ In (14) (s.u.) treton nae a(e;f) mit vy > 0 auf.

It w2 1, 80 dst (13) von selbst erfillt {|3], 8. 823), Man benutzt diese
I)oiuui,mn bei allen Grappen vom Typ der Hilbertschen Modulgruppe.
In diesem. allgemeineren Fall ersetzt man (13) fiir » =1 durch

{(13*)  IMir die (14) entsprechende Entwicklung von f zu jeder Spitze
der Gruppe gilt (13).

Die ganzen Modulformen des Gewichtes » zn I aut §, bilden einen endlich-
. ™ @

dimensionalen Vektorramm iber ¢, der wit {I", —#, 1} (bzw. genauer
it {I', —r,1;e}) begeichnet wird, Jedes fe {I'y, —r,1;¢} ist.in eine
Fourierreihe

N
(14] T ey Yl e

b Va0
entwickelbar (wy » 0 bedeubot oWy = 0 e 1§ <),

Spezielle Blemente von {47, v, 15e; cerhillt man durch die Eisen-

steinvethon, e ve $,, s¢ € selat man ([4], 8. 348)

(15) Grlryssase) mo D Aymd ) TIA (yT o 8) 7.
gzl nd @

(70}
(¥y 0) Dedeutel, dafl keine zwel Paare p, d und 9, 6, vorkominen, die
sich nur wn eine inbeit wnterscheiden, das Paar 0, 0 ist anszulassen.
Dio Reiho ]cgl‘wwgimr't; absolut e v Res = 2, Tlr Le I' st

(16) L), 8505 ¢) = N (cr -+ @) 1A (o7 + d) PGy (x, 85 05 ¢).
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s

(A7) 67z, s505e) = a; (0,8, 55 05 8) + Z @ (¥, 8, 9; a; e) g™
) b_lj'l',J'-,x'ﬂ

dient zur analytischen Fortsetzung als Funktion von s his 8 = 0, (16)
goht fir & == 0 in {12) iiber. Fiir » & 0 ist (8. [4])

ap (v, 0, ¥; a; ¢) unabhingig von g, = 0 fiir 1 non ™ 0,

ar (0,0, ¥; a; ¢) unabhiingig von ¥, falls nicht s =1, ¢ =2 igt.
Fir ¢ = 0 sind damif, auller im Fall % =&, r = 2, auch (11) und (13)
erfiillt. Ich wihle eine andere Normicrung als in (15) oder in der Einleitung

(18)  Gilziage) = [ —1) P (2r) " At () G (7, 0 a; o)
s (Z’,(O; a; e) )1 &?.(17; a)ﬁ'.mi.‘/’vr.

b"lw 30
Dann gilt (s. [4], §4)
Sarz 1. He sei nieht gleicheeitiy n = 1, v == 2. Dann ist ?},(r; a; e)
e{l'y —r,L;e}. Fiir r £ 14st

P Lt 910 .{Cz;(’”iﬁ} Jar  2ir,
BR824,
Fir v =1 48t
" VCK a-lp-!
a,(05a;¢e) = _(-.‘3—7:) (@) ell; R, 1)+ signey(a™ ™) L (1; K" s 1))

Figy v == 0 st

iy a) = (=" N sign () ()

@101 () la=1(r)

(Die Summation Liuft aber die Houptideale (u).)

Im Fall 5 e 1, v = 2 orhillt man eine nicht-analytisehe Modukorm

zu 0y es gilt ([8], 8 ,[(,q fiie N == 1)
BaTz 2. Iet w =1, v == 2, so erflillt dle .‘If’r.er,n'lstﬂ-imz,

=)

(;!2(2') TR e— »?J E .ﬂ >1( .1 ) 'm?.unz

drw z—3 | o4 Ly
Wl dm

Jir I und ze $, die Bedingung (12) wnd, wenn man von dem nichi- amalqtv-
schen evsten Sumonanden absieht, auwch (LL1) wnd (13).

Fir w =2, v = 1 ergeben sich einige Vercinfachungen. In diesem
Fall igt b = (l/cf;c_), (D) = HignJV(]/d;;) = 1, Maxn rechnet nach:

icm
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MivessaATz 1. Ist n =2, b ein Ideal, ab = (p) # (0) Hauptideal,

s0 ist
~ y . - ‘Y'1 . -
a,](ﬂ::w;a) = gign.4 (o) 2, REgnA(u)  firy 40, v ganz.
Ve B (b ()

Nach [b] Satz 2 (mit x == (1)) ist auBerdem &{0; a;e) = 0 i
signe = 1. (Das folgt wegen {,I', —~2,1} = {0} auch aus Satz 7 fir
q =1, s} Damit erhiilt man
Iy = * ‘

Yo (1; 887, 7).

20} Ep(ls 8 ) == ~x (@707 (15 8, x) = y(a”

Ist a® = (g) ein Huauptideal mit signd (o) = —1, so ist y(a™?) = —x(a)
wd K" = K. By folgh
Barz 3. Es sei n o= 2. Donn ist
0 - far signe =1,
@ (05 a;5¢) =1 Vi, o
e “""2'7“:'3;5- 2(0)Ee(1; 8,y 1) fir signe = —1.
Ist a? = (g} ein Hauptideal mit sign 4 {g) = —1, a'e K, s0 ist

&1(0}(1; e) == 0, :K(l

§ 2. Die Gruppen 17 () wnd ,7™(g). _
Dmrmmton 1. Zu ge N sel »[_l/q die positive Wurzel aus ¢ und

iR, %) =0

@ b__‘_l/_g-

) = ‘LJ L == ( Vo g '),ca,b,c,dez, deﬁL:l].
aVg d _

Ist g > 1, so definiert man eine Brweiterung vom Grad 2 durch

G = R wmit B e ((1) ?) T = (g "3)
Die Groppen aus Detinition 1 oparieren gemif (10) alg G‘rru]ppan :
linear-gebrochener Substitutionen auf der oboren Falbebene S I3 g)
erhillt man durch die Transformation 2 -» |l/ gz aus der Untergrappe
Lo(g) der rationalen Modulgrappe ,I" Diese Gruppen sind bereits von
Fricke ([17, 8. 349 £f.) austihrlich. digkutiort worden. Das Geschlecht
von I (g), d.h. das Gesehlecht des durch Hinmmhm der Spitzen
kompalktifizierten Quotienteneanmes $,/0% (¢), ist ([1], 8. 356)

}"0(1-[1: (Q’)) e L "|"'1}g‘#n(f1) ""%‘*"1(.‘1) "71;"’2(9’)"“2"00(5{)-
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Hierin ist o, {g) die Spitzenzahl, »,{g) die Anzahl der Fizpunkte der Ordnung
3, #5(g) die Anzahl der Fixpunkte der Ordnung 2 und

o |
wold) = L5 Loi@] = af | (J. ~+—»:;;), 3 (@) */}jp((tf))
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bl i
0 fiir 2{¢ oder 9q, 0 fir 4|q,
T —3 o ],
r(q) = 11(1 w]u(-w---m)) gonyti, 75(q) = I !(] |( )) o0t
711\',7 r "ol p
P2 1342

(p dorchliuft dabei die Primzahlen), Man echilt (vel. [1], S. 357)
fir ¢ =2 10 und fir ¢ == 12, 13, 18, 18, 25,

1 wsongt, falls g5 20 ist;

0
pelu () = l

(19) oy ST
1 fir ¢ =24, 37,32, 306, 49,

g =

p"‘(l ¢ () [2 fiir g == 82, 93, 26, 28, 29, 31, 37, 50,
Das Geschlecht von I™(g) ist ([1), 9. 366)

{20) i’)ﬁ(lp*(fl)) = ’%?0(1113(!7.’)) + g kB (—dq).

Tir g b ist ‘ . ’

g fLir g == Tmod(8),

: y , ‘o 8, == 1 sonst.
5 - Liie g =5 3mod(8),

h{—dq) st die Anzahl der Klassen primitiver positiver quadratizcher
Formen der Diskritninante --dg, also dic Kiussenzahl des imaginfir-
quadratischen Zahlkdrpers der Diskriminante ~-dg, fally —4q Korper-
diskriminantc ist. Tst ¢ Primzahl, ¢ =: 3mod(4), so ist —¢ Digkriminante,

2
h( -dg) == (2 ~~(q)) o —q).

Hrvissarz 2, po(y 77 (@)) = 0 oder 1s= (™ (g)) =~ 0.

Beweis.: Der Korper § der Modulfunktionen zu 2™ (g) ist Unter-
kiirper des Funktionenkirpees ¥, von (75 (g). Int py( 075 (g)) == 0, so ish
Fo rational, und dumit auch § rational. Tst po( L5 (0) == 1, so st Fp
elliptiseh, 108t sich also in der Weiersirafsehon Form §, == € oy wy, o),
' (u; wy, wy) realisicren. LaG6 man v = 0 dem Tunkl 2 = ¢ ontisprechen,
80 gind die Funktionen aus § wegen der Invariang gegen die Transfor-
mation 7' (s. Detinition 1) der Ordnung 2 gerwde Funktionen von u, Daher
i3t T Clp(u; wy, w)), T ist rational. '

(19) und Milfssatz 2 crgeben

(@1 poluL* (@) = 0 fitr g 21 und filr g - 24, 25, 27, 52, 86, 49,
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Ganze Modulformen zu den Gruppen A5 (g) und I™(q) detiniert
man, wie in §l erliutert, durch (11), (12), (13"). Wegen n =1 kommt in
(12) nur gerades v, v = 2k, ke N, in Frage. Fiir das durch

. %(L:L‘L'J) s 'J(Lz)'g(fffa) fiir Ly, Dye 1]’* (@), g > 1,

(92) o .
w(dr) == 1 e Le I, BT = —1

gegebene M.lillhiplik.tw()I‘ﬂybﬂ;(illl definiert 1an goanze Modulformen vom
Gewicht 2k it Multiplikatorsystem 4 zu A™(g) im Tl ¢ > 1, indem
man (12} durch T

Y oLy =y : ‘ ty b

(23)  flL@) = 3 (LY (0ot @) ()  fix L = ( ! ")elp*(q)
ersetzt. Diese Funlktionen bilden den Velktorraum (™), —ok 7} (ier
wieder endlich-dunensional ist. Die zu {14) analogé Entwickh{nw,(zur
Spitze o) hat fir alle ganzen Modulformen zn diesen Gruppen diebForm

o d,

(24) 1) = al0; )+ Yamsfit  mit t=g 77,
Hiesl, ’

Eine besondere Rolle spielen die Spitzenformen (dh. die [, fiir die
@(05 ]} == 0 ist in der Entwicklung zu jeder Spitze der Grappe).
DuRINITION 2. £(q) sei eine der Gruppen I (q), T (q). Es sei V(L) = 1
fir alle Le I'(q) oder v =& (s, (82)). Zu fe{l'(q), —2F, v} definiert man:
Te{'(q), —2k, 0}F: = F ist Spiteenform
und wnter Verwendung der Pelerssonschen Metrik (197, §2)
Fe{l'(q), —2F, v}b: <> f orthogonal wu allen ge{f‘(g}-, ~2k, v}*,
Thiressans 3, In der Bezeiohnungsweise von Definition 2 gl
{25) _ ), —8k, e} = [ I (g), =2k, 1}.
Fe{l'(g), —2&, v} ist genau dann Spiteenform baw. orthogonal zu ollen
Spitenformen, wenn diese Aussage fir 1 ole Element von {75 (@), —2k, 1}
gilt. Man hat die folgenden Zerlegurgen: ,
(26)  {I'()y =2k, v} = (Tq), 2k, v} B {Ig), —2k, v},
(27) {11.1;‘(5’.')! _h"‘)l“'f 1} = {1]%(@: =2k, 1} ® {1f*(g)s —2k, 5}

Boweis. (25) ist trivial. f ist naticlich genaun dann Spitzenform,
wenn es in {I7(g), —2k, 1} Spitzenform ist. Nach [8], 8. 461 . gibt
e eine Linearkombination £, von Wisensteinreihen 80, daB f—f, Spitzenform
ist, Da das Transtormationsverhalten von Jy beziiglich f’(g) durch das
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Transformationgverhalten fiir die Werte in den Spitzen eindegtig bestimmt
ist (vel. [81, 8. 461 £L., insbesondere . 467), st mit f avch fy e '), ~2k, v}
Da f, orthogonal zu allen Spitzenformen ist ({9], Satz 2a), folgt

fe (letq), —2%, 13w f—fo = 0= fe {I'(g), —2k, o},
(26) gilt mach [8], Satz 2. (27) folgt auy der cindeutigen Zerlegbarkeit
jedes fe {.T4 (g), —2k, 1}in einon beztighich der Involution I’ symumetrischen
Anteil (der in {I™(g), —2k,1} liegh) und einen schiefsymmetrischen
Anteil (aus { I (g}, —2%, B}). ) N
Sanz 4. oo I(g)) sei die Spitzeneahl von I'(g) (aus Definition 2). Fir
ke N, L>1 gilt

dime(T(q), —2k, 1} = afT(@),) dime{l(g), —2, 11" = aofl"(q))—1.
Fir jedes he N st .
' dimel I* (@), —2k, B3 = ool (@)} — 0oLl (@)}
po(f'(q)) sei das Geschlecht von I(g). Hs gilt
dimg {I(g), ~2, 1} = po{L(0)),
dimg{:I*(g), =2, T3F = p(.T5 (@) — 2ol I™ (9))-

Beweis. dimg {I'(q), —2k, 1}* ist wohlbekannt (vgl. [8], 8. 474).
Die Elemente von {ﬁ(g), —2,1}* gind die Differentiale 1. Gattung, die
Dimengion. ist also g)o(f(g)). Dic restlichen Angaben folgen aug den Zer-
legungen {(26), (27). . -

Man kann in jedem Fall mit Hilfe von Bigengteinreihen eine Bagis
von {I‘ﬂ(g) , —2k, v} konstrujeren (s.0.). Besonders einfach liegen die
Verhiiltnisse, wenn ¢ quadratirel ist. _

Marz 5. g sel quadratfrei, Gy(z), ke N, sei die Fisensteinrethe (18}
2 I 4 Gebiel Imz > 0. Die Funltionen

o
Paulos uy o) = wq"(]/ﬁ) (‘(}/é—z) u, e N, wv = ¢,

bilden fir k> 1 eine Basis ven { Iy (q), —2k, 1}\. Die Funliionen

By (5 4, 0} = Py u, v)—-Fole;v,u), wu,ve Nyu>0,u0 =g,

bilden tm Fall q>1 fir jedes ke N eine Basis von {I™(g), —2k, B}
Bs ist oo Q) = Yo uI5 (). Far k =1 ergibt sich
.1

Tt

2 vl
ajer, t=e¢ VT

U—2
24

Hylz; u, v) = —1—2.0(2@— 2

m=L1 vld,dm wld, dlm
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Beweis. Aus (12) fiir égk und ,I" erhilt man wegen

& b+1/§ " a bu
(6‘.;.]/21— P )5110(!2’)*(% d )f I

]/'{[ ar+b, Vg (ﬂ/?{ b )(wl/“f;,-," A
S i i e —— e B —_—
v e, Vgatd v v - )

(12) fiir Hy, und 075 (¢). Nach Satz 1 und Satz © ergibt sich

und

; 1k 5 X A
Fop(z; 4, v) == san (25 Uy 0) 2t =1y ( Z -1 g +Vz
m=1 ul|d,dm

mit
WHER=1)1(2) P (2k) i B> 1,
sop(7; 4, 0) = b
{25 %, ) gl ——— Vg (2 —7)"} fir 7o = 1.
dm

Die #y(2; %, v) sind fir k> 1 und die By (z; u, o) sind fir jedes ke X,
g > 1, holomorph, (11) gilt, und F,(2; «, ») hat die angegehene Entwick-
lung. Da man die ¥y, mit Hilfe von Bisensteinreihen der Stufe g darstel-
Ien kann (vgl. [8], 3. 461 ££.), ist auch (13%) extillt, und dio Fy, bzw. die
By sind orthogonal zu allen Spitzenformen. Der Entwicklungskoeffi-
zient der Nummer 2 in der Entwicklung von F,,(s;u,») ist fir wlg

' ; =0 fir ufw,
oo Futry ) =K 5 | =0 8
wﬁlw' 5 0 fiir %lw.

Hieraus erschliefft man die lineave Unabhingigkeit der F,,(2; w, v). Ihre
Anzahl ist, da g quadratfrei ist,

21 == 2?’((@"‘;%)) = 0y(q) = 0, (1P: (9.')):
1 wla

olso nach Satz 4 fifr %> 1 gerade dim {175 (g) —2k, 1}, Nun ist

1w \® i/a—& 1 ]/TL k l/? ‘
Vol S35l 3
. — k -
- YA a
= (i/u) G‘%(E/% Z)
Daher sind fir k> 1, u,ve N, u> 0, up = ¢ die

Foles u, v) - Byl v, ule LI (q), —2k, 134,
By (25 uy 0)e LT (q), —2%, v}t
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und bilden wegen der Zerlegungen sas Iilfssatz 3 jewells olne Dagig,
Vergleicht man die Dimensionen und benutzt Satz 4, so crhiilt man
oo, () = Joo( 5 {g)). Damit ist die Anzahl der Hy(e;u, ) fir
w, ve N, >, uv = ¢ aber auch fir & = 1 gloich der DHTIOILMO]] von
{IT”‘ (9), —2k, 2}, die Hy(z; «, #) bilden (x.uc-h in diesem Fall cine Basgis,
Fiir ¢ = 1, Iy (1 ) = ,I’, gind die ganzon Modulformen wohlbekannt
(vgl. [127], §1). Flir k< 5 ist insbesondere dime{, 87, 2k, 137 == 0,

| P, —2k, 1} = dimg {1, —2k, 1} O fir k== 1,

2 dimed I, =2k, 1} == dim {7, —2k, 1} = ]

(28) bl —2k, it ’ L fiir 2 < &7 5,

{0, 2k, 1} wird fir 2 k<5 von dor Ilisensteinreibe (;Im vrzeugt,
Auch fiir ¢> 1 kann man {I'5(g), --2k, 1}~ immer wit Hille von

Fisensteinreihen erzeugen (8, den Beweis von Hilfssadz 3; filv gquadrat-

freies ¢ und k> 1 vgl. Satz 4). Wegen (26) ist damit {17 (g), —2%, 1}

bekannt, wenn dimg{,I';(g), ~2%k, 1} = 0 ist. Dag st G(‘l 11‘,1][ fite & = 1,

e ist ‘
(29) (L5), —4, 1} = [ I5(g), —4,1}+  fir ¢ =2,3,

weil hier fiir f 5% 0 aus {,I"; (9), —4, 1} die Ovdnung des Divisors (s. [9],
{66)) kleiner als 2 ansfillt, f 'ﬂm nicht in beiden Spitzen von I (g) ver-
sehwinden kann, In allen anderen Fillen muB man wegen dimg{, " (1),
—2k,1}" > 0 zur Aufstellung einer Basis  von {I7{g), ~2k, 1}
zugiitzlich zu den Bisensteinreihen woitere Tunktionen konstrnieren.
Eichler hat gezeigh ([1], Satz 1), daB die Funktionen aus {7} (¢), —2, 1}
Linesrkombinationen von Thetareihen sind, falls g eine Primzahl ist
(das gilt anch fiir { Iy (g), —2k, 1} fir jedes %, falls ¢ auch noch hinveichend
grof} igt, s. [1], Satz 3). Wiw gewisse Nichtprimzabhlen ¢ ist das nicht mehr
richtig ([1], Satz 2). Zur Aufstellung der Thetareihen muf man natirlich
passende quadratische Tormen konglruicren. Wine weitere Moglichkelt
zur Gowinnung zusitzlicher Funktionen aus {17 (¢), —2k, 1} crgibt
sich mit Eilfe der Spurbildung aus Modulformen zu Hilbertsehen Modul-
gruppen {s. §3).

Totgprechend legen dic Verhdltnisse bei {™(q), ~2k, 0} T gilt

’ 2o LA
Barz 6. Hs sei ge N, > 1, quadralfret, ¢ = e O, Die Funktion
fir ¢ DB,

CEal;q,1 “——m-- S
(%5 45 1) ot ofz AT L i g2 5,

18t cine Basis von {, I"*(_q) —2, 94+, falls ¢ Primzohl ist. Ist dagegen g == p]'_pg,
D1y Pa Pmmzahlen, Py > Py, $0 kommt noch die Funmliton

B (23 Puy Pe) = o (Br—P2) F O s R0, o
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" P N ] gy y 5 f. )’l.l"' v 7 ¢ ] 4 4 i .
hinz. wa q viehy c;als ewes Hmﬁ@’?{lﬁ?"',‘h() kommen zu Hy(2; g, 1) entspre-
chend wedteve Funktionen H,y(v5w, v} hinzw (s. Sotz 5). Bs gilt
vk * o :
LIy =2, 8) = (I7(g), =2, 8} < pofu T (g)) = 0.

Die Anzahl der Funktionen, die man fir die Brgdnsung einer Basis von
{I™(q), =2, 0} 2u einer Basis von {I™(g) , 2, B} bendtigt, ist

(30) f’u(l-- 0 q))"‘”?n(l.l'*(m) v 4 u( ISig ))“'% +16,( —4q).
Es st '
0 Fiar  q=010 und fir g =13,

2ol T (D) =pol L™ (@) = {2 fir g ==11,14,15,17,19, 21, 22, 37,
2 far =23, 26,29, 31, 43,

Beweis, Die Bagis von {I™(g), ~2, £} entnimmt man aus Sats 5.
Die linke Seite von (30) ist nach Satz 4 (rlmch dimg {77 (g), —2 , 817, die

rechte Seite ergibt sich durch Eingetzen von Dol ( ) aus (20). Tst

Polal s (D) = 0, 50 ist die linke Seite von (30) nicht poaitiv, ixt dagegen -
2o(1 175 (@) = 0, 80 int die rechtie Scite positiv. Fiir ¢ < 21 ist py(u L (g) =
oder 1 (vel, (lf))) wid po(JJ7(g)) == 0 (Hilfssatz 2). Fiir ¢ 22 muB man
die rechte Selbe voun (30) ausrechnen. :
Aus Satz 6 crgibt sich noch
1 filr g=2,8,5,7,13,
(31) dimg{,I"™(¢), —2,8} = {2 fir g¢=6,10,11,17,19, 37,
3 ffir  g= 14,15, 21, 2 »23,20,31,43.
Fiir ¢ =2,3,5,7,13 besteht { (), —2, 'u} aus. den Viclfachen
vou H,(z;q,1). Daraus folgt
Hiuessamy 4. Wiy g =2,3,5,7,13 st in der Enbwicklung - (24)
a(0;f) = L (g-Lya{l; fY  fir alle fe { *(q), ~2, 7}.
§ 3. Die Spurhildung und ihre Anwendomgen. Wic in [6], § 5 vereinbart
' (5}
man (it 7 = L E 2, we$H, als Abliiezung fiv o = 08, 2eHy,
157« n) _
DewNrIIoN 3. Hs sel & K, ganz, + 0, sign &V = ¢, also

A(E) = guigne it ge Nye = (81, €5y ooey €y).
.bl/q sei die posibive Wurzel aus g in R, Man definieri (vgl. [6])

| 3 S
Ay = e e 8y 6 ) £ = -—gsigne
¢ l'r[ 3 ..]‘.l/q 2,8 egl}, p gsig
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und fir jede in 9, definierte Funklion f die Spur beziglich W, durch

Fef(2) :f(:%v ) fiir  ze$H,.

Sarz 7. Wir & aus Definition 3, Iy (q) aus §2, (T4 (1) == 1" gill
fE{P7 ¥, 1;6} = ‘-/E'ff {1 o ()
Die Fourierentwicklung (24) von &, f ist

; 1),

2 2

Fe o) = al0; £, 6+ Yalm;f, " mit b= T,
. m=1 ’

darin ist, mit den Iloeffizienten a(v;f) aus (14), fir me N
a(0;1,8) =a(0;f), a(mif, &= 3 a(;f).

b, wEB0, Prdaean
Beweis. Es st ££° = gsigne == 47(£) (vgl [6]). (12) geht wegen
@ b_l/;f- & bé
Ly={ ,~ i I = T
0 (cp/g p )e1 (g) = (cd{:"‘ d)el (& == migne)

auf W, in (12) Hir &,f, nr und 17 (q) dber, denn es ist
& £

+VE +1/9’ ’

(11) Dleibt trivialerweise crhalten, (18%) fir &.f, It () folgt aus (13),

die a.ngegebene Entwicklung von & orhalt man, aug (14) durch Hingebzen

&
7 da Sy =g = (FPyf)——- ist,
’/‘1’ ’ -4-]“/!1' ) V!I

Sarz 8. Hs sei mo=2. Zu v = (20, ) setet man o = (o, 1),
L, (v} = signer” = (signes®®, gigner™), Ist fe Iy, —r, 1} und

,
f(signes") = o(L)f(z)  mat (L) =1 baw, —~1
(f symmetrisch bew. sehiefsymmetriseh), so gily fir & qus Defindtion 3
V(L) = (signe) = &f« {LI™(g), —2r,1},
v(Ly) = —(sigue)” = Fife LI (g), ~27, 7).
Beweis. (Vgl. [6], 8atz 9.) Nach Satz 7 ist &, f« {1 (g),

(e Ygetay = (¢, V- dp.

VOL T =

(Jiir ¢ > 1),
~2w, 1}; o st

£ 1\ & | igne \* / &
f( (m_)) - (——1 R7E . . ) N i r(slgn(—w) ( S ig |
+|/E s f /_I_V’q Rignez ._/V(gf) +1/E 2 f +V§ signes
= (vigne) s (L) Fcf (2).
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Satz 9. Hs set m o= 2, & aus Definition 3, ¢>> 1. Dann ist
Pl (%5 0; &ye { ™ (g )y =2, ).

Boweis. o* soi das 7u a konjugmrto Ideal. Trivialerweise ist
(o (migner™; aye) = Gy(z; 0" ). |

Da ga’ und b Mauptideale sind, gehort o zur Tdealklasse von ¢ 'p~ %
Nach [4], Satz b unterscheiden sich ¢ {v; a*;¢) und Gl(r aje) nur um
einen konstanten Faktor, ndmlich (s.d. mit % = q, 3 = o*) um

2(a")" "y (0)signey (d"'a™) = y{a*a) Yy (b)signe.
Wegen. x(a*a) =1, g(d) = y{(Vdx)) == —1 erhiill man damit
iy (rigner®s a; e) = —signeli(z; a; ), v(L,) = —signe.

Zur Begtimmung von é‘;{(%;ﬁ) bzw, Cp(r; R, y) L 2|r baw. 217

wihlt man zoniehst § =1, ¢ = ¢ = (1,...,1) und eine Basis (2) von

{.I", —nr, 1}, Nach Satz 7 Ity (;.l (*; a3 eq)e {I", —nr, 1}, die Entwick-
lungskoeffmmnten pind oy == a,(0;5 03¢ und fir m =1 '

(32) Gy, = Cl(’ﬂ’-':; Ga(*? a5 Co), 1) = M &r('y; a).

b~ Yo, 00, Prem
Trigt man die Werte von &, (v; o) ang Satz 1 ein, so erhiilt man &,(0; a; ¢,)
= a, a8 (5), Setst man den Wert von @,(0; a; ¢,) aus Satz 1 ein, so geht
{5), wenn wman in (3) k{w) = [(mr) gewilhlt hat, bis auf einen Normie-
rungsfaktor in (22) aus [12] tiber. Ist insbesondere 4 < nr << 10, 80 besteht
die Basis (2) nur ans einer Eisenatcinrethe (vgl. (28)). Das exgibt fiir
4= r =<5 10 :

) n , (i 1 ~ '
(35) CI;_,.(O; a; eﬂ) == ( - 1)7”)‘ ( SN C( ’J") 2_1 a’r(vi CL)-
( ) o s, -0, Syl

Ist # > 1, g0 erhiilt man aus dem Wert von &,(0; a; e,) = @, aus (5)
(mit a,, aus (32)) bzw, im Sonderfall 4 < nr < 10 aus (33) nach Satz 1

cunmittelbaa Ce(r; 8) baw. (el R, 1)

Will man. den Fall # == 1 mit erfassen, so wiihlt man ein § mit 4" (£} < 0.
Dann ist (Definition 8) signe = —1. Kann man & 50 wihlen, dafl eine
Basis von {I7(q), ~nr, 1} bekannt ist (wie zB. fir mr =4, ¢ =2,3
wogen (29)), go erhiilt man fitr die Entwicklungekoeffizienten. jeder Funk-
tion ams {1 (), —n#, L} eine zu (5) analoge Relation '
(34) by == Gy (nq ? g) thy, { "{‘(’Iu('n.r q)('n‘" H Q) a’k(m‘, 0

Setzt man @, = a(m; @, (*;a;¢), &) aus Batz 7 in (34) ein, so erhmlt man
@,(05 a; e) = a. Ist 7> L, so- lmfexb &,(0; a; ¢) eine zusatzhche Besmm—_
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mungsmiglichkeit fiir {x(r; &) baw. {(#; ], x). Ist » =1, s0 kann man

Le(1; R, x) nach Satz 1 ans a.(0; a; ¢, mit Slgneo = 1-und a;(0; a;e}
mit signe = —1 bestimmen,

- Ist =2, # =1, s braucht man @, (0; a; ey wegen Satz 3 nur fir
signe = —1 zn berechnen. Nach Satz 9 geniigh cy, eine Basizs von
L%, —2 @} zu bestimmen. Besonders cinfach legen die Verbidtnisse,
fatls chm(,{1 {q), =2, 0} =1 ist (5. (31)}. Sectzt man fir diese Weltc
von g in Hilssatz 4 die Koeflizienten von 5’5(;’-1(*; aje) any Satz 7T and

o f . .
iy (-,—_:;a) aus Ifilfssalz 1 ein, =0 folgt

Vdx

SATZ 10. Es sei n = 2. b sei ein Ideal, fir das ab = (g) s (0) H aupi-
ideal ist. Gibt es eine ganwe Zahl £ K mit A (&) = —qund ¢ = 2,3,5,17
oder 13, so 4st fir signe = —1 mit £, = m-—f—:

g
. g—1 . o,
a, (0 a, e) = wYe sign A" (o) 2 2‘2_4 sign A (vy. -
P RANE, rEoP 0 Bl (ii)]D(r)
Frfgel

Eine Auswahl von Méglichkeiten, eine ganze Zahl £e¢ K mit 47(£)
= -q und pagsendem ¢ zn wihlen, gibt

o SATz 11. Bs sei n = 2. K habe dic Klassenzahl 1. Dann ist de =8
ader : ’

dy = 4p oder Sp oder piPay P, P1y Pe Primeablen = 3mod (4).

Ist dg = 8 oder sind p baw. py, Py Smod(8), so gibt es ein
@ g = & ; 6 (anze
Zighl fe K it A7 (E) = —2. , e !
Fine ganze Zehl & K mit A (£} = —q kann man fitr folgende g wihlen:

0, 1lmod(3)

dy = §p,p = __9,1,2,4m0d( ) 0 1,3, , ),91110(1(11)
q 3 7 11

dx =8p,p = | 2,3mod(5) | 0,1, 4moc1( )| 2,5,6,7,8;11mod(13)
; - ' - T

mdf( = P1Ps} PiyPa =
q

0, 11mod(3) ‘ 2, 3mod(B) | 0,1,2,4mod(7)

7

3 | B

(Ime leteten Fall braucht P nativliieh nicht kongruent p, 2u sein.)

icm
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Beweis. Hat A die Klassenzahl 1, so ist dx bekanntlich Stammdis-
kriminante oder Produkt zweier negativer Stammdiskriminanten, hat
also einen der angegebenen Werte. Damit es zu einer Primzahl ¢ eine
ganze Zahl £¢ K mit |47 (§)] = ¢ geben kann, mul ¢ verzweigh oder zerlegt

i
sein, d.h. g|dgy oder (—(;l—m) =1 (dg =1mod(8) fiir ¢ = 2). Ist (—g—)

bzw. (—5«) oder (»igw) gleich —1, so kann nicht 47(£) == g sein. Da K
1 2 )

die Klassenzahl 1 hat, muf es ein &, & ganz, mit A7 (§) = —q gehen. Satz
11 gibt zu gegebenem ¢ fir p bzw. p,p, dic passenden Restklassen
mod(g) an (fiir 3,7, 11 die Quadrate, fiir 5, 13 die Nichtguadrate).

Hat dy die in 8atz 11 angegebene Form, ohne dall I die Klagsenzahl 1
hat, so gibt Satz 11 cinen Hinweis, weleche Werte von ¢ man versuchen
sollte. Es kann jetzt aber vorkommen, daB es keine ganze Zahl £ mit

A (E) = —gq gibt, nimlich dann, wenn die Primideale der Norm ¢ keine
Hauptideale sind.

Bei den Kérpern K = Q(]/D), D quadmtfrel D < 100 mit Klassen-
zahl 1 und total-positiver Grundeinheit (fiw » = 1 muB 4 (e) = 1 fiir jede
Einheit & sein) kann man fiiv ¢ immer einen der Werte 2,3,5,7,13
wihlen, mit Aunsnahme von I} = 47, wo man ¢ == 11 nehmen muB (5,
Tabelle 1).

Muf man auf ein quadratfreies ¢ mit _po(

{wie fiir O l/é; 1), so mufl man zundchst die iiber die Hy(2; 4, ») hinans nach
Satz 6 erfordmhche Anzahl weiterer Basiselemente von {111 (q), —2,%}
bestimmen. Dazu kann man folgendermaBen vorgehen, Auns der Liste
derjenigen Kérper, die man mit Satz 10 erfaft, wihlt man einen Korper -
K aus, in dem cs eine ganze Zahl £ mit 47 (&) = —q gibt. Fir jedes ganze
Ideal a % (0) von K kann man dfmn @,(0; a; e) fiir signe = —1 nach
Satz 10 aunsrechnen. Damit ist & G (%3 a5e), ¢ = sign 9 eine explizit
bekannte Funktion aus {,I™ (g}, ——2, ©1. Dieses Verfahren (d.h. die Aus-
wall passender K, £ und o) setzt man fort, bis wan eine Bagis von
{I*(g), —2, %} aufpestellt hat. Pazn mufl man die nach Satz 6 nitige
Anzahl von Funktionen bestimmen und die lineare TUnabhimgigkelb
des Gesamtsystems (einschlieflich der Hy(; w, v)) mit Hilfe des Anfanges
der Entwicklung (24) tiberprifen (die Kocffizienten der Fu(z;u, )
entnimmt man aus Satz 3 oder Satz 6, die Koeffizienten der .9"&'1 (*;a;e)
aus Satz 7). Fir dic Werte ¢ aus Satz 6 crhilt man so

() > 0 zuriickgreifon

SATZ 12, Zie ¢ {wie unten) kann mon die Bylz;u,v) aus Satz 6 auf
folgende Weise zu einer Busis von {I"(g), —2,0} erginzen:

- Man wimmt Gie Punktionen o6 (x5 (1);¢), ¢ = sign &, fir je oine

ganze Zahl & eQ(I/}j) mit A (£) == —q fir folgende D hinze:
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g | 11 14 15 17 19 21 °22 37 23 26 29 31 43

Dy, 3 7 6 21 7 21 23 38 3 3 6 7 11

6 14 33 14 23
11 14 19 33 1¢ 46 31 86 23 43 22 31 43

Diie letete Zeile enthilt zusitzliche Wahlmiglichkeiten fir D (2.B. fir Kontroll-
rechnungen). '

Man iiberlegt sich leicht, dal %.Gy(x;(1);e), e = sign £V nur
vom Ideal (&) abhingt und daf die Konjugierte & von & dieselbe Funktion
liefert wie &. Tst also g Primzahl oder ¢ = p,p,, 9y, p» Primzahlen, P ldx,
8o erhiilt man fir alle ganzen &e K mit A47(§) = —g dieselbe Funktion,

-e§ geniigt daher die Angabe von dg (z.B. im Hauptteil der Tabelle in
Satz 12). Dagegen igt

Loy (53 (1) ) # Foypym Gy (%5 (1); 6)  (fiir g = 15).

In der Tabelle in Satz 12 gind maglichst kleine Werte fitr d, benutzt.
Die nakeliegende Wahl I = ¢ ist nicht immer brauchbar; so erhilt man
fir ¢ =22 auf diese Weise nur ein Elemont von {J™(22), —2, #}L.

Benutzt man an Stelle von (2) die in Satz 12 angegebene Basis von
{:I™(g), —2, ¥} (baw. fiir ¢ = 6, 10 die Basis aus Satz 6) mit der Entwick-
Tung {24), so erhilt man eine {(0) entsprechende Relation fiir die Koeffi-
zienten der Entwicklung (24) fir alle fe {,7™(q), —2, 5}

Sarz 13. Zu g (wie unien) gili fir dic Koeffizienten a,, = alm;f} der
Entwicklung (24) jeder Funkiion fe {I"™(q}, —2, 8}

Gy = €10+ Calhy  BEW. Gy = 00y Calhyt 040ty

mil den folgenden Werten von oy, ¢, baw. ¢y, 05, cy:

¢ |6 |10 11 }17 [19(37 14|15 21 ] 22

o
o~
ko
Li=]
[
it
I
(2%

| = 3 1 1 7 5 1 1 1
@ tm s §]s |00 | w w5l |w | 0]0]0
@ 1 Lo b 1 1 L 5 1 1 3 1 1 L 1
2 ] 1§ [ 1 3 8 5. § | T 6 [ 4 4
F) | i A AL 1 L 1 1 1
3 48 38 T i 2 [ 3 4

ity g = 26 st oty = g0+ 505 5 05 25

Damit kann man (34) fiir » = 2, » = 1 und die angegehenen Werte
von g hinsehreiben und erhilt ein Analogon zu Satz 10.

Sarz 14, Es sei w = 2. b sei ein Ideal, fitr das ab = (o) % (0) Houpt-

tdeal ist. Gibt es eine gamze Zakl £e K mit 4 (&) = —g, worin ¢ einen der
N

Werte aus Satz 13 hat, so erhilt man

Gy = @(05 0 ¢) = (2N Vdgy(a)tx(1; R, x)  fir signe = —L,

icm
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indem man in Satz 13 in der Relation zu dem betreffenden q

o ¢
D, signa(w), &

vEang, vig>0, Fuky=m b|()|5() v &

ty; == 8ign.A"(g)

setzl. ‘

In jedem Korper I —Q(VD), D quadratfrei, D < 200 (mit total-
positiver Grundeinheit), der nicht schon unter Satz 10 fillt, gibt es eine
ganze Zahl £ mit 4 (&) = —g und cinem der Werte aus Satz 13 fir ¢. Es
handelt sich fir D < 100 um Q(I/M ), cinige Korper der Klassenzahl 2
und den Kdorper Q(V’_?‘@) mit der Klassenzahl 3 (5. Tabellen).

Tiir andere Werte von g und im Fall #r > 2 muB man analog vorgehen.
Will man die Werte von Zetafunktionen mit Kongruenzbedingungen
bestimmen, so muf man Bigensteinreihen zn Untergruppen von I” benutzen.
In Satz 7 igt dann 7 (g) durch eine passende Untergruppe zu ersetzen.

In den folgenden Tabellen sind fiir die K — @ (YD) mit D quadratfrei,
D < 100, und total-positiver Grundeinheit jeweils 2 Werte von g, fir die
egein ganzes fe K mit 47 (£) = —qggibt, zur Auswahl und (fiiv signe = 1)

w(05a58) = 200" Vigz(@) (13 %, 1) (@7 e R)

fiiv Verfreter der Idealldassen angegeben.

Tabelle 1 (R(Q (VD)) = 1)

D g | @&0;(1);¢ Dy g lalo;aye
3 2, 3 L 46 5, 7 i
6 2, 5 : 47 11,19 3
3, 7 1 57 2, 3 :
11 2, 7 1 59 2,10 :
14 5, 7 X 62 13,23 &
19 2, 3 1 67 2, 3 3
91 3, 5 ! 69 5,11 :
22 2, 7 3 71 7,11 ‘
- 93 7,11 3 77 7,13 3
51 3,15 3 83 2,19 i
33 2,11 1 8 | 2,60 3
38 2,13 2 93 3,11 :
43 2, 3 : 94 5,13 3
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“Taheile 2 {K(Q (VD)) = 2]
Dl g | 0 1@1(0; aje) D | q L a ! a;(0;a;5¢)
15 11,15 (1) & 55 | 6,11 (1) 1
(2,14+715) L (2, 1+V55) 0
30 b, 14 (1) ~i 66 2,17 (1) .1;;
(2, V30) 1 (3, V66) 1
34 |15,17 (1) 1 70 | 5, 6 (1) 1
(3,1+734) 0 C(2,70) 0
35 110,19 (1) . 78 |14, 23 (1) 4
(2,1+v35)| & (2, V78) =
39 3,14 (1) —3— 87 6,23 (1} »i—
(2,14+V39) | § 2,1+V87) | &
42 6,17 (1) —g— 91 3,10 (1) -;%—
_ (2, Vi2) . (2, L+Y91) ES
51 | 2,15 (1) 1 95 |14, 19| (1) 3
(3,751) % (2, 1+V95) 1
Eabelle 3 {K(Q{VYD)) = 3)
D ' q ‘ a ’ &, (0;a;e)
] - -
79 (15,43 (1) | =
(3,1+V79) L
(8, 1+V78)2| -}
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