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and obtain
48(1~15)

(10.19) N(O‘, T) & T37(20'—1) s-

The estimate (10.19) also holds in & short interval to the right of 75/89.
Since (10.16) was established in [4] for o 2 5/6, we have (10.16), a weak
form of the density hypothesis, for o > 189/230.

Added in proof. L. To prove (6.6) LB (R, M, I) was assumed. to be a de-
creaning funetion of 3 for o > 1. This may he false for M < D. The difficulty may he
resolved by redefining B(R, M, D) ox by moving the contour fio the right, inereasing
¢ to 1fe and permitting an extra factor M® in the upper bounds. The wpper hounds
substituted for B(R, X, D) give deercasing functions, and the zero-density theorems
are unaffected.

2. Jutila [On a density theorem of H. . Monigomery for T-functions, Acta Acad.
Sei. Fenn. Series AY 5201 hae new density theorems for L-functions, including the
density hypothesis for o > 5/6. Jutila’s idess will be discussed in the second part
of this paper.
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Zur Methode von Stepanov

von

Worrgarne M. Scammpr (Boulder, Colo.)

Hervn Professor €. L. Siegel zum 75. Geburistag gewidmet

1. Einlejitung. 8. A, Stepanov hat mit seiner nenen Methode einen
wichtigen Fall des Satzes von Hasse-Weil elementar bewiesen ([2], [3],
[41). Es sel ¥, der endliche Kirper mit ¢ Blementen, und es sei f(X) ein
Polynom vom Grad m mit Koeffizienten in F,. Ist nun % eine positive,
zu m relativ prime Zahl, wnd ist g > 4mP*n(n-1)%, dann hat Stepanov
gezeigh, daB die Anzahl 4 der Lisungen der Gleichung

%

y* = fl=)
in Hlementen a,y avs F, die Ungleichung
14 —g| < (3mn)*t g

befriedigh. Weiter hat er ein dhnliches Resultat fir Gleichungen 4* -y
= f(x) hergeleitet [5], wobel p die Charakteristile von F, ist(?).

In der vorliegenden Arbeit wollen wir aligemein Polynome f(X, ¥)
zolassen, die absolut irveduzibel sind, die also in keinem algebraischen
Erweiternngskdrper reduszibel sind. Wir werden die Methode von Stepanov
weiter fihren nnd das folgende Frgebnis elementar beweisen.

8ATz. Das Polynom f(X, ¥) mit Koeffizienten in F, sei absolut irredu-
zibel, und es habe Grad m > 0 in X ond Grad » > 0 in Y. Ist nun

(1) ¢ > ¥m-+1P(n+1)2 (%),
dann gilt fiir die Anezahl A der Lisungen der Gleichung
(2) flw,y) =0

in Blemenien 2, ¥ qus .Fq die Ungleichung
(3) |4 — gl < 2 Min(m®n, n*m)g"*.

(!) In einem Brief vom 22.6.1972 hat mir Herr Stepanov mitgeteilt, daf er
nunmehr Gleichungen g% +g, (B)g" 4 ... +g,(®) = 0 behandeln kann, fir die
der Grad m von g,(X) zu # relativ prim ist, und fiir die weiter der Grad von g;{X)
Kleinor ist als (i/m)m (1< i< n—1)."*

) Mit zusitzlichemn Aufwand konnte diese Bedingung gemildert werden.

* Bemerkung bei der Korrektur. Dieses Ergebnis erschien in Iav. Akad.
Nauk 388R, Ser. Mat 36(1972), 8. 683-711.
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A. Weil hat im Jahre 1948 [7] mit tiefliegenden Hilfsmitteln aus der

algebraischen Geometrie die Bezichung |A'—¢~—1] < 2¢¢'" bewiesen,
wobai A" die Anzahl der Primdivigoren vem ervsten Grade von (2) ist,
und wobei g das Geschlecht der durch f(X, ¥) = 0 definierten Kurve
bedeutet, Fieht man Eigenschaften der Zetafunktion dieser Kurve heran
(siehe etwa [1], Seite 319), dann kann man auch aus unscrem Sabz
folgern, daf |4’ —g¢-—1]< 2g¢" ist.
e, Vorbereitungen. Wir werden einige einfache Begriffe aus der
Theorie der Kirper bendtigen. Mib Tfa bezeichnen wir die maximale aige-
braisehe Erweiterung von F,, also einen algebraisch abgeschlossenen
algebraischen Erweiterungskdrper von F.

Mit X, ¥, %, W,..., Xy, Xz, ... werden wir Variable, also tiber F,
algebraiseh unabhingige GroBen, bezeichmen. Es werden X, 9, ... Grollen
sein, die von einigen der X, ¥, ... algebraisch abhingen. Schliellich
werden , ¥, ... Blemente von F, sein.

Mit a(X), a(X, ¥, b(X), ... werden wir Polynome mit Koeffizienten
aus ¥, bezeichnen. Gilt a(X,, ..., X,) = 0, dann verschwindet das Poly-
nom identisch. Gilt aber a(x,, .b., ,) = 0, dann verschwindet das Polynom
(X, ..., X)) im ,Punkt” (x,...,s,). Wir schreiben

(}mdxi.a(Xl, very Xyl

fiir den Grad eines Polynoms a (X, ..., X} in der Variablen X, (L <4 < n).
Schlieflich gebrauchen wir die Bezeichnung »(A&), r(X, ¥), s(X}, ...
flir rationale Funlktionen mit Koeffizienten in #,.

Ist K’ ein endlich algebraischer Hrweiterungukorper des Korpers K,
dann bedeute [K : K] den Grad der Erweiterung., Wir schreiben I (X, ...
ey Xy Fyy oy Fyy By ey ) fiE den Korper, der aus dem Koérper K
durch Adjunktion von Xy, ..., X,, X, ..., ¥, &, ..., 2, entsteht. So ist
etwa F,(X,, ..., X,) der Korper der rationalen Funktionen in « Variablen
iber F,. _ ) '

Mit |w| bezeichnen wir die Anzahl der Blemente einer endlichen Mengo o.
Wir bilden die elementaren symmetrischen Funlkbionen

L{Uss ooy U= —(Uyb b Uy LUy oy Uy) == Uy Uy oo Una U,y
o b Uyy ey Up) o= (=1 U L T,

Hrvegsanz 1. Das Polynom a(Uy, ..., U,) sei symmetrisch, also invariont
unier Permautationen der Varioblen U,, ..., U7,. Dann gibt es eim Polynom
bV, V), sodaf ‘

W{Ugy ooy Up)= 00Uy ooy Up)y ooy (U ey U)

ist. Falls weiter o in jeder Variablen U, vom Grad 6 ist, down hat b den
Gesamtgrad 5. '
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Beweis. Zumindest die erste Behauptung ist wohlbeksmnt. Die
zweite Behauptung ergibt sich unmittelbar aus dem Bewels, wie er otwa
im Lehrbueh von Van der Waerden [6] gegeben wird.

Die Zahl ¢ izt von der Gestalt
(4) q ="
wobel p die Charakteristik von ¥, ist. Die Abbildung z -»>a? ist ein
Isomorphismus von F, auf sich; durchliuft daher » die Elemente von ¥,,
dann durchliuft auch o die Blemente von ¥,. Ist das gegebene Polynom
fIX, Y) von der Gestalt f{X, ¥) = (&% F) fiir ein Polynom g, dann
ist die Anzahl der Tdsungen von f(z, ) = g(a% ¥} = 0 mit z, y I, gleich
der Anzahl der Lisungen von g(z,y) = 0 mit 2, yeF,. Das Polynom
(&, X) ist wicder absolut irreduzibel. Indem man diese Reduktion endlich
oft durchfithet, gelangt man schlieBlich zn einem Polynom, das nicht als
Polynom in XP, ¥ ausgedriickt werden kann. Daher diunfen wir ohne
Begchrinkung der Allgemeinheit annehmen, dal f{X, ¥) nicht von
der Gestalt g(X?, T isf, daB also f(X, ¥) ,,separabel” in X ist. Ebenso
diirfen wir annehmen, dafl f(X, V) separabel in ¥ ist.

Ist m = 1 oder # = 1, dann ist A = g. Wir diiefen daher ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit annehmen, es gei

{H) 2 m.
Das Polynom f(X, ¥) ist von der Gestalt
AEY) = (X)) T+ (D) Y b 0 (D) T g (X)
mit ge{X} # 0 und mit
Grad g(X)<sm {(0<<i<n).

Hirrssatz 2. Hs seien X, 72 Unbestimmie, und 9, W mogen

9 =0, flZ,U) =0
erfillen. Dann ist :
P (X, 2,9, ) : Fq(-X: Z)] =nt.

Beweis. Bs wird geniigen, die beiden Gleichungen

(6) [F (X, 2,0, U): FAX, Z,D)] = n
nd }
(7) (To(X, 2, D) : By X, 7)] = n

zu zeigen. Um (8) zu zeigen, haben wir nachzuweisen, daB f(Z, U) iiber
dem Korper £, (X, D) irreduzibel ist. Wire das nieht der Fall, dann wiire

12, 0) = filZ, U)f,(Z, U),
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wobel fu(Z, U, fo(%, U) Polynome mit Koeffizienten in F (X, D) sind,
deren Gesamtgrade kleiner sind als der Gesamtgrad von f (A’ U) s sei
etwa

5%, 0) = Y e U* (i =1,2)
ik

mib

e = SV L (XD e ().

Nun sei meI’ derart, daB go(w) = 0 ist und daB der gemeinsame
Nenner der ratmnalen Huanktionen '.'g),c(X ) in @ nicht verschwindet. Es

gel yel’g mit f(#, ¥) = 0. Setzen wir

O = (@)Y “i"7£;'h D)y -+ (@),

dann gilt
(8) fiz, Uy = f(%, U)f:(Z, U)
mit

iz, U) = dogZ " (i =1,2).
. ik

Der Gesamtgrad von fi{Z, U) (i =1, 2) ist kleiner als der Gesamtgrad
von f(Z, U). Die Gleichung (8) widerspricht der totalen Irreduzibilitiit
von f(Z, U).

Damit ist (6) bewiesen. Der Beweis von (7) vexliuft dlinlich und etwas
einfacher.

3. Ein FErgebnis iiber lineare Unabhiingigkeit. Durchwegs seien
B, 3, W Grofen it

(9) & 9) =10,

Der folgende Hilfssatz ist wesenflich fir alles weitere.
HirrssaTz 3. Bs sei o(X, ¥, 7, W) ein nicht identisch wverschwin-
dendes Polynom der Gestall

3 =X, W=7

[N}
(10} a(X, ¥, Z, W) = _\’ ‘)‘ \‘ b (X)) YIZITWE,

z=n0 g= () I.,
mit Polynomen by, (X) vom Grad
= (g /) —mn.
Damn dst

a(X, 9, 3,9) 0.
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Beweis. Wir setzen

a(X, ¥, Z; Wy,..., W) =[] a(X, ¥, 2, Wy.
f=1

Dann igt nach Hilfssatz 1

11} e(X, X, Z; Wy, ..., W)

= (X, T, Z5 Wy ooy W)y oy bWy oy W)}

fiir ein gewigsses Polynom &(X, ¥, Z; TV, ...,
in den Variablen V,...,
Polynom

{12) o X, X, 25 Vi, Viy ooy Vo)
= ()R PR (X, X, 25 ViV, s Vi Vi)

Vo), dessen Gesamtgrad
V, hichstens #—1 ist. Wir bilden das neue

Dieses Polynom o ist homogen in den Variablen ¥, ...,
Gemnial der Definition von P gitt

B(X)D" = —G(X)D" = — (D),

wobei die Polynome g,(X) einen Grad < s haben. Mittels Induktion
nach ¢ erhalten wir hieraus

(13)  g(X) = gIDP L F )

wobei die Polynome ¢ (X) (1 < ¢ < n) einen Grad < md haben. Da nun
X, ¥,%; W,,...., W,) und daher auch die Folynome & und ¢ vom
Grad < 'n,(% 1) = (n—1) +(n—1)%2in ¥ sind, und da weiter das Polynom
¢ durch go( X)W teilbar ist, gilt

¥, vom Grad n—1.

@{75—1)-}5 (6 =1,2,..0,

{14) (X, 9,25 Vi, ool Vo) = d(X, 9, Z; Voyevey Vb

wobel d ein Polynom mit

{15) Graded(X, ¥, Z; Vi, .00y V)= n—1

und

(16) Graded(X, ¥, 2Z; Viop ..oy Vi)

< Grad<d(X, ¥, Z; Vi, ..., V) +m(n—1)7 < »{(gm) mvr?,-}';) +a(n—1)r<q

ist.
Esseten ), =T, Dy, ---,

9, die Wurzeln des Polynoms f(X, ¥) in I,
das heifit, es sel :

(17) FIX, T = g (T =Dy} .. (Y —Dy).
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Wir bilden
(18) Wy, =W =N, W, =D, ..., W, =Y.
Dann ist

FIEL Y = f(X, XY = gy (XY(T—2y) ... (Y-0B,).
, I3, algebraiseh unabhéngig ist, folgt hieraus
(§=1,...,m).

= (., Dann ist

Da Y von &, W, ...
(19) LWy, ..., W) = (XY /g, (X7 = g;(3)/9:(3)

Nun nehmen wir indirekt an, es sel a(X,, 3,2

auneh a(X, *;) 3398, ...,9,) = 0, folglich wegen (11) und (19), b(X, 9, 3;
7103V (3)s -5 9al3) /90(3 ) = 0, daher weiter ¢(X, @:3:%(3)7 o Ial(3))
= 0 und

d(-XJ @735 90(3): 91(3)5 ey gn(g}) = 0.

Nun gilt aber (15), und ) ist algebraisch genau vom Grad » fiber F (X, 3)
= P (X). Daher ish
X, T, 35 90(3), (3} ) 0a(3)) = 0.

Tn dieser Identitét substituieren wir X, + X, fiir X und erhalten
(20)  d(X Xy, T, X+ XE (KT XY, .y gl XS+ XD == 0.
Die linke Seite von (20) ist gleich
(X, + X, ¥, X5 0 (X9), .- G (XD} 4 Xle( Xy, X, ¥)

mit einem Polynom e(X,;, X;, ¥). Nun ist aber wegen (16)
Grady, d(X,+ Xy, T, X5 0(XD, ..., gu(ED) < 4.

Y, X% 0( XD, .0, gu(XY) =0, und da
Y, X¢ algebraisch unabhingig sind, die Identitit

3 JO{Z) () gn(z)) = 0

Hieraus folgt 4(X, 9, Z; gu(%); ---; g.(Z)) = 0, weiter wegen (14),
e(X, D, Z; go( %), . ,_jn(d))~ 0. Da go(X)# 0, ¢,(Z)+# 0 ist, erhalien wir

(21) (X, D, %35 g2(8) |9l Z)s «-+y 9u(2) [g0(2)) = 0,
U, die Wurzeln von f(Z, U7) in T, also

Daher erhalten wir @&+ X,,
X+ X,

X, X, Z

vermoge (12). Bs selen I, ..
es sel

2, U) = (B0 —Wy) ... (U-10,),
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daher
Ly ey ) = GBIR(Z) G =Ly n)
Aus (11) und (21) folgt
a{X, P, Z;U,, ..
Bs gibt daher ein £, 1 < i< n, sodaB U = Y, der Gleichnng
(22) a(X, 9, Z,U) =0

geniigt,

By ist f(X,9)) = ¢ und f{Z, ) = 0. Nach Hilfssatz 2 bilden die a2
Elemente W (0 <, k<< n—1) eine Ir('jl'pﬂbd\iq von F(X,9,Z, )
iber F (X, Z). Da a(X, ¥, Z, W) einen Grad < »-—1 in Y und einen
Grad <n—1 in W hat, ist (22) nur méglich, wenn «(X, ¥, 2, W) = 0
ist. Diese letate Gleichung steht aber im Widerspruch zur Voraussetzung.

LAY =0,

4. Die Ableitnngen gewisser algebraischer Funktionen. Da f(X, T)
als Polynom in ¥ separabel ist, ist 9) eine einfache Nullstelle, und die
partielle Ableitung f-(X, Y} hat

(& D)+ 0.

Mit I bezeichnen wir die Ableitung nach X im Korper #,(X). Da 9
separabel iiber diesemr Eorper ist, kann D anf genau eine Weise zu einer
»Ableitung” In F (X, D) fortgesetzt werden ([6], §66). Offenbar ist
Fx{X, 9 ++(X, 5) DY = 0, daher
(23) DY = —[fx(X, D)ifp{X, D).

Im Tolgenden sei

h(X, ¥) = go ()" fp (X, X).

Hivwasarz 4, Die Gréflen D, 3, I migen (9) erfillen, und a(X
sei g0 wie in Hilfssatz 3. Dann gibt es Polynome o™(X, ¥, Z, W)

(I =0,1,...) mit folgenden FEigenschafien.
{1)
#—1 N n-—1
X, ¥, 2, W) = 3 N Ml (X) T AW,
i=0 j=b k=0

wobei der Grad von b, (X) héchstens gleich (q/n)—mn 4+ 2lmn ist.

(ii) Die Koeffizienien der Polynome b (X) sind lineare Kombinatio-
nen der Ioeffizienten der Polynome by (X) dn (10).
(iit) Setzen wir

(24) MX, T =aP(X, ¥, X% YOA(X, Y)Y,
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dann gilt ‘
(25) -DIHJ(X@):&QB) ﬁSm(X’SD)'

Beweis. Wir haben D3 = DI = 0, daher
Da(X, D, 3, W) = X(X=%sSa%)‘*‘“y(X:g):S:%)D?)
= b(X, SD, 3:593),7”1-(1’:23)”1
=¢(X, 9,3, Wr L, 9)*

mit
O(X, ¥, Z, W) = ox(. )fr(.)—ar (- 0fx0),
Gradxb < (g/n)—mn+m—1, Giadyb =5 20 —2,

sowie mit | o
X, Y, 2, W) =b(X, 7,7, W (X, T,

Gradge < (g/n) —mn+2m—1, Gradyo<30—3.
Nun sei flir ein I hereits
{26) I)Ia.(X, 9,3, W) == (’(E)(X: D, 3, WY (X g,z.])ﬁ-

mit
Gradge® < (gm) —mn+12m—1},  Gradpd® < (214-1)(n —1)
gegeigh, Dann st
DX, D, 3, W) =X, D, 3, WA, D)7
mib
Grad xd® << (g/n) —mn+ (14+1)(2m —1),

Weiber ist

Grad Fd® < (2043) (n—1).

D{fp(X, D7) = —2f(X, P Dfp(X, D) = X, D) fp (X, D)
mit

Gradge® < 2m—1, Gradpe® < 2n—2,
Also it

DX, Y, 3,0) = (T, D, 3,98)fp (X, D)7
mit ¢ == @@ Pl daher mit
Grady el < (g/n) —mn + (1 41)(2m —1),

Somit gilt {26) auch fitr 14-1, also fiir jedes L
Tndem wir (13) mit & = 2I(n—1) anwenden, crhalten wir

X, D, Z W = (X, D, Z, W)g (X))

Grady- eV < (20 8) (-~ 1).

mit

Gradga® < (g/n)—mn-+1(2m—1)+20(n—1)m, Gradye® < n—1.

Das Polynom «¥(X, ¥, %, W) hat dic gewiinschten Iigenschalben.
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5. Konstruktion zweier algebraischer Funkiionen. Bs sei d(X) die
Diskriminante von f{X, ¥) als Polynom in ¥. Da f{X, ¥) in ¥ separabel
ist, muB d(X) # 0 sein. Offenbar ist 4(X) vom Grad < m(2n—2) < 2mn.
Es sei o die Menge der < ¥, mit d(z) # 0. Fiir die Anzahl [o| der Elemente
von o gelten die Ungleichungen '

(27) - q—2mn < o] < g

Ist zeo, dann sei »(z) die Menge der y<F, mit f(z, y) = 0. Fiir zec hat
das Polynom f(z, ¥) in ¥ den Grad # und hat n verschiedene Wurzeln,
WoTaus '

()] = n
folgt. »{@) ist die Vereinigungsmenge der beiden fremden Mengen », ()
und »,(®), wobei v (z) aus allen yev(z) mit y¥F,, und »;{z) aus allen
yev{®) mit y ¢ F, hesteht. Inshesonders ist
(28} lmg (&) + [mo{)] = (Beo).
Bilden wir
elX, ¥, ¥) =YY,

6 (X, T, ¥') = N go j(X) (T4 T2 Y L ¥,
=]

j
dann gilt die Tdenbitit
f(X:' Y)”“f(xa Y’) = 61(3:1' yr yr)e’z(Xy :Y, };”)‘
Ist weo, yev{w), also f(z, ¥} = 0, dann ist anch

Fla, 4%y = f(a% o) = f(», y)? = 0.
Daraus folgt :

T, y) —flo y) = @, y, ¥ e, 9, 1°) = (Y —yMeala, 9, ¥7) = 0.
Da nun ¥ eine cinfache Wurzel von f(z, Y) ist, haben wir ex(w, ¥, 9) # 0,

and es gilt genan eine der heiden Gleichungen,

e, 4, 9°) =y—y* =0
und
eq (@, %, Y = 0.
Die Elemente y<F, sind durch y* = y charalberisiert; also gilt die crste
der beiden Gleichungen genau dann, wenn ¥ e, (2) ist. Daher ist
v, (@) die Menge der ye F,mit flz, y) = 0 und e;(w, y, 4%) = 0 (4 = 1, 2).
‘Wir setzen

{25 g =1, & =n—1.
HrrrssaTe 5. s sed M eine natirliche Zahl mait
(30) M+ D)+ (M +m)nd < q.
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Wi selzen
(31) Ny o= [(gg/n) (M +m)] (8 =1,2),
wobei [ ] die néichst kleinere ganze Zahl bedewtet.

Dann gibl es Polynome a;(X, ¥, 4, W) von der in Hilfssatz 3 betrach-
ieten Gestalt mit N = N, (¢ = 1, 2), s‘odaﬁ fir die an Hilfssate 4 konstruier-
ten vationalen Funklionen sP(X, ¥) (i =1,2) die Gleichungen

(32} s y) =0 (1 =0,1,.., H=1)

fiir alle (w, ¥} mit weo, yev(w) gelten.

(Zur Interpretation ist zu sagen, daB a; (X, %, 3, 1) cine algebr: vigehe
Funktion ist, die auf den endlichen Punkten der Riemannschen Tliche
von f{X, ¥) = 0 cindeutig definiert ist. Infolge Hilfssatz 4 hegagt (32),
daB diese algebraische Funktion und viele Ableitungen derselben im
Punkt (x4, %) der Ricmannschen Fliche verschwinden.)

Beweis. Die Fille ¢ =1 und 4 = 2 sind veneinander unabhingiy
und wurden nur der Boguemlichkeit halber in einen Hilfssatz zusammen-
gefaBt. Im Beweis ditrfen wir uns daher 4 als fost gegeben denken. Ist weo
cund yer(w), dann it go(2) # 0, fr(x, ¥) % 0, und &(x, ¥} # 0. Aul Grund
von (24) sind die Bedingungen (32) sicher erfitllt, falls af) (i, y, o, y%) = 0
st fiw 1 =0,1,..., M—1, alzo falls
(33) o (w, g,y y?) =0 isb fir T=0,1
und ftr alle (@, y) mit veo, yew,(n).

Ist 4 == 1, so gilt 97 =y, und (33} ist gleichbedertend mit

Gg}(mr%yq):() (I=0,1...., M-1),
wobei (X, ¥, ¥) = (X, ¥, X, ¥) ist. Tnshesonders ist (X, ¥, ¥')
vom Grad < (g¢/n)—mn-+2imn-- N, in X, vom Grad = 2n--2 in ¥,
and vom Grad 0 =& —1 in ¥

Ist ¢ = 2, dann gilt ¢,(z, ¥, %) = 0. Nun st 6,(X, ¥, ¥’} ein Polynom
vom Grad << m in X und vom Grad o —1 in ¥ und in ¥'. Der Koellizient
von Y¥'™' st g (X). Wir haben also g (@™ = d{w, 4, 49, Wo
d{X, Y, ¥') ein von #, v, ¥ unabhfingiges Polynom vom Grad = m in X,
vom Grad n—1 in Y und vom Grad < n—2 =g —1 in¥" it 18 ist
daher Wcitel gal@)al (z, y, 2, 4 = o (i, w, ¥, wobel o (X, Y, ¥') vom
Grad < (g/n)—mn+2lmn -+ m+i\7 ¢ i X, vom Grad < 293 in ¥ und
vom Gl&d < g, —1 in ¥’ igt.

In beiden Fillen ist also (33) gleichbedeutend mit

(34) Pley, v =0 (I =0,1,..., M—1),
wobel (X, ¥, ¥} ein Polynom mit
Gradgd? (X, ¥, '} < (g/n) — mn+ 2lmn -+ m - N,
Grady (X, ¥, ¥ Grady. (X, ¥, ¥V < g;—1

yeeny M1

< 2n-—2,
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igt. Da nun f(e, y) = 0 und gy(x) 7 0 ist, haben wir gemif (13)

o (@ )Q/?L“IM—Q’(&)( A L f’q(a)( x) (65172:-")9
und hieraus folgt
go(@)" el (w, y, 4 = AP (@, y, 97,
wobel d?(X, ¥, ¥') ein Polynom mit

GraddP (X, ¥, ¥') < (g/n) —mn+ 2lma -+ me - N, 4+ m(n—1)
= (g/n) + 2Imn -+ N,
Grad, dM(X, ¥V, ¥Y)Y<n—1, Gradyd(X, ¥V, ¥)<e—1
igt.

Dic Bedingungen (34) sind sicher fiir alle (@, y) mit weo, yew(x)
erfiillt, falls die Polynome (X, ¥, ¥') (I = 0,1,..., M —1) identisch
verschwinden. Die Anzahl der Koeffizienten von i ist

< meg((g/m) + 2Tman + N+ 1),
und die Anzahl B, der Koeffizienten aller Polynome d¥ mit 0 <1< M —1
leistet
B, = 'n,ai(lkl'((q/fn) + N+ 1) (M —~l)9wn,)
< ai(.flffq + M (0 —1){ M +m)+n) -+ M (I — l)me-ﬁ)
= s.(Mq—}— M2('m%2—}—n- )
< g My - M m(n® 4 1)),

denn wegen (5), (29), (31) ist nN, <<

= M (lmn? —m (n—1) —fn',))

(0 —1) (M --m), sowie
mat - n—1 K med--m =mn*+1)  und  metzm(n—1)+%

Jeder dieser Koeffizienten ist eine lineare Kombination der Kooffi-
zienten von (X, Y, Z, W). Dic Anzahl ¢; der Koeffizienten von
a, (X, Y, Z, W) leistet

= nt (N, ~]— )((g/m) — mm) 52 w2 (egfn) (M 4- m) (g /) — mn)
w= g, { M - m) (g —mn?) = 1%
wogen (30). Wir haben B, lincare homogene Gleichungen in den ¢ Koeffi-
zienten von o, (&, ¥V, Z, W). Da nun ¢ = B; ist, hat dieses Gleichungssys-
tem cine nieht triviale Tiggung,

6. Konstruktion zweier Polynome.

Hrrwgsans 6. Die nativliche Zahl W wmdge (30) I)(Iﬁ"icd'&gm. Dann gilr
as nicht ddentisch verschwindende Polynome by (X)) (1 = 1, 2) mil

(85) Grad by (X)) = q (e, M - Qmene — 2 - 13,
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sodaf

(36) Dihgle) =0 (01 < M)

fiir jedes weo gill.

Beweis. Die beiden Fille i = 1 und 4 =+ 2 sind wieder unabhiinglg,
sodal wiv ¢ als fost ansehen diirfen. So wie schon frither seien 9y = 9,
Dyy orvs Dy, die Wurzeln in ¥ von f(X, ¥), also es gelfo (17). It a(X, Y,
Z, W) das in Hilfssatz 5 konstruierte Polynom, dann setzen wir

(37) he(X) = go{ XY Rfay (X, D, B, 1))

o (X )l DlatD) {l

wo N die Norm von 7, (X, 9) nach 7, (") bedeutet.
Nun ish

J“ S.I)t: xq SD

"
menﬂﬁﬁ
vomn Grad <Ca(gN;+ (gjn)wmn) in ¥ und vom Grad <5 (#— 1) {(q-F1)
In ¥, (1<t n). Ianolwe von. ilfssats 1 und wegen :

L -y Do) = g:(X)[90(X) (= 1y..0ym)

Be(X) = Bl 4o (), -y 0, (),

wobel k,;(X, U,, ..., U,) ein Polynom ist, das vom Grad s 'n,(q,N o~ (g/n)—
~m'n) in X ist, und das homogen vom (ﬂ*a,d (w—1{¢+1) in Uy, ..., U,
ist. Daher it h;(X) ein Polynom vom Grad

ist daher

L ngN;+g—mn*+m(n—1)(g--1)
< Q(ﬁl\ﬂ+ m(n-—1)-+-1)
< gn(egfn) (M +m) - mn—1)-+1)
< qle; M ;I- 2m(n—1)-+ 1)

wegen (31) und (29), Infolge Hilfssatz 3 ist A, {X) =2 0 _
Wir haben D¥a, (X, 9, X% D7) == (X, D,) (w=0,1,...) und daher

(38) D' (X) = _\j (_ﬁ*_m‘w.-m - 1)(i) [0 g, (D) 50

tpblp b bty =1
(i3
gk !
x [ [ s00x, 9.,
11°

{3) Dieser Bruch soll die Restklagse modnle p dm ganzen Zahl Il (gl ... 2t l) =2
hedeuten.
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wobei die Sumine iiber nicht-negative ganze Zahlen #,, u,, .
lst. Wir konnen kurz schreiben
' i 1
Dby (X) _]9() X: @I, Ty g}n):

wobel p®(X, ¥,,..., ¥,) eine in ¥,,..., ¥, symmetrische rationale
Funktion ist. Daher gibt es eine rationale Funktion

Sil)(X: Ul: ety Uﬂ.)

.y U, Cstreckt

mib
PP, Xy, .oy

und doaler mib

D () = (X, @0 -, Bads ooy D1y ooy D))
“WmmmM@MwME%M%
Nun sei weo, und iy, ..., 4, selen die Elemente von »(x). Dann ist f(®, v,)
=0 {t=1,...,0) wnd Ly, ..., %) = @) /e (Q<i<na), folglich
Dhy(w) = “’(%, () [96(2) 5 -, 7u{2) [go(@))
== G (% Ly oos Unds +oos LalWas oy Ha))
= P 1y e Un)

Nun mige »(#) ohne Beschrinkung der Allgemeinheit aus 4y, ..., Y4y
bestehen (). Bs sei 0 <1 < M y; (@) Jeder Summand von pP (@, 1, -y ¥n)
hat einen Takbor s (w9, mit 1<t || = (o)) und w, <Y (2)],
daher mit w, < M. Nach Hilfssatz 5 ist s®d (e, 4,) =0, und Hilfssatz 6

folgt. '

Vo) = X (Y o Tody ooy B(Ey, ooy Tl

7. Beweis des Satzes fiir den Fall eines Primkorpers. Tg sei jetzt F,
ein Primlkorper, also ey sei

g=r.
Igt R(X) cin Polynom und ist

= h(e) = Dh{e) = ... = D¥ 'h(c)

mit L« ¢ == p, dann ist b (&) dureh (& — ey* teilbar. Tst nun
(39) Mn < q,

dann ist M |z (@) < g, and das Polynom 7, (X} von MHilfssatz 6 ist durch
(X — )P teithar (¢ =1, 2). Das gilt fir jedes weo. Setzen wir jetzt

Zi = Y@ (i =1,2),

(3 Man kann dag nicht zugleich filr ¢ = 1 und ¢ = 2 verlangen, doch ist 4 im

Augenblick ja fest.
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damn ist der Grad von h(X) mindestens gleich MZ;. In Verbindung

mit (35) gibt dag
Z. < (3+(2mn——-2m+1)ﬂf_]) (’." mr ]_, 2)-

Die Anzahl 4 der Lésungen der gegebenen Gleichung (2) befriedigh wegen
{27), (28) und (29) die Ungleichungen

A L Ty +n(g—o]) < %y +2mnt = g+ (S —2m- 1) (q/ M) -1 2emm?

und
A2, = (B By) Ty = nlo|—Zy = (g 2mn) — Zy
= ¢ (2mn—2m+ 1) (g M) —2mn®,
daher
{40) 14 —g] < (.Jm%—mm F1Mq/ M) + 2mn®,

All dag gilt, falls M die Bedingungen (30) und (39) exfiille. D
jedenfalls so, wenn

al st

Mzm und (R2+1(M+1)2g

q 1/2
Mo |2} =
[( ﬂf%—l) ] L

M > (g 4+ 1)V2—2 = ¢V (n+1) 2 m,

igt, Setzen wir

dann ist

denn es ist
112((%2+1) 12 (nE4+9m4-1)" 1!3) qm 3 —(_i:?ﬁ'x =9
- L)

wegen (1) und (). Setzt man diesen Wert von M in (40) ein; dunn crhiilt
man
A —g| < (2mn—2m 1) "2 (n

= (2mnd—~2m4-n-+1)q WL 2,

1} - Banm

Wegen (1) und (5)
= mn?, weiter

st (m—T1)(m - 134 1) == mia | mH e n L s A

(2m—n—1)g"" = (m—1)¢" 2= 3(m 1) (m - 1) (- 1) 2

Smn®,
daher sehlieBlich

|4 —q| < 2malg"® = 2 Min (mPn, n*m)q'"*.
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8. Hohere Differentiale. Ist ¢ = p* mit » > 1 und ist A{X) ein Polynom
mit Koeffizienten in I, dann kann man aus

0 = hic) = Dhic) = ... = D" h(e)

mit I < ¢ nicht sehlieBen, daB k(X) durch (X — o) teilbar ist. (Das geht
nur fiir L < p.)

Ist § ein Ring, daon sei STX] der Ring der Polynome in X mit Koef-
fizienten. in §. Es sei ¢ der Homomorphismus von den ganzen Zahlen
auf den Primkorper F,,. Weiter seien £¥ (I = 0,1, ...) die durch

o X = ol+cl+1.p((l+1)) X ...+ (( ))Xﬂ ~

definierten linearen Operatoren auf F,[X]. Man kann leicht zeigen, daf

BN X —e) = ¢ ((%)) (X o)
ist. Aus der Bedingung
0 = EOh(e) = BEOR(c) = ... = B V(e)

fiir ein Polynom /(X)) folgt daher, daf Ah(X) durch (X —¢)" teilbar ist.
Man kann aber BCVR(X) nicht rekursiv aus EOh(X) berechnen. Um
diese Sehwierigkeit zu iiberwinden, miigsen wir im Folgenden gewisse
algebraische Hilfsmittel einfithren. Wir werden dabei ganz elementar
vorgehen.

Wir werden cinige Ringe und Korper der Gh&ra.ktermmk Null kon-
struieren. Die Blemente dieser Ringe und Koérper werden mit a, b,a(X),...
bezeichnet werden, mit Ausnahme der Primzahl p. Ist i = p'b/é eine
rationale Bahl mit nicht durch p teilbaren ganzen Zablen b, ¢, dann setzen
wir »(a) =». Welter setzen wir »(0) = 4 oo, Fiir mtlonale Zahlen @, a'
gﬂt offenbar

E® (g0, X + .

v(a-+a') = (@), w(@a'y = v(@)+v(a'},

und daher ist » cine ,,Exponentenbewertung” der rationalen Zahlen.
s sei Q, der Ring der rationalen Zahlen a mit »(&) 2 0. Dann kaon ¢
auf genau oine Weise zu einem Homomorphismus von @, aunt F, fortge-
sotzt werden; dieser noue Homomorphismus werde ebenfalls mit ¢ be-
zeichnot. SchlicBlich kann ¢ zu einem Flomomorphismus von € [X]
auf F,[X] mit p(X) = X forfgesetzt welden.

I)car Kirper F, cntatehe auy dem Primkérper Ky, durch Adjunktion
des Hlementes s. DH sei a{X) = X4, X"+ ... +a, das Minimal-
polynom von zub(,r Fp. Bsgel 3(X) = Xt da, Xt »{— .+ a, ein Polvnom
in Q[ X7 mit ¢(d( ) = a(X). Dann ist &(X) iITeduzﬂ)el s seil 2 cine
Wuarzel von &4(X), und K sei der algebraische Zahlkérper vom Grad x,
der aus den rationalen Zahlen durch Adjunktion von 2 enbstieht. (]Js

Min {v(&),

3 — Acta Arithmetica XXIV.4
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macht uns nichts aus, daf K von z und von @ (X) abhibngt). Das allgemeine
Element von K ist von der Gestalt

G = b B e D,
mit rationalen Koeffizienten by, ..., b,. Wir setzen

p(it) = Min{p(by), ..., v(0.).

Da o= —ap - .. —&, ist mit @;¢0y, bilden die Elemente o il
v(2) = 0 einen Teilring K, von 1. Die Abbildung ¢ mit

by = pbyEt o A (B

ist ein Homomorphigmus von K, auf #,, desien Keyn I, s den. Elementen
% mit »(#) = 1 besteht. Fiir beliebige Flemente %, @ von K st wicder

(UR') = v{w) - {n').

p{b 2"

{41) w4+ @} = Min(v(4), ¥ (%)),

Die Erste dieser beiden Relationen ist trivial. Was die Kweite b(’lﬂ?n‘lt
so kann man ihren Bewem gofort anf den Speﬂa.!fa.ll mit v (%) == 2 (W) = 0
guriickfithren. Dann ist %, ' <Ky, daher wit' « Ky, daher schlioBlich » (%'}
> 0. Wire »{uu )2 1, dann, wire 4t <K, daher (% i) op (') = 'tp(’d.ﬂb y =0,
also -entweder p{u) = 0 oder p(w') =0, also entweder w(w) = 1 oder
v(#') = 1, entgegen der Voraussetzung.

Fiir ein Polynom

XY =G+ i XA +5 X

aus K[X] setz;en wir ‘
ve{X) ) = Min(v(éo), ceey P(6])

Die Blemente ¢(X) mit »(¢(X)) > 0 bilden den Teilring K, [} von K [X.
Der Homomorphismus y kann zu einem Homomorphismus von K LA
auf F,[X] mit p(X) = X fortgesetzt werden. Fiir beliebige Polynome
é(X), ¢'(X) von. K[X] ist

oo X )+é'( ) = Min ({6 (), »(&( .)),

- (49) (5] 4 ()

» (c

Ist ¢(X) = cl(X)/cz(,X) ) mit 6,(X), 0y (X) e L[ X, damn setzen
wir »(8(X)) = »(8,( )mw(c‘a ). Dann gilt (42) fir alle Blemente 8{X)
von K(X). Die FElemente ¢(X) von K(X) mit v( (X ))_ 0 Dilden einen
Teilring, den wir mit K (X), bezeichnen. Die Abbildung ¢ kann auf gevau

X)) =
Der Beweis erfoigt so wie fiir ( 1).
K (X
X)

eine Weise zu einem Homomorphismus von K (X), auf ¥, (X) fortgenctzt

werden.
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HEs sei
F(X, Y} = 9'0( - g (X)

das gegebene Polynom in #,[X, Y] Ts seien jO(X), .
in &, [X] mit p(g;(X)) = ¢;(X) und Grad§,(X) =
cy ). Wir Dbilden

T

ey G (X)) olynoma
Gradg;(X) (i =0, 1y -

"i_:q'u(x)'

FX, T) = (X)) ¥+ ...
Es sei 91) ein iber A (X) a]gebmlschos Element mit f X, 2] = 0. Nun
ist go(X) 5= 0, daher »(gy(X)) =0, daher
(43) g = '?';(X)ﬂ_")“-w e P ()

mit 7 (X) e K (X),. Ist

(X)L FE,(X)

ein belig.biges Element von K(X, ‘f)), fdann sefzen wir
»(3,(X))-

0 cinen Teilring K(X, i))o

»(U) = Min (»(5,(X)), ...,

3) bilden die Elemente i mit v(H)

Infolge (4
von K(X,9). Es kann » durch die Formel

(§1Y§J“"+ 8, (X)) = plEd )‘-D“'l+ - (8, (D)

zu einem Homomorphismus von K (X, ), auf ¥, (X %) fortgesetzl werden.

Man siecht ebenso wie in (41), dal fiir beliebige 1I, 0 aus K KX, g)) die
Beziehungen

(44) p (410"
gelten.

‘Wir hoffen, ein ctwaiger Leser hat n;mh ‘diesen ziemlich pedamti-
schen Ausfihrungen nicht die Geduld verloren. Ts sei jetzt D die Ableltung

nach X im Képer K(X). Da 2) geparabel ther K (X) ist, kann D auf

cindentige Weise zu ciner Ableitung in K (X, 2]) fortgesetzt werden.
Wir setzen

> Min (y(10), »(UY),  #T) = »(E) +0 (2l

P R
(45) Jﬂ“)(u)==7?l)‘l[ (t=0,1,...)

~

fiir WK (X, D). Dann. gilt fiir belicbige U, B

(46) B = ZEw 1y B ().
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A

X, dst
T=0,1,....

HiLwrssATz 1. Pir jedes U # 0 am K
W (EOW) = (1)

Beweis. murl — 0ist die Behauptung richtig. Tst siefir 0,1, ..., 11
schon gezeigt, dann schliefien wir fiir den Fall T wie folgt.
(i} Die Beha.uptung igt richtig, falls % = X' it ¢ 2 0 ist, und daher
gilt sic allgemeiner tiir We K [ X]. ) n
(ii) Nun sei lIeI{(X) By sel /uncxuh% w(lI) = (. Dann gibt os B,,
B, K[X] mit Q},,lI B, und mit »{By) = »(By) == 0. Wogen (i) iwt
y(BDB,;) =0, daher » {2 BB, 10) = 0. Nun ist aber

i ~
OB = > BB BOQL).

=0

Wegen (i) und nach Induktionsannahme ist

i< 1,

(7209 (F) B Q) = »(BB) (M) 22 0 il

und daher ist auch .
»[ B (B} B (M)} = 0.

Aug »(BO SBO) — #(B,) = 0 folgt p(BON) = 0 = » (W), und dio iB(ﬂmupfnmg
stimmt fiir . Jedes T # 0 auy K (X) ist von dex Grestalb A v p" 2" mit
w(ll} = 0, und daher gilt dic Behauptung allgemein fir Wek (.

(i) Wegen (46), und da der Hilfgsata fir Wek (X)) schon bewiesen
igt, wird es fir den allgemeinen Fall gentigén, wenn wir noch zeigen, daf

. W(EOD) =0
ist. Bs gilt o o
AX, D) = g (D" + ... +4,(X) = 0.

Nun ist

- B9 (g, (X)D) = E’“’(s?n;i(m”)...2"))j

= Y B, (X)) ..

20Uy, oy M0
bty g

T ().

Die Summanden C‘%(uo, Uyy oery ) mib a2 Lo w0 hubon

(é (o5 sy -y ) 2 0 wegen (i) und wegen unsorer Induktlonsponshime,
Die Summe d.er iibrigen Summanden st 4, .;(A) i1 0 (9)).
Gleichung If‘“)( flx, g})) — 0 folat (LL]l{?,l die Relation

Auy dor

e, B)E09) = Y005

7()
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Die Koeffizienten von f(X Y) liegen in K,, sodal fY(X ‘D eK(X Q))o
st und v(j'y (X, D)) =0 ist. Weiter ist gu(fy(X *D) fe(X, D) =0,
daher w(fy (X, Q})) =0 und schlieBlich »(BOY) =

HIrFssarTz 8. Hs sei a(X, Y, 7, W) ein Polynom mit Koeffizienten
in . Hs sei ‘

I<gq.
Dann 150

p(BOG(X, D, X%, D9 = p( Na(X, D, Z, Wgext, i) -

Beweis. Der Hilfssatz besagt, daf die ,,Differentiationen” nach X¢
und nach P nicht durchgefithrt werden brauchen. Bs wird geniigen,
ihn fiv a(X, ¥, 2, W) = X*Y'Z'W" zu zeigen. Dann ist

7o (Xcg"]inigjqk) - 2

Wy Aoy =1

B0 )B4 ) 09 %) (7,

Joder der vier Faktoren jedes Summanden liegt in K (X, ‘i})
nachzuwuben, daR »(B% XY) > 0 ist filr 0 < uy <
> 0 igt fiir 0 << u, << 1. BEs gilh sogar allgemein

Es geniigt,
< I, und daf aJ{E(%)g]q")

y(BONY > 0 fiir UK(X, D), und

Bs ist namlich B — (gju) BOY (11 D),
=p(pfu) = x—r(u) >0 wegen u << g = p~

Jotzt sei R(X)eF,[X] Bs sei A(X)cH,[X] mit p(h (X)) = h({X).
Dann ist offenbar

(47) BOR(X) = p[BVR(X)).

0<u-<<gq.

und dabei st »(gju)

IS

Allgemeiner sei jetzt WeF (X, 9). Bs sei Wk (X, D), mit () = U.
Dann ist #OU wieder in K(X,D),, und wir setzen

(48) EON = (A0

Diese Definition ist von der Wahl von I unabhingig, denn ist w(l:[l)
= (), dann ist »(,—10) > 0, daher »(BOQL)—EOAL) >0 und
w(EOU,) = 3 (HL,). Die Operatoren £® komnen als ,lohere Ditferen-
tiale” in B, (X, 7)) angeschen werden.

9. Beweis des Satzes im allgemeinen Fall. Die 1*]3\}')()110111‘011b(,werl‘.ung
y von K (X)) kann zu einer Bxponentenbewertung v, von K (X, X) fortge-
sefzt werden, ebenso zu ciner Exponentenbewertung », von K(X, Y, 73,
usw. Analog zu K (X), definiert man Ringe K (X, ¥), K (X, ¥, Z), ...
Der Homomorphismus ¢ von K (X), nach F,(X) kaon auf natirliche Weise
zu eincm Homomorphismuos gy von K (X, Y) nach F (X, ¥) fortgesetzt



366 “Wolfgeng M. Sehmidt

werden, ebengo zu einem Homemorphismus ¢, von KX, ¥, Z) nach
F (X, Y, Z), usw. Der Zusammenhang von y, mit dem frither definierten
Homomorphismus » von E(X, ), nach F (X, i}) besteht darin, dab
aus ys((X, ¥)) = u(X, ¥) die Gleichung (#(X, ) = u(X, 9) folgt.
‘Wir werden zwel Varianten zu Hilfssatz 4 angeben. Die crate Variante
behandelt Polynome a(X, Y, Z, W) mit Koeftizienten in K,. Ts sci
n-1 N n-l
(49) G, T, 2, W) = D) 3 M by (X) VAW,
i= f=0 k=0

-

wobei die by, (X) Polynome in L, [X] vom Grad = (g/n)—mn soion,
Wir setzen

(50)  FOUX,Y, X4DY = BOUX, D, Z, Wpoyu, -

er bilden k(X ,‘Y) = g}o(X)”_lyy(X , Y}, Dann gilt das Analogon zu
Hl]fSSEht.Z 4: Bs gibt Polynome a® (X, ¥, Z, W) mit Koeffizienten in K,
sodal (1) and (ii) gelten, und daB (iil) mit

j’(’)&(}[’ ‘i)! X1, SIA)Q) = h’:(l)(x’ Sj))
an Stelle von (25) gilt.
Zunél;ehst ist nur Klar, dal a® Koceffizienten in & hat, Nun ist aher
w84 (X, 22))2 0, auBerdem »{h(X D)) =0 wegen A(X,P) 4 0, daher
,(@(z)(L D, S:QAB)) =0, Ist

aNX, Y, 2, W) = 2&.&?(;{, Yyzwo,

dann ist sogar 2@ (X, D)) = 0, denn dic Variablen Z, W werden durch
FO nicht beriihrt. Da & (X, ¥) ein Polynom vom Grad < #—1 in ¥
ist, folgt aus der Definition von » auf K (X, %) und von », auf K (X,
daB »(@f(X, ¥)) =0 ist. Also hat @g,;o((x,’ Si)’)), daher &‘i’(x {1(}’ ?;
Koeffizienten in X,. | N T

~ Die zweite Variante behandelt Polynome a(X, ¥, %, W) mit Kooffi-
z%enten in ¥y, von der in Hilfssatz 3 betrachteten Art. Hs soi a(X, ¥, Z, W)
ein solches Polynom. Wir withlen Polynome by (X) e K [X] it w(ﬁm.’(.ﬁf))
= b,-,,,('X) und Gradby,(X) = Gradby,(X) (04, k< 'rw.w:l,; 0« . )
und bilden &(X, ¥, 2, W) gemif (49). Wir bestirnmen. a® (X Y, 7, 'W;
80, daf die erste _Va.ria.nte von Hilfssats 4 gilt. Nun setzen W,ir T

X, Y, 2, W) = %(@(IJ(X’ Y, Z, W)).

Wegen Hilfssatz 8 und der Definition (60) gi i

: 3 f ilt nan Hilfssatz 4 fitr

a{X, ¥, Z, W) und fir : 8 o '4 "
l<yg,

icm

Zur Methode von Slepanow 367

wobel aber (20} duxch
(B1) AOa(X, 9, 3,) = s9(X, D)

zu ersefizen ist.
Hilissatz 5 bleibt fir die Funktionen s9(X, ¥) aus (51) richtig.
Ebengo bleibt Hilfssatz 6 richtig, wenn (36) durch

IO (w) =0 (0 <1< Mlv(w)))

orsetat wird, Der Rest dos Beweises verliuft go wie frither.
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