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Ror ¢ = 1, there nxe [¥(1, 2)+ N(3 2) + N (9, 2)]/2 irm*e.(.{uu‘i.]»le faetors
of @ 2% _p) of degree 18. For ¢ = 3, thero are .N {27, 2)/6 irreducibles
of degree 4. PFor ¢ =5, there are [N (5, 2) 4N (1D, 2) 4 N (45, 2)]/10
irreducibles of degree 90, and for § == 13, there are N (133, 2)/30 rreducibles
of degree 270, Sinee
9) = .91

we see that all the frredueihle factors ave accounted for.
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ACTA ARITHMETICA
XXV (1973)

Uber die avithmetische Natur der Werte
der Losungen einer Funktionalgleichung ven H. Poincaré

Vo

By Warsssk (Freiburg i, Br.)

1. Einleitung. In seiner Arbeil Sur ane classe nouvelle de transcendants
uniformes betrachtet Poineard [6] Fanktionen fi, ..., f,, die einem Multi-
plikationstheorem geniigen: Bs gibt cine komplexe Zahl w mit pml > 1
und rationale Funktionen R, (x,, ..., @), 1 <4< 0, so daB

(1} Ji(ma) = By(e; [1(2), ..o, Fu(®)]

gilt. 8ind die Funktionen B, Polynome, so sind die Lisungen cines solchen
Systems ganze Funktionen und im allgemeinen ganz transzendent, Spezial-
fille solehor Systeme sind Glelehungen der Form

(2) JnPz) = Riz, f(2), fme), ..., flm?? ))
Imsbesondere goehdren die Losnngen der linearen Tunkiionalgleichung
(3) J(mP) = Py()f(m¥ )+ oo+ Py1 (2)f (2) +Pp(2)

zu den Fupkbéionen dieser Art. Dabel sind Py, ..., P, Polynome.

By feblt nicht an Untersuchungen arithinetizeher Bigenschaften
von Fonktionen, die ciner linearen homogenen Gleichung der Tormn (3)
gem‘ifron. Am unifassendsten dirfte die Arbett von Osgood [4] sein, der
im Talle von Polynomen aus dem GauBsehen Zablkirper die simultane
diophantische  Approsinition gewisser TFunktionswerte von -Lisungen
einer Gleichumg (3) untersucht, Iier soleen mit derselben Methode, mit der
Golfond |37 die Transzendens vou 7 bewies, die Werte gewisser Lidsnngen
der Hunktionalgleichung '

(4) flong) = Pl)f(=) 40 (=)

untersueht wekden., Dabel seicn P und @ Polynome mit Koeffizienten
aug oinem’ imaginér quadratisehen Zahllkirper K. Die Methode hesteht
davin, f in ecine geeighete Interpolationsreihe zu entwickeln und die In-
terpolationskocflizienten zu analysieren. Ts wird sich zeigen, dali man
Ted linearem P Trrationalititsanssagen fie die Werte der Lisungen solcher
Gleichungen. machen kann. Bei nichtlinearem P lassen sich ]Ldoeh nur
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Anssagen der Form ,unter einer gowissen Anzahl von Werten der Lidsun-
gen st mindestens eine frrational” gewinnen. Dic Anssagen dieser Art
kénnte man erweitern zu ,unter ciner gewissen Anpahl von Werten, der
Lisungen ist mindestens eine vom i-ten Grad ireational”. Jedoch liG6
cich so kein Transzendenzresultat abletten, da nach Wittich [8] eine
Lissnmg von {4) keiner algebraischen Ditferentialgleichung  geniigh, wond
man deshalb ans der Annahme, « und fa) seien algebraisch, zu wenig
Information iiber dic arithmetische Nutur der Werte der Funktion wud
ihrer Ableitungen in weiteren Stellen erhiilt, '

Almliche Unbersuchungen haben zuvor Lototsky [B1 und Bundsehuh.
(f1], [2]) durehgefilrs. Lototsky betrachtot die Ldsung

der Funktionalgleichung f{me) = (1-4-2)f(z) und zeigs, f

GanBsehe Zahl (von der Form a - bi, a, b rational, i = V-1 1), falls m cine
ganze GauBsche Zahl mit |m| > 1 ist und # eine rationale Ganfsche Zahl
mit z 520, —m’y v =1,2,..., dasbellt. Bundschub findet in [1] dieses
Trgebnis wieder und gibt dmmber hinaug TreationalititsmaBe am. Schlief-
lich beweigt er in [2] cinen allgemeinen Satz fiber ganze transzendente
Tunktionen, die arithmetischen Bedingungen genigen, der oy erlaubt,
im Falle von linesrem P Irrationalifiitraussagen fir Losungen von (4)
zu machen.

st keine

2. Ergebnisse.

Sarz 1. Die Koeffizienten der Polynome P und @ und der Mulbipli-
Lator wm der Funkiionalgleichung (4) seien gang in K(%), |m| > 1, P habe
den Gradg. f sei eine ganze wanseendente Lisung von (4), deren Taylorent-
wicklung wn Null Koeffizionten in K besitee. Sind ay, ..., a, die Nuilstel-
Ten von P umd ist a 5 0, a 7% g™, L=ld =g, n =1, 2,..., §0 sind wicht

, , . 37
alle der Zahlen a; f(a), F(a)y .y SO (0)y B== lnaj}c((l,gr“ﬂ-idg-—.., -[ -1 ans K.
]
Fiir g == 1 gibt der Satz cinen Irvationalititsboeweis fiir f(a) bel ratio-
nalem . M@ soi deber gestattet, den Satz fir diesen Fall noeh einmal
ru fornlicren.

o
2 e, & el Loswng
po )

sarz 2. e ganze transzendents Funbkiion f(z)
der .F*z.m-a,ktﬂimwlqleichzmq f(me) ) (2 mya, b und  die

= (g4 8) f{e} -+

(") K sei in der genzen Arboit cin el vorgegebuner mm.mn;LL'qun.dlmlmchm
4 u.hlkiirp er.

{(*} Durch dic Formualicrung wivd inpliziers, doff dio Fonktiovalgleichung cine
ganze transzendente Ligung besitzt. Filr o = ( ish dics 2. B. nicht dev Fall.

icm

Uber dio arithmetische Natur der Werte 83

Koeffizienten des Polynoms @ seten ganz in K, |m|> L. Isi dann a +# 0,

b .
o & - m® no=1,2,..., s0 it mindestens eine der Zahlen o« wund f{o)

nicht in K.

Koronrar 1 (Lototsky [6]). &

. T8 set m ganmz in K, |m| > 1. Pdr die
ganze transzendente Punkiion

[1(+2)

ien ],

() ==

gilt: Ist o 50, a5 —m", 0 = 1,2, ..., s0 kinnen die Zahlen a und p(a)

nicht sugleich in K Wegen. Insbesondere sind die Zahlen n (1 + ) irrational.

r=a]

Kororrar 2 (Tgehakaloff [7]).

o
"
) = Z oalut1)iz

p=1

Die ganze transzendente Funkiion

nimmt fir “jede von Null versahwdefne rationale Zahl einen irrationalen
Wert an.

KoROLLAR 3. By seien m und v gane in K, |m| > vl =
die Reihe

1. Dann nimamt

# 28 28
A (m —7)(m2—v) * (m —r){m?—r)(m®—r)

-7

fivr jedes = aus K einen Wert an, der nicht 2u K gehért.

SchlieBlich soll noch erwihnt werden, daf im Falle spezieller Polynome
P der Wert von ¢ in Satz 1 verlkleinert werden Eann. So gilt beispielsweise
der folpende.

Barty 3. Te seden die V. mwwssetzzmgm wvor Sodz 1 erfilllt, jedoch habe P
die Form P(2) == ay(z +a). Dann sind wicht alle Zahlen o, f(a), f'{a}, ...
e Ia), b == [$g 1)1, wugleich in K.

3. Hilfshetrachtungen.
Flrrssanz L. Die gamee transzendente Fumktion f sei Lisung der

Funkiionalgleichung (4). P habe den Gradg wnd die Nullstellen a,,...; a,y,
a2 und § > 1 seien gang rational. Gill

g

(5} Fg+s8)+ E«a“wa(gﬂ%—l)% 0,
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so laft sich f in cine Newtonsche Interpolationsreihe enfwickeln mit den
Interpolationsstellen

0, n = 0(g-+s--1),
(6) 2, = amTt, o= lg-bsb )40, Lisy,
amt,  m o= lgEsbl) kg, g < sgels.

Boeweis. Die Newtonsche Interpolationsreile hat die Form
Rl
flE) = Aot 2, \ 4, ] [ )+ I (2)
LA

Dabei golten fir die Inte.r])(;Iﬂ.i‘,ionﬁko(.s:lff.'iz.iu:n‘hm A, und die Restglicder R,
die Darsteliungen

1o~ J(E
) Ay = { Tfil e
{% (E* ﬁw)
und ‘
9
. M_je. i )
(8) ‘R‘tl - Py J _i;] é;:% E 3 aé.

Iist ein beliebiger Weg, der die Stellen 2, 2, ..., 2, cinschlieft.
at n dic Form » = (g g1+, Lalra g, so gilh

R P, e oyt
0w JEf T T )
: 7 1 4 E—am*] 1. é'wa,tm
-1
& — agil
x[[ wEEE f ,.(45_
£— w (B £
- Fitr I" nehmen wir nun den Kreig 1&] = [mj™ Wiril T 5o groB gewihlt, dob
(10) o m]® > max (laly Jagl, . la ) mt

gilt (dies ist moglich, da @2 ganz rabional vorausgeselzt wurde) und
~daB ferner bei vorgegebenem > 0

(11) |6 —g] = 0

ist, so haban wir, um eine Aussage ther die Konvergenz von #,, (%) machen
i kénnen, das Polynom

-1 »
(1) P (2) = ]‘I ( 7 — am) f] (g~ (m,b-'m,“'*‘l)) ]?{ (& aym
Hw ) fem] dual
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beziiglich 2z nach oben und beziiglich £ nach wunten abzuschitzen. Int
2] < R, 80 wird

w
P, (2} < R

)

ot
Z

I{I-1)
ks

LEN R

i

Darans erhalten wir die Abschitzung nach oben

5' »
R R
( -7 lﬁii))”(w+ |a‘il)'
=1

b1

e (0-I s)+o(12)

(13) 1P l5)]

Frsetzt man in (12) 2 dureh &, so ergibt sich die folgende Abschitzung
nach nnben:

‘Pn(‘f)l S maZ(H—lH—aﬂ(s-l»g) +ale %

n(( i) [Tl [ (- %)

i=1
Daraus folgh
(14) B (8)] 3 melors o)

Durch Tteration kann man nun aus der Fanktionalgleichung leicht schlie-

Ben (vel. Wittich [8], 8. 92), dab fiir M(R) = max|f(#)]
|| =1
(15) log M (R) == ———— [{IOO'R (1+&(R))]

.&1

mit lime(R)
B0
Benutzen wir nun (i1), (13), (14} und (15), so erhalten wir fir dag

Restglied R, (2) im Falle o == {(g+4s--1)+7, 1 <7< g, die Abschitzung

=0 gilb.

. (5 (0-9)+ St —alp--a+ 1) +o0?)
(-’«6) IRM(Z)I =M (“ * . ) -t

Wogen der Bedingung (5) strebt daher die Folge Rygysqpyer (@)
15 9a5 g, Fir J-weeo nach Null, Anf emisprcchende Weise zeigh man
5 Byggmypa () == 0 fir § =0 oder r < § < ¢--s. Damit st Hl]issa,tz
I->eq
hewicsen.

Hrresganz 2. M eme Losunyg der Funkiionalgleichung (4) gili:

r-l  w—=1

n.pmwrz nP(mz)Q (me2), -

pe=l) p=0 a=q+1

(I7)  flm'z) = w.m1,2,...,
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ader
* -1
(18)  fle) = ( ) H Plem™ 4-2@(77@"-’3) [ i Pl *2), (%)
x=1 f==1 ) )

po=l, 8, .,

Boweis. Der Bewels wird davch vollstiindige Tuduktion pefiihet.
I‘ﬁi ¥ ~1 vrcribt gich f(mx) = FR)P{2) @ (=), (LT} sel wichbig Tir .

FlmoHzg) = f(m"ﬂ(mz))
¥g-1 rgl o vyl
= fone) [] Plm*1) - 3 [] 2219 me)
(el geall aeap--1

”P m"g) - S- @ {mz) Z P{mz)
. =il ez ef-1
Die. Beziehung (18) ist eine cinfache Umformung von (17).
HrrrssaTz 3. e die ganze transwendewte Funltion

o0

W
s Z ¢ oM

fea()

 sollen die Vorawssetzungen vore Sate 1. gelten. Damm gibl es eine gang rafionale
Zahl A und ein uy, so daf fir alle p = u,

(19) ‘ nld ”

gong in K dst.

Beweis. Auy dor Punldionalgleichung (4) folgt, dad fiir die Ableitvugen,
FE(0) = e, ! die Bezichung

00y @) = [ ()P0 gn )

golten muf. Anfgrand der Voraussetzungen sind die Werte vou, P and ¢
miti allen Ableitungen an der Stolle Null ganz in K. Gilt also fiv u e g
—P(0) 5 0 (ein solches g, gibt o8 wogen der Vorsussebzomg |m| > L),

und schreiben wir f%(0) in der Form f&{0) = A{’ 0 %54 = yo,y Ay oz

i
@) JT i =1 fiir i > j.

+
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in K, 4 ganz rational, so folgt aus der Rekursionsformel (20) sofort die
Behauptung.

Hirrssarz 4. Bs gelfen die 'Vomussetzungm von RSatz 1 baw. Saiz 3

Z ¢,2". f werde nach Hilfssatz 1

in eine Newlonsche Reike entwickelf, GB/@O’.‘&% dann die Werte a, fla), ...
oy JEV () alle su K, so gibi es in K ganze Zahlen Q, #0 baw. £, +# 0,
derart duff 2,4, baw. A, genz in K ist und die Ungleichungen

fir die ganze transzendente Funkiion f(z)

n— (“gT5s+1)+o(12)

i "
L (et ) 44941) bl
r J AR

(21) 18| =mm hew
fir (3-+g--L)T <0< (84941 (14 1) erfillt sind.

Beweis. Nach (7) gilb fiir » = (g+s+1)1+5,9<j<g+s, de

Bezichung

! feé
(22) A, = f £) ! y

2160 I EZH H( R SH(E__a mn+1})

#==0 [ES
at
* [
(” (f—%mz“))(f am?)~?

Aus (18) crhilt man

H!

1) = (m)[ P(im)+ H()

mit einem Polynom H () hichstens vom Gra;dlg—i—g, g 1= Grad von ¢.
Da dag Nennerpolynom des Integranden in (22) den Gradl(g+s-+ -+i+1
bat, Bt sieh (22) fir geniigend grofies I in folgender Form schreiben

E 41 x
j( ;:41) [T P{ém~

1 " w1 y
@8 A, =y s i ~
. # el 7 'EI_H 11 ((&—-am")& ]f[(é—a.i'i’rb“‘*l))
seml) Funl
a

(u (6~ agmt*) (¢ - a7
Mit P(z) == g, f] (& a;) wird

(24) P(Em™) = aym™ n (£ am?).

t=1"
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Setzen wir (24) in (23} ein, so crgibt sich

o €
™ i By
DI 1 m de
(25) {L(,'(Hl)‘m 2 fln e _:a___..é_f e S R /Y
THr T (& am®)) (8- oty 0
il

Dicges Integral wird nun mit Filfe des Tesiduensatzed  susgewoertob.
Zundichst gilk tar das Residuum an der Stelle Nuoll

Y . " (lf v . L,& (?,.
(JG) R::H = “ {}6‘, (/,\1) (“;l " ( u])‘ d%. 1('5') pont
mit
1
(27) PE) = (£—am')?™! .lj(gﬁ_amn)---u.
e l)

Aus f(&) = 3 ¢, & gewinnt man

pe=0
(kB t,!d
'(m“l) ,;{,fm
also
d]’--uv é . TR

(28) drfl "f(;);,fnlhi—) - s (§ ,")!clw?ﬁf CRIE
Ferner wird
(29)
& 9 vl (g (i) (g~ (s ,__1))
—=p(f) = S
d& So'l-%zmﬁ ‘0! e Sl! (E (J!J’n"bz) ﬂ}ﬂl"

Lol .

=18 (L 8) (248) oo (8,1 4-9)
!Z (£ - o)™

Ans (28) und (29) entnimmb man nun wnter Verwendung von Uiltssaiz 3,
Aol it @ = v/ M, 7 gonz in K, M ganz rational,

(30)  mlFDE-mp 14 ]’ ' — P (0) )1:“' Bt

LR
LU D S
LLaRLPEN 2
o f(._wfst,ﬂ_,)

a4’
dgl - b ’,U(E)

gog €77

Sl
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cine ganze Zahlin K ist. SchlieBlich ergeben (26) und (30) zusammen das
Erpebnis, dafd _

- 1~1)( 92
(81) 1 Am mwu”mp)m
i=py
ganz in K ist.

T day Residunm an dor Stelle am®, 0 < p < 1, gilt:

.-

v

, 1 “1 &1 d .
51 I:t,m.{ P ( ) (8 Luns) ,m,t:—l -1
T g L e

.
Faagan

Dabael gt

(32) PE) == gmGHY [ ] — ) (£ — amb)
s
Nach Hilfssatz 2 gilt rait .
'
Hy(e) wa;”H (2 agm®)
w=l i=1
:(J'}-l) 2 ,
(33) UG o ”f(z) "—“.f(;‘n‘?) m? Hy(2) 4+ H,(z),

wobei H, und H, Polynome mit in K ganzen Koetfizienten sind. Auns
{33) leitet man ab:

v Fl) a0 d 7 . & .
i3 A ) ;
(34‘) i f(j](z) = E (i)f( g ( v) prE H( )( ) Hgﬂ(z)

t=1)

Gilt also fO(a)
(34), dal

[
(35) i g MU IYI] o 1) f*lf(”( )

wea] el

=1/M,r, ganz in K, 0], %o folgt aus (33) und

ganz in K ist.
Isk jedoch P von der Porm P( ) =

tl

Iy (2) == a.gn (24 am®)?,

(2 - @)Y, so wird

L1
Dann folgt aug (33) und (34), daB
thi e | )
{387 m o M(a'vij) o 1 a-+am*)iHf ( )
[l

ganz in K igt.
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Fiir die Ableitungen von P (&) ergibt sich:

& L1 (4+2) o (L 8
oy T - 5 A EDCER B,

d?’ 8 |- f’b,!,'-if’ l E
y i} s(s1) .. (k8= 1)\ (g =) oo (g —F 45— 1)
A (Ewam yoHE (&~ am)f 48 :
ikt
Ang (317, (38) bzw. (35°) und (36) folgt das wichlige Resultat
-1 g i
(37)  (s—1) 1) al BP0 ] ] [ I (11— ;) T ” A WP (I
w1 g i gt
1 el :{t:ﬁﬂ
bzw.
I- L !
37 g — 1)Lk e P T o quyotsgt0a o 28 =taps 04 Loy
(87  (s—1)!d} [T teemvom [T om* =) fes
n:;«‘qz
ist eine ganze Zahl in K.
Nun gilt
h ~~”w-)~ of- (e st Loit
(38) [I mF -y = P [] m®—1) ]—[(] -y
sz} Ronan t
]

Man tberlegt gich leicht, daB (38) in

i) LIS
(39) : m * {m”—1)
o
!
als Faktor enthalten ist. Brsebzt man daher tn (37) bzw. (37") [ (m" —m*)
=)
okt

dureh (39) und w*? darch w9 o wird (37) baw. (37") unabhiingig
von g. Die Uberprifung des Beweises zeigh, dafl man dengelben Fakbor
auch bei g = I verwenden kann. So finden wir mit Tilte von (20), (81)
und (37) bzw. (377, dad fiw # = (g-+s- 1014, 0 <247 g-bw, die in K
ganzo Zahl :

Ery ),
(10) @, =m T (14 lm — P ())) M gl 5
i
........ (,,g 1) '
XTJ(””"H]] (01— aty 1) m, & 1 (L)t
el gl stwa ]
brw Q) genommen werden kanz. £, entspricht bozliglich dor Abhfingig-
1 g
keit von m der T ormel (40), wobol [T [T(a—a;m*)* dureh ] [ (et -]- o) re
we=d el pata]
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zu ersebzen b, Wegen « o o;m" brw. o % —am® n =1, 2,

...y ist 02,
bzw, Q“ von Null ver 40111(,(1011 und genugt der Abschitzong ’ i

7 (m ENIERTER N}

(41) [£2,,] =

haw. ’
(ﬂrH-s 41)- o

(417) I LA

Anadoge Ubaelogungen fir n == (g--g-+1)1-
beweisen don FTilisgatiz,

IhinyssAns b, Genigt die gonze transzendente Funkiion f der Funkiio-
nalgleichung (4) wid endwickelt man sie nach Hilfssatz 1 in eine Newlonsche
Inierpolationsreihe, so gelten fir die Interpolationskoeffizienten A, die
Absohédizungen

&8 =0 oder 1<d<yg,

2
1? a2 12 (g8 -+ 1) 0(1%)

(4'2) |Av(3+g»|~1)n»l»:"1 Sm

Boeweis, Dor Bowels ergibt sich sofort aus der Formel (22) unter
Verwendong vor {15) und der Abschitzung (14).

4. Beweise fiiv die Siitze und Korollare.
Beweigy von Satz 1. Kombinieren wir die Hilfssitze 4 und 5,
o ergibt gich, daf die in K ganze Zahl 2, 4, der Abschitzung

b3 2 .
wlqw {te+ D) asH1) 4 llz—ua‘n'—alz(a—(-s+1) +o (%

(43) 18, Ay s

genilgen muf. Setzt man ¢ = ¢-+4-2, so ist der Exponenf fir s> ¢*+
b 2~ L =3 gt ] kleiner Null. Nelunen wir also § = max (1, g*4- 29 —1 —[3/¢1),
so ist fir gentigend groBes 12,4, < 1. Da 2,4, eine ganze Zahl eines
imaginiie-quavdeatisehen Zahlkorpers igt, folgt hieraus, dal von. einem
gewissen # ab alle Interpolationskoeffizienten verschwinden. f wire also
eln, I’nlynmn im Widersprueh sy Voraussetzung. Unsere Annabine,
4y fla), ooy O D (a) soien Werte aus K, war also falseh. Damit ist Satz 1
bewiosoen, ' _
Beweis von Motz 3. In ('l.i.caﬂm:n Tralle (w}xzfs-i,l't} man aus {41°) und {42)

( g7-J<Bit - 1) - ¥ ~uu—-al“(a+s\ 4o
¢ o _1,
162, Ayl =

Nimmnt man hier @ == 3, so wird fiie ¢ > (g—1) der Exponent negativ.
Wiihlt man also fiir ¢ den Wert ¢ == [Hg—1)1+1, 80 ergibt sich wic im
Bewels von Satz L die Behaupbung.
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Beweis von Korollar 1. ¢(z) gentgt der Funktionalgleichung
g{mz) = (1-}2)pz). Fiir die Entwicklung

plz) = 2

u={

rp('“) (G)" p
wl

gilt
(m ~1)g(0) = ppt N (0),  po= 1,2,

Mit ¢(0) = 1 folgt hicraus, daB die Enbtwicklungskocffizienten aus K
sind und somit die Voraussetzungen von Satz 2 crfiillt werden.

Beweis der Korollare 2 und 3. Die Beweise crgeben gich sofort
aus Satz 2, falls man beachtet, daB f der Funktionalgleichung f(22)
== zf(2) 2 Dbzw. flmz) = (2+¥)f(z)+2 genigt.
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Metric theorems on the approximation of zero by a linear
combination of polynomials with integral coefficients
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T Lo Kovarmeyvscara (Minsk)

1. In 1064 V. Go SprindZule ([8], [9], [10], [1]) proved Mahler’s
conjoctire: Jot # be a fixed integer; then for almost every real ¥ there
are only finitely many polynomiasls P(z) = ay+ a2+ ... + a,2" with
inbegral cocificients satislying |P(t)| < h,"™* where ¢ > 0 is any number,
Py == X (Tl 5 1B, oo sy {1}, The proof was based on the special prop-
ertios of polynomindy with integral coefficients. In the present paper
a goneralization of this problem is eonsidered. This is the problem of an
approximation fo zero by the inear combinations A,.Py (#,) + - o -+ 4 Py ()
where Po(m), ..., Pule,) are polyncmials with infegral coefficients,
Ao 0, A, A0 ane tenl munbers, le. AP () - AP (20
iy studied wheve | is the digtanee from o to the nearest integer. In the
proof Sprindful’s wethod introdueed in [7], [13] and Vinogradov’s
mean value theorem sre used. Four theorems are proved. Theorems 1
and 3 are concerned with polynomials P;{x;) for which P;{0) = 0. Theorems
2 and 4 wre concerned with those P (x;) for which P,(0) # 0.

TrworeM 1. Dot by o4 0, ..., A, 5= 0 be real numbers, and let k2= 1, ...
iy By L be dnlegers, B o= max(hy, ooy by, F o= min(ky, ..., k). Let a0,
be the Teast wpper bownd of those w > 0 for which there are infindtely many
m-tuplos of polynomials Py (), ..., Pyla,) with integral coefficients

ity
Loy = Maga® (41,2, ., m)
Heen

which satisfy

(l) ”ZJT)L("’J) ' ! T ! Am‘t’:‘n(tut.)“ < h’“wl

when Ty, ..., o, are fived integers, amd by, ..., &, are veal numbers, h—co.
i

Then for abmost every (I, .., by) el

rwﬂ o kl-l"‘ e “}— km:



