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STUDIA MATHEMATICA, T. XLV. (1973)

Uber die Halbbeschriinktheit und das Spektrum des Operators ( —4)™ + ¢(«)

von

E. MULLER-PFEIFFER (Ecfurt, DDR)

Zusammenfassung. Fiir dag Potential ¢ (x) des elliptischen Differentialoperators
(— A4 q(@), m = 1,2 ..., der yundchst auf der Menge der finiten Funktionen
O (Ry)y m = 1, 2, ..., exkléirt igt, werden Bedingungen in Abhingigkeit von m und n
fiir die Halbbeschrénltheit und wesentliche Selbstadjungiertheit des Operators ange-
geben. Weiterhin werden spektrale Eigenschaften der Friedrichsschen Eerweiterung
des Operators untersucht, wobei insbegsondere Fille diskutiert werden, wo abzéhlbar
viele bzw. endlich viele negative Kigenwerte endlicher Vielfachheit auftreten. Fiir
gpezifische quasibeschrinkte Grundgebiete — es sind Gebiete @, fiir welche die Ein-

bettung des Sobolevschen Rauwmes fo;"(ﬂ) in L, (R) kompakt ist — ist das Spektrum
unter gewissen Bedingungen fiir das Potential ¢(x) rein diskret.

Das reelle Potential ¢(x), ® = (@y,...,2,)e¢R,, gehort lokal zum
Hilbertraum Ly(R,) uwnd wird im Satz 1 einer solchen Bedingung unter-
worfen, da8 der (symmetrigche) Operator A4 = (—4)"+¢q(»), D(4)
= 07 (R,), (*) halbbeschrinkt nach unten ist. Diese Bedingung, die mit
Hilfe der Sobolevschen Einbettungssitze [15] gewonnen wird, ist fiir
% > 4m auch hinreichend fiir die wesentliche Selbstadjungiertheit von A
(Satz 2). By folgen Betrachtungen dariiber, wann das Spektrum des
selbstadjungierten Operators A, der im Falle der wesentlichen Selbst-
adjungiertheit von A4 mit dem AbschluB von A iibereinstimmt, wie im
Falle des Schrodingeroperators fiir das Wasserstoffatom aus der positiven
A-Halbachge (wesentliches Spektrum) und aus hdchstens abzéhlbar vielen
negativen Bigenwerten mit endlicher Vielfachheit besteht, deren einziger
moglicher Haufungspunkt der Nullpunks ist. Tm weiteren wird ein Grund-
gebiet £ fiir den Operator 4 betrachtet, das von spezifischer Art quasi-
beschréinkt ist und den vorangegangenen Uberlegungen besonders ange-
pabt erscheint. Fiir solche Grundgebiete erweist sich das Spektrum der
Friedrichgschen Brweiterung 4 von 4, D(4) = C7(£2), als rein diskret
(Satz 4). Wenn das Maf von & endlich ist, ergibt sich aus dem Vergleich
der quadratischen Formen. von (— 4)™ und 4 als Anwendung eines Satzes
von Triebel [18] eine Aussage iber die Verteilnng der Eigenwerte von A.

(*) 0P () bezoichnet die Menge der im euklidischen Raum R, belicbig oft
ditferenzierbaren und finiten Funktionen.
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Der Satz 6 bezieht sich auf ein Resultat von M. 8. Birman: In der Arbeit
[2] werden Bedingungen dafiir angegeben, daB das Spekirum des Schri-
dingeroperators auf der. negativen A-Halbachse aus héchstens endlich
vielen Bigenwerten besteht. Wenn z.B.% > 3 igt, triftt das fir die Friedrichs-
sche Erweiterung des Operators 4 = — A+ q(x), D(4) = Cy(R,), 7,
sofern. vom Potential ¢(#), » = (w,,...,®,), gefordert wird, daB g(w)
= o(l#]™®), |@| - oo, gilt und g(#) in einer Kugel K < R, zum Banachraum
In(K) gehort. Im Satz 6 wird neben der Verallgemeinerung auf m > 1,
2

dazu erginzt, daB im Falle ¢ = ~2—%~ > 1 das Verhalten von g(w) fiir alle

@e B, durch die Zugehorigkeit zu I, 100 (Fn) 0 L, (R,) beschrieben werden
kann, so daB tiberall im Raum R, Singularititen suftreton ditrfen. Talls
> 2 ist, isb A nach Satz 2 dann itberdies wesentlich selbstadjungiert.
Es werden folgende Voraussetzungen gemacht und Bezeichnungen
verwendet,
Wie schon bemerkt, sei das Potential q(w) reellwertig und gehire
lokal zum Hilbertraum L, (R,), ¢(2)e Ly, 100 (By). Dy = ~—fi—£g~, D* = Dfu...
2]
oDy a0 = (ayg, ..., a,), o;> 0 und ganz, j =1,...,n, |a| = Ay,

1
el may =( | D) 10w g+ [l
al=m .
ist die Norm des Sobolevschen Raumes Wi (2) [15]. Dabei ist Q < R,
ein Gebiet, iiber dessen Rand keine Voraussetzungen gemacht zu werdén
branchen, und | - llia die Norm des Hilbertraumes Ly(9). Im Falle @ = R,
setzen wir | - ligy =1l | und entsprechend fiir Skalarprodukte (-, Vi)
= (+, ') sowie auch |- ”(2,1n;Rn) = | |le,m- Die Norm des Banachraumes
L,(2) soll ‘mit || - llie, ) bezeichnet werden.
Der Operator 4 ist symmetrisch ; es gilt folgender
8arz 1. Der Operator A = (=4)"+-g(®), D(4) = C°(R,), ist halb-
beschrinkt nach unten, wenn das Potential q(w) folgende Vorausseteungen
erfiillt:
1) #n>2m:

(1) s [ g dy = o(1), r 0,

TeR (5 y|ar
2) n = 2m: Fiir ¢in a> 1 gilt

2) sup [ Jg(y)fdy < oo
=By, gyl .
3} m < 2m:
(3) sup [ Jg(y)ldy < oo.
=By jg—y|<1
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Beweis. 1) n > 2m: Q, sei ein abgeschlossener Wiirfel der Kanten-
linge Eins und » > 0 ein Parameter. Mit Hilfo der Hslderschen Unglei-
chung und eines Sobolevschen Einbettungssatzes ([15], Satz S. 72, Bem.
8. 73) wird wie folgt abgeschitzt
| [ () w2 | < Gl 0 ) 10 30
Q

%120 ey -
o) 4P e, sy

)\<. JMZ”Q(W’)H(

@ -2%,@1)
Dureh die Variablentransformation z; = %%y § =1,...,n, entsteht die
entsprechende Abschitzung fiir einen Wiirfel Q.. der Kantenlinge »,
@ | e uPas| < Wlg@n o1 3 WD ully o™ ful, ).

@y

2m +Qn la|=m

Wird ein &, 0 < &< 1, beliebig vorgegeben, so kann nach Voraussetzung
(1) % = x, 80 klein gewihlt werden, daf in (4) M”l[q[l( )g & wird fiir

n

2mm.° e
jeden Wixfel @, = R,. Zerlegt man jetzt den Raum R, in abzdhlbar
viele Wiirfel @7, | Q) = R,, so kann die quadratische Form (Au, u),

W]

we OF (R,), folgenderweise mit Hilfe des GauBschen Integralsatzes nach
unten abgeschitzt werden:

o0 oo
) (Aw,w) =3 D" ulf oy + D) [ qliPde> — o™ .
vl la|=m ( “;) =] Q;(:,)

Damit ist die Halbbeschrinktheit von 4 bewiesen.
2) n = 2m: Jetzt wird unter Verwendung des schon unter 1) benutz-

1 1
ten Einbettungssatzes wie folgt abgeschiitat, = +F =1:
( f!l("”) ]u[zdml < ”(I(W)”(u,ol)' ”'”’”?2/9,01) <M HQ(W)”(.:,QI)’ ||“||fz,m;ol)-
@

Durch eine Variablentransformation gewinnt man zu einem vorgegebenen
&> 0 wie oben eine Abschétzung fiir einen Wiirfel @y

(6) | [a@)wrdo]<s 3 WDl )+ C.lull,,
4,

|ajm=m
woraug durch Aneinanderlegen solcher Wiirfel wieder
](!W’; u)l < 5(( ”‘A)m’lh “) -+ 0, lul?, we O?(-Rn):

entsteht. Analog wie unter 1) ergibt sich wieder die Halbbeschrinktheit
von. 4.
3) n < 2m: Aug

| [ atso) o da] < max (o) g (o)l 0 < 2 g0l g il iy
& 2eQy

4 — Studia Mathematica XLV.3
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folgt wieder durch Variablentransformation die Abschitzung (6), aus
der wie oben die Halbbeschrinktheit von 4 folgt. Der Satz ist damit
bewiesen.

Bemerkung. Aus dem Beweis ist zu ersehen, daB es im Falle # > 2m
ausreicht zu fordern, daf ein x,> 0 existiert, so daB fir jeden Wiirfel
Q,, © R, die Ungleichung

H‘l”( 2 ) < M
am’ ¥,

besteht. Die Konstante M auns dem Rinbettungssatz sei dabei minimal.
Entsprechende Bemerkungen konnten weiter unten gemacht werden.

Hingichtlich der wesentlichen Selbstadjungiertheit von .4 gilt fol-
gender

. Sarz 2. Der OpemtoVA = (— Ay q(x), D(4) = OF(R™), ist wesenilich
selbstadjungtert, wenn das Potential ¢(x) folgende Voraussetzungen erfillt:

1) »n> 4m:

) sup [ g

) zeBy jo—y|<r
2) n = 4m: Fir ein r> 2 gilt

q(y) |2m dy —o(l) 7= 0.

®) sup [ Igy)ldy < .
zeBy |p—yl<1
3) n < 4dm:
(9) sup [ lg(y)dy < oo
2ol |p—y|<1

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich mit Hilfe der Einbettungssitze wie
der Beweis des Satzes 2 in [11] fiir den Fall m = 1.

Bezeichnet jetzt 4 den AbschluB von 4, so gilt beziiglich des Defi-
nitionsbereichs D(4) folgender

HILFssATzZ 1. Wenn das Potential q(m) die Voraussetzungen des Saires 2
erfillt, so sind die Normen e liz,omy und Y4 |41 || dquivalent; es ist
also dann D (A) = Wi™(R,). Pir jeden Punkt des wesentlichen Spektrums (*)
O(4) von A ewistiert eine Weylsche Folge {t,(0)},my,s,.. [8, 8. 7] mat der
Higensohafi, daf alle Funltionen w,(z) in einem beliebig vorgegebenen be-
schrémliten Gebiet Q identisch verschwinden.

Beweis. Es gei > dm:
n N~

Qf ¢* (xa) lul2do < ( f lq ()| m dm) ( f o P dm) n
1

< Pl Mo Wl
m

(%) Das weaenthohe Spektrum ist die Menge derjenigen Punkte des Spektrums,
die keine isolierten Eigenwerte endlicher Vielfachheit sind.
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Die Transformation auf einen Wiirfel @, der Kantenléinge » ergibt dann
2 2 a —4 2
f ¢ @) ufde < Mg, ) ([u .Zm 1D ulfqy+ 5" lulfg,)-

Ist ein &, 0 < & < 1, beliebig vorgegeben, so kann wegen (7) durck Wahl
einey hinreichend kleinen x die Abschéitzung

lguliop< e D) ID*ulfy, +0C, iy,
|aj=2m
erreicht werden. Durch Aneinanderlegen solcher Wiirfel erhilt man dann
(10) lowl*<'e D' ID*wlt+0,lult, we O (R,).
|af=2m

Auch in den Fillen 4m = n und # < 4m verfihrt man analog den Abschat-
zungen. im Beweis des Satzes 1.
Mit Hilfe der Fouriertransformation und (10) erhslt man jetzt

O(I (= du™|2+ i) < O (4wl + llqul2 + [ul®)
Ol Aul®+ lhell®) + e el omy, 0 <e<L1.(®)
So folgt einerseits

0y [, omy <
Andererseits ergibt sich analog
Il el < 01l g,2my 5

80 daBl der erste Teil des Hilfssatzes bewiesen ist. Was die Konstruktion
der Weylschen Folge betrifft, so schliéBt man wie im Beweis des Hilfs-
satzes 2 in [11].

Da der Operator 4 auf D(4) = O°(R,) eingeschrankt wesentlich
selbstadjungiert ist, konnen die Funktionen u,(z) der Weylschen Folge
aus OF (R,) entnommen werden.

‘Wir untersuchen jetzt das Spektrum des Operators 4.

Sarz 3. Das Potemwl q(®) erfalle die Voraussetzung

1], 2y <

< lAull+lwll, 6> 0.

(11) [ laray =o(1), o+ oo,
le—y) <1 :
wobei
n
= e 4
oy n > 4dm,
>2 , n=d4m,
=2 , a<idm

(*) Positive Konstanten, deren GroBenrelationen fiir die Abschitzung un-
wesentlich sind, werden héutig mit C bezeichnet.
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ist. Damn ist der Operator A = (— A)"+q(z), D(4) = O (R,), halbbe-
schrinkt nach unten und wesentlich selbstadjungiert. Das wesentliche Spekirum
C(A) von A besteht aus der positiven A-Halbachse, O(A) = [0, o). Die
negativen Tigenwerte sind von endlicher Vielfachheit und kinnen sich hich-
stens bei A = 0 hdufen.

Beweis. Die wesentliche Selbstadjungiertheit folgt unmittelbar aus
Satz 2. Beim Nachweis der Halbbeschrinktheit werden verschiedene
Tille unterschieden nnd die Bedingungen (1)—(3) des Satzes 1 aus (11)
mit Hilfe der Holderschen Ungleichung abgeleitet. 4 sel jetzt ein Punkt
des wesentlichen Spektrums und {u,},.,.,.. eine zugehérige Weylsche
Folge mit den Bigenschaften w,(®) = O (R,), » =1, 2,..., und (u,,u,)
= 4,, (Kroneckersymbol). Es sei zundchst > 4m. Die Abschétzung (4)
wird mit » = 1 fiir die Funktionen u,(#) verwendet. Wird ein ¢, 0 < ¢ < 1,
beliebig vorgegeben, so kann nach Hilfssatz 1 wegen (11) die Folge
{u,(#)},21,5,... 50 ausgwihlt werden, daB die Abschitzung (5) in der Form

(Auy,, ) = —e, »v=1,2,...,
gilt. Da aber (4u,,u,) gegen 2 strebt, kann 1 wegen der Willkiir bei der
‘Wahl von ¢ nicht negativ sein. By gilt also ¢(4) < [0, o). In den Féllen
4m = n und 4m > « schlieBt man mit Hilfe der entsprechenden Abschit-
zungen aus dem Beweis des Satzes 1 analog.

Um 0(4) o [0, o) zu erhalten, verwenden wir ein Kriterium von
Glazman ([8], Theorem 10, 8. 161). Danach gilt O(4) o [0, oo), wenn
fiir eine Folge von unbegrenzt wachsenden Wiirfeln @,, » =1,2,...,
die Beziehung

’ 1
2,1

[ ey =o(1), »— oo,
Qv

besteht. Diese Eigenschaft folgt aber sofort aus (11) fiix Wiirfel Q,, deren
Abstand vomn Nullpunkt mit » — co gegen Unendlich strebt. Satz 3 ist
damit bewiesen.

Im folgenden setzen wir voraus, daB das Potential ¢ (x) lokal wesentlich
beschrinkt ist, g(v)e L, (B,), und daB es auBerdem der Bedingung

[ laway = o),

le—yI<1

(12)

j] — oo,

n
et n > 2m,

#

n = 2m,

2
>1 ,
1

,  n<2m,
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gentigh. Dann ist 4 nach Satz 1 halbbeschrinkt nach unten, und es kann
die Friedrichssche Erweiterung 4 von A konstruiert werden, fiir deren
Definitionsbereich

D) = H,nD(4%

gilt [20], wobei 4* der zu A adjungierte Operator ist und H, 4 den energe-
tischen Raum von 4 bedeutet. Aus den Abschitzungen (4) und (5) folgt,
daB fiir ein hinreichend grofes ¢ die Abschitzung

€1, 0,>0, ue D(A),

gilt, go daB der energetische Raum mit dem Sobolevschen Raum WP(R,)
zusammenfillt. Die Funktionen aus D(A*) liegen lokal in WiI™(R,),
was aus den Uberlegungen in ([12], S. 89) sofort folgt. Wie in [12] schlieBt
man, daf fir jeden Punkt A des wesentlichen Spektrums €(4) von 4
eine Weylsche Folge {u,},.;,, . existiert, deren Funktionen wu,(z) in
einem beliebig vorgegebenen beschrinkten Gebiet identisch verschwin-
den. Die Abschitzungen im Beweis des Satzes 1 gelten auch, wenn man 4
an Stelle von A und die Funktionen v, (%) e D (A) verwendet. Wir behandeln
den Fall n > 2m. BEs wird in (4), (3) # = 1 gesetzt und ein ¢ 0 < &< 1,
beliebig vorgegeben. Wenn die Funktionen u,(z) entsprechend so gewihlt
werden, daB sie in einer hinreichend groSen Kugel mit dem Ursprung
als Mittelpunkt identisch verschwinden, so gilt wegen (12) die Abschétzung
(b) in der Form

¢y ||u||%z,m) < ((—A -+ OE) U,y u) < 2] “'M'H%z,m) ’

(Au,, u)= —e, »=1,2,...,

wenn man noch (w,, #,) = 6, voraussetzt. Da aber (Au,,u,) gegen 1
strebt, kann 4 nicht negativ sein, da e beliebig vorgegeben war. Es gilt
also 0(4) = [0, oo). In den beiden anderen Fillen schlieft man mit Hilfe
der entsprechenden Abschitzungen im Beweis des Satzes 1 analog. Hs
gilt also folgender

Hrrrssarz 2. Das Potential sei lokal wesentlich beschrinkt und erfille
die Bedingung (12). Damn ist der Operator A halbbeschrinkt nach unten,
und fiir das wesentliche Speltrum der Friedrichsschen Brweiterung A gilt
0(Z) = [0, o).

Wir belrachten jetzt ein Gebiet Q < R, mit folgender Eigenschaft:
Wenn, K, die Binheitskugel im R, mit » als Mittelpunkt bedeutet, so
gelte fir dags MaB (2K, von 2n K, die Grenzbezichung

(13) 12N, = o(),

Inshesondere ist dann 2 quasibeschrankt ([8], 8. 160). Fiir die quadra-
tische Form des Operators

Ag = (—4)"+H,

|@] = oo.

D(4q) = C7 (L),
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gilt offenbar

”u”(z ma) < (Agw, u) < O”’““%z,m;a), we 057 (2),

80 dafl der energetische Raum I, , mit dem Sobolevschen Raum V;fz" ()%
zusammentillt,

H,, = WHQ).

Wir zeigen jetzt, daB das Spektrum der Friedrichsschen Erweite-
rung 4, von A, rein digkret ist., Wir nehmen an, daB 0(dg) # @ ist,
und wihlen einen Punkt Ade C(4g). Dann betrachten wir den Operator

Ag—(A+1)E, D(Ag—(4+1)8) = 0F(Q),
und seine Friedrichssche _]Brweiterung Ag—(A-+1)E. Oftenbar gehort
der Punkt 4 = —1 zu C(dy— (A1) E). Denkt man sich die Funktion.

go(®) = — 4, xeQ, durch Null auf ganz R, fortgesetzt, so geniigt wegen
(13) die so fortgesetzte Funktion g(«) der Bedingung (12):

u!l“(ﬁ,zcm) 4]+ 12K, |ﬂ = o(1),

Deshalb liegt nach Hilfssatz 2 auf der neg&bwen A-Halbachse kein Punkf
des wesentlichen Spektrums von 4 (5), Nach dem Variationsprinzip von.
Courant gilt dann das gleiche auch fir den Operator Ag—(A--1)7,
womit sich ein Widerspruch ergeben hat. Bs ist also ((d,) = &. Damit
folgt nach einem Satz von Rellich [13] der

Hrrssarz 3. Erfallt des Gebiet Q die Bedingung (13), so ist di¢ Fin-

bettung von V?";"(Q) in Ly(2) kompakt, m =1,2,...

Dieser Hilfssatz fithrt zum Beweis des

Sarzes 4. Q erfille die Bedingung (13). Das Potemial q(@) gehore
lokal wu Ly(2), und sein Negativieil q_ (w) = min(q(x), 0) geniige der Vor-

|| = o0.

aussetzung
(14) [l @iPay =o(), ol - oo,
. . QK
mit
=Tm’ n > 2m,
>1 , n=2m,
=1, =n>2m.

*) W’”‘(Q) entsteht aus OF° () durch Vervollstindigung in der | - Il2,ms2) -Noxm,

(*) 4 ist hier die Friedrichssche Erweiterung von 4 = (— 4)y™ - q(x), D(4)
=03 (Bn).
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Dann st das Spektrum der Friedrichsschen Erweiterung A, des Operators
Ag = (— A" +q(@), D(4g) = CF (), rein diskret.

Beweis. Die Funktionen ue 0P () und ¢(x) werden durch Null
auf ganz R, fortgesetzt. Wegen (14) sind die Voraussetzungen (1)-(3)
des Satzes L fir g (@) erfiillt, so daB die Abschitzungen (4) und (5) fiir
den Operator A_ = (—A4)"+g¢_(») und die Funktionen ue 0P (Q), die
durch Null fortgesetzt sind, gelten. Fiir ein hinreichend groBes ¢ ergibt
gich dann daher

01“’““(2 mi) S ((A + cH)u, u)(:)) Cy H““(Zz,m;u) y 01, 6> 0, ue OF(Q),

go daB der energetische Raum mit dem Sobolevschen Raum ﬁV;"(Q)

zusammentéllt, Da nach Hilfssatz 3 die Einbettung von 7;7;"(!)) in Ly(2)
kompakt ist, folgt aus dem schon benutzten Satz von Rellich, daB das
Spektrum der Friedrichsschen Erweiterung des Operators

Ao =(—A"+q (@), D(4s) = 03(2),

rein digkret ist. Mit Iilfe des Varviationsprinzips von. Courant folgt daraus
die Behauptung des Satzes.
KOROLLAR. £2 sei besohrdmlt, und q(x) gehdre azu Ly 1o,(2)N Ls(R2),
wobet
_

¥
,  n>2m,
"

>1 ,
:::1’

"= 2m,
n < 2m.

ist. Damn st das Speltrum der Friedrichsschen Brweiterung des nach unten
halbbeschrinlten Operators A = (— A)™+q(®), D(A) = 07 (L), rein diskret.

Wenn das MaB |[Q| von @ endlich ist, kann mit Hilfe eines Satzes
von Triebel ([18], Satz 8) eine Aussage iiber die Verteilung der Eigen-
werto des Operators 4 gemacht werden. Hs gilt diesbesiiglich folgender

SATZ B, B sei |Q] < oo, wnd g..(w) = min(g (@), 0) erfille die Voraus-
setpumgon (14) des Satzes 4. Dann verteilen sioh die igenwerte 4,(7 = 1 2 ...)
der  Briodrichssohen Imuamrung A des Opamtors A= (—4 —-}-q(m),

D(A) = 02(Q), s0, dap Z A" < 00 (), r>—, gilh.
g ],

Bowois. Der Satz izt nach [18] richtig fiir den Operator (—4)7,
D[(— 4] = 02 (). Aus der im Boweis des Satzes 4 bewiesenen Ab-

(* E’JA,;\ ~rhodubot, daB der Summand |Ay|~" weggelassen wird, falls ;= 0 ist.
el


GUEST


266 E. Miiller-Pfeiffor

schitzung
ox 1l mey < (A + 0B)u, u)y,  we OF(Q), 6> 0,
folgt
21 “M”é,m;ﬂ) < ((A +cB)u, “)(9)5

so daB sich aus dem Variationsprinzip von Courant zunichgt die Giiltig-
keit des Satzes fiir den Operator A --o¢F ergibt, Aus der Konvergenz
von 3 (4+e)~" folgt dann die Konvergenz von ) 3 Al

]

=1
Bemerkung. Bs sei auf die Folgerungen, (vergl. ([18], 8. 329) fir
die Greensche Funktion von A -+ ¢l hingewiesen, die sich aus der Kon-

a W "
vergenz von _2 (4-+¢)"" z.B. in den Fillen m > Y und m > 5 ergeben.
i=1 ¢ '

Dag Grundgebiet sei jetzt wieder der gesamte Raum R,. Bs gilt der
Sarz 6. Bs sei n> 2m und q(z)e a100 (L) VL, (R,). Dann ist der

am

Operator 4 = (— A"+ q(z), D(4) = CY (RBy,), halbbeschrimkt nach unten,
© und fir n> dm dst er wesentlich selbstadjungiert. Das Spektrum der Frie-
drichsschen Brweiterung A von A setet sich aus dem wesentlichen Spektrum
O0(d) = [0, co) und aus hochstens endlioh vielen negativen Bigenwerton
Ay oovy Xy 2usammen. Diese Wigenwerts sind von endlicher Vielfachheit.

Beweis. Aus Satz 1 folgt sofort die Halbbeschrinktheit und aus
Satz 2 fiir % > 4m die wesentliche Selbstadjungiertheit. Wir zeigen zu-
nichst, daB auf der negativen A-Halbachse héchstens endlich viele Bigen-
werte liegen. Beim Beweis dieses Sachverhaltes verfolgen wir im wesent-
lichen die Beweisschritte von M. 8. Birman fiir den Fall m =1 in [2].
Es sei
max(1, lg_ (@), ol <1,

P = ' max(]mr”, lg- (5’7)!)7 |z| > 1.

Dann definiert

halp = [ |u|*dw)%

. Rﬂ
eine Norm. AuBerdem wird die Norm
. ' 1
e = ) 10°ulp+ [ jujsda)?
|laj=m [EIE~<1
verwendet. Bs gilt dann folgender
HIurssarz 4. Sind die Voraussetzungen des Satzes 6 erfullt, so dst

Jjede in der Metrik | - |, beschranite Menge aus W (R,) in der Metrik Il-

. I
relativ kompakt. - '
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Beweis. Die Abschétzung (4) aus dem Beweis des Batzes 1 gilt auch
fiir die Funktionen u(z) aus Wi(R,). AuBerdem kann in (4) fir ()
die Funktion p(x) eingesetzt werden. &(> 0) sei beliebig vorgegeben. Da
“p”( ") < oo ist, gibb es einen Wiirfel Qr der Kantenlinge L = I (e)

om
und mit dem Ursprung alg Mittelpunkt, so das fiir jeden Wiirfel Q,., der @,
nicht schneidet, nach (4) die Abschétzung

(15) [ontdose( 3 10wl +wmu,)
Wy

|a) e

gilt. Denkt man sich das AuBere des Wiirfels Qz von 2n Halbriumen
Hyy § =1y ..., 20, Uberdeckt, so folgt aus (15) mit % - co, daB fiir jeden
dieser Halbrdume die Abschiitzung

Y . e
f;plu]ﬂdm <e Z ID“wlitzy, §=1,...,2n, N
Ilj [ =

gilt, woraus

[ pwriv<one 3 10ulty o,
Ry\Qr, | o] et

folgt. Also gilt auch
(16) [ puldo<omeluly, wewn(m,).
AN )
Zwecks Abschitzung von [pu2de wird eine Zahl N > 0 beliebig ange-
Qr, :
nommen. und die Punktmenge
Qy = {w|veQy wnd p(z) > N}
definiert. Dann gilt

2

17 w ”dw< c |l " <0“ ” ”ullz LM .
(17) 9£ PP <Pl 0 o ] o) < Pl o) 1llemor)
Nun, ist;
(18) el ma <O D) ID"ullqy+ [ lupdw).

|| st || gL

(18) folgh unmittelbar aus dem in ([18], 8. 75) dargestellten Beweis fiir
die Aquivalenz der Normen |- |l;‘;’ y und |- ||:;,’(l,, wenn man beachtet,
»

%

daB in der Formel 7.12 ([1B], 8. 59) die Kugel C, beziiglich deren Punk?e
der Wiirfel @, sternformig ist, die Binheitskugel K, = {#||z] <1} sein
kann, Mittels (18) folgt aus (17) ‘

[plufdo< Olpln g, ik

i
ay i

k=3
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Wird nun N hinreichend gro8 gewéhlt, so erreicht man

(19) [plufds<elulf, uweWP(R,).
N
SchlieBlich ergibt sich nochmals mit Iilfe von (18)

(20) [ plufds < Niuliey < Nlully, mayy < NO|ulk.
2,Xay
Aus (16), (19) und (20) erhilt man insgesamb

(21) [plulfdo<Olulk, weWi(R,).

By
Die Behauptung des Hilfssatzes folgt jetzt aus den Abschétzungen (16)
und (19) und der Vollstetigkeit der Einbettung von Wi(Q,) in L,(Q
([15], 8. 86), die in der Abschétzung (20) wirksam wird.

Der Operator 4,=(—A4)"—p(»), D(4,) = O (B,), ist nach Satz 1
halbbeschrankt nach unten, und es gilt D(4,) =« WI'(R,). Die Annahme,
daB der selbstadjungierte Operator 4, unendlich viele negative Rigen-
werte uy, pis, ... besitzt, wird zum Widerspruch gefithrt. Die den pu,,
v =1,2,..., entsprechenden REigenfunktionen mogen u,(#) heiBen, von

)

denen wir (w,,w,) = §,, vorraussetzen. Ist w = )j w,, ein Rlement

Ve ]
des durch diese Rigenfunktionen aufgespannten Unterraumes U < L,(R,),
so gilt

0= Yol = (@w,w)> D D w2~ (pw, w),

ye=1 |a|=m
woraus

(22) D ID*wlP< (pw, w),  weT,

|| =2

folgt. Wird jetzt die Folge der Bigenfunktionen {u,(#)},.,,,.. beziiglich ‘
1

der Metrile (pu, u)! orthonormiert, wobei die Folge {v,(@)},mr,s,.. (PO,)
= d,, entstehen mdoge, so gilt wegen (22)
D) D0 (50,0) <2, 5 = 1,2, ...,
|| m=m
woraus sich
o <V2, » =1,2,...,

ergibt. Die Menge {v,},..,, .. ist daher einerseits in der Metrik | - |l be-
1

schriinkt, andererseits aber in der Metrik (pu, u)? nicht relativ kompakt,
was nach dem Hilfssatz 4 nicht sein kann. Bs kann also nur endlich viele

icm°®

Uoer dic Halbbeschrdnktheit und das Speltrum des Operators (— A)y™ 4 g(z) 269

negative Bigenwerte von A, geben. Mit Hilfe des Variationsprinzips von
Courant folgt, dal auch 4 nur endlich viele negative Rigenwerte besitzen
kann, die tiberdies von endlicher Vielfachheit sein miissen.

B Dbleibt O(A4) = [0, oo) zu zeigen. Dies folgt aus einem Satz aus
der Storungstheorie quadratischer Formen. Die quadratische Form

Bluyul = > ID"U+ul* = Jull,n

| a] sm

ist positiv definit und abgeschlossen auf Wi*(R,).

Gluul = [lglupdo
By, .

definiert eine Ialbmetrik mit den Migenschaften:
1) DLB] = W3'(Ry) = D[G](") und G[u, u] < Olully ), uWI(R,).
Das folgt ans der Abschétzung (21) mit |g(»)| tie p ().

2) Rine in der Metirik | - e, my beschrénkte Menge ist in der Metrik
@[, -] relativ kompakt. Dag entnimmt man dem Beweis des Hilfssatzes 4.
3) |Rf (o) lul*do| < GLu, ul, weWp(R,). ‘

"ty

Die Form (qu, ) ist somit relativ vollstetig bzgl. der Metrik | - iz, my -
Die die Wormen B[w, w] und B[w, u]+ (qu, u) erzeugenden Operatoren

B = (—dy"+H, D(B)=WrR,) und B, D(B)c= WP(R,)

besitzen das gleiche wesentliche Spektrum, €(B) = O(B,) = [1, ). Fir
das wesentliche Spektrum des uns interessierenden Operators A4 gilt
offenbar dann ¢(4) = [0, co). Damit ist der Satz 6 vollstindig bewiesen.
Bomerkung, Die Sitze 1, 2, 4 und 5 bleiben giiltig, wenn man
(—4)* durch den formalen elliptischen Operator
= 3 aa)D*
. {a|=2m
mit Lolgenden Wigenschaften ersetzt [3]:
1) Die Koeffizienten a,(») sind im Raum R, meBbare und beschrinkte
Funktionen, [a| < 2m.
2) Die Koeffizionten von hochster Ordnung (Ja| = 2m) sind gleich-
mafig stotig.
3) MWs gilt
2 0 (0) 8" 2 0§, 0> 0, we Ry,
|ajeam

(") D[B] und D[G] sind die Definitionsbereiche von Blu, w] und Glw, u].
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fiir jeden reellen Vektor £ = (&, ..., &,). Dabei ist

Eo=g. En wmd P = (S 2

4) T ist formal selbstadjungiert.

Bs gilt die a-priori Abschétzung ([3], Theorem 2)

”u”fz,zm) S O(ITulf 4wy, we OF(Ry),

und die Gérdingsche Ungleichung ([3], Theorem 16)

(Tu, w) 2 Glﬂunfz,m) —olul® 6> 0, 6220, ue 0P (R,).

Mit Hilfe dieser Ungleichungen und der Abschétzungen aus den Beweisen
der Sitze 1, 2, 4, 5 sowie unter Verwendung des Variationsprinzips von
Oourant folgt dann leicht die Behauptung dieser Bemerkung.
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