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Ineciualities (7.4) and (7.5) show the z-uniform convergence in the analo-
gous relations (3.4,) yielding the continuity of the limit functions. An
equivalent of (6.3) will be,

e, (2) — moll < B(L~2¢)" < v,
in virtue of (7.3). Hence,
(@,(2), 2) e 8.

Thus, all constructed functions x,(z) are continuous and well-defined.
The further reasoning is exactly the same ag in the proof of Theorem 6.1,

Since the assumption of Theorem 7.1 are rather weak, we cannot
prove the uniqueness of the function g(2).
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L’analogue dans % des theorems de convexité
de M. Riesz et G.0. Thorin

par
PHAM THE LAI (Orleans, France)

Sommaire. Les théorémes de convexité de M. Riesz et G. 0. Thorin dans les
espaces de fonctions I? ont leurs analogues dans les espaces d’opérateurs 0F d’espaces
hilbertiens (Espaces de R. Schatten).

La méthode utilisée dans cet article est celle de l'interpolation holomorphe,

§ 1. Les espaces vectoriels considérés sont complexes, sauf mention
du contraire. Nous notons | | les différentes normes rencontrées.

Soit H un espace de Hilbert; €°*'(H) (rvesp. #°(H); resp. F(H))
désignera ’espace vectoriel des opérateurs linéaires et continus de H
dans H (resp. I'iddal des opérateurs compacts; resp. I'idéal des opérateurs
de rang fini) ¥“*!(H) et ¥“(H) seront munis de la norme des opérateurs;
ce sont des espaces de Banach. §(H) est dense dans ¢ (H).

Soit p une valeur numérique réelle (finie), p > 1. Nous désignons
par €7 (H) ’ensemble des T' ¥°(H) tels que la suite {4,(T)},, décroissante,
tendant vers zéro (avec répétition éventuelle gsuivant la multiplicité)
des valeurs propres de (T*T)'?, la racine carrée de T*T, soit dans 7,
espace des suites de puissance p-iéme sommable.

Si T e %7 (H), notons |T], = {i (T,

On sait que (cf [2] par exemple), pour tout p = 1, ¥ (H) est un espace
vectoriel et | |, est une norme sur %?(H); muni de cette norme ¢%(H)
est un espace de Banach et {F(H) est dense dans %?(H). De plus, pour
Vo, q tels que 1<p<yg

% (H) < ¢YH) < ¢ (H)
avec injections continues.

Nous allons prouver dans ce travail que les analogues des théorémes
de convexité bien connues des espaces de fonctions L? sont vrais pour
les espaces d’opérateurs @7 (H).

§ 2. Soit H un espace de Hilbert.
8i Te €' (H), 1a suite {u;(T)};, des valeurs propres de T étant rangée
par ordre de module décroissant (avec répétition éventuelle suivant la
multiplicité), la série } u;(T) est absolument convergente (cf [2]).
7
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Notons:
() = > uy(1).
7

Tlapplication T+ tr(T) est une forme lindaire continue sur @' (H)
et on a [r(T)| < |T];. Cest la forme trace. #*(H) est connu sous le nom
d’espace d’opérateurs & trace ou d’opérateurs nucléaires.

8i Te ' (H) et 8@ (H), alors T8 et ST appartiennent d &*(H)
et on a:

(1) tr (18) ==t (81,
Plus généralement, si p et p’ sont dewx nombres réels tels que

1<p et % +%‘,~ =1 ofsi Te®?(H) of Sc@” (I)

on a encore I'S et ST dans €'(H) ainsi que P’égalité (1) (cf [2]).

Le théoreme de dualité suivant est bien connu, du moing dans le
cas H séparable (cf [4]). Nous donnons ici ga preuve pour lo. cas général
(voir aussi [3]).

TutorbME 1. Soit H. un espace de Iilbert.

a) Le dual de Vespace ¥°(H), muni de la norme des opébrateurs, ost
Vespace €'(H) et le dual de €*(H) ost € (H).

b) Soit p un nombre véel > 1. Le dual do €7 (H) est G () ol p' est
le conjugué de p.

Preuve. La partie a) est un résultat bien connu de J. Dixmier et
R. Schatten (cf [1], [6]).

I’,rouvons b). Soit p un nombre réel > 1 ¢t p’ lo conjugué de p. 8i
Se%” (H), alory on a (cf [2])

tr (I8))
(2) : 8], = sup l———— ~~~~~
lo Tefn’?l(ll) 17,
done 8 déﬁnit‘ une forme lindaire continue sur 4% (11), do norme Iy norme
de 8 dans %” (H), via la forme trace:

T e tr (118).

Ré(;iproquemen"c, soit I une forme lindaire continue sur % (H). Blle
définit done une forme lindaire continue sur @ () et on vertu de a), il
existe un opérateur Se #°*+(H) el que:

3) F(T) = tx(T8) pour Ve % (H)

done pour V7'« %% (H) puisque F et la forme trace définie par S sont conti-
nues sur %7 (H), pourvu que l’on montre que Se % (H)

e ©
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Prouvons que Se ¢ (H).

D’abord, prouvons que Se%”(H).

Congsidérons, pour cela, la factorisation polaire de §:
8 = U(8*8),

U étant un opérateur partiellement isométrique de H dans H.

Si 8 n’était pas compact, (8*S)"® ne le serait pas. La théorie spectrale
(cf [B]) des opérateurs auto-adjoints positifs montre qu'il existerait un
projecteur spectral P de rang infini tel que:

P = Q(8*Q)""
ol Qe ¥+ (H).
Par congéquent, vu (3), on a:
(4) F(RQU*) = tr(RP) pour VRe F(H).

Soit R, une projection auto-adjointe de rang = tel que R, = R, P
= PR,. Alors tr(R,P) = .
D’autre part, il existe une constante C telle que
|[F(RQU*) < C|R|, pour VReF(H).
D’ol, de (4), on a:
n< On®  pour Vn>=1

ce qui est contradictoire puisque p > 1.
Par conséquent Se ¢ (H). o
11 reste & prouver que la suite {4,(8)},»; est dans I¥.
En effet, (8%8)"% est alors une série convergente:

(88" = 3'1,(8)P,

n=>1

ol P, est une suite de projections spectrales orthogonales de rang 1.
Soit & = {£&,},»; Une suite numérique positive I* et considérons

n
R, = Z & Pr.

k=1
En vertn de (3), on a:
(R, U*) = tr{By (8" 8).
D'otr:

‘g fklm('g)‘ KOR,lp =0 (k;: [.fklp)llp

pour Vn.
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1l vient:

(Zw; 51;15;(3)[ < 0(5;‘ |£h|21)1/1;‘
’ T

De la dualité entre 1P et 1%, on déduit aisément:
Se%? (H).

Par conséquent (3) est vrai pour tout T'e #”(I) ot vu (2):
[B| == |8l

et la preuve du Théoréme 1 est achevée.

§ 3. Soient F un espace vectoriel, B un espace de Banach.
Une application ¢: B — B sera dite analytigue si, pour toute famille
fine d'éléments e, ..., ¢, de H, la fonction de & variables complexes

(21 ooy o) > F (2101, .0y 240p)
est analytique de C* dans B.

8i E est une somme directe d’espaces vectoriels Bl = I,@® ... Dhy,
nous avons ainsi une définition d’application analytique de #,@® ... B,
dans- B.

Nous utiliserons le théoréme suivant (ef [2]) qui est une conséquence
et une généralisation du théordme classigue des “trois droites”.

TuwoREME 2. Soit K un comvexe de R* (k entier > 1) et notons b(K)
la bande dans C* de base

BE): {o = (o1, s 2 O3 & = ay+ily5 a4 = (ag, ...y @4);

b= (b, ..o b) B}

Soient B un espace de Banach et f une application définie, continue
&t bornée sur b (K) & valeur dans B. Supposons que f est analytique & Dintérieur
de b(K).

8¢ A est la fonclion définie sur K par:

o> M(a) = sup |f(a+-b)
ekl

alors Log.# est convewe sur K.

§ 4. a. Soient I un espace de Hilbert, 4 un opérateur compact, atto-
adjoint de H dans H.
Pour tout zeC tel que Rez > 0, notons A* Iopérateur:

A = /;’ KB,

Z}‘Z,Ej = A étant la décomposition spectrale de A.
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On vérifie aussitot que A° est un opérateur normal et si Rez = 0,
A* est unitaire. Pour z = 0, A° est la projection auto-adjointe de H sur la
fermeture de limage de 4, son noyau est le noyau de A.
Prouvons le:

Levmz 3. Soient ae[0,1] ¢t Te €Y% (H) de norme | Tl < L. Alors T
se factorise: '

T =TUA"

ol U est un opérateur borné de norme |U| <1 e A un opérateur positif
nucléwire de norme |A|, < 1 (et réciproquement).

Preuve. D’abord la réciproque est évidente car on vérifie sans
peine A%< €V°(H) et |A%);, = |A|, si A est nucléaire.

Inversement, supposons Te%Y*(H) de norme L)< 1. Alors, il
vient: B = (I*T)"%e €"*(H) et; |Bl,, < 1. Il suffit alors de poser 4 = BV
pour avoir la factorisation voulue.

b. Soient H,,..., H, k espaces de Hilbert.
Notons:

0,17 = {o = (a3, ..., %); 0<a; <1}
Pour ae[0, 1]
Afa) ={T = (T, ..., T)eFH)D ... DF(Hy); 'le1]a1< 1}

avee la convention |Tyl, = |T}l (norme des opérateurs) dés que a; = 0.
Nous avons la:
ProPOSITION 4. Soient B un espace de Banach et % une application
analytiqgue de (H,)+ ... +(H;) dans B.
Pour tout ae [0, 1], notons

M (a) = sup |Z(T)|

Ted(a)

(bventuellement + oo).

La fonction log#, définie sur [0, 1] & valeurs dans R, est comvexe
sur [0, 175 :
Preuve. Notons

At() = {T; Ted(1); T, positif}.
Si T et S sont des éléments de F(H,) P ... F(H)), notons:
T8 = (1,8, ..., T0:.8;)-
Alorg tout élément de A (a) se factorise:
T = U8

ol UeAd(0) et Sed™(1) avee la notation 8% = (8%, ..., 8%).


GUEST


116 P.-T. Lai

Clest clair en vertu du lemme 3 &i tous les a; # 0; dans le cas of
% =0 pour un certian j, T; se factorise encore de In méme manidre car
il suffit de considérer la factorisation polaire T, = U,B; {B; = 7,0,

B . .
ot poser & =-[-T—1I— (en supposant T # 0, sinon c’est évident); on
-fl1
obtiendra:
Tj = Tj Sjov
Bn. offet, 87 = B} est, d’aprés une romarque antéricure, la projection
auto-adjointe de H sur la fermeture de Iimage de By, Aol
‘ Ty = U;B;B) = T,80.
De plus, Bje §(H,) puisque 7; c'est, done ;¢ F(I1,), osb positit of de
norme [§;|; =1 par construction. Comme Tyl <1 par hypothdse, on

a la factorisation voulue.
8L o = (by, ..., b)e R* quelconque, alors

US“® = (U 88+0, .., T, 88+%) ¢ A (a)

comme il est aigé de voir.
Par conséquent:

-ﬂ(a) == §up [@( US“)I = JW sup l.(g( U‘Sm»}«ib)l
Bedt( btk ged+ (1)
Ued(0) Ted (D)
= 8up su:? |g([]ﬂa+iIJ)I_

SedF(1) vem
UeA(0)

. Iy ‘
8i §; =h21 45,18 1 est la décomposition spectrale de 8y ot les B, sont

des projections auto-adjointes de rang 1, il vient:
Iy
(5) UpSir = DU, o = i,
=l
 étant analytique de F(H,) @ ... DF(Hy) dans B, il vient de (5) que
la fonetion de % variables complexes: :

2= (2, ...; %) > F(UL

est définie et continue bornée dany la bande {#; 0 < Res; < 1} ot analy-
tique dans {z; 0 < Rez; <1}, & valeur dang B.

En vertu du théordme 2 et du fait de ln croigsance du logarithme,
on en déduit que:

Log# (a) = Q @ -t
g4 (a) SI;E%)Log{Zgglﬁ(US )0}
e (0

est convexe sur [0, 1]%, d’ou la Pproposition.
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COROLLAIRE 5. Soient H un espace de Hilbert, B un espace de Banach
et 7 une application linéwire de § (H) dans B. Posons [1, co] = {p; p > 1} U
u{w+1} et notons, pour Vpe[l, o], |7 lp la norme d'une extension de I
linéaire et continue de ¥° (H) dans B si elle ewiste, ||, = -+ oo sinon.

Alors la fonction :
a > Log |7y,

définie sur [0,1] & walewr dons R est convewe sur [0,1].
Preuve. Posons, pour Vae [0, 1]

M) = zvs;fl(lz)n |7 ().

ITllla <1.
Puisque F(H) est dense dans %®(H) pour tout p=1, on a:
A(a) =Ty, pour ac]o,1].

De méme, pour Vae [0, 1], posons A (a) = Osiae 10, 1] et A#°(0) =
Alors:

(6)

Log.# (a) est convexe sur [0, 1] en vertu de la Proposition 4, une appli-
cation lindaire étant analytique de §(H) dans B, d’ot la conclusion vu (6).
PROPOSITION 6. Soit H un espace de Hilbert et Te %+ (H). Avec la
notation du Corollaire 5, pour Vpe [1, co], posons |T, la norme de T dans
G (H) i Te¥?(H), |T), = 400 sinon.
Alors la fonction:

T logr s

|7 lyje = max{#(a), #(a)} pour Vave [0, 1].

a > Log|T|,,

définie sur [0,1) & valewr dams B ost convewe sur [0,1].

Preuve. Si T'¢ ®*(H), la conclusion est immédiate.

Supposons done Te € (H).

Oomme [Ty = { 3 4,(T)"*}% la proposition provient des propriétés

n

de convexité connues sur los espaces I7.

Voici une autre preuve de ce fait, utilisant la dualité des espaces
%*(H). Pour, Vae[0,1], notons

v (a) = sup [tr(T8)|
SeB(H) '
18lyyp—ay <1
(toujours avec la convention |8y, = |S]).

2 ~ Studia Mathematica XLVL2
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La forme trace sur §(H):
) 8 tr(7T8)
étant linéaire et analytique, done en vertu de la Proposition 4, la fonction

a > Log(a)

est convexe sur [0,1].
11 reste & prouver que l'on a:

(8) [Tl = #(a)  Vae[0,1].

Pour cela, il suffit de montrer, pour Vae[0,1], quoe 4 (a) ost finie si ot
seulement si Te €**(H) et de plus, dans ce cas, on a (8).

8i a =0, |T| est finie par hypotheése et I’égalité (8) découle de la
partie a) du Théoréme 1.

Supposons a > 0.

Si Te%Y*(H), alors la partie b) du Théoréme 1 montre que (8) est
vraie. :

Réciproquement, supposons .# (a) < -+ oo et montrons que '« €*/*(H)
avec (8).

Dans cette hypothése, la forme trace (7), définie -sur §(H), muni
de la norme | |y;_q, €86 continue et de norme #(a), donc est prolongeable,
puisque § (H)est dense dang €/~ (H), d*une manidre unigquesur ¥/~ (H)
en une forme linéaire et continue u de norme .#(a) {avec la convention
e (H) = % (H)}. Alors de nouveau le théoréme 1 montre qu’il existe

un seul e #Y%(H) de norme |T)ye = #(a) et tel que

u(8) =tr(T8) pour VSe& -9 (H).
Il vient:

(9) te(T8) = tr(T8) pour VSeF(H).
8i ¢ et 9 sont deux éléments queleongues de H, posons

8: f(f, 0w

(;) étant le produit scalaive dans H.
I vient de (9) que lon a:
. (Ty,p) = (‘,21%91) pour Vy, ge H
dou T =T.
CoroLLAIRE 7. Soient B un espace de Bamach, H un espace de Hilbert,

T~ ume application linéaire B dans VPespace vectoriel des applications linéaires
de H dans H. -
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Avec la nototation du corollatre B, pour tout pe [1, co], notons :
|71, = sup |7 (D),
beB

BI<1
Alors la fonction .
a > Log |7 |y,

définie sur [0,1] & valewr dans B est comveze sur [0,1].
Preuve. Soit be B.
La fonetion:

a > Logl7 (b)lya

définie sur [0,1] 4 valeur dans B est convexe sur [0,1]. En effet, si
T (b)¢ Cpyr(H) est évident; si T (b)e ¥#°T1(H), c’est la proposition 6.
De la croissance du logarithme, il vient:
Logl7]yye = sup LoglZ (B)lya
Bl<1
d’olt le corolaire.

§ 5. Nous avons le théoréme de convexité suivant dans les %2,
TuROREME 8. Soient H, ¢t H, deux espaces de Hilbert et I ume appli-

cation lindaire de F(H,) dans €°+'(H,). Notons
[1, c0]x [1, c0] = [{p 21} v {o+1}I1x [{g =1} U {o+1}].

Pour tout couple (p, q)e[1, co]X [1, co], notons |7 |, , la norme dune
extension de 7, linéaire et continue de ¥°(H,) dans €°(H,) si elle existe,
[T |p,q = -+ o0 sinon. Alors la fonction:

(@, b) = T0g T 01
définie sur le carré [0, 1] X [0, 1] & valeur dans B est convexe.
Preuve. Si |7 |y, €8t +oco dans le carré [0, 1]X [0, 1], c’est clair.

On peut done supposer qu’il existe un couple (a,, by)e [0,1]x [0, 1]
tel que

1T V1 jag, 1py < +00.
Par conséquent:

T(T)e € Po(H,) pour tout Te F(H,)

1
(avec la convention e w—+1)

Done |7 (T)| < + o pour Te F(H,).


GUEST


120 P.-T. Liai

La forme bilinéaire B:
(T, 8) > B(T, 8) = tr{8-7(T)}
est bien définie sur §(H,) DF(H,)-
Notons, pour (a, d)e [0,1]x [0, 1]:
a=(a,L—b)e[0,1]%

U(a,b) = A(a) (notation dun § 4. b)
H(a,b) = sup |B(T, 8)l.
(T, 8)eU (a0, b)

Puisque l’on a:

IB(T, 8)| < 17 (Dl 1811013
il vient:
(10) M4, D) < T lya,yp POUT V(a, b)e [0, 1]1% [0, 1].

Par ailleurs, supposons maintenant (a,d) tel que a>0, b<1 et
#(a,b) < +oco. Nous allons prouver, dans ces conditions, que:

Iyll/a.llb < "/{(a: b)

En ‘efvfet, pour Te §(H,) fixé, la forme linéaire associde u, suivante,
définie sur §(H,), munie de la norme | l1j-1)

upt B>t {8, (1)}

(avec |7 (T)ly, éventuellerent -+ o)

a une norme qui vérifie
luz| < (@, b) |T|1/a-

Comme b < 1, §(H,) est dense dans ¢V (H,). u, se prolonge d’une
seule maniére en une forme linéaire continue i, sur #Y4~ (H,) do méme
norme. Done, en vertu du théordme 1, il existe un seul élément T < ¥V (H,)
vérifiant:

4p(8): tr(8T)  pour V80 (H,),
1Tl = lugl < (@, b) |T|1/a'
De 13, il vient:
Ty =T
done:
(Do < #(ay ) |Tlyq  pour VIe F(H,).
Puigque @ 3 0, 7 se prolonge d’une seule mamidre en une appli-

cation linéaire et continue de ¥V“(H,) dang #"°(IH,) avec une normo
vérifiant:

(11) I a1 < #(a;b) - pour VO<a<l; 0<b<1.
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, L'inégalité (11) reste vraie dans le cas ol .#(a,b) = 4 oo, clest
évident. Des inégalités (10) (11), il vient:
o a0 = # (@, 8) pour VoO<a<<l; 0<<b<1.
Définissons alors 47(a, b) sur le carré [0,1]x[0,1] comme suib:
"V(O’ b) = |'7|w+1,b
N(a,1) = Ifh/a,l
A(a,b) =0

pour Vbe [0, 1]
pour Vae[0,1]
l0<a<<l; 0<b <.

Alors nous avons:

T hja,p = max{A(a,b , #(a,b} pour V(a,b ¢[0,1]x[0,1]

La preuve sera achevée si nous prouvons que les deux fonctions Log.# (a, b)
et Log(a, b) sont convexes.

B étant bilinéaire est analytique, d’od la convexité de Log.#(a, b)
en vertu de la Propogition 4.

Reste & prouver la convexité de LogA (a, b).

Considérons la fonetion sur [0, 1], & valeurs dans R
a +— LogA (e, 1).
Bi elle est égale & oo, elle est convexe. Uh peut donc supposer qu’il
existe aye[0,1] telle que M a1 < o0

Done 7 applique, en vertu de cette hypothése F(H,) dans %*(H,),
espace de Banach et la convexité de LogA4"(a, 1) provient du corollaire 5.

D'autre part, considérons la fonction sur [0,1], & valeurs dans R
b > Log A" (0, B).

Si elle est égale & + oo, elle est convexe. On peut done supposer qu'il
existe b, < [0, 1] telle que I possdde une extension linéaire et continue de

@°*Y(H,) dans €V1(H,).

Alors la convexité provient du corollaire 7.
De la définition de 47, on a immédiatement la convexité de Log(a, b).
Remarques.

1) 8i, au lieu de la notation du Théoréme 8, nous notons
[1, co]x [1, o0] = [{p > 1} U {w}]x [{g > 1} v {0}],

la conclusion du Théoréme 8 reste valable.
Bn effet, sa preuve n'utilisera que la convexité de la fonction
Log.# (a, b).
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‘ 2) En exprimant la remarque précédente d’une autre maniére, on
obtient I’énoncé suivant, déjd établi par Dunford et Schwartz (cf [2]),
toutefois sans estimation de convexité sur les normes:

Avec la notation de la Remarque 1, disons que J~ est de type (p, q) si
|7 |p,q < -+oo. Alors, 51 7 est de type (py, qi) et do type (pa, ¢5), pour
tout e [0,1], 7 est de type (p,q) ol

1 6 +‘1—~0 1 0« B 1»40
7 [ 4 /3

et on a l'inégalité de convexité:
1 (1,0 < (17 g, 00)" (17 L )"

3) Les énoncés précédentes restent vrais dans le cas des espaces
de Hilbert réels.

§ 6. Voici quelques applications.

Le résultat de la Remarque 2, dans le cag dmgon&l donne la:

Prorostrion 9. Soient H un espace de Hilbert, {P,},, une suite do
projecteurs auto-adjoints, mutuellement orthogonaus, ¢est-d-dire PP, =0
pour Vn = m.

Alors, pour tout T e F(H), la série T = YP, TP, converge dams € (H).

n
Lapplication T winsi définie de F(H) dams ¢°(H):
TwT(T) =

est de type (p, p) powr fout pe[l, o] = {p >1} U {w}

17 lb,0 < (11,0 (1 oo e0) ™17 < 1.

Preuve. Dans le cas séparable, ce résultat, sous une forme légorement
différente, a été établi par Gohberg et Krein (cf [4]) avee la soule majo-
ration |77, , < 1.

Leur méthode est diffélente

Soit Te F(H) et posons 0, 21’, @, converge fortement vers @, @ dtant

la projection auto-adjointe de I{ sur le sous-espace fermé engendré par
les images de P;.

Puisque T'e F(H), il s'écrit:

¢
= Z(f) AL

K=l

pour Vfe H.
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Done

11 .
TQu(0)—TQ(3) = D {Qu(b)—Q(b); ¢} wie
k=1
Dol
i

NI< D) vl 1Qngs— Qo

k=1

[-T(Qn"

Par conséquent, T'¢, converge vers TQ dans €“(H) lorsque n —> -+ co.
Soit & > 0, il existe done N tel que

(12) IT(Qn Ql<e powr Vu=XN.
De (12), on a:

|\P;TP;(f)I < elP;(f)] pour Vi= N, VfcH.
D’ott:

ne< 322 125(1)

Done la suite ZP TP; est une suite de Cauchy dans %“(H), par consé-

[ZPjTP A = Y’ \P, TP, (f

j=n - j-—n

P<elfr.

quent elle converge dans #“(H); d’olt la convergence de T.
En utilisant un résultat de Gohberg et Krein (ef [4]), on a:

lem S

pour ¥V =1,2,...

J=1
Il en résulte que 7 est de type (1,1) et (oo, oo) avee
<1, Plk<1

d’ont le résultat suivant la Remarque 2.

Une application de la Proposition 4 permet de retrouver quelques
inégalités bien connues dans les espaces #?(H). La méthode est seule
nouvelle:

ProposrrioN 10. Soient H wn espace de Hilbert, Ty (j =1,..., %)
k opérateurs de H dans H tels que:

T;e 6% (H), e[l, o] ={p =1} v {w}.

a) Sii—i— +i =1, alors T, ... Tpe %' (H) ot
b P
ITr(Ty o TR < Tl <o | Ty
.1 1 1
b) 8 —+ ... +—=—<L1, alors T,... T, e €°(H) et
1 Pr P
] Tklp !T lpl lTklpk'
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Preuve. IIn utilisant les inégalités classiques liant les MIT ... T
et les produits des A;(T;), il est aisé de voir que si

‘le produit Ty ... T,e¥P(H) ot Dapplication mulfilinéaire

(TLyveey Tlc) g T]. o 1lc
est continue de ™1 (H) @ ... @%"2(H) dans €7 (H).
Prouvons le a).
En vertu de cette continuité ot de la densité do §F(H) dans €% ()
la Proposition 4 montre que la fonetion définie sur [0, 1%
a > Logsup [Tre (1, ..., 1))

est convexe sur [0, 17% Pour obtenir inégalité de a), il suttit do ln prouver.
Dans le cas particulier p; = &} (¢} symbole do Kronecker), ¢ == 1,...,%
ce qui est évident.
Prouvons le b).
Boit p’ le conjugué de p. En vertu de =)
su;p [TI'(ST” teey Tls)[ < 1111|7)1! e ITI."

St (21)
1811

Or, en vertu du Théordme 1,

g

[Tyy ey Tylp = Ssg’gl?mltr(sw“ oy Til
18l =1

d’ol le résultat.
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On weighted #,-approximation by polynomials

. by
GEZA FREUD (Budapest)

Abstract. The Jackson theorem for the whole real line is formulated and proved
for #,-approximation with weight exp {— }2%*] (Theorem 1). The main tool is a func-
tional analytic duality principle of 8. M. Nikolski (Lemma 4). This is combined with
a suitable new H. Bohr-type inequality (Theorem 4).

1. Introduction. Let us denote by P, the set of polynomials of degree n
at most and let

(1) Wi(z) = exp{—3s®} (k=1,2,...).

For an arbitrary measurable function satisfying F'W,e Z,(— oo, oo)
we define
(@) &) (Wy; F) = inf |[(F—g@a) Wy
PPy
In (2) as well as in the whole of this paper we denote by ||| the £, (— oo, o)
norm.
We introduce the expression

B) (& Wy F;8) =max [ |F(a+0)Wy(@+1)—F (@)W, () do+

ol

+ [ T IR @) Wie)de (8> 0)

and call it the generalized .#;-continuity modulus with respect to the
weight W,. The z(#) figuering in (3) is defined by

ol (sl < 1),

“ v = 1 (ol > 1).

We observe that W,Fe¢%,(—oo, co) implies limw(&L;; Wy; F; d)
= 0. 80
Moreover, we observe that

(8) T(02) < Oz(m) (0=1)
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