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oper and suggested naturally the compelling question of whether the
classical Bochner theorem (and perhaps some generalized form of it} could
be indeed recovered —proved —from a nwmerical range/states approach,
This meant one should try to obtain some result(s) easily applicable given
the hypothesis of the classical Bochner theorem and asserting that (under
the appropriate conditions) a given linear functional is a spectral state.
Theorem 1 above does exactly that, while in Theorem. 5 one does not
insisb on having states nor a unit element since one has in mind the
Fourier transforms of complex measures (and of course one also congiders
in the latter theorem different transformations of 4 than in Theorem 1).
Finally, notice that while in our applications the transformations of 4
were linear or conjugate linear, no such thing is needed nor was assumed
in the theorems given above in the abstract conbext, (Theorems 1 and 5)
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Un critdre de compt'?éité
dans les espaces vectoriels topologiques

par
PHILIPPE TURPIN* (Osay, France)

Sommaire. Dans log ogpaces vectoriels topologiques les plus usuels, notamment
L’espace des fonctions mosurables sur (0, 1) muni de la topologie de la convergence
en mesure, un ensomble borné B ost précompact si et seulement §'il existe pour tous
voisinage U de 0 un gous-espace vectoriel L de dimension finie fiel que B < L+ U.

1. Soit B un espace vectoriel topologique, réel ou complexe. Une
partie B de B est dite mince quand pour tout voisinage U de 0 dans
il existe un sous-espace vectoriel L de I/ de dimension finie tel que
Bc L+ U.

Par exemple tout précompact de E est mince.

On rappelle que B = J est dit borné quand tout voisinage de 0 ab-
sorbe B (¢’est & dive contient wB pour quelque u > 0).

Tout borné mince d*un espace localement convexe, ou ([6]), plus
généralement, d’un espace localement pseudo-convexe (c’est & dire dont
tout voisinage de 0 contient un voisinage U de 0 qui absorbe U+ T)
est précompact. 8. Rolewicz pose le probléme de savoir si, dans un espace
vectoriel topologique quelconque, tout borné mince est précompact.
([6], p- 165). ,

On donne ici, sans résoudre ce probléme, quelques classes d’espaces
vectoriels topologiques cdont tout borné mince est précompact et on
obtient notamment le résultat suivant,

Tuiorime L. Dans Vespace L°(0,1) de toutes los (classes de)
fonctions mesurables aw sens de Lebesgus sur Dimtervalle (0,1) muni
de U topologie de la convergence on mesure, lowt borné mince st relativement
COMPaCs,

On démontre en fail (Propositions 3 et 4), plus généralement, le
Théordme 2 ci-dessous. ‘

Soit 7 une mesure positive sur une tribu de parties d'un ensemble 7.
Soit ¢(w, t) une fonction numérique de @ 3> 0, te ', p(x, ) étant m-mesu-

* Co travail était presenté pendant la “Conference sur los espaces de fonctions
et espaces modulaires”, Poznai, 1-5, Octobre, 1971,
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rable pour tout @, ¢(-, {) dtant, pour m-presque tout ¢, nulle en. 0 et seule-
ment en 0, croissant et continue. Soit L' (m) ([1], [4]) Pespace vectoriel
des (classes de) fonctions scalaives f m-mesurables, telles qu'il existe

1 . . -
& > 0 vérifiant f (p( ’-‘ZEA(—)I—, t) dm () < oo, muni de Ia topologic définie par
: ]

la F-norme

&
[lf]] == inf {e =0 ‘ j {,_,( ‘fim , I,) dm (1) = z-:}.

TukorEME 2. Quels que soient ¢ el m, tout borné mince de Iespace
vectoriel topologique L*"(m) ci-dessus est relativement compact,
. w
On en déduit le Théoréme 1 en prenant par exemple g, 1) - £ ‘l SR
A
2.
ProrosITION 1. Pour que tout borné minee dun espace vecloriel topo-
logique B soit précompact, il suffit que T wérifie la propridté (A) suivante.
(A) Pour tout voisinage U de 0 4l ewiste un voisinage V de 0 tol que
pour tout sous-espace vectoriel L de I de dimension finie eb powr tout a > 0,
il existe une partic finie H de V L tolle que

(1) VnLc H4al.

Démonstration. Soit B un bornd mince de K, soit U, W des voi-
sinages équilibrés de 0 dans B, U et V' = W -+ W étant liés par ln relation
énoncée dans (A). Il existe un sous-espace vectoriel L de dimension finie
de F tel que B <= L+W, et il existe o> 0 tel que

Be (B+W)nL+W < i VAL+W e i‘ He UW

si H est un ensemble fini vérifiant (1). 11 existe alors une partic finie F’
de B telle que B < H'4 U--U+V. Done B esh précompact,
Remarque 1. On verra dans lo paragraphe b que (A) n'ost pas une
condition necessaire pour que tout bhorné mince do B woit préconpact.
Remarque 2. Il est clair qu’on obtient uno propriété dquivalento
& (A) en supposant seulement dans (1) que H egh un précompact do W,
On obtient trés facilement lo Théoréine 2 dans 1o cag o1, pour presgue
tout ¢, sgprp(w, t) = co. En effel, soit U un voisinage de 0 dans L (i),

soit £>0 tel que V = {fl|Ifl <6} = U. Tl est clair que V ne contiont
atcun sous-espace vectoriel non nul. Par conséquent, comme ¥ ost formé
eb équilibré, ¥ NI est borné, done compact, si I est un sous-ogpace veeto-
riel de L*7(m) de dimension finie (cf. [5], paragrapho 3). Hn effet, si (2,)
était une suite non bornée de points de V N .L on trouvernit une sous-suite
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(y,) de (w,) ot wn poink ¢ +# 0 dans L avec ¢, = s,6--2,, oll s, -+ oo et
-if'»- ~ 0. On wurait alors uee ¥ == ¥ pour tout scalaire w. Done il est
°n

clair que (1) est vérilié. On o démontré en fait que dans tout espace vecto-
riel topologique “sans eourte droite”, c’est & dire qui posséde un voisi-
nage de 0 ne contenant aucun sous-espace vectoriel non nul, tout borné
minee oxti précompact, On voit facilement que si Pespace séparé associé
a un espace vectoriel topologique H ost un sous-espace d’un produit
Lospace By dont tout hornd minee est précompact, alors tout borné mince
de H est précompact, On en déduit lo résultat suivant.

PROPOSITION 2. Soit B un espace voctoriel topologique possédant un
systémeo fondamental U de voisinages de 0 vérifiant lo propriété suivande.
Powr towt Uet, (M al ast un ospace vecloriel ot il existe Ve¥ tel que

il
V- alU <= U, Alors tout borné mince de B est précompact.

“z0

En effet, Pespace sdparé associé & F est isomorphe 4 un sous-espace
vectoriel topologique dun produit d’espaces (métrisables) sans courte
droite (cette propriété est en fait équivalente d Phypothése faite sur B).
Car soit Ue %, soity pour # =0,1,..., V, un voisinage de 0 équilibré
tel que Vy--M alU e Uet V,  +V,yc V,. Alors 8i W, = V,+U al,

o) a=0
M aW, == all ot W, +W,, c W, Les W, définissent une topo-
w0 st
logie vectorielle 7, sur I, pour laquelle Padhérence de 0 est (M) aU.
a>0

Llespace sépard B, associé & (B, T ) est sany courte droite (et métrisable)
et on voit de manitre classique que Pespace séparé associé & B est iso-
morphe & un song-espace du produit des Hy, Ue%.

La Proposition 2 s’applique aux espaces localement pseudo-convexes.
Notons wussi quelle s’applique aux espaces A,P de [2], ot I'on démontre
déjd quo tout bornéd mince de 4,P est précompact. ’

3. La Proposition 2 ne s’applique pas & tous les espaces L*?(m), pas
par exemplo & Pespace L0(0, 1) du Théoréme 1 (pour tout voisinage U
do 0 dans L0, 1), Pespace vectoriel engendré par ﬂo alU est Despace

(3=
L0, 1) ontier). Démontrons dans ce parvagraphe le Théoréme 2 dans
lo eas géndral.

ProvosreioNn 3, Soit K oun espace vectoriel topologique vérifiant lo
propridlé.

(B) Pour tout voisinage U de 0 dans B ol existe un voisinage V de O
dans B vérifiant ceci: pouwr que Pespace vecloriel engendré poar h vecleurs
ere H, Lssd < hy soit contenu dans U, il suffit qu'il existe 1 swites de
soalaires 8, > 0, 1< 455 hy 8y, of ﬂi—l’ﬂ—

X

tendamt vers Vinfini avec n
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pour Tout > 1, aveec pour tout n
h

X
Z SinGie V.

=1

Alors B vérific la propriété (A) de la Proposition 1, et done tout borné
mince de B est précompact.

Démonstration. Soit U un voisinage de 0 dans # ot soit W un
voiginage équilibré de 0 tel que U et V' == W--W vérifient la condition
de (B). Soit L un sous-espace vectoriel de H de dimension finie ot soit
(2,) une suite non bornée de W NI, Montrons qu'on peut extraire do ()
une suite (y,) telle que

(2) Yn€ &p - ﬂoaU,
a>

2, étant une suite bornée de L. Cela impliquera lexistence d’une partie 11
bornée, done précompacte, de L telle que
WnLecH+ M al.
a>0
E vérifiera donc bien la propriété (A) (Remarque 2).
On peut extraire une sous-suite (yi) de (,) eb trouver un vectour
i

“a
non nul el tels que ), =8 ,6,+2%, oW 0< sy, ~> o0 of ~~%- -» 0,
$1,m

et oll 2, reste dans un sous-espace fermé (B n’est pas supposé sép;mr(n) Ly
de I ne contenant pas ¢,. Tuis on répéte cetite opération sur I, et la suite
2, (si cette dernidre n’est pas bornée). In poursuivant cette construction
on trouve une sous-suite (y,) de (z,) et des vecteurs ¢;¢.L (lindairemont
indépendants) tels que
. I

=Z'g'£,n0't"]“zn

f==]

—1,7

ol 8;, >0, 8, et ——= tendent vers l'infini ot ol #,¢.l resto borné

Sf n
pour la topologie induiﬁe par 7, Il existe e 0, L] tol que, pour foul s,

ez, € W, done tel que Z 83; n6;€ V N L, Done Pespace vectoriel engendrd
i=

par les ¢; est contenu dans U et done dans () al, co qui impliquoe (2).
w=0
La proposition suivante donne maintenant le théordme 2.
PROPOSITION 4. Quels que soient m of g, Pespace L% (m) du l’héwoma
vérifie la Propriéié (B) de la Proposition 3.

Démonstration. Soit &> 0 et soit, pour LK< h, fe L' (m) ot

. 31:_1, s s
des suites s; , > 0, s; , et —8——’? tendant vers Vinfini avec . Supposons

i,n

icm°®
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que pour toul n

I
3) I {)?s/;,nﬁ <e

Soib ]} une i‘.onction appartenant & la clasge f;, finie partout, et soit
s 0}, Pour tout te A |2 8nfi(l )| tend vers I'infini.
N

Done (lemme de lmtou) d’aprés (3)

[ supp (o, t)am (1) < e
g @

Par congéquent, pour toute combinaison linéaire f des fi, Il <
1*7(m) vérifie done (B).

Remarquong que la Iroposition 4, et done le Théoréme 2, se géné-
ralisent vraisemblablement a des espaces modulaires ([4]) plus généra,ux
Bn effet on n’a pas ubilisé lo fait que lo module f — [ (f(2), ¢)dm (1) est
additif sur les couples (f, g) tels que fg = 0 (ef. [1]).

4. La propriété (B) de la proposition 3 est vérifide par les espaces
localement pseudo-convexes, et plus généralement par les espaces vérifiant
Phypothése de la proposition 2. En effet un espace T vérifie (B) si 'espace
sépard asgocié b H est un sous-espace d'un produit d'espaces vérifiant (B),
ot tout espace sans counrte droite vérifie (B).

Voici ci-dessous une autre classe d’espaces vérifiant (B), qui contient
strictement la clasge des espaces localement pseudo-convexes ([8]) (mais
qui ne contient L*"(m) que si L*?(m) est localement pseudo-convexe).

ProrosirroN B. Soit T un espace vectoriel topologique. Supposons
que pour tout voisinage U de O dans B 4l ewiste un voisinage V de O et ume
suite de scalaires u, > 0 telle que
(4) (Vo AV = U,

n tmmea )
Alors T vérifie (B) et dono tout borné mince de H est précompact.

Démonstration. On posera 4 =.4-4 ... +A (n termes) si
n ost tn entier 3= L ot 51 A est une partie d'un espace vectoriel. Soit U
et V des voisinages do 0 équilibrés véritiant (4), U étant ;fell'mé, et soit e

-

n=1,2,..

< hy vérifiant les conditions de (B) avec E si,ne,eV. On.

ot &y, (054

w0

1 s, : 1 3,
LLIB e gtV o 6§, —t >0 8l 4> j, done
@ 8y, @ Syn
1 TR 7.
PR V—»-Z JiV = gV

1<y ’

v
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= h) appartient & M a th

ax>0

Toute combinaison linéaire des ¢; (0 <4 <
ot donc & U en vertu de (4).

Remarquons que dang le langage de [7] I'hypothése de la Propo-
sition 5 signifie que le galbe de F nest pas (comme espace & econver-
gence) 1.

5. L’espace vectoriel topologique métrisable B construit ci-dessons
ne vérifie pas la propriété (A) de la Proposition 1, mais tout borné mince
de 17 est précompact.

Soit, pour n > 1, ¥, le voisinage de 0 de &' (R ost: ln dvoitoe réolle)
défini par

V= {a(ty oo By o 07 Jul < 0, 432 04 [—1, L]0
Posons, pour % entier = 0,

Uk,n = Vn+ o +Vn
Uk n= [__zn-—k, 27&—1:]14—2”

(2"* termes) quand & < #,
quand & > n.

On a done Ugyynt Uppyn © Ugn. Soit B = @ R, et soit, pour &
entier > 0, U, < B défini par el

Ui = {(@p)nzre B Vo, tye Uyl

Alors les U, sont des ensembles équilibrés et absorbants dans B, U+
+ Uy © Uy. On munit B de Ia topologie vectorielle métrisable admettant
Pensemble des U;, comme systéme fondamental de voisinages de 0.

Tout borné mince de H est précompact.

Soit en effet, plus généralement, # un espace vectoriel topologique,
P un ensemble équicontinu de projections (linéaires) de I dans I tel
que pour tout pe P tout borné mince de p(F) (pour la topologic induite
par F) soit précompact, et tel que tout sous-espace de dimension finie
de I soit contenu dans I'un des »(F), peP. Alors tout borné mince B
de I est précompact. Car soit U un voisinage de 0. Soit V' == M p~*(U),

173

soit I un sous-espace de dimension finie de I tel que B < VL. Soit
peP tel que L < p(F). 8i I est Lapplication identique de T,

B =p(B)+(I~p)(B) = p(B)+L~p) (V)< p(B)+U~-U.

Donc B est précompact, car p(B) est borné et minee dans p(F) (car p
est linéaire et continue) done précompact. Dans le cas de # on prend
pour P Pensemble des projections canoniques sur les sommes tinies @ K",

SN
Supposons que I vérifie (A): il existe » tel que pour tout sous-espace

L de B de dimension finie et pour tout ¢ > 0, il existe une partie finie H

icm°
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de U, NI telle que U,NL c H-+al,. En ‘pren&nt pour T Despace Bi+"
immergé dans I, on trouve que pour tout @ > 0 il existe un borné B de
R tel que :

Vo BA-al,,.
Soit slors &> 0. Pour toub ¢ > 0, (&) rayiane Vio Done, a> 0 donng,
on a pour tout {0

ot

B E = by(l) -+ (112' w G,  L<i< 1428
)

ol (1) 22 0, |y ()] <

o en divisant les doux membres par ¥ on trouve que (& )eaUM Done
(e M aU,,,. Mais pulsque &> 0 cela ost absurde car
ax0

L ool sup b, ()] << oo, En prenant > sup]h ()
[

42
w.t 1= on € .R | Py == 0}
w0

Soit en effet we ﬂ aly ny @ 5= 0. Pour toub @ > 0 il existe un ensemble

T, @au plug 2" smmms gtrictement positifs tels que

Wy == byl Y Ul 1<i<142,

ey,
F n
ol by 4l € 2%a, |ty,| < a. Boib 1", I'ensemble des te T, tels que |ug ¢
> Va. T, st pas vide 8i a ext assez petit puisque » 5= 0. Soit i, le nombre
d’éléments de T,. Posons

- p
Ya, 0 == Z “rm,tt:

ey,

1«<7/ l'+‘h’u

Tn exprimant que ce systdme d’6quations en w,,; admet des solutions
on trouve que

hy
Yy ]
?/«,L“l”' f:\—/ (”"1)“'/0.1'1‘1 / [ [ l
1 o 'z" S

(‘Jm,m't(s)wt

l - 3 X , . .
g~ 1ol < 2" (V- a) 8 05 L ob -?<(I/ al ™ i e 1%, Done, quand

@ =0, @, == limy, , = 0. Réciproquement on peut vérifier que ze ﬂ alyy
8oy == 0, o
On sait (voir par axmnp]o [97, p. z) qu %1 existe sur B une F-norme

[, telle que, pour tout k3 0, we Uy, si ot seulement sillell, < 27"
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TLa topologie de H est alors définie par la F-norme )| = m;p I@,ll,. On
bl - 7 1
peut considérer L'espace I des (u,)e [T B tels que [w,ll, =0, muni
R n>1 .
de la F-norme sup la,ll, (B est le complété de F), ou encore l'espace B
n2l

des ()¢ [] B tels que sup [, tende vers 0 avoe lo scalaive ¢, muni
>1

n=l k2

de 1a F-norme sup |z,l,. 7 contient ¥, probablement strictement. Je ne

Nzl ~ ~
sais pas si tout borné mince de B est précompact, ¢t je conjecture que B
posséde un borné mince qui n’est pas précompact.

6. On a remarqué que tout sous-espace de produit d’espaces ol
tout borné mince est précompact hérite de cette propriété. Cette propriété
ge conserve aussi par passage & la somme directe vectorielle topologique
(dans la eatégorie de tous les espaces vectoriels topologiques), par exemple
parce que les bornés proviennent des cofacteurs ([3]) ou bien en vertu
de la propriété de permanence plus générale donnée dans le paragraphe 5
précédent. Je ne sais pas si le quotiont, ou le complété, d'un espace dont
tout borné mince est précompact posséde encore cette propriété. Je me
sais pas par exemple si tout borné mince d’un quotient de L°(0, 1) est
précompact.

Références

[1] L. Drewnowski and W. Orlicz, 4 nole on modular spaces X, Bull. Acad. Pol.
Sci. 16 (1968), p. 809-814,

[2] C.Tenske und E. Schock, Nuklearitit und lokale Konvexitit von Folgenrdumen,
Math. Nachr., 45 (1970), p. 327-335.

{3] 8. 0.Iyahen, On certain classes of linear topological spaces, Proc, London. Math.
Soc. 18 (1968), p. 285-307.

[4] J.Musielak and W. Orlicz, On modular spaces, Studia Math. 18 (1959), p. 49-65.

[6] D. Pallagschke und G. Pantelidis, Homolopieeigenshaften von Sphdren n
@-Riwmen und approzimative Kompaltheit, Arch. Math. 20 (1969), p. 176-185.

[6] 8. Rolewicz, Metric Iinear Spaces, Warszawa 1971,

[7]- P: Turpiv, Généralisation dun théoréme de 8. Masur et W. Orliez, C. R. Acad.
Se. Paris, 273, Série A (1971), p. 506-509.

[8] — Sur wn probléme de S. Simons concernant les bornds des ospaces vecloriels
topologiques, Bull. Soc. Math, Irance (Mémoires) (Collogue d’Analyse fone-
tionnelle de Bordeaux, 1971). A paraitre.

[9] L. Waelbroeck, Topological Vector Spaces and Algelras, Tocture Notes in
Mathematics, 230, Borlin Heidelberg New York 1971.

UNIVERSITH PARIS-SUD
OENTRE D'ORSAY
MATHEMATIQUR

Received March 1, 1972 (494)

©

TUDIA MATHEMATICA, T. XLVL. (1973)

Un exemple d’espace nucléaire dont le dual
topologique est réduit A zero

par
JEAN PIERRE LIGAUD

Sommaire. §, Rolowioz o posé la question suivante: Ext-ce que sur chaque espace
métrisablo complot et nuelbuire, il existe des formes linéaires continues non identi-
quemont nullos ([1], Probldme 44 o [2] Probléme 8). On construit un exemple qui
fournit une réponse négative & coltc question.

1. Dhapréy [1], pour deux parties A et B dun espace vectoriel, on
note d, (4, B) la borne inférieure des 4> 0, tels qu’il existe un sous-espace
vectoriel I de dimension < » avee A < AB+ L. Un espace vectoriel topo-
logique (ovt) est dit nucléaire 8'il existe un a > 0 tel que pour tout voi-

: 1
ginage U de 0, il on existe un autre V avec dn(V, U) < o (alors,
quelquesoit g 0, pour tout voisinage U de 0, il en existe un autre 14
tel que d,(V, U) =< Twil—jb«) Dans un espace métrisable possédant cette

: o
propriété, on a pour tout compach K et tout voisinage U de 0, d,(IC, U)
& e
= n1)
sens de [2].

si bien qu'un espace nucléaire au sens de [1] l'est aussi au

2. Soit H un espace vectoriel topologique métrisable et de dimension
dénonihrable. 8oit (6,)y-1 une base algébrique de B eb (Va)nmo une base
déeroissante do voisinages de 0 de J, équilibrés et tels que Vpr+ Vo
a V.

On pose Ly == {0} ot on  désigne par Ly (mz1) le _ sous-
espaco  vectoriel do K ongendré  par ey ...y fne On construib pml-
réemrranco une Tamille (W), ., 4o 1o manidre suivante: W =V, Wat

1 )
Taammn L (W) est une base de voisinages de 0 pour une topologie ves-
torvielle sur 11, métrisadle ot nucléaire.
On notera 7, Pespace vectoriel sous-jacent & B, muni de cette nouvelle
topologie.
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