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TLa topologie de H est alors définie par la F-norme )| = m;p I@,ll,. On
bl - 7 1
peut considérer L'espace I des (u,)e [T B tels que [w,ll, =0, muni
R n>1 .
de la F-norme sup la,ll, (B est le complété de F), ou encore l'espace B
n2l

des ()¢ [] B tels que sup [, tende vers 0 avoe lo scalaive ¢, muni
>1

n=l k2

de 1a F-norme sup |z,l,. 7 contient ¥, probablement strictement. Je ne

Nzl ~ ~
sais pas si tout borné mince de B est précompact, ¢t je conjecture que B
posséde un borné mince qui n’est pas précompact.

6. On a remarqué que tout sous-espace de produit d’espaces ol
tout borné mince est précompact hérite de cette propriété. Cette propriété
ge conserve aussi par passage & la somme directe vectorielle topologique
(dans la eatégorie de tous les espaces vectoriels topologiques), par exemple
parce que les bornés proviennent des cofacteurs ([3]) ou bien en vertu
de la propriété de permanence plus générale donnée dans le paragraphe 5
précédent. Je ne sais pas si le quotiont, ou le complété, d'un espace dont
tout borné mince est précompact posséde encore cette propriété. Je me
sais pas par exemple si tout borné mince d’un quotient de L°(0, 1) est
précompact.
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Un exemple d’espace nucléaire dont le dual
topologique est réduit A zero

par
JEAN PIERRE LIGAUD

Sommaire. §, Rolowioz o posé la question suivante: Ext-ce que sur chaque espace
métrisablo complot et nuelbuire, il existe des formes linéaires continues non identi-
quemont nullos ([1], Probldme 44 o [2] Probléme 8). On construit un exemple qui
fournit une réponse négative & coltc question.

1. Dhapréy [1], pour deux parties A et B dun espace vectoriel, on
note d, (4, B) la borne inférieure des 4> 0, tels qu’il existe un sous-espace
vectoriel I de dimension < » avee A < AB+ L. Un espace vectoriel topo-
logique (ovt) est dit nucléaire 8'il existe un a > 0 tel que pour tout voi-

: 1
ginage U de 0, il on existe un autre V avec dn(V, U) < o (alors,
quelquesoit g 0, pour tout voisinage U de 0, il en existe un autre 14
tel que d,(V, U) =< Twil—jb«) Dans un espace métrisable possédant cette

: o
propriété, on a pour tout compach K et tout voisinage U de 0, d,(IC, U)
& e
= n1)
sens de [2].

si bien qu'un espace nucléaire au sens de [1] l'est aussi au

2. Soit H un espace vectoriel topologique métrisable et de dimension
dénonihrable. 8oit (6,)y-1 une base algébrique de B eb (Va)nmo une base
déeroissante do voisinages de 0 de J, équilibrés et tels que Vpr+ Vo
a V.

On pose Ly == {0} ot on  désigne par Ly (mz1) le _ sous-
espaco  vectoriel do K ongendré  par ey ...y fne On construib pml-
réemrranco une Tamille (W), ., 4o 1o manidre suivante: W =V, Wat

1 )
Taammn L (W) est une base de voisinages de 0 pour une topologie ves-
torvielle sur 11, métrisadle ot nucléaire.
On notera 7, Pespace vectoriel sous-jacent & B, muni de cette nouvelle
topologie.
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Preuve. Par récurrence sur p, on voit que W% est un équilibré, que
W+ Whic W” ot que si n<<n', Wh = Wi. Pour n fixé, on a Wi**
< W2 done sin, n' et p, p’ sont des indices quelconques, on a W NnWwe

> W,

Reste & voir que W2 est absorbant. W), lest, et si on suppose que

W2 Vest, soit @ un 6lément de %, alors il existe un. entior m, tel que pour

- Lo
m > My, ve Ly, eb pour m < my, il existe 1, > 0 tel que A € =i WH

m [~ 1

1 .
done si A =inf(L, Ay, ..., Ap,) ON & Myﬁ—{—l WE-- L, quelquesoit m,

done Jwe W2t Les W2 forment done une base dénombrable de voisinages
de 0 pour une topologie vectorielle qui est plus fine que celle de #, done

séparée. Dnfin, pour tout m =0 on a WM r:——w-fw W8 - L,, done

dp (W3H, W) <

et cette topologie est nucléaire.

On désigne par I'(A) Penveloppe disquée d’une partie A de F.
LEMME 2. »S’upposons que X posséde la propriéié suivamie: Pour tout
entier m, (ﬂZV ) =

Alors Z@ dual topologique By, de B, est réduit & {0}
Preuve. Pour tout n, on a par récurrence sur p

o AV, done I'(W%) = 1.
a<0
L’espace B, n’est pas complet en général. Si ivo désigne le complété de I,
et si W, est réduit & {0}, (Eo)' Pest également. Alors T, est métrisable,
complet et il est nucléaire en vertn du:
LevME 3. 8 F st un evt nudléwive, son complété B est nucléaire.
Preuve. Soit U un voisinage de T ot U, un autre voisinage de 0
de I tel que U,+ U, = U. On peut prendre U, = ¥ ol V est un voisinage
de 0 de F' et olt "adlhiérence est prise dans v nisque I ost nucléaire il

. Alovy

existe un voisinage W de 0 dans F tel que d, (W, V) <

pour chaque entier m, il existe I < ¥, avee dim L <

1 1 1
V+IL U e
1 R m+1 LS m -1 41,
8. Il reste & trouver un evt métrisable, de dimension dénombrable,
et vérifiant la propriété du Lemme 2.

< 6b W @ e V o I

-1
U'I"I/ et ‘Zm(W! U) <

Alors W < 1
m—+

icm
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Soiti X == [0, 1], m la mesure de Lebesgue sur X et 2 Pensemble des
fonctions caractéristiques ¢, des intervalles fermés I de X, dont les extré-
mités sont rationnelles. Soit L°(X) l’espace des fonctions mesurables
gur X, muni de la topologie de la convergence en mesure. Soit E le sous-
espace vectoriel do L' (X) engendré par £ et muni de la topologie induite
par LM(X). £ est dénombrable, done B est de dimension dénombrable.
I est métrisable et possede pour base de voisinages de 0 les

Vi = {fe. I Wn.({meﬁ’; If(.m)l > i})g%}

Pour o fixé, 80t (Ip)icpen o famille des intervalles I, = [—zc—:}— —k—]
N

’
[
eti soit fe . Alorg f =

Z Jaor,, (on identifie deux fonctions égales presque
ghin

]’om tout nombre o> 0, m({weX; |af () g, (#)]

partout), et for, e B
fn done afgr,eV, et nfpr e ﬂAVﬂ.
>

> 1)) < m(Ty) =
Alors f = Z —~'Hf(p,], ot fe F(ﬂﬂ’n) Ainsi I posséde la pro-
1<Jr'”n

priété du Temme 2.
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