imn STUDIA MATHEMATICA, T. XLVI. (1973)

Opérateurs linéaires entre espaces d’Orlicz non localement convexes
par

PHILIPPIE TURPIN (Orsay, France)

Sommaire. Iitant donnés deux espaces d’Orlicz L? ot LY relatifs & une mesure
gans atome, avee @ coneave ot p(2e)/p(w) bornd, on détermine & quelle condition il
axisto uno application linéaire continue non nulle de I¥ dans LP. On examine aussi
les can dos applications envoyant un voisinage de 0 de I¥ sur un ensemble borné, ou
relativoment compaet, de L7, On trouve par exemple que (quand la mesure est hornée)
il n’existo un opératour lindaire non nul de I? dans L¥ envoyant un voisinage de 0
sur un ensenble borné (rosp. relativement compact) que gi L7 est localement borné
(vesp. que & L9 = LY).

Les principaux résultats de cet article concernent les applications
lindaires (’un ospace 'Orlicz ([8]) LY dans un espace d’Orlicz L7, ces
egpacos Gtant relatifs & une mesure w positive sans atome. On suppose
que ¢ eshi concave et que w(2a)/y(«x) est bornde. Précisons d’abord gque
nous disons qu'un borné K de L est uniformément p-sommable (Défini-
tion 8) quand lintégrale [¢(|f(f)])du étendue & I'ensemble des t tels que
If ()] ¢ Je, 1/e[ tend vers 0 avee & uniformément gquand fe K. Tout en-
semble relativement compact de L” est uniformément p-sommable (Pro-
position 3).

On démontre alors que pour qu’il existe une application linéaire
non nulle de I” dans L” qui (respectivement) a) soit continue, b) envoie
I'un. des voisinages de 0 de LY sur un borné de L?, c) envoie I'un des voi-
sinages do 0 e L' sur un ensemble uniformément p-sommable, il faut
et il suffit que (respectivement) a') @(m) = O(y(®)) quand @ — oo,
h'y limsup l’;/fzt:))) -0 quand w0, o) @(@) = 0(1/)(06)) quand @ — oo

ey & .
on gupposant p(w) == o(w) (Théordmes L, 2, 3 et relation (3)). Si p est
bornde cen conditions équivalent d ce que L* = L*, Pinjection canonique
vérifiant respectivement a), b), ).

SiL o It o) rovient d dive que I¥ admet une forme lindaire continue
non nulle: Péquivalence de a) et a') est done bien connue dans ce cas
([0, puis [7] ot on donne un résultat plus général, puis [2] et [3]).

Iin faisant @ == @ o en supposant 4 bornée on voit que L? n’admet
un opérateur lindaire non nul L7 — LP envoyant un voisinage de 0 sur un
borné (resp. sxur un ensemble relativement compact, ou méme uniformément
g-sommable) que si I* est localement borné (resp. que si LY = LY.
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On amdliore aingi un résultat de [3], & savoir que tout opérateur
linéaire compact de L? est quasi-nilpotent si L7 5= L', et do [9], ol Pon
démontre que, sous une hypothése impliquant que L” n’est pas localement
borné, tout opérateur lindaire compact de IL? est nul.

Ces résultats reposent sur Pexamen du comportement de la base

N
de filtre des | 4, U, U voisinage de 0 de L”, (,) suite sealaire donnde,

N0 O
notamment pour la topologie de L’ 0() ==inf{w, 1} (proposition 2),
On termine 'article en étudiant le comportement do cette base de filtro
dans un L° arbitraire contenant LY, ce qui constitue en fait une intro-
duction & [11] (théoréme 4).

Les résultats ci-dessus sont donnés dans le paragraphe 2, Le para-
graphe 1 contient divers préliminaives, que 1'on utilisera encore dans [11].

§1

1.1 Soient ¢ et p des fonctions d>une variable @ »» 0, & valeurs dans
[0, oo, croissantes, définies au voisinage de 0 et nulles en 0 (rosp. définies
au voisinage de oo).

On dit que ¢ et y sont équivalentes (ou que ¢ équivaut & ») au voi-
sinage de 0 (resp de oo) quand il existe des constantes finies m > 0 ot
% >0 telles qu'on ait, au voisinage de 0 (resp do ),

(1) o () < (o) <— (p( ”)

Quand ¢ et y sont définies sur [0, cof on dit qu'elles sont dquivalentes
quand elles le sont au voisinage de 0 et de oco. Si ¢ équivaut &  au voi-
sinage de 0 (vesp de oo) et si p(2x) = Ofyp(x)) au voisinage de O (resp
de oo) (par exemple si y est concave), alors il en est de méme do ¢, et (1)
est vérifié (pour m convenable) avee w == 1. L proposition suivante
est bien comnue.
ProposITION L. Supposons g partout finde. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes.
() ¢ équivaut aw voisinage de 0 (resp de o) & une fonolion concave g
définde sur [0, cof, nulle en 0 (at partout finde).

(ii) It emiste M < oo tel que pour tous @, y voising de O (resp. do o)

on ait
? (4J>

0oy = —>n <1;[99$,_)_
@

(ili) IT emiste. M’ < oo 16l que ]JO’M‘ toute sudle finde do nombres wy = 0
appartenant ainsi que leur somme & un voisinage X de 0 (resp. do o) on @il

(/_/ ) < W' 2"’ ()

icm°®
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Démonstration. (i) implique (ii) car (i) est vérifié par ¢ (avec
M =1). (i) implique (iii), avee M’ = M. En effet on §e rameéne au

vas (facile) ol M =1 en posant ¢,(x) == inf plu (resp. sup M);
o<usl u w1 U

. iwinage de O 1 s, P, @)

au voisinage do O (resp. de oo) @ =gy 2= T (resp pL= @ ﬂ) et 2t

ost déeroissant, Enfin si ¢ vérifie (i) 1 plus petite fonection concave
majorant ¢ sur &, soit g,, véritie Hlll‘ Xo(x) < go(2) < 2M p() car, sui-

vant [1], on voit que g,(@) = MJI]) f qa(/a )dt ol h parcourt l’ensemble
t)dt = x. En etfet,
dt—-m“ i=1,2, et si

des fonetions mesurables (0, 1) —+X telles’ que ( h(t

étant donnés @, w, dans X ot e 10, L[, si f By(

A
hy (t) vaut hy (E) pour 0 <t << Aot ha(l )pour A<t ona

1
[ ha(t)dt = dw+ (1 —2)y
[]

1

[ o(hst) dthf (B (B) it + (L — z)f (o)
[

Done gy osl coneave sur X ef 51 0 <weX ob f h(t)dt = w,
L]

w1+ 22 (o),

x

p(h(v) <

drotu gy(x) 5 2M @(z). g, est la restriction (vesp. équivaut au voisinage
de oo) & nue fonetion ¢ concave sur [0, oof, nulle en 0.

- DitpiNerioN L. Soient ¢ of ¢ des applications croigsantes de [0, oof
dans [0, oof nulley en 0 et seulement en 0. On pose pour 0 < u < o

u;)
plow(u) = Jup @

(lJI‘W/J('N«) mr NUD V.T(w) §ius 0, pPu(0) = 0
1w oo ,ff_
+5)
~ o ()
D[ () s BRI mmeeee
Py ) 0<x£co p(m)
1 .
Py (@) = v fia>0, @ y0) =0.
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Ces fonetions de « sont des applications croissantes de [0, oo dans
[0, co] {dans [0, oof en ce qui concerne ¢.,) nulles en 0 et seulement
en 0. Remarquons que gy = 0% si 0(x) = inf{w, L}, que g1y = .
On a
(2) Py = W(—l)lo‘?(—l)a ey = 7/’(~~1)W‘7’(~<1)

Notons ] le signe !0‘” (resp. g, [°). Pour quo @lyp(u) <X oo, u dound,
il faut et il suffit que p(ue) = O(p(x)) au voisinage de 0 et do oo (vesp.
de 0 de o). Par exemple dire que plp(2) <t oo (co qui implique @lp fini
partout) ¢’est dire que ¢ vérifie la condition 4, (resp. aun voisinage de 0,
de o), ¢lp(2) < oo si ¢ est concave. Bn posant h(0+) == Hm h(u), ¢ dqui-

-0
w0

vaut & p (resp. au voisinage de 0, de oo) si et seulement si gy (0 4-) < oo
et wlp(0+) <oo. Bi @ et p dquivalent respectivement & ¢, ot u, (resp.
au voisinage de 0, de oo), alors gy équivaut & py|p; (resp. au voigsinage
de 0). Si p|p(2) < co et p|p(2) < oo, ou bien plp(0--) = oo, ou bien g|p
est partout fini et vérifie la condition 4, (resp. et vérifie la condition A,
au voisinage de 0). Si p et y sont concaves (resp. aw voisinage de 0, de co)
alors ¢]¢ équivaut & une fonction concave (resp. au voisinage de 0)
(observer que (p|1p vérifie la condition (ii) de la Proposition 1).

Pour que ¢ vérifie la condition 4, (resp. équivaille & une fonetion
concave) aun voisinage de oo il faut et il suffit qu’il en soit ainsi de Pe1)
au voiginage de 0.

8i, comme ci-dessus, | signitie [ (vesp. |, |*) on a

@) Plp(0+) = inflim sup f_(ép))ﬂ

u>0 @

la limite supérieure étant prise au voisinage de 0 et de oo (resp. de 0
de co).

H

)

En effet si, par exemple, > b = inf]im sup {p——(-, il existe
. 20 0 W (m)
>0 et w,e]0,1] tels que oz sup -(p(’l ) . Alors i
0< =iy "/J 2
U oty o w1, ~qj~(~,‘~~b-£riw)~~% —qz»("“v”") &
p(@) ~ plamy)
et donc
9"0’/’(“ a et plow(0-) <b.
L’inégalité inverse est évidente.
Enfin, si sup{w, v} <1 quand | signifie |, ou [, et pour tous wu, v
quand | signifie |°, on a

(4) Pula (W) < @ylpa (%) gy ().
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En effot on so rameéne par (2) wu cas ot | signifie |, ou | e, si v > 0,

Puune) oy (uew) gy(on)
@) paom) pel@) P1la (%) p2lps (v).

DismNrrioN 2. Une fonction ’Orlicz est une application croissante
de [0, oo dans [0, oof, nulle en 0 et seulement en 0, continue en 0.

Par-exeniple los foncetions ¢ly sont des fonctions A°Orlicz quand elles
sont finies partout et continues en 0-¢_; est une fonetion d’Orlicz si ot
seulenient si ¢ n'est pas bornde.

Toute fonction d’Orliez ¢ dquivaut & une fonction A’Orliez continue,
par exemple d une fonction continue croissante égale & ¢ sur les points
2", - 00 <l <X 00, e endier.

L.2. 7' ddsigne dans la snite un espace mesuré par une mesure positive
dt détinie sur une tribu do parties de 7. N désignera I'ensemble des entiers
positifs on nuls muni de In mesure cardinale. 8i § « T est mesurable, |S|
désignera la mosure do S, Iy la fonetion caractéristique de §. Une fonetion
gimple est une combinaison linésire finie de fonctions caractéristiques
(’ensemibles mesurables et de moesures finies. Soit M, espace vectoriel
de toutes les fonctions sealaires meswrables sur ' “définies & une fonction
nulle presque partout prés”, presque partout finies. Si ¢ est une appli-
cation croissante de [0, oo dans [0, co] posons, pour 0 < a< oo, en
berivant o(lf]) au lien de go|fl,

(5) Bh( muwmf¢m

ot soit L% lensemble, convexe ot équilibré, des fe My tels que f e(If1)
T

< oo ot L3V 1o sous-oxpace vectoriel de M, engendré par L. Si ¢ est une
fonetion A'Orlics Ly" est muni de la topologie vectorielle (métrisable)
admettant pour systéme fondamental de voisinages de 0 P'ensemble des
sBE(e), & > 0. L ost muni de la topologie induite par Ly’ Quand T = N
on, berit aussi 17, "7, So reporter nux réfévences [41-[8]. Si |, signifie |y, |
ou | selon que 1' = N, que T est do mesure sans atome finie ou infinie,
on saib quo les quatre assertions suivantes sont équivalentes. a) Ly = L
DY @lpg(2) = ooy e) L adinet pour systdwo fondamental de voisinages
de 0 1’(\11.Hmnblu dow Bf(e), e 0; ) Ilengemble des fonetions simples
et donse dans L47, Quand ces conditions sont véritides, par exemple quand
@ 6quivant & une fonetion concave, on écvit Li plutét que LyP. On sait
EET) qlm I I si ot seulement si ¢ylppe(0--) < oo, donc  que
Ly Lyt st ob seulement si g, ot @, sont équivalentes au voisinage
de 0, de co ou parbout selon que T == N, que T est sang atome, de mesure
finie ou infinio. 8i ¢ ot v sont des fonetions d’Orliez concaves, il existe
une fonetion ’Oplicz concave w, (vesp. p,) équivalente & y (resp. ¢) an
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= [0 )

voisinage de 0 (resp. oo) et telle que gqlp, == @iy (resp. ¢y
w2 L (resp,

il suffit de prendre py(%) (resp. ¢, (@)) proportionnel & @ pour »

us (@ . .

< 1) car o (uo) (res —(L‘(m) ~yest alors déeroissant (resp. croissant) en
() v fu) - .

@ pour # 3 1. (resp. < 1). Doty remarque suivante, on utilisant de manidre

analogue la relation (3).

Remarque 1. Btant donnds deux ospaces L ot Lg?, ot T ont sans
atome et |T| < oo ou bien T’ =: N (vesp. ot oll ¢ o 4 sont concaves) on
peut supposer, quitte & modifior ¢ et p sany changer lex espuces corvespon-
danty, que

plyp(0-+) = P9 (0+)  (vesp. plyy == qlg’y)
| signifiant |, ou [ selon que I' = N ou que I’ est sans atome avee |T'] < eo,

1.3. Btant donnée une suite (4,),.., de parties d’un espace vectoriel,
oL POSersa

" , . N
2 Ay = U EAM 2 == Z" :;:E

nZm N2 e ni+0

§2
2.1.
Prorosrrron 2. Soient T' un espace mesuré sans atome, ¢ une fonction
a'0rlice, A ume suite scalwire.
a) 81 ¢[C(2) < oo et si A¢ 1 (Définition 1), alors, pour tout & > 0,
(Bh(e) tamt défini par (5)) on @

D uB(e) = If
20

b) 8 @ est concave, si 0(w) == inf{x,1} el 82 e "¢V, alors la buse
de filtre des Y3, Bh(e), s > 0, lend vers 0 dams L (est & dire pour lu topo-
n
logie de la comvergence en mesure s |T'| << oo).

Démonstration de a). Etablissons dabord ceci: 8i 8 < 7' est
mesurable et si e > 0, on a

(6) oy S N

' Zoj(p("l)( n) 2 PR IHGAFJ Ao BY(e).
En effet le premier membre de (6) impligue qu’il oxiste une partition
finie de & en ensembles mesurables 8,,, wvee [ 8] << ep(y(A). Bi = /1,, I,

N
pour A, #0 ot f, =0 quand J, =0, f,eBj(s) ob Lg == YA, f,, ce qui
démontre (6). ’

icm®
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Commo q»\i\,’“(/‘(ﬁ) < o0, Pensemble des 34, Bf (), &> 0, constitue si
A0 un systéme fondumental de voisinages de 0 pour une topologie
00
vectorielle 77 moins fine que celle de L%, Si alors %j«p(_l)(/ln) = oo, (6)
montre que Padhérence de 0 pour 7, contient Pensemble, total dans
L, du& fonctions caractéristiques intégrables, done 77, est grossiere, ce
quil fallait démontrer.
Démonstration de Db). 0 est une fonetion A’Orlicz concave, et
Py == 0I5’y puisque @ est coneave. Done si f, ¢ BY(s),

N N o
fo ([}_j Afal) < D) qf 0(2ufa) e Y oy (12a),
[ 0

" 0
autrement it
Yo d
(7 Z M B () = Bl (cz (,g(_rl)(]gn[)).
0

Cororvamas 1o ([271, 131, [7], [10]). 8¢ T est un espace mesuré sams
atome et st @ o8t une fonction @Orlies telle que p|Pp(2) < oo, il wexiste
une forme linéwive continue non nulle sur Ly que si @ = O(p(x)) pour
&L - 00,

Bn o effoti si limsup LA Lim s —ﬂfl]»(«a—a»)— ==

v q’(m) a0 &
pas * et done, d’uprés la Proposition 2, Penveloppe convexe de tout voi-
sinage do 0 dans L4 est Pespace Lf entier.

Le Corollaive 1 sera géndralisé dans [11], Théoréme 7.1.

2.2.

TmtoriMy L. Sodt 1w espace mesuré sans atome (de mesure non nulle),
soient @ e des fonotioms A'Orlicz, @ concave, Iy p(2) < co. Alors, pour
qu'il ewiste wne applioation linéaire continue won nulle de Ly dans Lf il
Sout et 4l suffit quo

oo, I"=Y ne contient

@) = O(p(@), @ - oo,

(0'est & dive que L e Iy 84 |T'] <2 00).

Démongtration Supposons qulexiste une application linéaire
continue non nulle w do LY dang Lj. Appliquons la Proposition 2. Si
A0 Iy haso do filtee des Y A,w (B4 (), ¢ > 0, tend vers 0 dans Lp.
Done il uxisto & = 0 tol que S 4, By(e) # L ot done Ae I'CD. On a @é-
montrs quo 1" Y < N 5 onon déduit que iy (®) = Olpy(@)) quand
@ -0, done quo ¢(w) ~ O(p(@) quand @ - oo

Réeiproquement si p(w) = O(p(x)) au voisinage de oo eb si |T| < oo,
Pinjection canonique do L dang Ly est continue, Dans le cas général on
projette L sur un LY, § < ' mesurable et de mesure finie et non nulle,
ofi LY ¢’injocte continfunent dans Lf.
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2.3. On dit gu'un sous-ensemble d’un espace vectoriel topologique
est borné quand il est absorbé par tout voisinage de Porigine. Un sous-
ensemble de L,” est bornd quand il est absorhé par B () pour tout e = 0.

TuhorbME 2. Seit T Vespace mesuré N, ou un espace mesuré sans
atome (de mesure non nwulle), soient ¢ et v des fonctions & Orlics.

a) Pour que Lyt < Iy? et quidl ewiste dans Lyt wn voisinage do Dorigine
bomé dams Ly? 4l faut ot il suffit que @lyp(0+) = 0, o |y signifie |, |.
ou |7 selom que L' = N ou que T’ ¢st sams atome avee |T'| fini ow infing.

b) Supposons I sams atome, ¢ concave, p|Pp(2) < oo, Alors, pour
qu'il existe une application linbaire non nulle de Ll dans L envoyant un
voisinage de Porigine de L sur wn borné de L 40 fawt of 40 suffit queo ¢ (0 )
= 0. i

Démonstration. On véritie Immédiatement lu relation

(8) wBh(y) = Bh(nglyw(w)), u>0, >0
d’oli Pon déduit que BY(n) est borné dans Ly? siglpp(0-1-) == 0 (Remarquo
1).

Réeiproquement supposons ¢l (0 --) > 0. Soit 0 < ¢ < plpp(0-4) of
soit 0 < &< |7] lim w(). Daprés (3) il existe, pour tout entier = >: 1,
A-r00

1
2, > 0 tel que fp( ‘I'w) ap (), plw,) > of, quand 1" < N, p(w,) < &

a7
1 existe alors 8, = I' mesurable, avee |8, = —- = 8L est sans atome
(@)
e . 1 ae
\J j— ¢ ) 1 A
et |8, = [MS] s 2= N w,Lg e BY(s), mais - . oyl ¢B"(‘ ) car

( )IS,L[> ay (2,) |8,] > a~-2— Done Bj(e) et done «Bji(e) ne sont pas

bornés dans 37, ce qui démontre a).

Supposons, sous les hypothéses de D), qu'il existo b > 0 ot une appli-
cation linéaire non nulle w de L} dans L tells que w lf(‘!,‘.(b)) soit bornd
dans Lh. 8oit @,y (04) <7 < co. Daprds (7) la réunion des X a0 (B4,
Ae B 1’(1), eﬂt 1)0111ée dang Ly si 0(w) = inf{a, 1}. Soit &> 0. Comme 7
est sans atome et que Pensemble des fonctions Hmnplus ort dense dans
L}, il existe un ensemble mesurable 8 < 7' tol quu |S| s e ol w(ly) # 0.
Puis il existe # > 0 tel que, pour tout Ae BY-"( "), Iyén ) N 4, I)’V.(b) donge,
en vertu de (6 ) tel que

BNV (r) = BY (s fb).

A cause du choix de r, BN™U(r) £ {0} done BY(e/b) ) # {0} pour
tout & > 0 (L_l)one Y-y (0+) = 0. On a démontré que BY(#) est hornd
dans "9, Par conséquent p|®y(0-4) =y _,, lo®) (0 4) = 0, on vortu
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de z)a partie a) du théordme si ¢_,)(0+4) == 0, et sinon parce que Py (0+)

Réeciproquement, si ¢|®p(0+4-) = 0, a) montre comme dans le théoréme
1 qu'il existe uno application linéaire non nulle de L} dans Lf bornée sur
un voisinage de 0. Done b) est démontré.

JOROTLAIR 2. (e, [87, [10]). 8¢ T' = N (resp. st T est un espace mesuré
same atome), 86 ¢ est une fonotion d'0rlicz et si |y signifie |, (resp. |° ow |
selon que |T| < oo ou que |T| = oo), LiP st localement borné si et seulement
8t Pla@(0-4) = 0.

CoroTLAIRE 3. S0 1 o8t un espace mesuré sams atome tel que |T)| < oo
ot 8 @ o3t ume fonotion @'Orlicz conoave, 1l wewiste un opérateur lindaire
note wul L = L bornd sur un votsinage de 0 que si LY est localement borné.

2.4.

DxiwrNrrroN 3. Soit 7' un espace mesuré, g une fonetion d’Orlicz. Un
sous-ensemble K de My (Pensemble des (classes de) fonctions mesurables

sur 1) et Ait uniformément p-sommable si et seulement si sup [ ¢(If])
feK A(f,z)
tend vers 0 qmmcl @ ~> oo et es tfini pour tout # > 1, avee A(f,2) =

= {te ] f(t)]¢ JLfw, aL}.
1’110‘90*41’1'101\1‘ 3. Sotent T un- espace meswuré, ¢ une fonction &'Orlicz,

K a My Alors

a) K est uniformément p-sommable 8i et seulement si il ewiste a < oo
et ume fonction d’0rlics p telle que p(@) = o{p(w)) au voisinage de 0 et de oo,
et telle que I < BY(a). p peul Ere prise concave si ¢ est concave ¢t g (v) = o(x)
quand % - oo,

b) Tout ensemble absorbé par un ensemble uniformément p-sommable

est borné dams Ly, la réciproque est vrade si inflimint ﬂ—c—r— >0

w0 o o (@)

) Tout compact de Li® st absorbé por un ensemble uniformément
p-sommablo.
Démonsbiration. 1 et clair que B () est uniformément g-sommable
8l @< 0o of K p(e) = ofp(w) quand @-§. Réciproquement, soit K
wniformémoent p-sommable, construisons .
T existo une suibo (). Strickement croissante, avee @, = 1, telle
que ey (-;:) <> 0 oty pour tout fel oft k=2 3 f e(f) <27% On pose
&

(heg)

1 1 -
o (0) = 0, yo(w) = hp(@) pour @, < o< Gy ob pour—m—]»: <So< -m—k—et
gy (@) = infy,(y) pour @ 3+ 0: il est clair que yp, est une fonetion d’Orlicz
Yzt
majorant @, infiniment plus grande que ¢ au voisinage de 0 et de oo et
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que Sup f P (If) < oo, Si @ est concave ot (@) == o(®) pour @ -+ oo on
feK

pose yy(x) = - 086 une fonetion C’Orliez qui minore p, of

5 (2
majore ¢; p(x) = ()(1/!2({0)), an voisinage de 0 car ypy (@) & g(a) inf - ()

vivew 9() |
. ey, s "/1("/)

ot au voisinage de oo car py(a) > @(w)min { e i
& e ! Y ‘P("‘"’) Yy YL (/‘(”/)

/ﬂ()

@
ol Y, -0 et y, =0 (~(——)) quand @ -> oo~ o8t déeroismant: on
¥a e o))

prendra pour p une fonetion coneave (\ql,livnlcml,e & g (Proposition 1),
Que tout ensemble uniformément g-sommable goit horné est Gvident
(et peut se déduire de a)).

p (ui
Réeiproquement supposons que ¢ = infliminf g )) ne soit pas nul

U0 g, 14 (J@

et soit B borné dans L5 s > 0 donné il existe u, > 0 tel que Joluwlf1) <

1
pour tout feB et il existe x, tel que ¢(u,x) = 5 (@) A8 que a ¢ ]-«a;, @,[.
(]

2
Alors, pour tout feB, f o(lf l)f.\.-al- & Done 4, B est uniformément
A(f @)
p-sommable.

Enfin soit K un compact de Lif. K est done bornd et il exigte v > 0
tel que 2uK « Lf. ¢> 0 donné, il existe un ensemble fini de fonetions
fieuK telles que les f;-+4B%(e) recouvrent wk, puis il existe # > 0 of
un ensemble mesurable § < T', 8] < oo, tels que si A < 7' ost mesurable
et |4 N8| < 7 on ait, pour tout 4, f;I,¢ 3 Bf(e), ot done pour tout fe uwk,
fLie B%(2e). Done si 2 est assez grand on a pour tout fe uk, § étant le
complémentaire de 8,

plIf) < ffPIfI-I-ISIQO( ----- )+ [ nisn<se

A(f,x) T

car qo(l)] {f® = \g f (p(l‘[;) dt tend vers 0 quand @ -» oo uni-
B 7 .

formément pour fe uX puisque i ost borné, Done wl ost uniformémoent
p-sommable.

THEOREME 3. Soient ¢ et ¢ des fonctions @0rlice, T un espace mosiré,

de mesure non nulle.

a) 80 T = N (resp. si T st sans atome) Pun des voisinages deo Torigine
de LT est absorbé par un ensemble uniformément p-sommable (6 qui implique
Ly < Li7) si et seulement si il existe u > 0 tel que (ua) = o(p(@) quand
z ~—>0 ('resp quand & oo ou @ ~ & selon que |T| < oo ou que |T| == oo).
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b) Supposons I’ sans atome, @ concave, p(x) = o(x) au voisinage de oo,
P p(2) < oo, Alors pour qu'il existe une application lindwire mon nulle
de Lj dams Lf envoyant Pun des voisinages de 0 de Lk sur un ensemble
wndformément p-sommable, il faut et il suffit que p(x) = o(p(@)) au voisinage
de oo.

Démonstration. 8i Pimage d'un voisinage de l'origine de Lj" par
une application lindaire non nulle w est absorbée par un ensemble unifor-
mément g-gominable, on voit (I’ropomtwn 3) que w se factorise par une
supplwa,m(m linéaire continue wy: Ly — Ly, ol ¢ (@) = o(py(a)), ¢y étant
concave 8 g Pest, ob par 'injection canonique ;M — LiP. Le Théorémie 1.
appliqué & wy montre alors que les conditions sont nécessaires; leur suffi-
sance oxt immédiate,

JOROLLAIRE 4. Sodent ¢ une fonction @’Orlicz concave, T un espace
mesuré sams atome. Il n'ewiste un opératewr linéaire compact non nul de L
dans L que 81 @ = 0( (@ )) quand © — oo (¢’est & dire, quand |T| < oo,
8t L_’I,‘ == L_”)

Démonstration, Utiliser la Proposition 2, ¢) et remarquer que,
quand @ - oo, @(#) = o(») st & nest pas un O(p(w)).

Pronrimm. Soient T' un espace mesuré sans atome et y une fonction

(2)

d’Orlicz non bornde vériliant ¢|Pp(2) < oo et limint22). = 0. Je me

L0
sais pas 8'il existe un espace vectoriel topologique séparé E et une appli-
cation lindaire compacte non nulle de Lj dang 7.

2.5.

TrtoriME 4. Soient @, v des fonctions d@'0rlicz, T Vespace mesuré N
(resp. um espace mesuré sans atome de mesure non nulle). |, signifie |, (resp.
1 ou |3 selon que |T'| < oo ou que |T] = oo). .

a) Pour que lu base de filtre des D) 4, Bh(n), n > 0, tende vers 0 dans
LA 41 est ndeessaire que (,)eU'®7%. Plus précisément, si 0 < &< |T|g(1)
ot o > 0 4l ewiste M < oo tel quon ait, pour toute suite A,

®) 3 hump) @ Bt = e mge (25

On observera que (9) reste vrai i on y remplace BF(n) par Venscmble
des fonotions simples contenues dans Bh ().

b) Si de plus @ oy sont concaves, alors la base de filire des ), S 2, Ba (),
n > 0, tend vers 0 dans Lj si ¢b seulement si (1,)e€ lr¥, De g)lus, pour tous
a << oo eb &3> 0 4l ewiste 9 > 0 lol que pour touts suile A

(10) Ae BV (a) = 3 2, Bh(n) = Bh(e).
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Démonstration de b). ¢ et p étant concaves on pout supposer gue
pl,y = ey (Remarque 1). a ot & donnés, prenons alory 9 == 3 ot
soit f,e Bi(y), Ae BRT¥(a).

X ® &
To( X ml) < 3 [othdul) <0 Dl glewln) < na =
0 0 0

Démonstration de (9). Soit, pour # = 0,1, ..., @, 0 ob suppo-
gons qu'il existe des ensembles megurables 4, < T doux & dmm disjoints

et voérifiant p(m,) 14, <7, Alows f, = @, ¢ Bh(y), done ZZ,Jne B(e)
pour tout N. Par conséquent

o0
(11) SUpp(,) | 4, <y = an(mnlm,,,,) gl <e
W 0
8i T est sans atome et [T} = oo on peut prendre |4,| = -a(—g)m)«-- quels
n

que soient les @, > 0 et done, d’apres (11)
Q @ (14| @)
Z olgw(l4,]) - «Sup Vi) <
" = (@)

&
a
Prenons le cas ol T'== N. Soit M > 1 tel que 1/)( 1 ) < 7. Soit 9, € 10, 1],

M
prenons &, == %% ot prenons les 4, tels que |4,] soit la partie entidre

6 —1 grace au choix de M, 1< <2]4,. Done, daprés (11),
v (@) p(a,)

1
i‘ _(:tmjyf_)_ < 5} AL 22 (Al 0) 1A} < 26
5 T S e ? e ‘

0
La suite (y,) étant arbitraire, ;wloy) (‘“M"‘Mnl) < 9.2
Supposons enfin T sans atome et [T fini. Commeo ¢ < |T|p(L), T ¢ Bh(e)
ot par suite, d’aprés (8), o
D e (12) < 1.
0

Alors si 9, =1 on peut prendre |4,| = Y- 1)(]}7*L)7 @y, = Y

: tand
P

Ay # 0, ®, = 0 quand 4, = 0 et il découle de (11) que
y ®(Yy)
n - -
&

Y Se
n
‘P(zn)

Opérateurs lindaires entre espaces @'Orlice non localement convemes 1685
la soramadion étant étendue & l'ensemble des # tels que A, % 0. Done

Z‘PPO‘/’ a) % - puisque les 4, sont arbitraires.
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