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Sur le comportement asymptotique de
systémes aléatoires généralisés A liaisons complétes non homogénes

par

C. ANDRIETU, BUI TRONG LIETU* (Paris),
R. FLAVIGNY et C. LANGRAND (Lille)

@

Résumé. On étudie pour des systémes aléatoires généralisés & liaisons complétes
non homogénes des conditions nécessaires ot suffisantes d’ergodicité faible, des condi-
tions nécessaires et suffisantes d’ergodicité forte et des liens entre ces deux modes
d’ergodicité. .

I. Introduction. C’est dans larticle [4] de LeCalvé et Theodorescu
que la notion de systdmes aléatoires généralisés & liaisons complétes
a 6t6 introduite. Sa définition est la suivante:

On appelle systéme aléatoire généralisé & liaisons eomplétes, une
suite (Wi, #7%), (Zir1y Bipr)s ', ‘Plyeg, (T désignant soit Pensemble
N des entiers positifs ou nul, soit ’ensemble Z des entiers relatifs), telle
que pour tout teT,

a) (W, #) soit un espace mesurable,

D) (Zsp1s Bipa) 80it un espace mesurable appelé ,espace des états”
4 Pingtant t41,

e) YT soit une probabilité de transition de lespace mesurable
(WyX Zpyry W ® Bpyq) dans lespace mesurable (Wipy, #iy1),

d) *P soit une probabilité de transition de l’espace mesurable (W;, #7)
dans ’espace des états (%iy1; Bipr)-

Lorsque, pout tout (w, ©)e Wy X .1, 1a probabilité de transition YT (w,
), ] est Ia probabilité de Dirac 6, (") dont la masse est concentrée au
point u, (w, ), (olt u; est une application mesurable de (W; X Ziyy, #; @ Biy1)
dans (W, #,.,)), on vetrouve la notion de systémes aléatoires 4 liaisons
complétes étudiée depuis longtemps par divers auteurs roumaing (voir par
exemple [3]). |

Comme déjd indiqué dans le résumé, notre contribution porte sur
Pergodicité faible, sur ’ergodicité forte et sur les liens entre ces notions.

* Recherche partiellement supportée par la subvention A 7223 du Conseil
National de Recherches du Canada.
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L’étude du comportement asymptotique des systémes aléatoires
généralisés & liaisons complétes néeessite l'utilisation des probabilités
de transition *P?, (ne N*, he N*), dont nous résumons ici la définition.

On commence par définir la probabilité de transition ‘P, de (W;, #7;)

1 2
dans ( [] El”tH,’@Ié?M) par Py (w, A) =P (w, A) et pour h> 1
J=1 =

Puw, 4) = [ P(w, dwy) [ [Ty, FP(-, dwyys)1 () ...

L2251 Ziya
1 tii-1p
---gf Fly gty Py Awyyp)1(w0) 1y (@ygs «ony Brpn)
th

v

ot
[’F(xH_l ..... %) H.j-P(" -A)](w)

= f tﬂ[(w: Byyr)y QWepa] f t+1n[(wt+1; Diya)y Mys] ...
Wit1 Wips

t44—1
f M [(Wi1515 Trpg)y w1V P (w0, 4, A),
Witg
POUr (Bypny ey Bygg)€ Brpr X oo XFpygy Ae Biygyn b we Wy

On définit ensuite la probabilité de transition *P? de (W, #) dans
nth—1 nth~1
( jn Zivis 2, B,..) par Pj(w, B) = *P,(w, B) et pour n> 1
=N e .

n—1

{Pz(u% B) = t-Ph+n~1 (w7 H £¢+f X B)
j=1

=
n+h—1
pour tout we W, et tout Be @ %;,;.
" I=n

Signalons enfin la relation (pour n > 1)

(BR)  Pi(w,B) = [ ‘Pw,do) [ 'H[(w,a),dw,]*+ Py (w,, B)
i1 Wit

que nous utiliserons dans les paragraphes suivants.

Afin de conserver Paspect suceint de I’exposé, nous éviterons I’examen
de tous les cas particuliers. Les deux seuls cas auxquels nous ferons appel
pour illustrer certains énoncés des paragraphes IT et IIT sont les suivants:

a) Les chaines & liaisons complétes (avec temps initial). Elles
correspondent & T = Nj;

¢ t
V(VWt , n///),) = ( k]'[u Ty k@o &), ol nous posons par convention (%, %,)
= (W, #o); . B

icm
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HI(*,") = Sy (+), ol w est lapplication qui, & (2, ..., 3)e W,
et & @y, ;¢ &y, faib correspondre (g, ..., &, Hp1) € Wyyy.
~Avec elles, pour toub te T, tout (o, ..., #)e Wy, f0ub (Typ1; ..y Fpyy)

J +h—1
€ [] &y, tout Ade Byy;), et tout Benj® Bygy
k=1 =1

[ Ty s P ¢y )10y s @)
= H-jP[(mo’ veny Lyy Wigyy ooy wt—}-j): -A-:[
et

P [(@o; +--; @), B]
‘ = [ Pl@e, @), @yl [ HPU@0 2eey Bpy)y GBps]

Zpp1 Fio
tHnth—
AP @0y «evy Bppmins)s Wppnin—1]X
Fpgnth—1
X 1 N1 ($t+1? RS} wt+n+h—1) .
(2, Zo)x B

b) Les chaines de Markov (avec temps initial). Elles correspondent
4 T = N;
(Wi, #3) = (%4, By), avec la convention (Z,, Bo) = (Wo, #0);
TT(x,*) = 8y (*), OU u; est Iapplication qui, & ape W, €6 & @yy,¢ Fppy
fait correspondre ;e Xyy,- P
Awvec elles, pour tout te T, toub ze W;, tout (#ypy, ..., Giyg) ekn Zyrn
=1

b1
tout Ae B, ;. et tout Be ® 4y,
j=n

[y sy P> A))(@) = Pl A)

et

Ph@y B) = [ Prunl@ @pn) [ P @y W) -
Zppn Firnt+1

t4n+h—2 .
f HARTIP @y ney Wrpnano1) 15Beiny « oy Brrnint)s

Ziptnth-1
ol :
Popynl®y, dvpn) = [ P (ay, dmyy) il P @1y Alyg) o
Zi41 Ziya
f t+n—2P(mt+n—2’ dmt-}-n—l)Hn_lP(mHn—u Ayy0)y
Fppn—1
notation courante pour les chaines de Markov non homogénes.
En particulier, aveec & =1, ‘PP, B) = P"(z;, B) = Py (%, B).
Les conditions nécessaires et suffisantes exposées ci-dessous contri-
buent & une meilleure compréhension des notions d’ergodicité faible et
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d’ergodicité forte. Dang cet article, nous nous intéressons aux systémes
aléatoires généralisés & liaisons complétes non homogeénes tels que, quel
que soit te T, &; = & et que la tribu ﬂ By, pe soit pas réduite & la tribu
»chaotique” {@, Z}.

II. Exrgodicité faible.
IL1. DEENITIoNs. Soit # une sous-tribu de (0 %y, soit & un
tel’
entier > 0. Nous disons qu'un systéme aléatoive géndéralisé & liaisons
compldtes ((Wy, #7), (%, Bir), "I, ‘Plyey osb:
(1) faiblement ergodique de puissance h, relativement & la tribu 4,

kb
si pour tout ¢« T, tout Be @ £, tout w’e W; et tout w'’ ¢ Wy,
lim [*Pj(w', B)—'Pi(w", B)] = 0,
n—>co

2) faiblement et uniformément ergodique de pwissance h, relativement
3 la tribu £, « la limite

Hm [P} (w', B)—'Pj(w", B)] =0,
a lieu uniformément en t, B, w' et w'’,

3) faiblement ergodique, relativement & la tribu 4, il est faiblement
ergodique de puissance h, relativement & la tribu %, quel que soit he N*,

4) faiblement et wniformément ergodique, relativement & la tribu %,
il est faiblement et uniformément ergodique de puissance b relativement
4 la tribu 4, quel que soit he N*,

IL.2. Nous vérifions aisément que les propriétés suivantes sont
vraies:

1) N’importe quel systéme aléatoire généralisé 3 liaisons compldtes
((Wy, #0), (%, Byp), I, "Pler est faiblement ergodique, relativement
& la tribu chaotique {@, #}. Olest la raison pour laquelle nous avons
supposé la tribu ﬂ %,., non chaotique.

2) Si un sy&teme aléatoire généralisé & liaisons complétes (W, %),
(%, By.r), ', .P)M, est faiblement ergodique de puissance h, relativement
& une tribu # (% c ﬂ %, +1) 1 est aussi faiblement ergodique de puissance

h, relativement & une sous -tribu 4’ de . Ainsi, $'1 est faiblement ergodique
de puissance h, relativement & la fois & une tribu %, et & une tribu B,y
(,991 S ‘ﬂT By, et By Q‘ By41), alors il est aussi faiblement ergodique

de puisszmce h, relativement & la tribu %,N %,.

3) Si un systeme aléatoire généralisé & liaisons complétes (W, #3),
(%, B,,1), ', "P)ier 8t faiblement ergodique de puissance h relativement

icm
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4 une tribu £ (# < () %4), il est faiblement ergodique de puissance
teT

1’ relativement % la méme tribu &, quel que soit h'e N* tel que &’ < k.

I1.3. PROPOSITION. Une condition nécessaire el suffisante pour qu’un
systéme aléatoire généralisé & liamisons complétes (Wi, #7), (%, Biyr),s
T, 'P)yex s0it faiblement ergodique de puwissance h relativement & une sous-

tribu, mon chaotique & de ﬂ By st que, pour tout te T, il existe une suite
de p9 obabilités (%
B e® 2,

Vi) meN® defmws sur ® B, telles que pour tout we Wy 6t tout

Lim [P (w, B) —%7(B)] = 0.

Démonstration.
Condition nécessaire: Supposons que le systéme aléatoire géné-
ralisé & liaisons corapldtes soit faiblement ergodique. Pour chaque ¢ fixé

h
¢ T, considérons une probabilité v, sur #7, et posons, pour Be ® 4,

“3(B) = [ »n(dw,)'Ph(wy, B).

wy
) " )3
Nous avons ainsi construit une suite de probabilités (98 )pene SUT @ 4.

s B
Pour tout te T, tout w e W, et tout Be @ %, nous avons, d’aprés le théoréme
de Fatou-Lebesgue et d’aprés I'hypothése d’ergodicité faible de puissance h:

tim [P, B) —54(B)] = lim [P (o, B)— e By, B)|
=lim [[*P}(w, B) iy (101, B)]y(dwy)
ﬂ—)oOWt

= [ lim[*P}(w, B)—'P}(wy, B)]n(dw,) = 0
th

Condition suffisante: Supposons que, pour tout te T, il existe
3
une suite de probabilités (2 ),.x+ telle que, pour tout we W; et tout Be @ %,
lim [*P} (w, B) —4%(B)] = 0.
Nn—c0

Pour tout Be é%‘, tout we W, (vesp. tout w'e W;) et tout &> 0, il existe
ny(e, B, w)e N* (resp. 7q(e, B, w')e N*) tel que n>ny (resp. #> m,)
[P (w, B)—"%4(B) < &f2
(resp. [PE(w’ ,B 47 (B) < &/2).
Par conséquent, » > max(n,, n,) entraine que
P2 (w, B) —*P%(w’, B)| < e.
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II.4, ProrosItioN. Une condition nécessairve et suffisante pour qu'unm
systéme aléatoire généralisé & liaisons complites ((Wy, W), (%, Byp), U1, 'P)y ey
soit faiblement ergodique de puissance h, relativement & une sous-tribu non
chaotique B de (‘] By €8t que, pour tout teT, tout ws Wy, il ewiste une

probabilité v, défq,me sur Wy, telle que, pour tout Be ® B, toul w'e Wy,
tout w'' e Wy,

(i) llm[’P"(w B)— f by () P“(wl, )] =0,

(i) hm [ Uvr (A0 )—vw (dw,) 1Py (wy, B) = 0.
n—o0 Wy

Démonstration.

) Oondition nécessaire: Supposons que le systéme aléatoire géné-
ralisé & laisons compldtes soit faiblement ergodique de puissance h rela-
tivement & la tribu 4. Suivant le raisonnement déjéu utilisé dans la condition

nécessaire de la pr0p0s1t10n I1.3, pour Be®ﬂ, formons la différence
Pi(w', B)— f vy (dawy) ‘PR (w1, B).

Nous avons, d’aprés le théoréme de Fatou-Lebesgue et d’aprés hypothése

d’ergodicité faible de puissance & relativement & 4:

Lm [Py (w’y B)— [ ‘v, (dwy) P} (w0y, B)]
N0 Wy

=lim [t {dw,)['Pi(w’, B)—'P}(w,, B)]

= [ (@) lim [P} (w', B) P} (10,, B)] =0.
Wt N—00

Ce qui montre que (i) est vraie.
D’autre part, puisque
Pi(w', B)—'Pp(w", B) = Pi(w’, B)— [, (dw;)'Py(w,, B)+
wy

+ [ v (d000) 90 (@0,) ' (1, B) +
Wy

+ [ e (d0)) P (w0, , B)—'P (w", B),

1_10118 avons Wy
iz [ [ (d105) ~ruge (d00,) PR o0, B)
—»oth

= lim [*P}(w', B) —
N—»00

—1lim [tP" (w', By— f"w (dw,) Ph(wu )]'—

(0", B)]—

mhm[ f Y ( dwl)’PZ(w,, B)—'Ppw", B)| =0,

N0

icm
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d’aprés ergodicité faible de puissance h, relativement & la tribu %, et
d’aprés (i) démontrée ci-dessus. Ce qui montre que la propriété (ii) est
vraie.

Condition suffisante: Pour tout teT, tout ne N*, tout Be® 2,
tout w’e W, et tout w'’ ¢ W, nous avons

P} (w', B) P} (w"', B) = Ph(w', B)— [ ‘ny(dwy) Ph(ws, B)+
e
[ U (@02) —"v0 (1) 1P (w05, B)+
wy
+ [ e (d01) P 05, B)~"Py(w", B).
Wy
Or d’aprés (i),
lim [tP” w', B)— f‘

n—00

(dwy) Py (wy, B)] =0

et :
tim [ [y (d,) PR (10, B) =P (", B)] =0.
N300 Wi
Et d’apres (ii),

m [ [y (@10,) 'y (d01) %P} (01, B) = 0.

N300 Wf
Ce qui montre que
lim [P} (w', B)—‘P}(w", B)] = 0,
N0
cest & dire que le systdme aléatoire généralisé & liaisons complétes est
faiblement ergodique de puissance h relativement & la tribu 4.
Le résultat suivant, vrai dans le cas ol, de plus, (W;, #7) est indé-
pendant de ?, est un corollaire de la proposition IT.4 précédente
IL.5. PROPOSITION. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un
systéme aléatoire généralisé & liaisons complétes (W, W), (%, )y ', "Plyer
soit faiblement ergodique de puissance h, relativement & une sous-tribu non
chaohque B de ﬂ By, est quwil existe mge X el que, pour tout teT, tout

Be ®w, tout w'e W et tout w'' e W,
O] lim (‘Ph(w’, B)— "I, "Pi(-, B)1(w") = 0,
)= [T, ' PR, B)l(w')) = 0.

(ii) lim ([*T°, P (-, B)l(w

Démonstration. Puisque

(L Pi(-, B)(w) = [“IT[(, @), dw; 1P} (ws, B),
w
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il suffit d’appliquer la proposition IL4 3 bw,(+) = “T[(w, ®,),-] pour
obtenir le résultat énoncé. .

IL.6. ProposrrioN. RSoit (W, W), (%) Byyr)y ‘I, Pl um  systéme
aléatoire généralisé & liaisons complétes et soit B une sous-lribu non chaotique

de la tribw () B,... Les trois énonobs swivants sont équivalents:
tell

(i) Le systéme aléatoive généralisé & liaisons complétes est faiblement
ergodique de puissance h, relativement & 2.

A
(i) Pour tout teT et tout Be @ B, chaque fois qu'une suile croissante
dindices entiers positifs (m;);. 68t telle que, quand j — oo,

[ I, @), dw, 1P (wy, B)
Wig1
converge pour un couple (w,x)e Wy X%, alors cette méme suite dindices
(M))jene €St Telle que, pour tout couple (w',s')e Wy X%,

[ L', @), dwy 1Py (wy, B)
Wil

converge ausst, et la limite est indépendante de (w', o).

I
(iii) Pour tout te T, tout Be® B, tout (w, x)e Wy x & et tout (w',s’)
€ Wi X %‘, ’
lim [ [ "T{(w, @), dw,]" Ph(w,, B)—
O Wi
— [ ‘mw’, o), aw, 3 Pyw,, B)| =o0.

Wigy
Démonstration.

. .. h
(i) = (ii): Pour tout t«T et tout Be @ #, soit une suite croissante
d’indices entiers positifs (n);.n« telle que, quand j — oo,
[ 1w, @), dw,]* Py (w,, B)
Wity
converge pour un couple (w,z)e W;xXZ. Une telle suite (1) n+ existe
(car les nombres
[ Hw, @), dw,]" Phw,, B)
Pit1
sont des éléments de 'intervalle compact [0, 1]) et dépend de ¢ et de B;
I’énoncé (ii) indigue qu’elle ne dépend pas de (w, %), et qu’il en est de méme
de
lim [ H[(w, ), dws] P (w,, B).

IO Wiy
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Iy

En effet par hypothése, le systéme aléatoire généralisé & liaisons
complétes est faiblement ergodique de puissance h, relativement & la
tribu #. La condition néeessaire de la proposition II.3 permet d’affirmer
que, pout tout te T, il existe une suite de probabilités (") e définies sur

3 ho-
la tribu ® 4, telle que pour tout w’’ e Wy et tout Be®%,

Hm [ P (w', B) =9 (B)] = 0.

Done, pour la suite (n;);.y+ en particulier, nous avons aussi
Lm [ P (w"’, B) —"i(B)] = 0.
J—>00
Par conséquent, pour le couple (w, z)e W; X%, nous avons
[ [, @), duw, Tl [F1PY (10, B) =93 (B)]
Wit joveo

=lim [ UI(w, 2), dw,] (PR (w1, B) =" (B)]
ey

=lim| [ T{w, @), dw, " Py (w;, B)—
o by
[ It(w, @), dw, 3 (B)] = 0.
Wil
Or, pour le couple (w, ), la limite
lim [ UI(w, ), dw,]+ P (w,, B)
el XY
exigte. Nous avons done
lim T [(w, @), dw, TPy (w,, B)
T Wiy
=lim [ UT[(w, ), dw, T2 (B) = im**%(B).
Jro0 W, Jro0
i+l
Ce qui prouve que Hm®* % (B) existe. Avec cette méme suite d’indices
J—+c0 :
(ny);en+, quel que soit (w', &')e Wy X &, nous avons encore
[ UL, @), dw, JEm [P (w;, B) i (B)] = 0,
Wi foo
c’est & dire, comme précédemment,

| [ IO, o), dw ]P0y, B)— [ UL, o), du R (B)] = 0,
0 gy : Wit1
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c’est & dire

lim[ [ (', o), dw, PR (wy, B) =5 (B)] = 0.

oo g
Comme la limite Im™ %% (B) existe, nous avons done
; J—oo
Iim [ T[(w, o), dw, P (wy, )-—hm“‘l " (B),
Jroo Wy -1 J=rco

indépendante de (w', 2’). Ce qui montre que (i) implique (ii).

1
(i) = (iii): Supposons que, pour tout t«T et tout Be é) 4, chaque
fois qu'une suite d’indices entiers positifs (ny);.x« est telle que, quand
J— oo,
[ Hri(w, @), dw, ]+ Py (w, B)
Wit1

converge pour un couple (w,x)e W; X%, alors avec cette méme suite
d’indices (ny);.n«, POur tout couple (w’,x')e W, X Z,

[ i, @), dw PR 0y, B)
Wit

converge aussi, et la limite est indépendante de (w’, ).
Pour une telle suite (7). x+;

lim [ *II[(w, @), dw, ]+ Py (w,, B)

e wiy

B 1im f ”H[(w", Cﬂ"), dW]_]‘-‘.l-P;'I:"’ (wl? B)'
IR Wy

Considérons maintenant la suite

(] i, o), awi I+ Piwy, By~ [T, of), du TPy, B))

neN*
Wit1 Wit1

qui est une suite de nombres de lintervalle compact [—1, 4-1]. Nous
pouvons done en extraire une sous-suite convergente

[ J i, 0), ot Py, B)— [ (', o), doog (o, , B)
Wit1 Wiyt

Mais, de la suite

TaN* "

([ ‘miee, o), dw, 1+ Pyw,, B)

ke N*
Wir1

qui est une suite de nombres de I'intervalle compact [0, 1], nous pouvons
aussi extraire une sous-suite convergente

( [ i, o)

Wil

s dw P 0y, B)

i
cm
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(ii) assure que
lim [ “I[(w, 2), dw, ] Py (w,, B)

=lim [ “I[(w’, &), dw,]* P}n(w,, B)
TR Wity
c'est & dire que
lim [ [ "I, ), dw,1+ Py w,, B)—
MO Wity
— [, o), dw, 1 Pyn(w,, B)] = o.
Wit1
Par conséquent,
1im[ [ I ((w, @), dw, 1+ PR (wy, B) —
o T

— [ W', o), dw, ) Py (wy, B)]

Wil
le[ [ 10w, @), dw, 1+ Pyem (w,, B) —
=R W1
— [ W', @), dw,) 1 Pin (w0, B)| = o.
Wit1

Aingi, toute sous-suite convergente extraite de la suite

([ i, @), aw, 3P0y, By~ [ IT(w0', "), d0,J+ Py (04, B)
Wit1 Wit1

neN*

converge vers 0. D’olt ;

lim[ f ST (w, o)

oo gy

wwl]t“lj (w1, B) —

— [ I, of), Py (g, B)] = 0,
Wity
e’est & dirve (iif).
(ili) = (i): En intégrant les deux membres de 1’égalité de (iii) par
rapport & *P(w,-), nous avons

J B dotim [ [ 1w, ), dw 1 Py, B) -
n-r0 Wil

~ [ W@, o), dw, VP (w,, B)| =
Wita
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c’est & dire encore

lim [P w, do)[ [ *IT1(w, @), dw, ) Py, B) -
— [ i, o), dw P Piwy, B)| = o,
Wity

c’est & dire, d’aprés la relation (R),

lim [P+ (w, B)— [ [, o), dw,]"*" wy, B)| = 0.
e Wi

Puis, en intégrant cette foiy par rapport & P(w’,-), nous obtenons:

ﬁf P(w', dalim [P 0, B)— [ I[(w', o), dwn, ] Py, B)| = o,
e Wiy ’

c’est & dire

Lim [*P(w, do)|'Py* (w, By~ [ 'H{w, ), o]V (w0, B)| = 0,

ey Wit1
c’est & dire, toujours d’aprés la relation (R),

]im[tP%"H(w, B) *iP}VfH(w’a B)] == 0.
N—>00 N

Le systéme aléatoive généralisé & liaisons compldtes est done faiblement
ergodique de puissance h relativement & Ia tribu 2.

II: 7‘. Jugqu’%m présent, les résultats énoncés ne concernent que
1’.ergodlclté faible de puissance % relativement % une sous-tribu non chao-
tique # de la tribu t(; %11 des systémes aléatoives généralisés & liaisons

complétes (W, #3), (%, #,,,), ', Pliex. Il est clair, cependant, que
les propositions I1.3, IL4, IL.5 et IT.6 restent valables lorsque nous substi-
tuons & l'expression ,faiblement ergodique de puissance h”, I'expression
»faiblement ergodique”, & la condition de préciser que ces énoncés sont
vrais, quel que goit he N*,

De méme, nous avons des résultats analogues conecrnant Pergodicité
faible et uniforme de puissance % (vesp. Vergodicité faible et uniforme):
les énoncés précédents restent valables lorsque nous substituons & lex-
pression ,,faiblement ergodique de puissance 17, Pexpression ,,faiblement
et uniformément ergodique de puissance % (resp. Iexpression ,,faiblement
et uniformément ergodique”) & la condition de subgtituer & Pexpression

wpour tout...,lim...”, Dlexpression ,lim... , uniformément en...”
n—o0 N—>00

(resp. ”1111—]»:& ..., uniformément en...” & la condition de préciser que les

énoncés sont vrais quel que soit he N*).
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I1.8. Dang le cas particulier des chaines & liaisons complétes (avee
temps initial), I’énoncé (iii) de IL.6 devient:

R

,Pour tout teT, tout Be® %, tout (wg, ..., s, #)e W; X%, et tout
(wrln --'7””2; z')e Wy X &,

lim [,H-IP;: [(#gy -y @, @), B] _HIP%E("U(IH veey w;; ml)y B]] = 0.’
N0

Cest exactement la définition IT. 1 de Pergodicité faible de puissance
h relativement & la tribu 4, exprimée pour ces chaines.

I1.9. Dans le cag particulier deg chaines de Markov (avee terops
initial), la condition nécessaire et suffisante exprimée dans la proposition
I1.5 devient:

)
il existe @y & tel que, pour tout e T, tout Be éﬂ, tout o' &,

Lim [P} («', B) —~'P} (w0, B)] = 0.”

n-—+00

ypren

Elle est évidemment équivalente & la définition IL.1, qui s’énonce:
[
»eoo. pour tout te T, tout Be é%, tout " e & et tout v’ e &,
lim [‘P} (@', B) —P% (@', B)] = 0.” -
N~+00

OI. Ergodicité forte et ergodicité faible. Dans ce paragraphe, aprds
avoir donné des définitions équivalentes de l’ergodicité forte, nous exa-
minerons les liens entre Iergodicité forte et Pergodicité faible des systémes
aléatoires généralisgés 4 liaisons compldtes.

IIL.1. DirNITIoN. Un gystéme aléatoire généralisé 4 liaisons complétes
(W, W), (%, Bipa)y "I, Pl ost dit fortement ergodique de puissamce h,
relativement & une sous-tribu # de la tribu (M) %, 8l pour tout te 7,

). , tel
tout Bséﬂ ot tout we Wy,
im Pp(w, B) = ¢4(B),
=400

olt gy, esb une probabilité sur é.@, indépendante de t et de w.

Lo systéme aléatoive généralisé & liaisons compldtes est dit fortement
ergodique relativement & la tribu B 'l est fortement ergodique de puissance
h relativement & &, quel quo soit he N*.

(Signalons que nous avons, pour lergodicité forte des systémes
aléatoires généralisés & linisons compldtes, des propriétés analogues
4 celles énoncées en I1.2 pour Dergodicité faible, propriétés que nous
ne détaillons pas iei pour ne pas alourdir le texte).

La définition ci-dessus n'est, en fait, pas trés ,économique”, car
la non-dépendance de g, vis-&-vis de ¢ est une conséquence de l'existence
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de la limite Lim®P¥ (w,
n~rco
Aussi, nous parait-il intéressant et utile d’énoncer la définition équivalente
suivante:
IIL.2. ProrosrrioN. Un systéme aléatoire généralisé & liaisons com-
plétes ((Wt, W)y (%, Biyy), ', P)Mv est fortement ergodique de puissance h
relativement & wune sous-tribu non chaomque # de la tribu ﬂ By 84 68

B) et de la non-dépendance de w de cette limite.

seulement si pour tout teT, tout Be ®%’ et tout we Wy,

lim* w(w, B) = @h(B)
N0
1
ot o, est ume probabilité sur (83 B, indépendante de w.
Démonstration. La condition suffisante, seule, est & démontrer.

n
Pour cela, supposons que pour tout teT, tout Be® B, et tout we W,

hthn(’w, B) = tQh(B)

N—r00

N . R :

ou ‘g, est une probabilité sur ® 4, indépendante seulement de w. Nous

utilisons la relation (R) et le théoréme de Fatou-Lebesgue pour avoir

Tou(B) = [P(w,dw) [ ‘H[(w, ), dw,]" g, (B)

z Wit1

= f P(w, dw) [ ‘I [(w, ®), dw,]lim* P (w,, B)

Wiy oo

= ['P(w, do)lim [ Hw, @), dw, 1P} (w,, B)

z O Wyt

=lim ["P(w,ds) [ ‘H[(w, v), dw,]**P}(w,, B)

N0 gr WH—I

= lim *P%w, B)

n—>00

=t@h(B)-

Ainsi, iQh — i1
de teT.

Une aufre définition équivalente s’avére également intéressante.
Elle g’énonce comme suit:

II1.3. PROPOSITION. Un sysiéme aléatoire généralisé & liaisons com-

plétes ((Wt, W) (%, Brpr), ', _P)M, est fortement ergodique de puissance h
relativement & une sous-tribu now chaotique B de la tribu ﬂ Byy, 8 et seule-

o, quel que soit t¢ I Ce qui montre que ‘g, est indépendante
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n
ment 8i, pour tout teT, o tout Be ® 4,
( [ ‘T,

@), dwy] PR (103, B) s
i1
ost convergente et sa limite est indépendante de (w, »).
Démonstration.

Condition mécessaire: D’aprés IIL1 et le théoréme de Fatou—
h
Lebesgue, pour tout ¢ T, tout we W,, tout ze & ot tout Be @ #

[ 1w, @), dw,1lim Py (w,, B)

lim [ ‘[, @), dw,]" P} (0, B) =
Wep1

e Wity
= [ {(w, 0), dw,]** 4 (B)
Wit1
= *lo(B). ;
Condition suffisante: Pour tout teT, tout we Wy, tout we &
I
et tout Be é.%, par hypothése,
lim [ T [(w, 2), dwy]* PR (0, B) ="
Le théorémo de Vitali-Hahn-Saks (voir par exemple [5]) montre que

*1ou(B).

)
*1o, est une probabilité sur @ 4. Done,

hmmmmfwwmmwnwm
Wit1

exigte aussi, et on a

lim *P% (w, B) —llm f‘P(w dw) f UT[(w, ©), dw, ] Pr (w,, B)
n-ro H"l
/ P(w, do)lim [ “IT[(w, @), dw,]"* P}~ (wy, B)
w' N~ro0 WH 1

= | P(w, dv)"* g4(B) =""0s(B),
&
olt “g, ost une probabilité sur é 4, indépendante de w. Le systéme
aléatoire généralisé & linisons complétes est dome fortement ergodigme
de puigsance b relativement & la tribu 4, d’aprés IIL.2.
IIX.4. 11 et claiv que Pergodicité forte de puissance h relativerment
& une sous-tribn non chaotique # de la tribu Qﬂ %, d'un systéme

aléatoire généralisé A liaisons compldtes non-homogéne ((Wy, #73), (2,
Bya)y U, 'P)ip impligue Pergodlicité faible de méme puissance, relati-

5 ~— Studia Mathematica XLIX.1
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vement 4 la méme tribu 4, de ce systéme aléatoire généralisé i liaisons
complétes, alors que la réciproque n’est pas vraie.

Le résultat suivant permet de préciser ’hypothése qui fait défaut
& un systéme aléatoire généralisé 4 liaisons complétes faiblement ergodique
de puissance h relativement & une sous-tribu non chaotique, pour 8tre
fortement ergodique de méme puissance relativement & la méme tribu:

II1.5. PROPOSITION. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un
systéme aléatoire généralisé & liaisons complites ((Wy, W), (%, Byys), T, 'P)yep
soit fortement ergodique de puissance h, relativement & une sous-tribu non
chaotique & de la tribu p Byiry €88 que:

L i

(1) 41 soit faiblement ergodique de méme puissance, relativement & la
méme tridbu B,

(i) pour towt teT, tout we Wy, tout e & et toul Be @ B, la suite

([ ‘Hiw, @), a1 Pyw,, B), ..
LgZ3

s0it convergente.
Démonstration.

Condition nécessaire. La condition mnécessaire découle de IIT.4
(qui impligue (i)) et de la proposition ITL.3 (qui implique (ii)).

Condition suffisante. L'unique (d’aprés ’'hypothése (ii)) valeur
d’adhérence de la suite

neN*

( [ 1w, o), dw, 1 Py, B)
Wig1
est indépendante de (w, ) (d’aprés la proposition IL.6. (ii) et par lintermé-
diaire de (i)). Done, le systéme aléatoire généralisé % liaisons complétes
est fortement ergodique de puissance h relativement & la tribu 4, d’aprés
la. proposition IIL.3.

IIT.6. La remarque faite en IL7 sur Pergodicité faible est encore
vraie pour 'ergodicité forte. Les propositions ITI.2, TIT.3, ITL.4 et IIL.5
restent valables lorsque nous substituons & Iexpression ,,fortement ergodi-
que de puissance h”, Pexpression ,fortement ergodique” en précisant
que ces énoncés sont vrais, quel que soit ke N*,

IIL.7. Nous avons donné dans IIL1 la définition de l'ergodicité
forte de puissance  (resp. lergodicité forte). Nous disons quiun systéme
aléatoire généralisé & liaisons compldtes ((Wy, #3), (%, Byyy), I, Py
~est fortement et uniformément ergodique de puissance % relativement
& une sous-tribu non chaotique # de (M) #,,, si

tel

im P} (w, B) = ¢,(B)

fn->00
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uniformément en ¥, B, w; ol g, est une probabilité sur é % indépendante
de t et de w.

Nous disons qu'il est fortement et uniformément ergodique sl esb
fortement et uniformément ergodique de puissance b, quel que soit he N*.

Bt nous remarquons que, dans le cas homogéne, c’est & dire celui ot
(Wy, W)y (%, Bypn), “IT e ‘P sont tous indépendants de ¢, nous pouvons
dire que: ,le systéme aléatoire généralisé & liaisons compldtes est fortement
et uniformément ergodique si ot seulement si a(Py) — 1 quand » — co”;

(a(P}) désigne le coctficient ergodique de la probabilité de transition
Py

a(PR) =1~ psup

(w,w'; a2
b
Be@ %

\P7(w, B) —Pi(w’, B)))

car (dans le cas homogéne), Iergodicité forte et uniforme est équivalente
4 Dergodicité faible et uniforme (voir [4], et dans le cas particulier des
chaines de Markov, [2]).
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