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ol :={[a,b] :a,b € R, a<b} - zbidr wszystkich przedziatéow w R. Rt

ol = {[a,b]:a,b € R,a < b} - zbidr wszystkich przedziatéw w R. © 2005 0|

Rozszerzamy operacje +, —, -, / na przedziaty. Dla a,b € I oraz pewnego Strons tytulowa_|
dziatania ¢ € {4, —, -, /} okreSlamy L« ] »

acb:={xoy:x €a,ycb}.

Zakfadamy dodatkowo, ze jesli © = / to 0 & b (czyli nie dzielimy przez przedziaty
zawierajace zero).
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1. Arytmetyka przedzialowa.

R :=RU{—00,00}.

ol :={[a,b] :a,b € R, a<b} - zbidr wszystkich przedziatéow w R.

ol :={[a,b]: a,bc R, a< b} - zbiér wszystkich przedziatéw w R.
Rozszerzamy operacje +, —, -, / na przedziaty. Dla a,b € I oraz pewnego

dziatania ¢ € {4, —, -, /} okreSlamy

acb:={xoy:x €a,ycb}.

Zakfadamy dodatkowo, ze jesli © = / to 0 & b (czyli nie dzielimy przez przedziaty
zawierajace zero).

Uwaga:

Do wyznaczania wartosci elementarnych operacji arytmetycznych na przedziatach
wystarczy policzy¢é wynik operacji arytmetycznej dla koncéw tego przedziatu.
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Przyktad 1 Wyznaczymy wartos$¢ funkcji x> — 2x — 1 na przedziale x =

|—1, 1] na trzy rézne sposoby. Preedsislona metoda...

Relacje nakrywajace.

© 200> i
x?—2x—1 = [-1,1* = 2[-1,1] -1 p——

— L= B2 =1 =28 =1 = =22 ERY
_ <] > |

Zgodnie z zasadami obliczen w arytmetyce przedziatowej otrzymujemy
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Przyktad 1 Wyznaczymy wartos$¢ funkcji x> — 2x — 1 na przedziale x =
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|—1, 1] na trzy rézne sposoby. Preedsislona metoda...
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© 2006 D.Wilczak |
x?—2x—1 = [-1,1* = 2[-1,1] -1 p——
= 0,1] = [-2,2] -1=[-2,3] - 1=-3,2] “« | »

Zgodnie z zasadami obliczen w arytmetyce przedziatowej otrzymujemy

x(x—2)—1 = [-1,1]*([-1,1]=2) —1
= [-1,1]%[-3,-1] - 1=[-3,3]| =1 =[—4,2]
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../../../programowanie/capd/private/impan/1-darboux.cpp
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Zobacz program w C++.

Twierdzenie 1 (Wfasnos¢ Darboux) Jesli f : [a,b] — R jest ciggfa, to

przyjmuje wszystkie wartosci posrednie pomiedzy f(a) oraz f(b).
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Uwaga: Przy pomocy komputera i arytmetyki przedziatowej mozemy udo- _zmr |

Zobacz program w C++.

Twierdzenie 1 (Wfasnos¢ Darboux) Jesli f : [a,b] — R jest ciggfa, to

przyjmuje wszystkie wartosci posrednie pomiedzy f(a) oraz f(b).

wodnic, ze pewna funkcja ma miejsce zerowe. Konee |
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../../../programowanie/capd/private/impan/1-darboux.cpp

2. Przedzialowa metoda Newtona.

Przedziatowa metoda. ..

Niech f : R" — R” bedzie klasy C!. Dla U C R" oraz xyp € U okreslamy

przedziatowy operator Newtona

© 2006 D.Wilczak
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Arytmetyka przedziatowa.

2. Przedzialowa metoda Newtona.

Relacje nakrywajace.

Niech f : R" — R" bedzie klasy C'. Dla U C R" oraz zy € U okre$lamy T

przedziatowy operator Newtona

Strona tytufowa |
N(f,0,U) = mo — (DF(U))™" - f(0) | >

Twierdzenie 2 (przedziatowa metoda Newtona)

Jezeli U jest zwarty i wypukty oraz N(f,xy,U) C U, to istnieje dokfadnie Powrst
jeden x* € U taki, ze f(z*) = 0. ]
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Twierdzenie 3 (W.C. Troy, 1989) Dla parametru ¢ = 1 réwnanie

( .

r =
\ (1)

s 2 1 2 Arytmetyka przedziafowa.
(P Tyt

Relacje nakrywajace.
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Przykfad zastosowania metody Newtona.

Rozwazmy sekcje Poincarégo © = {(z,y,0) € R’ : z,y,€ R,y > 0}

Zobacz program w C—|——|— © 2006 D.Wilczak
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../../../programowanie/capd/private/impan/2-poincare-michelson.cpp
../../../programowanie/capd/private/impan/3-newton-michelson.cpp

Przykfad zastosowania metody Newtona.

Rozwazmy sekcje Poincarégo © = {(z,y,0) € R’ : z,y,€ R,y > 0}
Zobacz program w C++.

Okreslamy U = [—0.0001,0.0001] x [1.525,1.527], oraz xg = (0,1.526)
oraz funkcje F' = P — Id|e.

Lemat 4 (wspierany komputerowo) Odwzorowanie Poincarégo P : ©——0

jest dobrze okreslone i klasy C' na zbiorze U . Ponadto, macierz przedziatowa
DF(U) jest odwracalna oraz N(F,x,,U) C U.

Zobacz program w C++.

Arytmetyka przedziatowa.
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Rozwazmy ruch N-ciat w polu grawitacyjnym. Przy zatozeniu, ze wszystkie

ol

ciata maj3 taka sama mase oraz stata grawitacji jest rébwna jeden, réwnania

ruchu tych ciat to

Przedziatowa metoda. ..

.. qi — g, .
q’:Z%’ ’I,Zl,...,N
it
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Rozwazmy ruch N-ciat w polu grawitacyjnym. Przy zatozeniu, ze wszystkie
ciata majg taka sama mase oraz stata grawitacji jest rowna jeden, réwnania
ruchu tych ciat to

. q; — gj :
QZ:Z Tg.ja Z:17"'7N (2>

i#j Y

Definicja 1 Choreografia nazywamy takie rozwigzanie okresowe réwnania
ruchu (2), w ktérym wszystkie ciata poruszaja sie po tej samej krzywej

zamknietej i maja rowne odstepy czasowe, czyli istnieje I' > 0 takie, ze

qi(t—i—T):qi(t), iZl,...,N

T
di (t+ﬁ) =q(t), i=1,...,N—1

N (t + %) = q1(¢)

Arytmetyka przedziatowa.

Przedziatowa metoda. ..

Relacje nakrywajace.
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Przyktady choreografii.

Ay

Arytmetyka przedziatowa.

Przedziatowa metoda. ..

¥ X

Relacje nakrywajace.
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e 2000,Chenciner, Montgomery - analityczny dowdd istnienia rozwigzania

z samoprzecieciem - brak dowodu wypuktosci
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Przyktady choreografii.

Ay

¥ X

Historia:
e 1993, Moore - znalazt numerycznie choreografie w ksztatcie 6semki

e 2000,Chenciner, Montgomery - analityczny dowdd istnienia rozwigzania

z samoprzecieciem - brak dowodu wypuktosci

e 1999, Gerver - znalazt numerycznie choreografie dla czterech ciat
Ay
NM\ X
] >
< :2

Arytmetyka przedziatowa.

Przedziatowa metoda. ..

Relacje nakrywajace.
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2000 i pozniej, grupa C.Simo z Barcelony - numerycznie wyznaczone cho-

reografie o roznych ksztattach dla liczby ciat od 4 do kilkuset.

2

N
P

X

g
T

q

N
N

Arytmetyka przedziatowa.

Przedziatowa metoda. ..

Relacje nakrywajace.
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Twierdzenie 5 (T.Kapela, P. Zgliczynski, 2003)
e Osemka istnieje i jest wypukfa P——
e istnienie orbity Gervera © 2006 D. Wilezak
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Twierdzenie 5 (T.Kapela, P. Zgliczynski, 2003)
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e O0semka istnieje i jest wypukfa
e istnienie orbity Gervera © 2006 D Witczak
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e Osemka istnieje i jest wypukfa
e istnienie orbity Gervera © 2006 D Witczak

e istnienie choreografii dla szesciu ciat Strona tywiowa.|
KIIa

W pdzniejszym czasie dowdd istnienia szeregu réznych choreografii dla 1 |
4,5,6,7 ciat. Strons 11227 |
Powrét |
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Newtona.
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3. Relacje nakrywajace.

Definicja 2 h-zbiorem nazywamy ukfad (|N|, s(N),u(N), cy) spetniajacy

1 Arytmetyka przedziatowa.
warunki RILE

Przedziatowa metoda. . .

Relacje nakrywajace.

© 2006 D.Wilczak|
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e |N| jest zwartym podzbiorem R"
o u(N),s(N) e {0,1,2,...} orazu(N)+ s(N) =n

o ¢y R" — R" = R*N) x R*W) jest homeomorfizmem takim, ze

cn(|N|) = By X Bywy.
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3. Relacje nakrywajace.

Definicja 2 h-zbiorem nazywamy ukfad (|N|, s(N),u(N), cy) spetniajacy

1 Arytmetyka przedziatowa.
warunki RILE

Przedziatowa metoda. . .

Relacje nakrywajace.

e |N| jest zwartym podzbiorem R"

o u(N),s(N)e{0,1,2,...} orazu(N)+s(N)=n © 2006 D Wizak|
ocy:R" — R? = RUN) » Rs(V) Jjest homeomorfizmem takim, ze
“ | »
ex(IN1) = Bugw) % By =
Okreslamy wtedy TS
dim(N) == n,
NC = BU(N) X BS(N);
Ng = 0Byw) X Bsw), 2=
NS = By X 0By, | zoei |

N~ = C&l(N_), N—i— _ C&l(N—i_). Koniec |
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Definicja 3 Zatézmy, ze N, M s3 h-zbiorami takimi, ze u(N) = u(M) =
w oraz f : N — RY™M) jest ciggta. Okreslamy f. = caro f o c]_\,1 : N, —

R* x R*M) Méwimy, ze N f-nakrywa M i oznaczamy
f
N=M
jezeli zachodza warunki

1. istnieje homotopia h : [0,1] x N, — R" x R*M) taka, ze

hO — fc; (3)
h([0,1], N)N M, = 0, (4)
h([0,1], N) N M = 0.

2. istnieje odwzorowanie liniowe A : R* — R" takie, ze

hi(p,q) = (A(p),0), dlap € B, oraz q € By, (6)
A(0B,) C R"\ B,. (7)

Arytmetyka przedziatowa.

Przedziatowa metoda. . .

Relacje nakrywajace.
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Relacje nakrywajace.

Z lewej: u(N) =u(M) =1 oraz s(IN) = s(M) = 2.
Z prawej: u(N) = u(M) =2 oraz s(N) = s(M

~—~"
I
=

Koniec
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Arytmetyka przedziatowa.

Przedziatowa metoda. . .

Twierdzenie 6 (DW, 2006) Jezeli

Ni - h—ZbIOI’y, U(NZ) =u d/a Z € Z P @2006D.Wilczak|
fi : ’Nz‘ —> Rdlm(NHl) takie, ze N; = Ni—i—l
Strona tytutowa |

to istnieje ciag {x;}icy taki, ze «| »
f(@) = zia R
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/astosowanie do uktadu Michelsona.

Arytmetyka przedziatowa.

Przedziatowa metoda. . .
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Lemat 7 (wspierany komputerowo, kilka minut na 3GHz) Dla wszystkich

wartosci parametru ¢ € [0.8285,0.861| zachodza nastepujace relacje nakry-
wajace

Ny =5 Ny =5 N,

N4iN5ﬁ>N2—_&>N3—_&>N4,

Ny 2 Ne 2o Ny L Ny 2 N,

Ny =5 Ny =5 Ny =5 Ny =5 N,

(8)

gdzie P. : ©—e—0 jest odwzorowaniem Poincarégo dla réwnania Michelsona

(1) z parametrem c.

Arytmetyka przedziatowa.

Przedziatowa metoda. . .

Relacje nakrywajace.
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Lemat 7 (wspierany komputerowo, kilka minut na 3GHz) Dla wszystkich

wartosci parametru ¢ € [0.8285,0.861| zachodza nastepujace relacje nakry-
wajace

Ny =5 Ny =5 N,

N4ﬁ>N5—P%N2 =5 Ny =5 N,

Ny 2 Ne 2o Ny L Ny 2 N,

Ny =5 Ny =5 Ny =5 Ny =5 N,

(8)

gdzie P. : ©—e—0 jest odwzorowaniem Poincarégo dla réwnania Michelsona

(1) z parametrem c.

Whiosek: Uktad Michelsona jest >4 chaotyczny.

Arytmetyka przedziatowa.

Przedziatowa metoda. . .

Relacje nakrywajace.
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P(ICLIN4)

N

P(ICLINg)
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Przedziatowa metoda. . .
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Definicja 4 Niech N bedzie h-zbiorem. Zatézmy, ze b : B,y — |N| jest
ciggte. Okreslamy b. = cy o b. Méwimy, ze b jest dyskiem horyzontal-
nym w N jezeli istnieje ciagfa homotopia h : [0,1] X B,y — N, taka,

ze
ho = b (9)
hl(fﬁ) — (Qj’ O)7 dla x € Bu(N) (10)
h(t,z) € N_, dlat € |0,1] oraz x € OB, ()

Arytmetyka przedziatowa.

Przedziatowa metoda. . .

Relacje nakrywajace.
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Definicja 4 Niech N bedzie h-zbiorem. Zatézmy, ze b : B,y — |N| jest
ciggte. Okreslamy b. = cy o b. Méwimy, ze b jest dyskiem horyzontal-
nym w N jezeli istnieje ciagfa homotopia h : [0,1] X B,y — N, taka,

ze
ho = b, (9)
hi(z) = (x,0), dla x € By (10)
h(t,x) € N_, dlat € |0,1] oraz x € OB, () (11)
Definicja 5 Niech N bedzie h-zbiorem. Zatézmy, ze b : Byyy — |N| jest

ciagte. Okreslamy b. = cy ob. Méwimy, ze b jest dyskiem wertykalnym
w N jezeli istnieje ciaggfa homotopia h : [0,1] X Byy) — N, taka, ze

ho = b,
hi(z) = (0,z), dla x € By
h(t,z) € NJ, dlat € |0,1] oraz x € OBy(). (12)
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Twierdzenie 8 (DW, 2006) Niech Z, Ny, Ny, ..., Ny, dla k > 0 beda

Arytmetyka przedziatowa.

h-zbiorami takimi, ze dim(Z) = u(Z) = u(Ng) = --- = u(Ny). Niech = | pueiistons metods..
W |Z| - RN, £ | Z] x |Ny| — RINi) G =0,k —1 bedg
ciggte. Niech v : B,y — |Nj| bedzie dyskiem wertykalnym w Nj.. © 2005 0 wico
Jedli Z =25 Ny oraz dla wszystkich = € | Z] Strons tyutona |
N, fg} N, fg) fk—zl(ia') N, « | »
< | >
to istnieje parametr 2y € |Z| taki, ze
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/astosowanie do uktadu Michelsona.

Oznaczmy C' = [0.8285,0.861]. Okre$lamy odwzorowanie W : C' — © w | Avimevka predaiatona,

Przedziatowa metoda. . .

nastepujacy sposéb. Dla ¢ € C przez W (c) oznaczamy drugie przeciecie
jednowymiarowe]j rozmaitoéci niestabilnej punktu réwnowagi (—cv/2,0,0) z © 2006 D Wik

SeijQ @ Strona tytutow. |
Lemat 9 (wspierany komputerowo) W jest dobrze okreslone i ciagte na C. “«| »

Ponadto, C W Ny |
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Twierdzenie 10 (DW, 2006) Istnieje przeliczalnie wiele wartosci parame-

Arytmetyka przedziatowa.
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trow ¢ € C, dla ktérych ukfad Michelsona ma potaczenie heterokliniczne z

(_C\/§7 O’ O) do (C\/§7 O’ O) © 2006 D.Wilczakl
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Twierdzenie 11 (DW, 2006) Istnieje przeliczalnie wiele wartosci parame-

trow c € C, dla ktorych uktad Michelsona ma pare orbit homoklinicznych

typu Shilnikova.
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Twierdzenie 12 (DW, 2006) Dla wszystkich wartosci parametréw ¢ €

C' ukfad Michelsona ma przeliczalnie wiele potaczen heteroklinicznych z

(cv/2,0,0) do (—cv/2,0,0)
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Problemy otwarte

Dla pewnego podzbioru parametréw C' prawdopodobnie istnieja kolejne or-

b |ty (0] k resowe. Arytmetyka przedziatowa.
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Kolejne pytania

e Dla wartosci parametréow ¢ =~ 0.49 obserwuje sie kolejng rodzine roz-
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wigzan homo i heteroklinicznych.
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