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1 Plan

Glownym obiektem zainteresowania klasycznego rachunku prawdopodobienstwa jest trojka
(Q,L,P), gdzie Q jest przestrzenia miarowa, X jest o—cialem zbioréw mierzalnych a P jest
miarg probabilistyczna. Zmienne losowe tworza przemienna algebre A na ktérej mozna zdefin-
iowa¢ warto$¢ oczekiwang E, odpowiadajaca mierze probabilistyczne;j.

W niekomutatywnej probabilistyce glownym obiektem studiéw jest algebra zmiennych losowych
— niekoniecznie przemienna wraz ze stanem. Przez niekomutatywna przestrzeri probabilistyczna
rozumie sie pare (A, @) gdzie A jest zespolong x—algebra z jedynka a ¢ dodatnim funkcjonatem
liniowym takim, ze @(1) = 1. Niekomutatywna zmienna losowa to po prostu element X € A.
Przez rozklad takiej zmiennej bedziemy rozumie¢ momenty @(X™), n = 0,1,.... Poniewaz
ciag mommentow jest dodatnio okreslony, istnieje miara probabilistyczna p na prostej taka, ze
©(X") = [x"dp(x).

Przy pomocy niezaleznosci mozna zdefiniowaé splot miar — jest to miara odpowiadajaca do-
dawaniu niezaleznych zmiennych losowych. Ale oprécz klasycznej niezaleznosci istnieja rowniez
inne rodzaje niezaleznosci:

e wolna niezaleznosé¢ oraz splot wolny H, wprowadzony przez Voiculescu,
e boolowska niezalezno$é¢ wraz z odpowiadajacym splotem W,

e warunkowo wolna niezaleznos¢ i splot [@ par miar.
Dla par miar o zwartym nos$niku takich jak wyzej (1q,v1), (12,Vv2) splot warunkowo wolny

jest para miar

(Ean) :(H1,V1)(H2>V2), (1)



gdzie 1 = v Hv; jest wolnym splotem Voiculescu miar v; i v;.
Interesuja mnie odwzorowania T miar probabilistycznych w,v takie, ze jesli napiszemy

(&) = (u, Tw @ (v, Tv),

to

n=TE. (2)

Dla takich odwzorowan mozemy za pomoca splotu warunkowo wolnego zdefiniowaé¢ nowy, taczny
splot Ht:

wHrv = (H»TH)(V,T'V)

Bozejko postawil problem, aby znalezé wszystkie takie odwzorowania — dtugo znanym przykta-
dem byta t-deformacja oraz jej uogdlnienie, (a,b)—deformacja. Ostatnio Oravecz podal pare
nowych przyktadow.

Jesli odwzorowanie T jest odwracalne, to mozemy zdefiniowaé¢ nowy, taczny splot w inny
sposob, jako deformacje splotu wolnego

wB v =T (TuE V).

Gdy T jest zaréwno odwracalna i spelnia wlasnosé (2), to obie definicje sa rownowazne.
W tym referacie zajmuje sie kilkoma przyktadami odwzorowan, ktére daja nowe, taczne
sploty.

2 Transformata Cauchy’ego (z € C)

+ood x
Gu(Z)ZJ ZH_(X)
1
Gu(z): \
Z— X1 — 1 \
Z— Xy — 2 A
Z—OC3——3

Wzoér Stieltjesa na odwrdcenie:

1
fulx) = —EILI& 7—13Gu(x—|—is)

fu(x)—czes¢ absolutnie ciagta (gestos¢) miary p.



3 Odwrotno$¢ transformaty Cauchy’ego

Jednoznaczna reprezentacja Maassena dla miar p ze skonczona wariancja

Fue) = g =2t | S0,

o = my (1), T-dodatnia, skoriczona miara.

Jednoznaczna reprezentacja catkowa Nevanlinny

® 14xz

dp(x)

Fulz) = G2 :a—l—z—l—J

gdzie a € R, p miara dodatnia skoriczona. Ponadto

1 X
a:%(eu(n) :deﬂx)

—00

4 Partycje zbioru uporzadkowanego

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 7 € P, (10)

| | | |

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 7, € P, (10) N NC (10)
B s o

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 7, € NC(10)
| | | |

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 71, € NC(10)

| [ [ | [ | | | | |

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 s € B(10) € NC(10)



5 Klasyczna probabilistyka

(Q, L, P) przestrzen z miarg probabilistyczna P
X: Q +— R zmienne losowe (mierzalne).

Tworza przemienng algebra ze stanem — wartoscia oczekiwana.

Ze zmienng losowa mozna zwiaza¢ miare probabilistyczna

— rozktad px

ux((00,x]) = P{w: X(w) < x}.

6 Nieprzemienna probabilistyka

(A, @) *—algebra zmiennych losowych ze stanem ¢
A — zespolona x—algebra z jedynka (np. C*-algebra),
X € A — zmienna losowa
@ — funkcjonal liniowy dodatni, @(1) =1
Przyktad
Algebra macierzy A = My (C) jest C*—algebra z jedynka (inwolucja a* = F), ze stanem

e(a) = Tlltr(a) dla a € A. Oczywiscie A jest algebra nieprzemienng.

Jezeli X = X* € A to istnieje px takie ze @(X*) = [ x*dpx(x).

4



Odwrotnie, kazda miara o no$niku zwartym prowadzi do stanu na algebrze C (X).

7 Niezaleznosci

Klasyczna niezaleznosé

Podalgebry A; C A nieprzemiennej algebry A sa niezalezne gdy algebry A; komutuja (tzn
[Ai, A5l =0 dla i #j) oraz dla

g eAy, 1=12,...,n oraz {w#1 dla k#l1
zachodzi

e(araz---an) = @(ar) elaz) - @an).

Wolna niezalezno$é

Podalgebry A; C A sa wolne gdy dla
e(a;)) =0, aqeAy, j=12,....,n oraz L1#L# - F#in
zachodzi

elaraz---an) =@(a) @(az)---e(an) =0.

Boolowska niezalezno$é

Podalgebry A; C A sa boolowsko niezalezne gdy dla

ageAy, j=1,2,...,n oraz 1,1 #L# - #1, mamy

elaraz---an) = @(ar) e(az) -~ @lan).

Warunkowa wolnosé




Niech (A, @, ) przestrzen z dwoma stanami. Podalgebry A; C A sa warunkowo wolne gdy
dla

lj)(a]-):(), a]-GAij, j=1,2,...,n oraz l]%lz;ﬁ#ln
zachodzi

elaraz---an) = @lar) @(az) -~ @lan),
Plajaz---an) =P(a)P(az) --Plan) =0

czyli wolne ze wzgledu na 1 i spelniajagce warunek podobny do boolowskiej niezaleznosci ze
wzgledu na ¢.

8 Przyklady obliczen

Niezaleznos¢ klasyczna

Gdy A4, A, sa klasycznie niezalezne, to dla X, X’ € A1,Y,Y' € A,

e(XY) = @(X) o(Y)
P(XYX') = o(XX') @(Y)
PXYX'Y) = o(XX') @(YY).

Wolnosé

Gdy Aq, A, sa wolne, to dla X, X" € A1,Y, Y € A,

P(XY) = @(X) o(Y)
@(XYX') = @(XX') @(Y)
PXYX'Y) = o(XX) @(Y) @(Y)
+@o(X) o(X') @(YY)
—o(X)o(Y) o(Y) @(Y)

Boolowska niezaleznosé




Gdy A1, A, sg boolowsko niezalezne, to dla X, X" € A;,Y,Y' € A,
9(XY) = o(X) @(Y)

e(XYX') = @(X) o

PXYX'Y) = o(X) o(X) @(Y) @(Y').

Warunkowa wolnosé

Gdy A;, A, sa warunkowo wolne, to dla X, X" € A;,Y,Y' € A,

e(XY) = o(X) @(Y)

(
PXYX) = @(XXN(Y) — ¢(X) @(X) (V) + @(X) 0(X") @(Y)
PXYX'Y') = o(XX) @(Y)(Y) + @(X) o(YY)P(X)
—o(X)e(Y) o(Y) (X)) — @(X) @(X") (Y)h(Y)
+o(X) oY) o(Y) o(Y').

9 Splot klasyczny

Niech X, Y niezalezne, o rozktadach u,v
Do obliczania splotu stuza funkcje charakterystyczne

bx(t) = [ e dul
Wtedy dla zmiennych niezaleznych

dx1v(z) = dx(z) - dy(z)

d)ww(z) - d)u(z) : q)v(z)
Z Oulk+ 1)z =log d(2).
k=0

Formula wigzaca momenty i kumulanty (p6iniezmienniki)

mu(n) = Z H Pu |7-[1|

mieP(n)



10 Splot wolny

Niech X,Y wolne, o rozktadach u,v.
Wolny splot uwH v to miara o momentach

mumv(k) = @ ((X —f—Y)k) .

Do obliczania stuzy R®-transformata G (G;1 (z)) =z
iRE(k—H)Zk:REﬂ(z):G_](z)—l Gu(z) = 1
il " T2 T RG]

R®-transformata linearyzuje wolny splot
R, (z) = RY(z) + RY(2).

Formuta wiazaca momenty i kumulanty

k
mun)= >  J]RE(mD.

neNC(n)  i=1

11 Centralne twierdzenie graniczne dla wolnego splotu

u o zwartym nosniku, sredniej zero i wariancji 1. Wtedy

n—oo

D#uE---HﬂD L — w

1
Vo

gdzie w jest miara Wignera

dw (x) = 7 4 —x2x22(x)dx, Gu(z) =

Idea dowodu dla u jak wyzej.
Szacujemy kumulanty

RD, u(1) =m,(1) =0
RS, .(2) = m,(2) =A%
RD, (k) =0(A) dlak=>3



Dla k = 3 ze wzoru momentowo—kumulantowego

=a]
RD)\PL

(2) RE

(3) = mp,u(3) —3RE 5.u(1) — RS (1)°

Dap
=2 m,(3) =0 (N,

i przez indukcje: jesli w 7t mamy blok [B| > 3, to R%w(ﬂ) = 0(A?). Jak nie to suma dwoch
blokéw ’B]’ + ‘Bz’ > 2, Czyli

Dla)\:\%ﬁ niech v =p1/mpaa---aaDwﬁu. Wtedy

Nrazy
Ry (K)=N-Rp (k).
Zatem

RE (1)=0

REHN(Z):N~%:1

RE (k) =N-o <%> iy
czyli

RO (2) = RG(z) =2
Zatem
1 z—Vz?—4
Col2) = T —REGu] 2

i ze wzoru Stieltjesa gesto$é miary .

12 Twierdzenie graniczne Poissona dla wolnego splotu

A A 1E
{(1—ﬁ> 60+N51] Noee

VA (x—A—1)2
B 27X
7{(\)\ = max(0,1 —7\) 60

d 7y (x)

X[14A—2VA, 14242V (x) dx



Idea dowodu
Dla py liczymy R®-transformate

RE (2] — —1 +z—\/—4zz(1 — )+ (1+2)?
HN -

A 1
:(1—z)N+O(W)'

R\ (z) =N - RE, (2),

Poniewaz

przy N — oo

A o0
Rj'i(z) =— :ZAZ“

1—2z
n=0
RE (n) =A.
Zatem
1
G l(z) =
= RE (G ()
z+1—-A—/(z+1—-A)2—-4z
Gm\(z): \/

2z
i ze wzoru Stieltjesa gestos¢ miary p.

13 Splot boolowski

Niech X,Y boolowsko niezalezne, o rozktadach p,v.
Splot boolowski pu W v to miara o momentach

mu&)v(k) =@ ((X + Y)k)

Do obliczania stuzy R¥—transformata

Ri(z) =z—

Gulz)

RY-transformata linearyzuje splot boolowski
RY,(z) = RY(2) + RY(2)
Formuta wigzaca momenty i kumulanty

k
mum) = > Rl
i=1

mieB(n)

10



14 Nieskonczona podzielnosé

Definicja Miara u € M, jest x—nieskoriczenie podzielna, gdy dla kazdego n € N istnieje u, €
My taka, ze L= * -k Uy
—_

n

Przypadek klasyczny
Istnieje o € R, 0% > 0 i miara v skoriczona poza 0 i calkujaca x?

. 1 2 2 T iz izo
logcb(z)zlzoc—zz o°+ J (e _]_W) dv(x)

Przypadek wolny
Istnieje &« € R i miara v € M,

z
Ri(z) = o+ J T v ()

Przypadek boolowski

Wszystkie miary nieskonczenie podzielne.

15 Splot warunkowo wolny
Niech X ~ (u1,v1), Y~ (uz,v2) warunkowo wolne. Wtedy

X—{_YN (H)V) - (Hh"ﬁ)(ﬂzﬂ’z)»
gdzie v=viHv;

= (1, vi)@(H2,v2)

Gdy wy = v; splot wolny, gdy vi = v, = g splot boolowski.

Splot N—krotny

Niech X; € (Ai, @i, $i), Xi~(u,vy), i=1,--- N beda warunkowo wolne.

11



Splot N—krotny p = N ;(wi,vi) definiujemy jako

miN:](U-i»Vi)(n) =mym) =@ (X1 +Xo+...+Xn)").

16 Kumulanty warunkowo wolne

1 1

(7] K - (N P)
Jezeli (W, v) = (w1, v1)@(H2,v2) to
Rnlz) = ROy o () + Ry (2), RE(2) = RE (2) 4 RE ().

Formuta wigzaca momenty i kumulanty

my(n)= H R (I,

7T€NC n) i=1

mu(n) - Z H R.p,v |7Tl| H REH |7T]

ieNC(n) 7outer 75 inner

17 Deformacje splotu wolnego ( i klasycznego )

Deformacja splotu wolnego

dla dowolnego odwracalnego odwzorowania T : p; — Tuy, splot @ zdefiniowany jako

umv=T"(TuBTvV)

jest taczny.
Deformacja kumulant i transformat

Rim) =RT (),  Ri(z) =RE (2).

12



Deformacja splotu klasycznego

W taki sam sposob mozna zdefiniowa¢ nowy splot jako deformacje splotu klasycznego.

18 Deformacje splotu warunkowo wolnego

Dla T : puy +— Ty niech

N N
=M i = B (i, Thes)

i=1 i=1

wtedy mozna rozpatrywacé jako splot miar, a nie par miar.
Mozliwosé redukeji splotu N—krotnego [n] do iterowania splotu par 2] — dosé delikatne pytanie

(M, &) = (1 [2) b2, Ty B Tha).
Aby wyliczyé 1 [2] 3 — liczymy splot warunkowy par
(n, M) @ (us3, Tus).
T moze by¢ rozna od & = Ty H Tu,.

Lacznosé splotu i mozliwosé zredukowania splot N-krotnego do splotu dwukrotnego, gdy
m =T 8 Tua.

Pytanie Bozejki — znalez¢ wszystkie takie T.

19 t-deformacja miar U,

Fuu(z) =tFu(z) + (1 —t)z

Gulz) = Guulz) =
u(z) n un(z) o
z—og — —— z—to) — ———

zZ— 0 — — z— 0y — —

Wtlasnosci

13



us(ut(u)) = ust(u)a (us)71 = u]/s

e Di(U(p)) = U(Da(w) gdzie Dyp(A) = u(A'A)

t—1

o Ui(u) — w *-stabej topologii

Ue(pn) 2 U(p) w x-slabej topologii

20 t—zdeformowany splot wolny
pllv=uupBuy)  wpltv =upsuy

Twierdzenie
(1, Uep) @ (v, Upy) = (v, Wp B ue) = (uldv, ugultlvy)
thransformaty
. 1
RI(z) = LR (2) = RO, ul2)

H t

Formuta wiazaca momenty i kumulanty

k

mym) =Y e TTR ()

14



21 Centralne twierdzenie graniczne dla t—wolnego splotu

Dl}i' D\/l_un_)—o)oKt

n

E

gdzie k¢ jest miara Kestena

. 1 Va4t —x2
th (X) = ﬁ . mx[—Z\/E,Z\/{](X) dx

1—2t 1
Re= 2— 2t<6ﬁ+6¢%> dlat<§

Z__

K¢ dla t =1 — 55 to miara spektralna spaceru losowego na Fy.

22 'Twierdzenie graniczne Poissona dla t—wolnego splotu

A A J N ()
{(]_N> 6O+N6]] T
N —(x—tA—1)2
d 7ty (x) \/ x )

C2nx ((t—Dx+ (A +1—1tA)
dla x € [1+t7\—2\/t7\,1—|—t7\—|—2\/t?\]
o max (0,1 —A) oo dlat=1
A= W1 60+W26)\tt—7)\]—1 dlat;é1

1 max (0, T —tA)

TI(=TEA (DT 1)

t

(—
1
(=

15



23 Mozliwe uogdlnienia t—deformacji

Definicja (a, b)—deformacji

Dlat=(a,b),b>0,a R

1 B * dT(x)
7Gu(a,b> B =—amy(1) +z+bJ_oo S
b
= 1—b b— 1).
g H Pt (b —am ()
Ponadto
1
G e (2) = o
zZ—ao —
A2
zZ— ) —
2 ~

zZ— 03— —

Dobra z punktu widzenia splotu warunkowo wolnego — zachodzi wtasno$é¢ Bozejki.

24 Twierdzenia graniczne

Centralne twierdzenie graniczne

miara Kestena

Miara Poissona

VIPA— (x—aA—1)2
2 ((b—=T1)x*+ (A+aA+1—2bA)x — (a —b)A?)

dla x € [1 +ar—2VbA T+ar+2VbAl.

dpa(x) = dx

Czes¢ dyskretna sktada sie z co najwyzej dwoch atomow.

16



25 Wzér momentowo—kumulantowy
Dla nieprzecinajacej partycji niech ins(7t) oznacza ilo$¢ wewnetrznych
singletonow, zas nsi(7t) ilo$¢ blokow wewnetrznych nie bedacych

singletonami.

Wtedy dla (a, b)-splotu mamy

mu(n) _ Z ainS(T{) bnsi(ﬂ) H R(ua,b)(’BD.
)

ieNC(n Bem

26 V,—deformacja

Definicja
Dla miar probabilistycznych p takich, ze m(2) < oo niech

1 1 e
Gvld)  Gulr) AR

Fakt

17
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27 Wlasnosci V,

e Va(Vu(n)) = Varu(p), (Vo) '=V_4

o V(1) a9 u w x—stabej topologii

o Valpn) =2 V() w *—slabej topologii

o Da(Va(p)) # Va(Da(n) gdzie Dap(A) = p(A'A):

1 1

Gvaor (2)  Gy(varw (2)

+ a(A? = A)RE(2).

w

e rekurencja dla momentow:

n—1

my, u(n) =my(n) — aRf (2) Z my(k) my, (n—k—T1).
k=0

28 V,—deformacja splotu wolnego

Definicja 1 Dla u,v € M,

(H@V, Vau H Va'V) = (LL, vaPL) (V) Vav)-

Definicja 2 Dla p i v takich, ze m(2), my(2) < co

uEav =V_g (Voau B Vev).

Twierdzenie
Definicje 11 2 sa réwnowazne dla miar o zwartym nosniku:

(L@v, VouB Vev) = (v, Vo(nEdv)) =
= (\/fct(\/aFL H Va'V)a Va(H@V))-

18



29 Kumulanty dla Vi -zdeformowanego splotu
Poniewaz

Vao(nldv) = Vou B Vv
mozna zdefiniowac

RE(M) == R%ﬂu(n).
Wtedy
R, (M) =RE(n) + RY(n).

Twierdzenie
Wzér momentowo—kumulantowy dla [a-splotu:

mam) = Y (R +aRI2)™ T RE(B).

teNC(n) Bem
Béeouts(7t)

30 Centralne twierdzenie graniczne

Twierdzenie

Niech p € M, taka, ze m,(1) =0, and my(2) =1. Wtedy

Dyynud- @b, g — w

w *x—stabej topologii, gdzie w jest miarg Wignera

dw (x) = %{\M—dex.

Uwaga
Poniewaz V, nie komutuje z dylatacja, nie mozna skorzystac z ogoélnego centralnego twierdzenia

granicznego dla splotu warunkowo wolnego .

19



31 Twierdzenie Poissona
Niech A > 0 oraz
A A
—(1-2 - N> 1.
VN ( N) do + N o1, >
Wtedy

N[ [duNn — Pa

w x—stabej topologii, gdzie p) ma czes¢ absolutnie ciagla

~ VAN —(x+ar—A—1)2
dpa(x) = 27 (0 — aNx+ aAd) AXX A+ 1—ar—2vAAH1—ari2vA] (x)

oraz atom

A
Pa(x) = max (0,1 —m> 653—%'

32 Miary nieskonczenie podzielne w wolnej probabilistyce

Fakt
Niech ¢ o zwartym nosniku i nieskorniczenie podzielna dla wolnego splotu (¢ € Zp).
Istnieje *x—stabo ciggta B-potgrupa (@) taka, ze @7 = ¢@. Wtedy

@ @
Ro (2) =t R (2)
oraz

Ra(n) =t- Rﬁ(n).

33 Deformacja @

Definicja
Niech ¢ € 7, ustalona oraz p € Myp. Rozwazmy odwzorowanie:

O¥(u) = PerE(2)
zalezace od RE(Z) i nieujemnego parametru t.

20



Fakt
Mamy nastepujaca relacje dla odpowiednich transformat

R, (2) = th@z) (z) = tRY (2) RE(2).

34 Wlasnosci O

o @Y nie jest odwracalna

o OF(DE(N)) = DE(1) gdy RG(2) =1
o OP(n) i do w x—stabej topologii

o OF(p) w *—stabej topologii

°
A
T
L

35 O@f-zdeformowany splot
Definicja Dla p,v € My

(p@v, Ofpl @Pv) = (u, OFfP)@ (v, Ov).

Twierdzenie
Mamy

(v, OPu B OPv) = (nlev, O (nlev)),

czyli splot [l jest taczny.

Uwaga
Poniewaz @ nie jest odwracalna, nie ma alternatywnej deficji.

21



36 Centralne twierdzenie graniczne

Twierdzenie
Niech p € M, taka, ze m(1) =01 my(2) =1. Niech ¢ € Zo. Wtedy

D~|/NH—...D]/\/NPL:
= (D1/\/NPL> (DEPDV\/NH)' "(D1/\/NPL) (DJ?DU\/NH) — (&, @)

w *—slabej topologii, ponadto @ = OPE.
Para (&, @) jest wyznaczona jednoznacznie dzieki

R o (2) = 2, RE (z) =t RY(2).

Uwaga

Poniewaz ogoélnie @} nie komutuje z dylatacja, nie mozna uzy¢ centralnego twierdzenia
granicznego dla warunkowego splotu.

37 Twierdzenie Poissona

Twierdzenie
Niech A > 0 oraz

Wtedy

unle. D un = (un, OFuN) @0 - @ (pun, PP UN) — (P, ©at)

w *—stabej topologii, oraz @y = O Fpa.
Para (pa, @at) jest wyznaczona przez

A
RE, o, (2) = . RE (z) =AtRE(2).
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