Ujemna korelacja dla kul w R” - znane fakty

Definicja 1. Wariancja zmiennej losowej X (ozn. VarX ) nazywamy wartosé EX? —(EX)?, lub — réwnowaznie
— E(X — EX)2. Wariancja mierzy, jak bardzo zmienna losowa odchyla sie od swojej wartosci oczekiwane.

Definicja 2. Kowariancja dwdch zmiennych losowych X 1Y, oznaczang Cov(X,Y), nazywamy wartoscEX - Y —EX -EY.
Kowariancja mierzy korelacje dwéch zmiennych, czyli na ile wzrost jednej zmiennej bedzie (statystycznie) pocig-
gal wzrost drugiej zmiennej. Zmienne niezalezine majqg kowariancje 0.

Twierdzenie 3 (Centralne Twierdzenie Graniczne, wersja podstawowa). Niech X1, Xs,..., X, bedg
niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkadzie i niech EX; = 0, za$ VarX; = 1. Wtedy

Xi+...+ X,

Tn —N(0,1),

gdzie zbieznos¢ zachodzi wedlug rozktadu.

Twierdzenie 4 (Centralne Twierdzenie Graniczne, wersja bardziej zaawansowana). Niech X; bedg
niezaleznymi zmiennymi losowymi spetniajgcymi EX; = 0, VarX; = 1 oraz E|X;|*T¢ < K < oo dla pewnego K
i€ > 0. Niech a,; bedzie ciggiem wspotczynnikow spetniajgcym

lim supla, ;| =0
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oraz Y e, an; = 1. Wiedy

i an7iXi—>N(07 1),

=1

gdzie zbiezno$é zachodzi wedtug rozktadu.

To twierdzenie, przy calym swoim strasznym sformulowaniu, jest prostym uogdlnieniem poprzedniego. Po
pierwsze zmienne losowe o jednakowym rozkladzie zastapiliSmy niezaleznymi zmiennymi losowymi o wspolnie
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ograniczonym FE|X;[*"¢. Po drugie za$ wspétczynnik ——, ktéry stal przy kazdej zmiennej zastapiliémy przez
wspélezynnik a,, ;, przy czym suma kwadratéw a, ; musi by¢ 1 (to ustala wariancje sumy), oraz a,; musza
jednostajnie maleé¢ z n (zeby zadna zmienna nie dominowala w sumie).

Definicja 5. Kula % w R" to zbidr tych punktéw (z1,x2,...,T,), dla ktérych zachodzi Y . |z;|P < 1. Dla
p =1 jest to zbior wypukly, dla p =2 jest to zwykla kula.

Definicja 6. Kula Orlicza w R™ to zbior tych punktéw (z1,x2,...,xy), dla ktérych zachodzi Y f(|zi|) <1,
gdzie f to ustalona funkcja wypukla nieujemna spetniajgca f(0) = 0. Kule (P sq kulami Orlicza.

Definicja 7. Uogdlniona kula Orlicza to zbidr jak wyzej, tylko dla kazdej wspolrzednej mamy inng funkcje, a
warunek przybiera postaé Y . fi(lzi]) < 1. Uogdlniona kula Orlicza jest zbiorem wypuklym.

Definicja 8. Funkcje f : R"—R nazywamy logarytmicznie wklesta, lub w skrdcie log-wklesta, jesli log f jest
wklesta. Zmienng losowg na R™ nazywamy log-wkleslq, jesli jej gesto$é jest log-wklesta.

Definicja 9. Dla zmiennej losowej X jej p-tym momentem nazywamy warto$é E|X —EX|P. Momenty (tak jak
wariancja, ktdra jest po prostu drugim momentem) mierzq stopien odchylenia zmiennej od jej wartoéci oczeki-
wanej, przy czym dla wyziszych p momenty sq bardziej wrazliwe na mato prawdopodobne, ale duze odchylenia,
za$ dla mizszych p bardziej wykrywaje niewielkie, ale bardziej prawdopodobne odchylenia.

Twierdzenie 10 (Twierdzenie o poréwnywaniu momentéw). Dla symetrycznej, log-wkleslej zmiennej X
oraz dowolnych p,q zachodzi (E|X|P)Y/? < C(p, q)(E|X|9)Y4, gdzie C(p,q) to stala zaleina tylko od p i q.

Twierdzenie 11 (Nieréwno$¢ Brunna-Minkowskiego). Niech A i B bedg zbiorami wypuklymi w R™.
Wtedy

AMtA+(1-1t)B) 1« IAAY" + (1= HAB)V",
gdzie \ oznacza miare Lebesgue’a.

Z nieréwnosci Brunna-Minkowskiego wynika w szczegélnosci, ze dla ciala wypuktego K C R™ funkcja przyp-
isujaca liczbie ¢ miare przeciecia K z hiperplaszczyzna {z1 = t} jest log-wklesta.



Ujemna korelacja dla kul w R" - nowe wyniki

Twierdzenie 12 (Ujemna korelacja kwadratéw dla kul (? — Antilla, Ball, Perissinaki). Jesli
(X1,...,Xp) to losowy punkt z kuli £, to COV(XE,XJ?) <0dlai#j.

Wniosek 13 (Koncenteracja dla kul ¢» — Antilla, Ball, Perissinaki). Jesli (X1,...,X,,) to losowy
punkt z kuli (P 0 EX2 =1, to
RS
p(B 1m0 < ©
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gdzie C jest stalg absolutng.

Whiosek 14 (Centralne Twierdzenie Graniczne dla kul (» — Meckes, Meckes). Niech (X1,...,X,)
bedzie losowym punktem z kuli (P 0 EX? = 1. Niech a = (a;)?; bedzie ciggiem wspélczynnikéw spelniajgcym
M, a2 = 1. Wtedy zmienna

i<n 1
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E a; X;
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ma dystrybuante d, spelniajgcg

sup |da(2) — d(x)] < e(Y_ lai*)"/?,
gdzie d to dystrybuanta rozkladu normalnego.

Tu uwaga — nie jest mozliwy bezposredni analog Centralnego Twierdzenia Granicznego (wersji bardziej
zaawansowanej), bo tu, sila rzeczy, nie mamy nieskonczonego ciagu zmiennych losowych, a ciag dlugosci n,
gdzie n to wymiar przestrzeni. Dlatego, zamiast méwié¢ “zbiega”, méwimy “jest bliskie” i podajemy miare tej
bliskosci — punktowa odlegloéé¢ dystrybuant, ktéra odpowiada za zbieznosé wedtug rozktadu. Gdyby wziaé ciag
kul z R™ dla kolejnych n, to otrzymalibySmy zbiezno$¢ podobna, jak w poprzedniej wersji, przy silniejszym
warunku na wspoélezynniki (do zera musialoby zbiegaé nie supremum, a suma trzecich poteg).

Twierdzenie 15 (Koncentracja dla uogélnionych kul Orlicza — W.). Jesli (X1,...,X,) to losowy
punkt z vogdlnionej kuli Orlicza, zas f i g to symetryczne funkcje rosngce na [0,00), to Cov(f(X;),9(X;)) <0
dlai#3j.

Whiosek 16. W szczegdlnosci teza zachodzi dla f(x) = g(x) = 22, a zatem jako wnioski dostajemy wszystkie
powyzsze twierdzenia (koncentracje i uogdlnione CTG) dla uogdlnionych kul Orlicza.

Twierdzenie 17 (Ujemne stowarzyszenie dla kul ¢? — Pilipczuk, W.). Jedli (X1,...,X,) to losowy
punkt z kuli P, za$ f i g to funkcje wielu zmiennych, symetryczne wzgledem kazdej i rosngce wzgledem kazdej
na [0, 00) przy ustalonych pozostalych, to

COV(f(XilaXiza v 7Xik)7g(Xj17Xj27 ce 7X]l)) <0
dla rozlgcznych zbiorow indeksow i oraz j.

Ta wlasnos¢ zmiennych losowych znana jest w literaturze jako “ujemne stowarzyszenie”. Teoria zmiennych
ujemnie stowarzyszonych jest juz dos¢ rozwinieta, i dzigki niej mamy nadzieje uzyskaé szereg nowych rezultatéow
o zmiennych losowych na kulach 7.

Twierdzenie 18 (Slabe ujemne stowarzyszenie dla uogélnionych kul Orlicza — Pilipczuk, W.). Jesli
(X1,...,Xn) to losowy punkt z wogdlnionej kuli Orlicza, f to funkcja wielu zmiennych, symetryczna wzgledem
kazdej i rosngca wzgledem kazdej na [0,00) przy ustalonych pozostalych, zas g to funkcja jednej zmiennej,
symetryczna i rosngea na [0,00), to

COV(f(Xil,XZ‘Q, e 7Xik)7g(Xj)) < 0

dlaj 75 k.

Obstawiamy, ze zachodzi réwniez zwyczajne ujemne stowarzyszenie dla uogdélnionych kul Orlicza, prace
trwaja.



