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Rozklady I — ciecie nozyczkami
e brzeg nieistotny, czesci ,,przyzwoite”, ograniczone krzywymi Jordana

e R%: zachowane pole — réwnowaznoéé wielokatéw przez rozklad skonczony
(Wallace-Bolyai-Gerwien)

e R3: I1I problem Hilberta
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Rozklady I — ciecie nozyczkami
e brzeg nieistotny, czesci ,,przyzwoite”, ograniczone krzywymi Jordana

e R%: zachowane pole — réwnowaznoéé wielokatéw przez rozklad skonczony
(Wallace-Bolyai-Gerwien)

e R3: I1I problem Hilberta

e paradoksy-oszustwa
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Rozktady II — réwnowazno$¢ przez rozktad A ~¢ B
e czesci dowolne, moga by¢ dziwne (jednopunktowe, niemierzalne etc)

e niec musi si¢ by¢ zachowana miara — paradoksy

e relacja rownowaznoscl (w szezegdlnosei przechodnia), rozktady skonczone
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Kwadratura kola Tarskiego
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Rozktady II — réwnowazno$¢ przez rozktad A ~¢ B
e czesci dowolne, moga by¢ dziwne (jednopunktowe, niemierzalne etc)

e niec musi si¢ by¢ zachowana miara — paradoksy

e relacja rownowaznoscl (w szezegdlnosei przechodnia), rozktady skonczone

Kwadratura kola Tarskiego
e nozyczkami niemozliwa

e przez rozktad mozliwa
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Paradoksy — nieintuicyjne rozktady

Zbior E nazwiemy G-paradoksalnym, jesli zawiera roztaczne podzbiory A, B

takie, ze A ~g F oraz B ~¢ E.
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Paradoksy — nieintuicyjne rozktady

Zbior E nazwiemy G-paradoksalnym, jesli zawiera roztaczne podzbiory A, B
takie, ze A ~g F oraz B ~¢ E.

e N~ NUN, N NUNUN, N~y NUNU...

Paradoksalny rozklad okregu

e zbi6r niemierzalny Vitaliego na S*

e kazda klasa rownowaznosci przeliczalna

e 7 aksjomatu wyboru zbiér reprezentantow M

e przeliczalnie wiele jego obrotéw daje caty S*

o St~ Stust St~ Stustust St~ Stustu...

~WKkrecanie”
o St~y S\ {punkt}
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Grupa wolna F;

e dwa generatory: a i b
e bez relacji

e clement neutralny e
e alfabet a,b,a !, b1

e clementami grupy sa
stowa zredukowane

e dziatanie — konkatenacja,
czyli dopisanie
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Paradoksalny rozktad F5

Fy={e} US(a)USH)US@@)usSH™)

F,=SOb)ubS(h™)




Grupa F, jako podgrupa grupy izometrii R?

Niech ¢ = arccos (%)

a, b — antyzegarowe obroty o kat ¢ odpowiednio wokoét osi x oraz z

+1 1 2v/2 +1 > s
o =0 5 FEE| =122 Lo
0 +22 | 0 0 1

Mozna sprawdzi¢, ze a i b generujg grupe wolng, Fb.
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Waz Sierpinskiego

Czy istnieje w R3 zamkniety pierécienn przystajacych czworogciandw?
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Waz Sierpinskiego
Czy istnieje w R3 zamkniety pierécienn przystajacych czworogciandw?

Nie istnieje == nie istnieje parkietaz przestrzeni R? takimi czworo$cianami.
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Dzialanie grupy G na zbiorze X
e dla dowolnych g € G, x € X mamy zdefiniowane g(z) € X

* 92(91(2)) = (9291) ()
o id(z) =1
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Dzialanie grupy G na zbiorze X
e dla dowolnych g € G, x € X mamy zdefiniowane g(z) € X

* 92(91(2)) = (9291) ()
o id(z) =1

Na przyklad grupa Gy izometrii przestrzeni R? dziala na zbiorze X = R3

e dla dowolnej izometrii g € G5 oraz punktu z € R? mozemy zdefiniowaé g(x)
jako obraz punktu z przy izometrii g

e skladanie izometrii

o idlx)=ux

Orbita clementu x to zbior {g(x): g € G}.
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Grupa paradoksalna — zbiér paradoksalny

Stwierdzenie: Jesli grupa paradoksalna GG dziala, bez nietrywialnych punktow
stalych, na pewnym zbiorze, to ten zbior jest G-paradoksalny:.

e zbior X rozpada si¢ na orbity przy dziataniu elementéw grupy

e aksjomat wyboru — M to zbior reprezentantéw orbit

e {g(M): g € G} — podzial zbioru X

e paradoksalny rozktad G ,przenosi si¢” na paradoksalny rozktad X
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Grupa paradoksalna — zbiér paradoksalny

Stwierdzenie: Jesli grupa paradoksalna GG dziala, bez nietrywialnych punktow
stalych, na pewnym zbiorze, to ten zbior jest G-paradoksalny:.

e zbior X rozpada si¢ na orbity przy dziataniu elementéw grupy

e aksjomat wyboru — M to zbior reprezentantéw orbit

e {g(M): g € G} — podzial zbioru X

e paradoksalny rozktad G ,przenosi si¢” na paradoksalny rozktad X

Whniosek 1: To samo dla Fy (wiemy, ze jest paradoksalna).
Whniosek 2: To samo dla naszej Fr C Gf.

Problem (maly): Ma nie by¢ punktow stalych.
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Paradoks Hausdorffa

Niech D C S? oznacza zbiér koncodw osi obrotow z Fy.

Mozna sprawdzi¢, ze Fy dziala na S?\ D bez punktéw statych.
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Paradoks Hausdorffa

Niech D C S? oznacza zbiér koncodw osi obrotow z Fy.

Mozna sprawdzi¢, ze Fy dziala na S?\ D bez punktéw statych.

Stad Paradoks Hausdorffa:
[stnieje taki przeliczalny podzbiér D sfery S2, ze zbiér

S? \ D jest paradoksalny,

Zbior D przeliczalny — mozna si¢ go pozby¢ (,wkrecajac”):
S*\ D ~ §”

Tuwierdzenie Banacha-Tarskiego z punktu widzenia algebraika 11




Paradoks Banacha-Tarskiego (1924 r.)

Wiemy juz, ze dla odpowiedniego D
e zbiér S?\ D jest paradoksalny oraz
e S\ D~ S%

e /bior rownowazny ze zbiorem paradoksalnym tez jest paradoksalny.
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Paradoks Banacha-Tarskiego (1924 r.)

Wiemy juz, ze dla odpowiedniego D
e zbiér S?\ D jest paradoksalny oraz
e S\ D~ S%

e /bior rownowazny ze zbiorem paradoksalnym tez jest paradoksalny.
Stad paradoks B-T dla sfer: Sfera S? jest paradoksalna.

e Kula bez $rodka jest paradoksalna.

e Wiemy, ze ST ~ S\ {punkt}, zatem B\ {0} ~ B.

Stad paradoks B-T: Kula jest paradoksalna.

o Przestrzenn R? jest paradoksalna.
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Uwagi i komentarze
e (53, nie tylko SOs.
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Uwagi i komentarze
e (53, nie tylko SOs.

e Tu byly podzbiory, mozna zrobi¢ rzeczywisty rozkiad.
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Uwagi i komentarze

e (53, nie tylko SOs.

e Tu byly podzbiory, mozna zrobi¢ rzeczywisty rozkiad.

e Mozna ograniczy¢ liczbe czesci do 5.

e (Czesci mozna przenosic¢ ,bezkolizyjnie” .

e Aksjomat wyboru nie jest konieczny do konstrukeji paradoksow.
e Tak samo dla R", n > 3.

Uogdlnienie P.B-T: Dla dowolnych ograniczonych podzbioréw A, B C R?
o niepustym wnetrzu zachodzi A ~ B.

Inna wersja P.B-T: Ziarnko grochu mozna roztozy¢ na kawalki i na nowo
ztozy¢ tak, aby otrzymac kule wielkosci Stonca.
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Miara

Nie istnieje miara

e skonczenie addytywna,

e okreélona na wszystkich podzbiorach R?,
e (73-niezmiennicza,

e przyjmujaca wartos¢ 1 na kostce jednostkowe;.
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Miara

Nie istnieje miara

e skonczenie addytywna,

e okreélona na wszystkich podzbiorach R?,
e (73-niezmiennicza,

e przyjmujaca wartos¢ 1 na kostce jednostkowe;.

Tw. Banacha

Na R? istnieje analogiczna miara (rozszerzajgca miare Jordana).
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Prosta i ptaszczyzna

Analogiczne paradoksalne rozktady nie istnieja, bo w G 1 G5 nie ma podgrup F5.
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Prosta i ptaszczyzna

Analogiczne paradoksalne rozktady nie istnieja, bo w G 1 G5 nie ma podgrup F5.

Dla dowolnych dwoch izometrii x, y

e na prostej zachodzi relacja

22y = 1,
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Analogiczne paradoksalne rozktady nie istnieja, bo w G 1 G5 nie ma podgrup F5.

Dla dowolnych dwoch izometrii x, y

e na prostej zachodzi relacja

22y = 1,

e na plaszczyznie zachodzi relacja

l'2y2$_Zy_2£U2y_2$_2y4332y_2513_2y_2332y2$_2 — 1.
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Prosta i ptaszczyzna

Analogiczne paradoksalne rozktady nie istnieja, bo w G 1 G5 nie ma podgrup F5.

Dla dowolnych dwoch izometrii x, y

e na prostej zachodzi relacja

22y = 1,

e na plaszczyznie zachodzi relacja

:L'Qny_Zy_Q:UQy_Zm_2y4:132y_2x_2y_2x2y2x_2 — 1.

Komutatory, rozwiazalnosé grup izometrii G i Gs.
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Prosta R!
e Izometrie prostej R! to przesuniecia i symetrie wzgledem punktu.
e Kwadrat kazdej izometrii jest przesunigciem.

e Przesuniecia sg przemienne.
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Prosta R!

e Izometrie prostej R! to przesuniecia i symetrie wzgledem punktu.

e Kwadrat kazdej izometrii jest przesunigciem.
e Przesuniecia sg przemienne.

e Stad dla dowolnych dwdéch izometrii x, y zachodzi relacja
22l 2yt = 1,

czyli nie ma podgrupy wolnej rzedu 2.
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Plaszczyzna R?
e Izometrie R? to przesuniecia, obroty i symetrie z poslizgiem.
e Kwadrat kazdej izometrii jest przesunigciem lub obrotem.

e Dla dowolnych dwéch izometrii z, y wyrazenia z?y?x 2y 2 oraz 2%y *z 1y’
sq przesunieciami.
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Plaszczyzna R?
e Izometrie R? to przesuniecia, obroty i symetrie z poslizgiem.
e Kwadrat kazdej izometrii jest przesunigciem lub obrotem.

e Dla dowolnych dwéch izometrii z, y wyrazenia z?y?x 2y 2 oraz 2%y *z 1y’
sq przesunieciami.

e Przesuniecia sg przemienne, zatem
$2y2x_2y_23:2y—2x_2y2(nyQx_Qy_Q)_l($2y_2:13_2y2)_1 1
To po uproszcezeniu daje relacje
w2ty 2ty 2ty ey 2ty 2 kP = 1,

czyli tez nie ma podgrupy wolnej rzedu 2.
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Plaszczyzna hiperboliczna
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Plaszczyzna hiperboliczna

Stan Wagon, The Banach-Tarsk: Paradox
Leonard M. Wapner, The Pea and the Sun
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