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Généralites

1.1) Inégalités dans R

Si a et b sont deux nombres réels, on dit que a est supérieur ou égal a b et on note
a>bsia—Db est positif ou nul. On a alors les propriétés suivantes.

1) Réflexivité : pour tout réel a, a > a.
2) Antisymétrie : pour tous réelsaetb,sia>betb>aalorsa=>.
3) Transitivité : pour tous réelsa, betc,sia>betb>calorsa>c.

Ces trois propriétés traduisent le fait que la relation « étre supérieur ou égal a » est une
relation d’ordre. D’autre part, étant donnés deux réels, I'un est nécessairement supérieur
ou égal a l'autre : pour tous réels a et b, on a a > b ou b > a'@. On dit alors que la
relation « étre supérieur ou égal a » est une relation d’ordre total.

Exercice 1-Dans IN on définit la relation « étre divisible » de la fagon suivante : si a et
b sont deux entiers, a est divisible par b s’il existe un entier k tel que a = bk. Montrer
que cette relation est une relation d’ordre mais qu’elle n’est pas totale.

On dit que a est inférieur ou égal a b (on note a < b) si b est supérieur ou égal a a.
Enfin, a est strictement supérieur a b (on note a > b) si a est supérieur ou égal a b mais
n'est pas égal a b et a est strictement inférieur a b si b est strictement supérieur a a (on
note a < b).

Exercice 2—Montrer que la relation « étre strictement supérieur a » n’est pas une
relation d’ordre.

Rappelons les regles de calculs avec les inégalités.

Proposition 3— Soit a,b,c,a’, b’ des nombres réels.

1) Addition d'unréel :sia<balorsa+c<b+c.

2) Addition d’une inégalité : sia<beta’ <b'alorsa+a’ <b+0’

3) Multiplication par un réel positif : si a < b et si ¢ > 0 alors ac < bc.

4) Multiplication par un réel négatif : si a < b et si c < 0 alors bc < ac.

| =

5) Inversion d’une inégalité de nombres positifs : sia < b et si a> 0 alors — < —.

6) Inversion d'une inégalité de nombres négatifs : sia < b et si b <0 alors — <

SIS
Q=N

Exercice 4-Si x est positif ou nul, on rappelle que v/x est 'unique réel positif ou nul
dont le carré est x. En utilisant 1’égalité b —a = (\/E— \/E)(\/E+ \/E) montrer que si
0 <a<b alors va < Vb.

a. Noter qu’on peut avoir les deux en méme temps. Le ou en mathématique n’est pas exclusif.
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La notion de valeur absolue permet de ne travailler qu’avec des nombres positifs ou
nuls. Si a et b sont des nombres réels on définit le maximum max(a, b) et le minimum
min(a,b) de a et b par

a sia>b ) a sia<b
max(a, b) = ] min(a, b) = ] .
b sinon b sinon

Définition 5— Si a est un nombre réel alors

a sia>0
la| = max(a,—a) =

—a sia<0.

Exercice 6— Montrez Va? = |a|.

Proposition 7 (Propriétés de la valeur absolue)- Soit x et y deux nombres réels.
= |x| = 0 si et seulement si x = 0.
> |—x| = |x].
> |xy| = [x]-[y].
= [négalité triangulaire : |x + y| < |x| +|y].
= Jlxl = Iyl < lx =9l

Démonstration. 1) Si|x| = 0 alors max(x,—x) = 0 donc x = 0 ou —x = 0, c’est-a-dire x = 0.
Réciproquement, si x = 0 alors —x = 0 donc max(x,—x) = 0.
2) C’est un cas particulier de |xy| = |x|- [y| avec y = —1. Nous démontrons cette égalité
ci-dessous.
3) a) Six>0ety>0alorsxy > 0donc [xy| = xy. Mais dans ce cas |x| = x et [y| = y donc
xy = |x|-[yl.
b) Six>0ety <0 alors xy <0 donc |xy| = —xy. Mais dans ce cas |x| = x et [y| = —p
donc —xy = x| |y|.
c) Six<0ety>0alors xy <0 donc |xy| = —xy. Mais dans ce cas |x| = —x et [y| =y
donc —xy = |x|- [y].
d) Six<0ety<0alors xy >0 donc |xy| = xy. Mais dans ce cas |x| = —x et |[y| = —p
donc xy = x| [y].
4) Six>0onax=|x|etsix<0onax=—|x|. Donc —|x| < x <|x| pour tout x. De méme
—|ly| <y <|y|. On en déduit — (|x|+ [y|) < x+y < |x|+|y]. Si x +y > 0 on en déduit

x+yl=x+y <|x|+]|yl
Six+y<O0alors|x+y|=—(x+y);or x+y>—(|x|+|y]) donc —(x+p) < |x|+]|y| et donc
Ix + y| < |x] +[v].

5) Puisque (x—)> = 0 on a |x - y|* = (x - 9)? = x2 = 2xp + y2. Or —xy > —|xy| donc
|x — y|2 > x% - 2|xy| + y? c’est-a-dire |x — y|2 > (x| — |y|)2. En prenant la racine carrée
de cette inégalité, on obtient le résultat énoncé.

[
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Exercice 8- Monter que |x| < a si et seulement si —a < x < a.

Enfin, on introduit la partie entiere d’un réel comme étant le plus grand entier
inférieur ou égal a ce réel.

Définition 9— Si x € R, on appelle partie entiere de x et on note | x| (ou E(x)) 'unique
entier inférieur ou égal a x tel que l'entier | x|+ 1 est strictement supérieur a x. On a donc

lx] <x<|x]+1.
Exemple 10-Ona|-1,2|=-2et|1,2]=1.

1.2) Suites réelles — définitions et opérations

Une suite réelle est une application d’un sous-ensemble Z,, = {n € Z: n > ny} dans
R.Siu: Zs,, — R est une suite réelle, on note souvent u,, plutot que u(n) sa valeur en
n. Ce réel s’appelle le terme d’indice n de la suite. Le réel u,,, s’appelle le premier terme
de la suite. On note aussi (u,),>,, (ou parfois juste (u,)) la suite u.

Dans la suite, nous omettrons le terme réelle et parlerons de suite quand nous
devrions parler de suite réelle.

Une suite peut étre définie a I'laide d’une formule permettant le calcul direct de
chaque terme de la suite, par exemple (1 - ﬁ)nﬂ. Cette formule s’appelle le terme
général de la suite u. Une suite peut aussi étre dfinie par récurrence, c’est-a-dire par la
donnée des k premiers termes et d’une relation entre u,,; et u, x_1,..., U, pour tout
n2mny.

Exemple 11— On définit une suite en (u,,),,>; en posant

uy=1 upy=2 uz=3
Upr3 = Uy + Uy +U, pourtoutn>1.

Exemple 12— Soit a > 1 un entier quelconque. On définit une suite en (u,),>o en posant

1 . .
Uy S1 u,, est pair

3u,+1 siu, estimpair

pour tout n > 0.

Définition 13- Soit u = (uy)y>p, €t V = (Vy)ysn, deux suites. Leur somme u +v est la
suite dont le terme d’indice n est u, + v, pour tout entier n > ny. Autrement dit :

(u+v), =u,+v,

pour tout entier n > ny.



1 Généralités p-7

Définition 14— Soit u = (u,),>y,, une suite et X un réel. Le produit de X par u, noté Au est
une suite dont le terme d’indice n est Au,, pour tout entier n > ny. Autrement dit :

(Au), = Au,
pour tout entier n > ny.

Exemple 15— Soit u et v les suites définies respectivement par

1
u,=3n+2 et vn:2+;

pour tout entier n > 1. La suite 5u —4v est la suite w définie pour tout n > 1 par
4
w,=15n+2—-—.
n

Une troisiéme opération impliquant les suites est le produit de deux suites.

Définition 16— Soit u = () >p, €t v = (V) yxn, deux suites. Leur produit uv est la suite
dont le terme d’indice n est u,v, pour tout entier n > ny. Autrement dit :

(uv), = uyvy
pour tout entier n > ny.
Parmi les exemples de suites qu’il faut bien connaitre, il y a les suites arithmétiques.

Définition 17— Soit r un réel. Une suite (u,),>n, est dite arithmétique de raison r si
Upy1 = Uy + 7 pour tout n > ny.

Exemple 18- La suite (3+5n),>_, est arithmétique de raison 5 car 3+5(n+1)—(3 +5n) =
5 pour tout n > -2.

Toutes les suites arithmétiques sont semblables a celle de I’exemple précédent, ainsi
que le montre la proposition suivante.

Proposition 19— Si (u,,),>,, est arithmétique de raison r alors
Uy = Uy, +(n—ng)r
pour tout n = ny.

Démonstration. On appelle £(n) I'égalité u, = u,, +(n—ng)r. L'égalité £(ny) est vraie :
Uy, = Uy, + 0r. Soit n > ng, supposons vraie I’égalité £(n). Alors,

Uppl = Uy +1 = Uy +(n—ng)r +1=u, +(n+1-mng)r

et donc £(n + 1) est vraie. Par récurrence, on en déduit que £(n) est vraie pour tout
n> ny. L]
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On peut alors calculer la somme des premiers termes de toute suite arithmétique.

Proposition 20— Si (u,,),>,, est arithmétique de raison r alors la somme des k+1 premiers
termes de cette suite est

k k(k+1)
Zun0+j = Upy + Uy g+t Uy ik = (k+ 1)un0 + Tr'
j=0

pour tout k > 0.

Démonstration. On a

k k k k(k+1)
Z””oﬂ' = Z(M”O +jr) = (k+1)u,, +ij = (k+1)uy, + —
j=0 j=0 j=0
O
k(k+1

Pour retenir la proposition 20, on peut remarque que T)r est le produit de la

somme des k premiers entiers naturels avec la raison et que (k + 1)u,, est le premier
terme multiplié par le nombre de termes de la somme.
I1 faut aussi connaitre les suites géométriques.

Définition 21— Soit q un réel. Une suite (u,),>,, est dite géométrique de raison q si
Uyt = qU, pour tout n > ny.

Exemple 22— La suite (3-5"),5_, est géométrique de raison 5 car 3-5""! = 5.3.5" pour
tout n > -2.

Toutes les suites géométriques sont semblables a celle de ’exemple précédent, ainsi
que le montre la proposition suivante.

Proposition 23— Si (u,),>,, est géométrique de raison q alors
ui’l = ui’lo q”—”o

pour tout n = ny.

Démonstration. Si q = 0, le résultat est vrai a condition de faire la convention 0° = 1.
On suppose désormais g # 0. On appelle £(n) I'égalité u,, = u, q" ™. L'egalité £(ng) est
vraie : u, = unoqo. Soit n > ny, supposons vraie 1’égalité £(n). Alors,
_ 1—
Upp1 = qUy = qunoqn 0= unoqn+ o
et donc £(n + 1) est vraie. Par récurrence, on en déduit que £(n) est vraie pour tout
nz ny. L]
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On peut alors calculer la somme des premiers termes de toute suite géométrique.

Proposition 24— Si (u,),>,, est géométrique de raison q alors la somme des k+1 premiers
termes de cette suite est

k (k+1)uy,, sig=1
un0+]-: qk+1_1 )
=0 unho sigz1

pour tout k > 0.

Démonstration. Une suite géométrique de raison 1 est constante et égale a u,, . La
somme de ses k + 1 premiers termes est donc (k + 1)u,, . On suppose maintenant q = 1.

Ona
k

k
Upg+j = Z(q]uno) = Up, Zq]
-

k
j=0 j j=0

Pour tout n > 0, on note £(n) 1’égalité

L'égalité £(0) est vraie. Supposons vraie 1’égalité £(n). Alors,

n+1 n n+l 1

1 n+2 n+1 n+2
PN ol _ 4 wer _ 4" = 14g" g™ g
]Zoq ]Zoq +4q =1t P P

Légalité £(n+ 1) est donc conséquence de 1'égalité £(n). Par récurrence, 1’égalité £(n)
est vraie pour tout n > 0 et on termine la preuve en prenant n = k. O

Les suites croissantes et décroissantes jouent un role important dans I’étude des
suites.

Définition 25— Soit (uy,),>,, une suite.

1) On dit qu’elle est croissante si u, .1 > u, pour tout n > ny. On dit qu’elle est stricte-
ment croissante si u,,q > u, pour tout n > ny.

2) On dit qu’elle est décroissante si u,,; < u, pour tout n > ny. On dit qu’elle est
strictement décroissante si u,,q < u, pour tout n > n.

3) On dit qu’elle est monotone si elle est soit croissante, soit décroissante.
4) On dit qu'’elle est constante si, pour tout n > ng, on a u, = uy, .

5) On dit qu’elle est stationnaire s’il existe un entier ny > ng tel que, pour tout n > ny,
on a ity = Uy, .
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Exemple 26— 1) Les suites arithmétiques de raison positive sont croissantes.
ii) Les suites arithmétiques de raison négative sont décroissantes.

iii) Les suites géométriques de raison supérieure a 1 sont croissantes si leur premier
terme est positif et décroissantes sinon.

iv) Les suites géométriques de raison comprise entre 0 et 1 sont décroissantes si leur
premier terme est positif et croissantes sinon.

v) Les suites géométriques de raison strictement négatives et premier terme non nul
ne sont ni croissantes ni décroissantes.

vi) Les suites constantes sont stationnaires mais les suites stationnaires ne sont pas
nécessairement contantes.

Exemple 27— i) La suite (In(n)),s; est strictement croissante (). En effet

n+1

In(n+1)-In(n) =In "

1
:ln(1+—)>0.
n

ii) La suite (exp(n)),>o est strictement croissante. C’est une suite géométrique de
raison e = exp(1) > 1.

. . S . n

iii) Soit u, la suite définie pour tout entier n > 1 par u,, = —. Pour tout n,on a u,, # 0

21’
et

Sin>1, on en déduit

Pour tout n>1,on a u, > 0 et donc u,,,; < u,. La suite u est donc décroissante.

(="

iv) Soit u, la suite définie pour tout entier n > 1 par u,, = . Pour tout entier n > 1,
n

on a Uy, > Uy, (puisque uy, > 0 et uy,,q < 0) alors que uy, 1 < Up,,,. La suite u
n’est dons pas monotone.

Exemple 28— i) Si la suite (u,),>,, est croissante, alors la suite (~u,),>,, est décrois-
sante.

ii) Sila suite (u,),>,, est décroissante, alors la suite (~u,),>,, est croissante.

Exemple 29-Soit f: R — R une application croissante (). On définit une suite (Un)n>n,
en fixant la valeur de u,, et en posant u,,,; = f(u,) pour tout n > ng. La suite (u,),>n,
est monotone. On a en effet I’alternative suivante.

b. On rappelle que les fonctions logarithme et exponentielle ont été étudiées lors du cours de Mathé-
matiques pour tous.

c. Vous avez vu en Mathématiques pour tous que cela signifie que f(x) > f(y) pour tous x et p tels que
X2y
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i) Soit u, 41 > u,,. On note C(n) l'égalité u,,.; > u,. L'égalité C(ng) est vraie.
Puisque f croit, pour tout n > n, I’égalité C(n) implique f (u,,1) > f(u,), c’est-
a-dire u,,, > u,,1 et donc C(n+ 1). Par récurrence, on en déduit que la suite
(4)n>n, €St croissante.

ii) Soit u, .1 < u,,. On note D(n) I'égalité u, | < u,. L'égalité D(ng) est vraie.
Puisque f croit, pour tout n > n, I'égalité D(n) implique f (u,,1) < f(u,), Cest-
a-dire u,, ., < u,,; et donc D(n+1). Par récurrence, on en déduit que la suite
(4y)p=n, est décroissante.

Remarque 30— On dit que la suite (u,),>,, est croissante d partir d’un certain rang s’il
existe un entier 1n; > n tel que la suite (u,),>,, est croissante.

Remarque 31-De fagon générale, une suite (u,),>,, est dite satisfaire une propriété 4
partir d’un certain rang s’il existe un entier n; telle que la suite (u,),>,, satisfait cette
propriété.

La suite (cos(n)),~o ne prend ses valeurs que dans [-1,1]. En revanche, la suite
(n),>0 peut prendre des valeurs arbitrairement grandes et la suite (—1In(n)),>; peut
prendre des valeurs arbitrairement petite. On formalise ces notions.

Définition 32— Soit (uy),>,, une suite.
1) On dit qu’elle est majorée s’il existe un réel M tel que, pour tout n > ny on a u, <M.
2) On dit qu’elle est minorée s’il existe un réel m tel que, pour tout n > ny on a u,, > m.

3) On dit qu’elle est bornée si elle est a la fois minorée et majorée.

Remarque 33-11 faut remarquer qu’'une suite (u,),>,, est bornée si et seulement s’il
existe un réel M tel que —M < u,, <M pour tout n > ng, c’est-a-dire si et seulement s’il
existe un réel M tel que |u,| <M pour tout n > ny.

a) En effet, considérons une suite u bornée. Il existe m et m; tels que, pour tout
entier n > ny, on a my < u, < my. Puisque my > —|my| et m; <|my|, on a donc
—|mo| < uy, < |my| puis —max{|mol,[m;|} < u,, < max{lmyl,|m;[} pour tout n > n,.
En posant M = max({|my|,|m|}, on obtient |u,| < M pour tout n > n.

b) Réciproquement, supposons |u,| <M pour tout n > ny. Alors -M < u,, <M pour
tout n > ny. La suite u est donc minorée par —M et majorée par M. Elle est donc
bornée.

Exemple 34— La suite u = (nl?
u, < uy pour tout n, et ug = 1) et minorée par 0. Elle est donc bornée. Notons que 1
n’est pas le seul réel qui majore u, tout réel M > 1 majore u. De méme, 0 n’est pas le
seul réel qui minore u puisque tout réel m < 0 minore u

) S ot majorée par 1 (en effet elle est décroissante donc
nz
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Limite d’une suite

2.1) Convergence vers une limite finie

L'objectif de cette partie est de rendre compte des situations ou les valeurs d’une
suite peuvent étre rendues aussi proches que voulu d’un réel donné sans ne plus s’en
éloigner.

Définition 35— Soit (u,,),>,, une suite et £ un réel. On dit que (u,),>,, converge vers ¢,
ce qu’on note

lim u,=¢ ou u,—¢
n—+oo

si, pour tout réel € > 0, il existe un entier N > ng tel que, pour tout entier n > N, on a
lu, — €| <e.

Imaginez que l'on trace dans un plan muni d’un repere orthonormal (Oxy) les
couples (n,u,) pour tout n > ny. La définition de la convergence vers ¢ signifie que,
quelque soit la bande horizontale choisie autour de la droite y = ¢, dés que n est assez
grand, toutes les valeurs u, sont confinées dans cette bande. On peut se reporter a la
figure 1 pour une illustration de la définition.

Remarque 36— Pour dire qu’une suite converge vers ¢, on dit aussi qu’elle tend vers ¢
ou qu’elle a pour limite £. Une suite est dite convergente si elle converge vers un réel. Si
une suite n'admet pas de limite réelle, on dit qu’elle diverge.

o4l 0.02}
0.015f
0.2|
................ 0.01F
Le200 40 ........ .6(.) ...... 80‘ = 100 o00sE T,
0.2F - o ‘

. 60 80 100 120 140 160 180 200
-0.4F 0005 e
-0.6f 001f e
-0.8F -0.015f

Ak -0.02F
(a)e=0,1,N=10 (b) £=0,01, N =100
g (-1)"
Ficure 1: Pour tout € > 0, il existe N tel que pour tout # > N on a <e
Exemple 37—

1) Soit (u,),>,, une suite stationnaire. Il existe un réel c et un entier n; > n tel que,
pour tout n > 1y on a u, = c. Montrons que la suite converge vers c. Ayant fixé
€> 0, on choisit N =n; + 1 et pour tout n >N, on a |u,—c|=0<e.
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Toute suite stationnaire est donc convergente. Les exemples suivants montrent
qu’il existe des suites convergentes qui ne sont pas stationnaires.

2) Montrons que la suite (%)n>0 tend vers 0. Soit € > 0, on choisit pour N le premier

1

entier strictement supérieur a -,

nZ%etdonc|%—O|S£.

c’est-a-dire N = EJ +1.Sin>N on a alors

3) On généralise I'exemple précédent. Soit a un réel positif strictement positif.
Montrons que la suite () (nl—a) -0 tend vers 0.
n

: P . . . s . N 1/a
Soit € > 0, on choisit pour N le premier entier strictement supérieur a (%)
NPT 1/a . 1/
c'est—a—dlreN:{(%) J+1.Sln2Nonaalorsn2(%)

%—0|Se.

2

[od
. as 1
puis n* > ¢ et donc

Cet exemple montre en particulier que les suites (
0.

4) Soit q un réel tel que |g| < 1. Montrons que la suite (g"),( tend vers 0.

et (%) tendent vers
nc Jn>0

%)
Vn n>0

Sig=0,onagq"=0pour tout n > 0; ayant fixé ¢ > 0, on choisit N = 1 et pour
toutn>N,onal|g"-0|=0<e.
Supposons donc g # 0. Soit € > 0. Pour N, on choisit un entier qui soit a la fois

strictement positif et supérieur a llnLh;V par exemple N = max([llnLMf'J + 1,0). Si
n >N, on a alors n > llanEr Puisque |g| < 1, on en déduit nln|g| < Ine¢ puis, en

prenant I’exponentielle de cette égalité |g|" < e. Ainsi |g" - 0] <.

5) Considérons la suite (2nn++11 ) .On a
n>0

2n4l_2m+)-1 1

n+1 n+1 n+1

d’ou

2n+1 2‘_ 1
n+1 Tn+l’

Soit € > 0 et N un entier positif supérieur a 1 — 1, par exemple N = [% - 1J +1.

2n+1

2n+1 _ 1
_2|_ n+1

Pour tout # > N on a alors P e | e |

< e. Ainsi, la suite ( ) J converge
nz

vers 2.

Proposition 38— Si une suite converge vers un réel, ce réel est unique.

Démonstration. Soit £ et ¢’ deux nombres réels et u = (u,,),;>,, une suite dont on suppose

qu’elle converge vers £ et £’. Montrons qu’alors ¢ = ¢’. Supposons, par l’absurde, que

¢ #{’. On pose alors € = @ qui est un réel strictement positif. Puisque u converge

d. On rappelle la définition vue en cours de Mathématiques pour tous. Pour tout a > 0 et tout réel x, on

pose a* = e*In(a),
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vers ¢, il existe un entier N > n tel que si n > N alors |u,, — €| < &. Puisque u converge
aussi vers ¢’, il existe un entier N’ > n tel que si n > N’ alors |u,, —{’| < e. Pour tout
n > max(N,N’) on a donc

’ 7 ’ 2 7
€= = |(y =) = (0, = O)| < |ty — €| + |, — €] < 26 = =1
Puisque |€ —¢’| > 0 on en déduit I'inégalité contradictoire 1 < % Ainsi ¢ =0". O

Exercice 39—~ On considere deux suites u = (1) >y, €t v = (V;)y>n,- On suppose qu’il
existe ny > ng tel que u, = v, pout tout entier n > n;. Montrer que si la suite u tend
vers un réel £, alors la suite v tend aussi vers €.

Exercice 40— On considere une suite u = (1) >, -

a) i) On suppose que u tend vers le réel £. Montrer que la suite (1, —€),,>,, tend
vers 0;

ii) On suppose qu’il existe un réel ¢ tel que la suite (u, - {),>,, tend vers 0.
Montrer que u tend vers £.

b) i) On suppose que la suite u tend vers 0. Montrer que la suite (|u|),>,, tend
vers 0.

ii) On suppose que la suite (|u|),,, tend vers 0. Montrer que la suite u tend
vers 0.

c) i) On suppose que u tend vers le réel £. Montrer que la suite (|u,, —€|),,>,, tend
vers 0;

ii) On suppose qu’il existe un réel ¢ tel que la suite (|u, —€|),,>,, tend vers 0.
Montrer que u tend vers £.

Remarque 41-On considere une suite u = (u4;),>,,- Si # converge vers un réel {. Mon-
trons qu’alors, la suite (|u,|),>,, converge vers |€|. Soit &€ > 0. Il existe N > n, tel que,
pour tout n > N, on a |u,, — | < e. Or, pour tout entier n > ny, on a

] =11 < 1ty = £].

On en déduit que, pour tout n > N, on a |[u,| - ||| < €. La suite (|u,]),>,, converge donc
vers |£].

ALa réciproque n’est pas vraie. Nous allons montrer que si u,, = (—1)" pour tout n > ny,
alors la suite (|uy|),>,, converge vers 1 alors que la suite u n’a pas de limite. Que
la suite (|u,|),>,, converge vers 1 est évident puisque c’est la suite constante égale
a 1. Supposons, par 'absurde, que u converge vers le réel . On applique alors la
définition de cette convergence avec € = 5. On obtient un entier N > 1, tel que, pour
tout n > N, on a|(-1)"-¢| < % En particulier, choisissant n = 2N, on a |1 - ¢| < %
puis, choisissant n=2N+1,ona [l +{| < % Puisque 2 =|(1 -¢)+ (1 +¢)|, on en déduit
I'inégalité contradictoire

1 1
2£|1—€|+|1+€|55+—:1.

N

La suite u ne peut donc pas avoir de limite finie.



2 Limite d’une suite p- 15

Cette unicité de la limite permet de définir des nombres comme limite de suites
(voir I'exemple 90).

Proposition 42— Toute suite convergeant vers un réel est bornée.

Démonstration. Soit (u,),>,, une suite de limite £ € R. Par définition de la convergence,
avec le choix € = 1, il existe un entier N > n tel que si n > N alors |u,, — €| < 1. Lorsque
n parcourt I’ensemble fini {ng,...,N — 1}, I'’ensemble des valeurs prises par |u, — €| est
fini. On peut donc définir

a =max{|u, —€|: ne€{ng,...,N-1}}

puis M = max(1, ). Ainsi, |u, — €| < M pour tout entier n > ny. On en déduit que
¢-M < u, <{+M pour tout entier n > ny. La suite (u,),>,, est donc bornée. O

Al existe des suites bornées qui ne sont pas convergentes. On a montré a la re-
marque 41 que la suite ((—1)"),>o ne converge pas. Elle est cependant bornée puisqu’elle
ne prend que les valeurs -1 et 1.

Il est souvent un peu pénible de calculer la limite d’une suite en utilisant direc-
tement la définition. Une autre facon de procéder est de disposer d’un ensemble de
suites de références (dont on connait la limite) et de connaitre le comportement des
suites lorsqu’on applique des opérations a cet ensemble de suites de références.

Théoréme 43— Soit (uy,)y>p, €t (Vy)nsn, deux suites. On suppose que u, — € et v, — ¢’
avec € et €’ réels. Alors

1) u,+v, >€+;

2) si \estunréel, Au, > A\C;

3) uyv, —>;

4) si =0, il existe un entier ny > nq tel que la suite (—) est définie et
n/n>n,

1 1

u, €

Démonstration.

1) Soit € > 0. Puisque (u,),>,, converge vers {, il existe un entier N; > ng tel que,
pour tout entier n > N; on a |u,, — €| < 5. Puisque (v,),>,, converge vers ¢’, il
existe un entier N, > n tel que, pour tout entier n > N, on a |v, —{’| < 5. Posons
N =max(Ny,N,). Si n > N alors

€

[t +00) = €+ )| <l = o, = < 5+ 5 = e

N

On en déduit que (u, +v,),>,, converge vers £ +{'.
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2)

Si A =0, la suite (Au,),>,, est la suite constante nulle, elle admet donc 0 =0-¢
pour limite.

Supposons maintenant A # 0. Soit € > 0, on a alors ﬁ > 0. Puisque (uy,)>p,
converge vers ¢, il existe un entier N > ng tel que, pour tout entier n > N on
alu,—{| < ﬁ Pour tout entier n > N on a donc |Au,, — M| = |M|u,, — €] < e. Ceci
montre que Au, — AL.

Pour tout n > ny, on remarque que
v, =00 = (u, — O, + (v, = ')

d’ou 'on déduit

|tyvy = CO| < fuy =L | + v, = ][],
La suite (v,),>,, est convergente, elle est donc bornée : il existe M > 0 tel que
pour tout n > ng on a |v,| < M. On a donc

lu,v, — €0 < |u, —€]-M+v, = '] - ).
Soit € > 0, on a 53 > 0. Puisque u,, — ¢, il existe Ny > n, tel que, pour tout
n>Njona
3

Uy = < —.

0= < 57
Ainsi ¢

lu,v, — €| < St lv, —€'|- €]

pour tout n > Nj.
Si¢ =0, on en déduit

lu,v, - 0| < = <e

N m

pour tout n > Ny et donc u,v,, — €¢’.
Supposons maintenant £ = 0. On a ﬁ > 0. Puisque v,, — ¢/, il existe N, > n tel

que, pour tout n> N, on a

€
v, =< —.
Posons N = max(Ny, N,). Pour tout n > N, on a donc

lu, v, — 00| < g + S =e

- 21¢|

puis u,v, — .

Nous commengons par montrer qu’il existe un entier ny > n tel que u,, # 0 pour
tout n > ny. Puisque ¢ # 0, on peut choisir € = @ dans la définition de u,, — €. On

obtient alors un entier n; > ng tel que, pour tout entier n > n; on a |u, — | < 4,
c’est-a-dire

€] €]
14 2_un_€+2 (1)
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Sif <0, alors€+% = g < 0 et donc u, < 0 pour tout n > n;. Si € > 0, alors
-9 =L 0etdonc u, > 0 pour tout n > n;. Dans les deux cas u,, # 0 pour tout

272
n > n;. La suite (ui) est donc définie.
n/n>n,
: .\ : 'y , 1 1
Montrons maintenant la deuxiéme partie de I’énoncé: — — 7 Pour tout n > n,
u
ona "
1 1 ' _u, = ¢
ug 11wl
Si ¢ < 0, I'inégalité de droite de ’encadrement (1) conduit a u, < g = —% <0
donc |u,| = —u,, > %. Si¢ >0, 'inégalité de gauche de I’encadrement (1) conduit

au, > g = |—g| > 0 donc |u,| = u, > @. Dans les deux cas, on a |u,,| > @ > 0 puis
1 1‘ 2
<

w7 S g

u, ¢
pour tout n > n;.
Soit € > 0. Puisque u, — ¢, il existe n, > n, tel que pour tout n > n, on a

2
lu, — €| < %e. Posons N = max(ny,#,). Pour tout n > N on a

1 1

u, {

. |€|2€_€
T2

1 1
On en déduit que — — —.
u, ¢

Exemple 44— Considérons la suite u = (%Zﬁ )n>0. Pour tout entier n > 0, on a

2n+3  2+3/n
Tn+1  7+1/n

1 . .
On a vu que — — 0 et que la suite constante de terme général 3 tend vers 3. Le point 2)
n
du théoreme 43 implique donc que — — 0. La suite constante de terme général 2 tend
n

1
vers 2. Grace au point 1) on a alors 2+ — — 2. De méme, 7+ — — 7. Puisque 7 # 0 on
n n

déduit du point 4) que — —. Enfin, utilisant le point 3) on obtient

7+1/n 7
2+3/n 2
%_

7+1/n 7

Exemple 45— Soit a et b deux réels. On considere une suite (u,,),>,, convergeant vers
une limite réelle £ # —b. Grace au point 4) du théoreme 43, il existe un entier n; tel que

( “71 )
1’l>7’l]
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est définie. Grace au point 1)ona u,+a —{+aet u,+b — €+b. Grace au point 4) on

1
a — = Enfin, grace au point 3) on obtient

u,+a C+a
—%_.
u,+b  €+b

Corollaire 46— Toute suite géométrique de raison q telle que |q| < 1 converge vers 0.

Démonstration. Considérons une suite géométrique u = (unoq”’”o) o
nzngy

Sig=0,onau,=0deésquen>ny+1 etdoncu tend vers 0.
Supposons alors g # 0. On a

_ Mo
Uy = %qn
pour tout n > ny. D’apres I'exemple 37, g" — 0 donc u,, — 0. O

2.2) Limite infinie
Définition 47— Soit (4, ) >y, une suite. On dit que (u,),>,, tend vers +oo, ce qu’on note

lim u, =400 ou u, — +co
n—+oo
si, pour tout réel M, il existe un entier N > ng tel que, pour tout entier n > N, on a
u, > M.

Imaginez que l'on trace dans un plan muni d’un repere orthonormal (Oxy) les
couples (n,u,) pour tout n > ny. La définition de la convergence vers +oo signifie que,
quelque soit la droite horizontale choisie, dés que n est assez grand, toutes les valeurs
u, sont au dessus cette droite. On peut se reporter a la figure 2 pour une illustration de
la définition.

20 40 60 80 100

Figure 2: Une suite non croissante de limite +oo, la suite (\/ﬁ+ (_\}n) ) .
n>1
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Remarque 48— Pour dire qu’une suite tend vers +oo, on dit aussi qu’elle admet +oo
comme limite.

On a une notion identique pour les suites devenant de plus en plus négatives.

Définition 49— Soit (uy,) >y, une suite. On dit que (uy),>,, tend vers —co, ce qu’on note

lim u,=-00 ou u,—> -0
n—+0o

si, pour tout réel m, il existe un entier N > n tel que, pour tout entier n > N, on a u,, < m.

Imaginez que l'on trace dans un plan muni d’un repere orthonormal (Oxy) les
couples (n,u,) pour tout n > ny. La définition de la convergence vers —oo signifie que,
quelque soit la droite horizontale choisie, des que n est assez grand, toutes les valeurs
u,, sont au dessous cette droite.

Remarque 50— Pour dire qu’une suite tend vers —co, on dit aussi qu’elle admet —oco
comme limite.

Remarque 51-11 faut prendre garde que l'expression «la suite u diverge » signifie que
la suite u n’a pas de limite réelle. Cela peut donc signifier trois choses : soit que le suite
u tend vers +oo, soit qu’elle tend vers —oo , soit qu’elle n’a pas de limite ni réelle ou
infinie.

Remarque 52-Une suite (u,),>,, tend vers +co si et seulement si la suite (~u,),>,
tend vers —oo.

Exemple 53—

1) Sig>1, montrons que la suite ("), tend vers +co. Soit M € R. Si M < 0, alors
pour tout n >ngonaqg”>0>M.SiM>0, on choisit pour N un entier supérieur a

InM InM
lr;_q' par exemple N = Lr;—qJ + 1. Pour n > N, et puisque g > 1, on a alors g > M.

2) Si a >0, montrons que la suite (n%),>,, tend vers +co. Soit M € R. Si M < 0, alors
pour tout n > ngonan®>0>M.SiM>0, on choisit pour N un entier supérieur a
M@, par exemple N = {Ml/“J + 1. Pour n > N on a alors n* > M.

Le résultat suivant généralise la proposition 38.

Proposition 54— Si une suite admet pour limite un réel, —oo ou +oo, cette limite est
unique.

Démonstration. On considere une suite (u,),>,, puis € et £’ deux limites de cette suite.
On distingue différents cas.

1) Si ¢ et ¢’ sont réels, la proposition 38 implique que £ =¢".
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2) Supposons ¢ € {—o0,+00}. Grace aux définitions de u,, — +co et u,, — —co, pour
tout M, il existe N tel que si n > N alors |u,| > M. La suite (u,),>,, n’est donc
pas bornée. Elle ne peut donc pas converger vers un réel. Ainsi, ¢’ € {—co, +o0}.

a) Supposons ¢ = +oo. Il existe N tel que pour tout n > N on a u,, > 1. Supposons
par 'absurde que ¢’ = —c0. 11 existe alors N’ tel que pour tout n > N’ on a
u, <—1. On obtient une contradiction des que n > max(N,N’) de sorte que
nécessairement ¢’ = +oo.

b) Si € = —oo. Il existe N tel que pour tout n > N on a u, < —1. Supposons
par 'absurde que ¢’ = +c0. Il existe alors N’ tel que pour tout n > N’ on a
u, > 1. On obtient une contradiction des que n > max(N,N’) de sorte que
nécessairement ¢’ = —oo.

O]

Exercice 55—
1) Montrer que si une suite tend vers +oo, elle n’est pas majorée.

2) Montrer que si une suite tend vers —co, elle n’est pas minorée.

On généralise aussi les résultats des opérations sur les limites.

Proposition 56 (Produit externe et limites)— Soit (u,),>,, une suite et A € R. On
suppose que u, — € avec £ € RU {—o0, +00}.

i) si€ € Ralors Au, —> \C;

—00 SiA<O
ii) si{ = +oo alors Au, - {0 siAn=0;
+oo0 SiA>0
+o0 SIA<O0
i11) si{ = —oo alors Au, — <0 siA=0
—oc0 siA>0

Démonstration.

i) C’est le point 2) du théoreme 43.
ii) On suppose u, — +oo.

a) Supposons A < 0. Soit m € R. Comme u,, — +00, il existe N tel que, pour tout
n>N,ona u, > . Puisque A <0, on en déduit que si n > N alors Au,, < m.

b) Supposons A = 0. La suite (Au,),>,, est la suite constante nulle. Elle admet
donc 0 comme limite.

c) Supposons A > 0. Soit M € R. On a u,, — +oo0 donc il existe N tel que, pour
tout n > N, on a u, > % Puisque A > 0, on en déduit que si n > N alors
Au, > M.
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iii) On suppose u,, — —co. En utilisant la remarque 52, on voit que —u,, — +oo. En
appliquant le point ii) a la suite (-u,,),>,,, on trouve que —Au, — —co si A <0,
que —Au, — 0si A =0 et —Au, — +oo si A > 0. Il reste alors a appliquer de
nouveau la remarque 52 pour obtenir la limite de A(u,),y,-

O]

Lorsque nous marquerons IND (pour indéterminé), cela signifie qu’il n’y a pas de
résultat général applicable a toutes les suites. Il faut alors utiliser une méthode adaptée
a chaque cas particulier.

Proposition 57 (Somme et limites)— Soit (14,),>p, €t (Vy)nsn, deux suites. On suppose
que u, — L et v, — € avec € € RU{—o0,+o0} et £’ € RU{—o00,+00}. Le tableau ci-dessous
résume les limites éventuelles de (1), + (Vy)nsn, en fonction des valeurs de € et '

-gf
‘ -0 | €ER | +o0
—0 —00 | —co | IND
eR —00 | £+ | +o0
+00 IND +00 +00

Remarque 58-Si u,, — +o0 et v, — —oo, on ne peut pas prévoir la limite de (1, +v,) >,
sans étude spécifique, ainsi qu’on le voit en considérant les exemples suivants.

Siu, =netv,=-n/2 pour tous n alors u, +v, - +o0;

si u, =netv, =-2n pour tous n alors u, + v, - —o0;

soit a un réel quelconque, si u,, = n+ a/2 et v,, = —n + a/2 pour tous n alors
Uy +v, = o;

m siu, =netv, =-n+(-1)",alors (u,+v,),>,, n'a pas de limite (voir 'exemple 92).

L 2R AR/

Démonstration de la proposition 57.

i) Si ¢ = -0 et {’ = —co. Soit m réel. Il existe Ny tel que, pour tout n > N; on a
u, <m/2 et N, tel que, pour tout n > N, ona v, < m/2.Posons N = max(Ny,N,).
Pour tout n >N, on a u, +v,, < m.

ii) Si € =—co et £’ € R. Soit m réel. La suite (v;),>,, est bornée donc en particulier
majorée. Il existe donc C tel que, pour tout n on a v, < C. Il existe par ailleurs
N tel que, pour tout n > N on a u, < m—C. Finalement, pour tout n >N on a
U, +v, <m.

iii) Si € € R et ¢’ = —c0. On raisonne comme précédemment en échangeant les
notations £ et ¢’
iv) Si{ et ¢’ sont réelles, le résultat est le point 1) du théoreme 43.

v) Sife€Ret’ = +oo. Soit M réel. La suite (u,,),>,, est bornée, donc en particulier
minorée. Il existe donc C tel que, pour tout n on a u,, > C. Il existe par ailleurs N
tel que, pour tout n > N on a v,, > M—C. Pour tout n > N on a donc u, +v, > M.
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vi) Si € = 400 et £’ € R. On raisonne comme précédemment en échangeant les
notations £ et ¢’.

vii) Sif=+ooetl’ =+oc0.Soit M réel. Il existe N; tel que, pour tout n >N; ona u, >
M/2 et N, tel que, pour tout n > N, on a v,, > M/2. Posons N = max(N;,N,).
Pour tout n >N, ona u, +v, > M.

O]

Exercice 59— Prouver les points v) a vii) de la proposition 57 en utilisant les points i) a
iii) et la remarque 52.

Exemple 60— Les suites arithmétiques de raison strictement positive tendent vers +oco.
Les suites arithmétiques de raison strictement négative tendent vers —co. Les suites
arithmétiques sont en effet de la forme u,, = u,, +(n—ng)r pour tout n > n.

Proposition 61 (Produit et limites)— Soit (11,) >y, €t (Vy)yzn, deux suites. On suppose
que u, — L et v,, - €' avec £ € RU{—o0,+00} et £’ € RU{—o00, +00}. Le tableau ci-dessous
résume les limites éventuelles de la suite produit (u,v,),>,, en fonction des valeurs de €

et
g/

¢ -0 | <0 0 >0 | +oo

—00 +00 +00 | IND | —00 —00

<0 +oo | £ 0 bl | —0

0 IND 0 0 0 IND

>0 —c0 | & 0 el | +o0

+00 —00 | —00 | IND | +00 | +00

Remarque 62— Si une suite tend vers 0 et une autre vers —co ou +co, on ne peut pas
prévoir la limite de leur produit sans étude spécifique. On le voit en considérant les
exemples suivants.

= Soit a un réel non nul quelconque, si u,, = 1/(an) et v,, = a’n pour tous n alors
U,v, — o;
si u, = 1/n? et v, = n pour tous n alors u,v,, — 0;
si u, = 1/n et v, = n? pour tous n alors u,v, — +0o;
siu,=-1/netv, = n® pour tous n alors u,v, — —oo;
siu, =(-1)"/netv, =n, alors (u,v,),>,, n'a pas de limite (voir I'exemple 92).

LR IR AR

Démonstration de la proposition 61. On ne traite que les cas non déja traités et on s’au-
torise a permuter les suites pour se ramener a un cas déja démontré.

i) Si€¢ =-co et ¢’ =—co. Soit M un réel. Il existe N; tel que, pour tout N > N; on
a u, < —V|[M|. Il existe N, tel que, pour tout N > N, on a v,, < —V|M]|. Posons
N = max(Ny,N,). Pour tout n > N, on a u,v,, > [M| et donc u,v,, > M.
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ii)

iii)

iv)

vi)

vii)

Sif=-ocoetl €R™™ En utilisant la définition de la convergence v,, — ¢’ avec
e =—{'/2>0, on trouve Ny tel que pour tout n > Nj on a
v U
—<v,- < -—=
2 2
et donc
v, <l'/2. (2)

Puisque u,, — —o0, si M est un réel, il existe N, tel que pour tout n >N, on a
u, <2M|/L. (3)

Posons N = max(Ny,N,). Pour tout n > N, les inégalités (2) et (3) sont valides
et concernent des nombres négatifs. Pour tout n > N, on a donc u,v, > |[M| et
donc u,v, > M.
Si € =—-ocoetl €R"™. Le théoréeme 43 implique que —v, — —¢’ < 0. D’apres
le ii), on a u,(-v,) — +oco0. Mais puisque u,(-v,) = —(u,v,), la proposition 56
permet de déduire u, v, — —co.
Si € =-o00 et ' =+0c0. La proposition 56 implique que —v,, — —c0. D’apreés le i),
on a u,(-v,) — +oo. Mais puisque u,(-v,) = —(u,v,), la proposition 56 permet
de déduire u,v,, — —c0.
Si{<0etl =+c0.0On aalors —v,, — —co. Grace a ii) on en déduit —u,v,, — +oo
et donc u,v, — —oo.
Si¢>0etl =+oo.0n aalors —v,, — —co. Grace a iii) on en déduit —u,v,, — —c0
et donc u,v,, — +oo.
Sif=+coetl =+c0.0On aalors —u,, — —oco et —v,, —» —co. Puisque (-u,)(-v,) =
u,v, on en déduit u, v, — +oo.

O

Proposition 63 (Inverse et limites)— Soif (u,,),>,, une suite. On suppose que u, — ¢
avec £ € RU {—o0, +00}.

i)

ii)

iii)

iv)

. ; oo . (1
si € est réel et non nul alors il existe un entier ny > ny tel que la suite (—)
Un n>ng
o 1 1
est définie et — — —;
u, ¢

si € =0 et s’il existe ny tel que, pour tout n > ny, on a u, >0 alors — — +oo;

si € = 0 et s’il existe ny tel que, pour tout n>ny, on a u, <0 alors — — —oo;

. o . . 1
si{ = —oo ou { = +oo alors il existe un entier ny > ng tel que la suite (—
uﬂ
n>n

S 1
est définie et — — 0.
ul’l
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Remarque 64—La proposition 63 ne dit rien si u,, — 0 sans garder le méme signe a
partir d’un certain rang (c’est-a-dire si elle change de signe une infinité de fois). Dans
ce cas, et si de plus la suite (u,),>,, ne s’annule pas a partir d’un certain rang n;, alors

. 1 o
la suite (—) n’a pas de limite. Supposons en effet que (u,,),>,, tende vers 0 et que
Un n>mn, -
u, # 0 pour tout n > ny. Supposons aussi que, pour tout N > ny, il existe n, > N et
nz > N tels que u,, > 0 et u,, <0. Puisque |u,| — 0, le point ii) de la proposition 63
N 1 . 1y, L o
implique T — +00. La suite (—) n’est alors pas bornée. Si elle admet une limite,
ui’l un

celle-ci ne peut étre que —oo ou +co. En particulier que toutes ses valeurs a partir d'un
certain rang sont de signe constant. Ce n’est pas le cas.

Démonstration de la proposition 63.

i) C’est le point 4) du théoreme 43.

ii) Soit M un réel. Si M < 0, on a uin > M pour tout n > ny. Supposons M > 0.
Puisque u,, — 0, il existe Ny tel que si n > Ny alors |u,| < ﬁ Posons N =
max(ny,Nyp). Sin> N alors 0 < u, < ﬁ et donc ui,, > M.

iii) Soit M un réel. Si M > 0, on a uin < M pour tout n > ny. Supposons M < 0.
Puisque u,, — 0, il existe Ny tel que si n > N alors |u,| < —%. Posons N =
max(ny,Nyp). Sin > N alors 0 < |u,| < —% et u,, < 0 donc uin <M.

iv) Que ¢ soit —co ou +09, la suite (|u]),>,, tend vers +oo. Soit & > 0. Il existe N tel

1 P
que pour tout n >N on a |u,| > —. On en déduit que pour tout n > max(rny,N)
€

on a <e

|14,

O]

Exemple 65— On considere deux entiers d et d’ strictement positifs puis des réels
ag,...,a4 avec ag # 0 et des réels by,..., by avec by = 0. Pour tout n > 0, on écrit

) b b )
bo+byn+...+byn® = (—0,+—,1+...+bd, n.
nd " pd—1
Cette quantité tend vers +oo si by > 0 et vers —co si by < 0. Dans le cas ou by > 0, il
existe donc n tel que, pour tout n >ngonaby+bin+...+ byn? > 1. De méme, dans le
cas ol by < 0, il existe n tel que, pour tout n>nyona by+byn+...+byn? <—1. Dans
les deux cas, il existe ny > 0 tel que by +byn+...+ byn® 20 pour tout n > ny. Ainsi
peut-on définir la suite

( ag+ain+...+agn? )
b0+b1n+...+bd,nd n>ng
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Pour tout n > ng, on écrit

a
ag+ayn+...+agn® B nt dtoarte.tag

bo+byn+...+bgnd —pd Lo b g
n n

Puisque
St tag a,
%+ f}l+ +by  ba
on obtient
0 sid<d’
ag+ayn+...+agn? Z—; sid=d’

’ d’ . . A .
bo+bynt...+byn +oo sid>d’ etsiay et by ont méme signe

—oco sid>d’etsiay et by sont de signes opposés.

3 . .
Comparaisons de suites

3.1) Inégalités et limites

Proposition 66— Soit (14,),>p, €t (Vy)nsn, deux suites. On suppose qu’il existe N tel que,
pour tout n >N, on a u, <v,. Si u, — et v, - on et sont tous deux réels, alors
<.

A\ Le théoréme ne concerne que des inégalités larges. Définissons deux suites u et v en
posant u, = 1/n et v, = 2/n pour tout entier n > 0. On a u, < v,, pour tout n > 0 mais
limu, = limv,,.

Démonstration. On raisonne par ’absurde en supposant ¢’ < €. On pose alors ¢ = % >
€

0. Il existe Ny tel que, pour tout n > Nj on a |u,, — €| < ¢, c’est-a-dire { —e < u, <+,
soit encore
20+ ¢ 40—
<u, < . (4)
3 3

De méme, il existe N, tel que, pour tout n >N, on a |[v,, — {’| < ¢, c’est-a-dire

40’ —¢ 200 +¢
3 <v, < I (5)

Des inégalités (4) et (5), on déduit que si n > max(Ny,N,) alors

2048 L+L€+0 €420
= > > V.
3 3 3

Uy 2

Pour n > max(N, Ny, N,), on obtient ’encadrement contradictoire v, < u,, < v,,. O
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La proposition précédente ne permet pas de dire si une suite admet une limite
mais seulement de comparer des limites. Le théoreme d’encadrement sert lui a prouver
I'existence d’une limite de suite.

Théoréeme 67 (Théoreme d’encadrement)— Soit (uy)u>pnyr (Vi)psn, €t (Wp)usn, trois
suites. On suppose qu’il existe Ny tel que, pour tout n > Ny, on a

U, <V, S W,y
Si (Un)usn, €t (Wi)usn, admettent la méme limite réelle £, alors v, — .

Démonstration. Soit € > 0. Il existe N; tel que, pour tout n > N; on a
—e<u,—-{€<e¢
et N, tel que, pour tout n >N, on a
—e<w,—-¢<e
Soit N = max(Ny,N¢,N,).Sin >N, on a
—e<u,—€<v,-C<w,—C<c¢

et donc |v,, — €| <. O

cosn
n

Exemple 68— On consideére la suite u = ( ) " Pour tout n on a
n

Or on sait que —-1/n — 0 et 1/n — 0 donc u,, — 0.

Exercice 69— Soit (1), €t (v,)u>n, deux suites. On suppose qu'il existe n; > ng tel
que |u,| < v, pour tout n > ny. Enfin, on suppose que v,, — 0. Montrer que u, — 0.

Exemple 70— Nous allons montrer que si « est un réel strictement positif alors

1 o
(1+—) — 1.
n

A P . . 1\*
Pour cela, grace au théoreme d’encadrement, il suffit d’encadrer (1 + —) par les termes
n

généraux deux suites de limite 1. Puisque « >0, on a

10(
(1+—) >1
n

pour tout n>1. De a < |a] + 1, on déduit

rodf <]



3 Comparaisons de suites p- 27

\ N . . 1y .
ou k = ||+ 1 est un entier strictement positif. La suite ((1 + —) ) est le produit de k
n
n>0

1\k
suites qui tendent vers 1, elle tend donc vers 1. On a donc encadré ((1 + —) ) par

n
n>0
deux suites de limite 1 d’ou le résultat.

L’équivalent du théoreme d’encadrement pour les limites infinies est le suivant.

Proposition 71— Soit (4y,),>p, €t (Vy)u>n, deux suites. On suppose qu’il existe Ny tel que,
pour tout n > Ny, on a u, <v,.

1) Siu, — +oo alors v, — +oo.

2) Siv, — —oo alors u,, — —co.

Démonstration.

1) Soit M un réel. Il existe N; tel que si n > Ny alors u,, > M. Soit N = max(Ny, Ny).
Onav, >u, >M pour tout n > N.

2) Soit m un réel. Il existe N; tel que si n > N alors v,, < m. Soit N = max(Ny, Ny).
Onav, <u, <M pour tout n > N.

O]

Exemple 72— Considérons la suite (n + cosn),o. Pour tout n, on a n—1 < n+ cosn.
Puisque n—1 — +o0, on en déduit 1+ cosn — +co.

3.2) Croissance polynomiale et croissance exponentielle

L'objectif de cette partie est de montrer le résultat suivant.

Théoreme 73— Si o est un réel strictement positif et si r est un réel strictement supérieur
a1 alors

nO(

— ——0.

" n—+oo

Démonstration. On définit une suite (u,),cN en posant u, = n®/r" pour tout entier
naturel n. Pour tout n > 1 on a alors u,, > 0 et

u 1 1\*
sl (1 + —) .
u, n
Puisque r > 1 on peut choisir ¢ = % > 0 dans la définition de (1 + %)a — 1 (voir
I’exemple 70). On obtient alors l'existence d’un entier ny > 1 tel que

r+1

1OL
(1+—) <l+e=———
n 2
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pour tout n > ny. On a alors

U, T

n

Uyl :1(1+1)°‘<r+1<
T 2r

pour tout n > ng. Par récurrence il suit

r+1\""
U, < 2 Uy,

pour tout n > ny. Enfin, puisque (r+1)/(2r)<1,on a

r+1\""o
( 2r ) Hno f—+00 0.

Comme (u,),cN est a termes positifs, on déduit du théoréeme d’encadrement qu’elle
tend vers 0. O

Exemple 74— On a

3

2" 4 2\ n’
3 ( ) HED
Puisque |%| <1l,ona (%)n — 0. Par ailleurs, Z—Z — 0 donc
2"+’
311

— 0.

3.3) Approximation décimale des nombres réels

Soit a un nombre réel. L'objet de cette partie est d’en donner des approximations
décimales. Un nombre décimal est un nombre rationnel qui n’a qu'un nombre fini de
chiffres décimaux.

Exercice 75— Soit x un nombre réel. Montrer qu’il est décimal si et seulement s’il existe

un entier relatif k et un entier naturel n tel que x = 13-

Nous allons approcher le nombre réel a par des nombres décimaux. On définit une
suite A(a) = (A, (a)),>0 en posant

10"
Agla) =

pour tout entier n > 0.
Exercice 76— Donner les valeurs de A, (1) pour n € {0,1,2,3,4,5}.
La définition de la partie entiére implique [10"a] < 10"a < [10"a]+ 1. On a donc

10"a-1<[10"a) <10"a
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et donc
1

~10m
pour tout n > 0. Grace au théoréme d’encadrement, on obtient

a <A,(a)<a (6)

lim A, (a)=a.
n—+oo

les termes de la suite A(a) étant tous des nombres décimaux, on dit que cette est une
approximation décimale du nombre réel a. De plus, l'encadrement (6) implique

1
A, (a)<a<A,(a)+ o7

pour tout n > 0. On dit que chaque terme A ,(a) est une valeur approchée par défaut de
aal0™" pres.

Définition 77— Soit a un nombre réel et € un réel positif. Un réel x est
1) une valeur approchéedeadepréssix—e<a<x+eg;
2) une valeur approchée par défautdead epréssix <a<x+eg;

3) une valeur approchée par excésdead e préssix—e<a<x.

On montre ensuite que les valeurs approchées de a données par les termes successifs
de A(a) sont de plus en plus précises ou, ce qui revient au méme, que la suite A(a) est
croissante. Pour tout nombre réel x, on a |x] < x et donc 10[x] < 10x. Le nombre 10| x]
est un entier inférieur a 10x et, le nombre [10x] le plus grand entier inférieur a 10x.
On a donc 10]x] <|10x]. Choisissant x = 10"a, on trouve

L10n+laJ

10"a] <
[107a] < 10

puis, apres division par 10", on obtient A, (a) < A,,1(a) pour tout n > 0. La suite A(a)
est donc croissante.

Remarque 78-Soit a un nombre réel. La suite A(a) tend vers a. Pour tout ¢ > 0, il
existe donc un entier N tel que, pour tout n > N,onaa—-e <A (a)<a+e Soitx<y
deux nombres réels. On choisit a = HTy ete= y%x > 0. On trouve qu’il existe N tel que
x < Ay(a) <y, et donc il existe un nombre décimal compris entre x et y. Entre deux
nombres réels distincts, on peut donc toujours trouver un nombre décimal. On dit que
I’ensemble des nombres décimal est dense dans I’ensemble des nombres réels. Cette

notion sera approfondie en cours de Topologie.
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-
Convergence des suites monotones
Proposition 79— Si une suite croissante n’est pas majorée alors elle tend vers +oo.

Démonstration. Considérons une suite (u,),>,, croissante et non majorée. Il existe N tel
que uy = M sinon (u,,),>,, serait majorée par M. Enfin, la suite (u,),>,, étant croissante,
on trouve u, > uy > M pour tout n > N. O

A\Dans la proposition 79, I'hypothése que la suite est croissante est nécessaire. Consi-
dérons en effet la suite (u,,),>¢ définie par

n  sin est pair
Uy = .
0 sinon.

Cette suite n’est pas majorée, pourtant elle ne tend pas vers +oo.
Corollaire 80— Si une suite décroissante n’est pas minorée alors elle tend vers —oo.

Démonstration. Si (un)nzn0 est décroissante et n’est pas minorée alors la suite (—un)nzn0
. ) A .

est croissante et n’est pas majorée (si (—u,),>,, est majorée par M alors (u,),>,, est

minorée par —M). On en déduit que —u,, — +oo puis que u,, — —co. O

On admet le résultat suivant concernant les suites croissantes majorées.
Théoréme 81— Si une suite croissante est majorée alors elle admet une limite finie.

On en déduit un résultat de méme type pour les suites décroissantes.
Corollaire 82— Si une suite décroissante est minorée alors elle admet une limite finie.

Démonstration. Si (u,),>,, est décroissante et minorée alors la suite (—u,,),>,, est crois-
sante et majorée. On en déduit 'existence d’un réel ¢ tel que que —u,, — ¢ puis que
u, — —L. O

Exemple 83-Soit f: R — R une application croissante. On définit une suite (1),
en posant u,,; = f(u,) pour tout n > n, et en donnant une valeur a u,, . On suppose
qu’il existe un réel L tel que L = f(L).

i) On suppose que u,, ,1 < u,, et u, > L. Grace a I'exemple 29, on sait que la
suite (u,),>,, est décroissante. La croissance de f implique que si u, > L alors
f(uy,) > f(L), c’est-a-dire u,,q > L. Par récurrence, la suite (u,),>,, est minorée.
Elle admet donc une limite.
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ii) On suppose que u, ;i > u,, et u, < L. Grace a I’exemple 29, on sait que la
suite (u4,),>n, est croissante. La croissance de f implique que si u,, < L alors
f(uy,) < f(L), c’est-a-dire u,,; < L. Par récurrence, la suite (u,),>,, est majorée.
Elle admet donc une limite.

Exemple 84— On considére une suite (x;)x>1 a valeurs dans les entiers de 0 a 9. Pour

tout n > 1, soit
n

U, = Zxk 107k,
k=1

Pour tout 7, on a u,,,; — 4, = x,,1 - 107°1 > 0. La suite (u,),>; est donc croissante. Par
ailleurs,
1-107" 1

0<u,< 9.107k= = =1-—<1.

i Z 10 1-107 107 =

Cette inégalité n’est rien d’autre que 0,x7...x,<0,9...9 =1-0,0...0L. La suite (u,),>1
g ——
n fois n—1 fois

est donc majorée. Etant croissante et majorée, cette suite admet une limite. Chaque
valeur de u,, est une valeur approchée du réel de [0, 1] dont chaque xj est la k¢ décimale.
Noter que nos calculs montrent que

n
1
. z % _ 1 B _
k=1
ce qui est une preuve de la non unicité du développement décimal des réels :

0,999...=

Enfin, méme si les résultats précédents ne permettent pas de calculer la limite, ils
permettent de la minorer ou de la majorer ).

Proposition 85—

1) Si une suite est croissante, chacun de ses termes est inférieur a sa limite.

2) Si une suite est décroissante, chacun de ses termes est supérieur a sa limite.

Démonstration. 1) Par convention le résultat est vrai si la suite est croissante et non
majorée puisqu’elle tend alors vers +oco. Soit donc (u,,),>,, une suite croissante
et majorée et £ € R sa limite. S’il existe N tel que uy > ¢, alors u,, > uy > € pour
tout n > N. On pose alors € = (uy —€)/2 > 0. Il existe N; tel que |u,, — €| < € pour
tout n > Nj. On en déduit

Mn>1/lN

MN+€
Z<l+e= > <uy

e. Par convention, tout réel est strictement inférieur a +oo et strictement supérieur a —co.
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pour tout n > max(N, Ny). On obtient une contradiction d’ou l'inexistence de N.
On a donc u, < ¢ pour tout n > ny.
2) Soit (uy,)>p, une suite décroissante et £ € RU {—co} sa limite. Alors, (~u,,),>,, est
croissante et tend vers —¢. D’apres ce qui précede, on a donc —u,, < —¢ pour tout
n > ngy ce qui implique u, > ¢ pour tout n > ny.
O

Ces résultats permettent méme de donner des méthodes de calcul de nombres réels
« enserrés » par des suites dites adjacentes.

Définition 86— Deux suites sont adjacentes si ['une est croissante, 'autre décroissante et
si leur différence tend vers 0.

Exemple 87— Les suites de terme général 1 — % et1l+ % sont adjacentes : la premiere est
croissante, la seconde est décroissante et leur différence, —% tend vers 0.

Le résultat principal concernant les suites adjacentes est leur convergence vers une
limite commune.

Théoreme 88— Si deux suites sont adjacentes, alors elles convergent et admettent la méme
limite.

Démonstration. On suppose que (u,),>,, est croissante, que (v,),>,, est décroissante et
que u, —v, — 0. La suite (u,, —v,,) >, est bornée, il existe donc M tel que |u,, —v,| <M
pour tout n > ny. En particulier, et en utilisant la décroissance de (v,),>,,, on a

U, <M+v, <M+,

pour tout n > n,. La suite (u,),>,, est donc croissante et majorée, on en deduit qu’elle
admet une limite réelle ¢. De facon similaire, on a

v, >2u, - M>uy-M

pour tout n > ngy. La suite (v,),>,, est donc décroissante et minorée, on en déduit
qu’elle admet une limite réelle ¢’. On a alors u, —v,, — € —{’. Puisque u,, —v,, —» 0, on a
e="0. O

Les suites adjacentes permettent de construire des approximations successsives de
leur limite commune.

Proposition 89— Si (1) ,>p, €t (Vy)u>n, Sont deux suites adjacentes, (4, ),>,, étant crois-
sante, leur limite commune € satisfait 'encadrement

pour tout entier n > ny.
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Démonstration. Cela résulte du fait, déja démontré, que les termes d’une suite crois-
sante sont toujours inférieurs a la limite de cette suite et que les termes d’une suite
décroissante sont toujours supérieurs a la limite de cette suite. O

Exemple 90— On considere les suites (u,),>1 et (v,),>1 définies par

1 1 1 1 1
Uy =gty bt et ve =it

1
Uy = Uy = — = 0
La suite (u,),>; est croissante puisque
1
Upy) = Uy = CESI] > 0.
Enfin la (v,),>1 est décroissante puisque
1 1 2 n+1 1-n

— = — = - = =
Vel — Uy = Upyp1 — Uy (n+1)! n' (n+1) (n+1)! (n+1) 7

Les suites (u,),>1 et (v,),>1 sont donc adjacentes. Les suites (u,),>1 et (v,),>1
admettent donc une limite réelle commune. On appelle e cette limite ). On a donc

1 1 1 1< 1 1 1 1 1
0‘ —+E+"'+m_ _a+—+5+ +E+E

pour tout entier n. En prenant n = 15 on trouve I'approximation suivante de e :
e=2,718281828458 + R

avec 1
0<R<—<7,7-10713,
15!

Suites extraites

Soit (u,),>0 une suite réelle. Les suites suivantes sont des suites extraites de (1,,),>¢

i)
ii)

111) Uptl )n>n0

Upp)n>n, — SOUs-suite des termes de rangs pairs;
U2p+1)nzn, — SOUS-suite des termes de rangs impairs;

(
(
(
(

Proposition 91— Soit u = (uy),>,, une suite et £ € RU {-oco, +oo}. La suite u converge
vers { si et seulement si u,,, — € et ty, 1 — L.

f. Vous verrez dans le cours Séries numériques et suites de fonctions que ce nombre est le nombre exp(1).
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Démonstration. On définit deux suites u et v en posant v, = u,, et w,, = uy,,; pour
tout entier n > ny/2.

1) On suppose ¢ € R.
a) On suppose que u converge vers £.

i) Montrons que v converge vers €. Soit € > 0. Il existe Ny tel que si n > Nj
alors |u,,—{| < e. Soit N un entier supérieur a No/2. Si n > N alors 2n > N
et donc |uy, — €| < ¢, c’est a dire [v, — €| < &. On en tire que v converge vers
L.

ii) Montrons que w converge vers €. Soit € > 0. Il existe N tel que si n > N
alors |u, — €| < e. Soit N un entier supérieur a (Ny—1)/2. Si n > N alors
2n+1 > Ny et donc |uy,11 — €| < ¢, c’est a dire |w,, — €| < &. On en tire que
w converge vers {.

Si u converge vers le réel £, c’est donc aussi le cas des suites v et w.

b) Réciproquement, on suppose que que v et w convergent vers £. Montrons que
u converge vers {. Soit € > 0. Il existe N tel que pour tout n >N, on a

luzy — €l <& (7)
Il existe N; tel que pour tout n>N; on a
l1zns =) <& (8)

Posons N = max(2Ny, 2N + 1). Soit n > N :
i) sin est pair, on écrit n = 2p; ona p > Ny donc, grace a (7), |up, — | < e et
donc |u, - €| <¢;
ii) si n est impair, on écrit n=2p+1;0na p >N donc, grace a (8), [uyp41 -
{| <eetdonc|u,—-{|<e.
Pour tout n > N, on a donc |u,, — €| < e. Ainsi, u converge vers €.
2) On suppose € = +co.

a) On suppose que u tend vers +oo.

i) Montrons que v tend vers +oo. Soit M € RR. Il existe N tel que si n > Nj
alors u, > M. Soit N un entier supérieur a No/2. Si n > N alors 2n > N,
et donc u,, > M, c’est a dire v, > M. Pour tout M, il existe N tel que, si
n >N, alors v,, > M. On en tire que v tend vers +oco.

ii) Montrons que w tend vers +oo. Soit M € R. Il existe N tel que si n > Ny
alors u,, > M. Soit N un entier supérieur a (Ny—1)/2. Si n > N alors
2n+1 =Ny et donc uy,,.; = M, cest a dire w,, > M. Pour tout M, il existe
N tel que, si n > N, alors w,, > M. On en tire que w tend vers +oo.

Si u tend vers +oo, c’est donc aussi le cas des suites v et w.
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b) Réciproquement, on suppose que v et w tendent vers +co. Montrons que u
tend vers +oo. Soit M € RR. Il existe N tel que pour tout n>Nyonav,>M,
et donc

Uy 2 M. (9)

Il existe N; tel que pour tout n > N; on a w, > M, et donc
Uzp+1 2 M. (10)

Posons N = max (2N, 2N; + 1). Soit n > N :
i) si n est pair, on écrit n = 2p; on a p > Ny donc, grace a (9), uy, > M et
donc u,, > M;
ii) si n est impair, on écrit n = 2p+1; on a p > N; donc, grace a (10),
uzpr1 = Met donc u, > M.
Ainsi, pour tout M, il existe N tel que pour tout n >N, on a u, > M. On en
déduit que u tend vers +oo.

3) On suppose ¢ = —co. La suite u tend vers —co si et seulement si la suite —u tend
vers +oco. D’aprés ce qu'on vient de démontrer, la suite —u tend vers +oo si et
seulement si les suites —v et —w tendent vers +oo, c’est-a-dire si et seulement si
les suites v et w tendent vers —oo.

O]

Exemple 92— Considérons la suite u = ((—1)"),>o puis les deux suites v = (u5,),>0 et
w = (Upp41)n>0- La suite v est la suite constante égale a 1, elle converge donc vers 1. La
suite w est la suite constante égale a —1, elle converge donc vers —1. Puisque 1 = -1, il
en ressort que u n'a pas de limite.

Proposition 93— Si une suite (1), tend vers £ € RU {—co,+oo}, alors la suite extraite
de (u,),>o définie par (u,,1),>0 tend vers L.

Exemple 94— En utilisant les idées de la preuve de la Proposition 91, démontrer la
Proposition 93.

Une importante conséquence pratique de la proposition 93 est que si d’une suite on
peut extraire deux sous-suites n‘ayant pas méme limite, alors la suite n’a pas de limite
réelle ou infinie.

Exemple 95— Soit a et b deux réels avec a différent de 0 et de 1®) . On définit une suite
par récurrence en posant
U1 =au, +Db

pour tout n > ng. La suite (u,,11),>,, st une suite extraite de (u,),>,,- On en tire que si
la suite (u),>,, @ une limite réelle ou infinie, alors la suite (#,,41),>,, @ méme limite.

g. Le cas a = 0 est le cas des suites constantes. Le cas a = 1 est le cas des suites arithmétiques déja
étudié dans I'exemple 60.
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i) Si ()5, converge vers le réel ¢, alors puisque u,,,; — ¢. Mais
Uyl =aU,+b—al+b
donc € =al+b. On en déduit £ = 1%“
ii) Si (4,),>n, tend vers +oo, alors au, +b — +oosia> 0 et au, +b — —cosia<0.

Puisque u,,; — +o0, on déduit que le cas u,, — +oco ne peut pas se produire
dans le cas a < 0.

iii) De méme, le cas u,, — —oco ne peut pas se produire que dans le cas a > 0.
Exemple 96— Soit a,b, c,d des réels. On définit une suite u par récurrence en posant

au, +b

Uy = ———
T, + d

pour tout 1 > ng. On suppose ad —bc = 0™ et ¢ = 0. On suppose enfin que la suite est

bien définie, c’est-a-dire qu’on peut montrer que la quantité cu, + d ne s’annule pour
aucune valeur de n.

1) On suppose que u tend vers —co ou +oo, alors u,, # 0 pour n suffisamment grand.
On peut donc écrire
au, +b  a+b/u,
cu,+d c+d/u,

Cette quantité tend vers a/c mais, étant égale a u,,, elle doit tendre vers —co ou
+00. La suite u ne peut donc pas avoir de limite infinie.

2) On suppose que u converge vers le réel £ = —d/c, alors u,,; — C et

au,+b al+b
= .
cu,+d cl+d

al+b
Onadoncé_cg+d

(d—a)?+4bc>0.

puis c¢£% +(d —a)l —b = 0.1l n’y a de solution réelle que si

3) On suppose que u converge vers le réel ¢ = —d/c. Alors au,, +b — b—ad/c = 0.

.. |au,+b . . :
Ainsi, ﬁ — +o00. Ceci contredit |u,, | — |d/c|. On ne peut donc pas avoir
cuy,
¢=-d/c.

En conclusion, si # admet une limite, cette limite est nécessairement finie et est solution
réelle de c€? + (d —a)l - b =0.

h. Siad —bc =0 alors ZZ”IZ = 2 pour tout n > ng + 1 donc la suite est stationnaire.
n

i. Le cas ¢ = 0 se ramene a I'exemple 95.



6 Quelques suites particulieres p- 37

@ Quelques suites particulieres
6.1) Suites arithmético-géométriques

Définition 97— On dit qu’une suite (u,),>,, est arithmético-géométrique s’il existe deux
nombres réels a et b tels que
Uy1 =au,+Db

pour tout n = ny.

En prenant b = 0 on retrouve les suites géométriques ; en prenant a = 1, on retrouve
les suites arithmétiques.

Exemple 98- La suite (u,),>,, définie par uy = 0 et u,,; = 7u, + 1 est arithmético-
géométrique.

Dans la suite, on considére une suite arithmético-géométrique comme dans la
définition et on suppose a = 1.

On commence par montrer qu’il existe r tel que la suite (v,),>,, définie par v, =
u, +r pour tout n > ny est géométrique de raison a. On calcule

Vppl = Uy +T=au, +b+r=av,—ar+b+r.

La suite (v,)>,, est donc géométrique de raison a si et seulement si —ar +b+r =0

autrement dit si et seulement r = %.

On pose r = %. Les résultats concernant les suites géométriques permettent d’étu-
dier la limite de (u,),>,, en considérant la suite (v,),>n, = (44 + 1)y>y,- On a donc

(un)nZHU = (v, — r)nZnU-

i) Siug= I%u alors vy = 0 donc (v,),>,, est la suite constante nulle et (u,),>,, est
la suite constante égale a uy = 1L_u ;

ii) sia>1etuoil%aalorsvn—>+ooetdoncun—>+oo;

iii) si|a| <1 alors v,, — 0 et donc u,, — %;

iv) sia<—1etug= % alors (v,),>n, N'a pas de limite puisque v,, — signe(vg)oco
et v,,,1 — —signe(vy)oo ces deux limites étant distinctes puisque vy # 0. Il en
résulte que (u,),>,, n'a pas de limite : si elle avait une limite ¢, la suite (v;,) >y,
admettrait £ + r comme limite.
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On peut enfin aisément retrouver la somme des premiers termes de (u,,),>,,- En

effet,
no+n—1 ng+n—1 ng+n—1 -1
Z Uy = Z Vk—r Z vk—nr:vnoa_—l—nr
=ng k=n,
a’ -
= (tp, +7) —
b \a"-1 b
u —-n
"g-1)a-1 a-1

6.2) Suites définies par une récurrence linéaire d’ordre 2

Soit a et b deux nombres réels avec b # 0. On considere les suites (u,,),>o vérifiant

Upyp = au,,q +bu, pourtout n>0.

2 _ax—b=0.On rappelle qu’alors

On note ry et r, les deux racines de I’équation x
r+ry,=aetrr,=-b.

On accepte sans preuve le résultat suivant.

Théoreme 99— Soit a un nombre réel et b un nombre réel non nul. Soit (u,),so une suite
réelle vérifiant u, ., = au, 1 + bu, pour tout entier n > 0. Notons ry et r, les racines
(éventuellement complexes) de 'équation x*> —ax —b = 0. Alors il existe un unique couple
de nombres réels (o, B) tel que

a) siles deux racines sont réelles et distinctes, u, = ary + pry pour tout n>0;
b) siles deux racines sont réelles et égales, u, = (o + pn)ri pour tout n>0;

c) siles deux racines sont complexes non réelles (et donc conjuguées et distinctes), on
note r; = pe’e, avec p>0et O € R, alors u,, = (ccos(n0) + psin(n0)) p" pour tout
n > 0.

Dans le cas ¢) du théoréme 99, on peut donner un autre expression pour toute suite
non nulle (u,),s¢ vérifiant u,,, = au,,| + bu,, pour tout entier n > 0. Soit a et p non
tous deux nuls. On a alors

acos(n0) + psin(n0) = ———sin(n06)

N (mcos (n0) + m

2 2
& ] + —ﬁ =1
Il existe donc un réel ¢ tel que

¢ et sin(—@) = i

o= T N
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Ainsi,

———c05(n0) + ——=5in(n0) = cos(nO + @).

\/r \/r
En posant R = y/a? + p2, on a donc
(acos(nB) + Bsin(nB)) p" = Rp" cos(nb + ).

Exercice 100— On garde les notations du théoréme 99 et on suppose étre dans le cas c).
Montrer que s’il existe deux réels R > 0 et ¢ € R, alors la suite (u,),>o définie par

u, =Rp"cos(nB +¢) pour tout entier n>0,

vérifie u,, ., = au, 1 + bu,, avec a et b des nombres réels a déterminer.

6.2.1 Exemples
= Cherchons le terme général de la suite réelle définie par
Uprp = Uy + U, pourtoutn >0
Ug = 1
up = 2.

L’équation associée est x*> —x — 1 = 0 dont les racines sont
1-v5 . 1+v5
r = et 1= .
) T2
I1 existe donc des réels « et p tels que

U, = a(l _2\/5)”“3(1 +2\/§)”

pour tout nn > 0. Les choix de n = 0 et n = 1 conduisent a

up=1l=oa+p

1-v5 1++5
+p 7

u1:2:a B

La résolution du systéeme conduit a

5-3V5

10
_5+345
P="0

et donc

L _5-3V5 1—«/§”+5+3«/§ 1+v5)"
"T10 2 10 2

pour tout n > 0.
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= Cherchons le terme général de la suite réelle définie par

Upsy = 4uy, —4u, pourtoutn>0
Ug = 1
up = 4,

[’équation associée est x> — 4x + 4 = 0 dont les racines sont r; = r, = 2. Il existe
donc des réels a et f tels que

u, = (a+pn)-2"

pour tout 1 > 0. Les choix de n = 0 et n = 1 conduisent a

up=1=a
uy =4=2ua+28.

La résolution du systéeme conduit a a = =1 et donc
u,=(n+1)-2"

pour tout n > 0.
= Cherchons le terme général de la suite réelle définie par

Uy,p =—8u, pourtoutn=>0

Ug = 1
up = 2.
L’équation associée est x> + 8 = 0 dont les racines sont r; = 2V2i = 2v2¢/™? et

1, = —2V2i = 21/2¢7™2 1l existe donc des réels a et p tels que
U, = (occos(ng)+ ﬁsin(ng))(Z\/E)”

pour tout 1 > 0. Les choix de n = 0 et n = 1 conduisent a

uy=1=«
up =2 =2V28.
On a donc

4, = (cos(ng)—k %sin(ﬂ%))(%ﬁ)”

pour tout n > 0.
= Cherchons le terme général de la suite complexe définie par

Upyp = iUy + (i +3)u,, pour tout n >0
Ug = 1
up = 2.
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L’équation associée est x> — 3ix —i —3 = 0 dont les racines sont r; =i —1 et
r, = 2i + 1. Il existe donc des complexes « et f tels que

u,=a(i-1)"+p(2i +1)"
pour tout n > 0. Les choix de n =0 et n = 1 conduisent a

up=1l=a+p
{u1:2:a(i—1)+[3(2i+1).

La résolution du systéme conduit a

a=1i
{ﬁ:l—L

wy = i(i—1)"+ (1 —i)(2i +1)"

et donc

pour tout n > 0.
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7 .
Exercices

1) On définit trois suites (1,),>0, (Vu)u>0 €t (w),),>0 €n posant

n(n+1) n(n+1)2n+1)
un: ,”[)n:
2 6

et w,= uZ

pour tout n > 0.

1) Calculer u,,v, et w, pour n€{0,1,2,3,4,5}.

2) Donner le terme général de la suite (15,),>0-

3) Donner le terme général de la suite (v,2),>0.

4) Donner le terme général de la suite (w;,_5),>1-
2) On définit une suite (u,),s0 en posant ug = 1 et u,,; = u2 + 1 pour n > 0. Calculer
u, pour n€{0,1,2,3,4,5}.
3) Justifier que I'on définit une suite (u,),s¢ en posant 1y = 1/4 et u,,, = 1 — u3 pour
n>0
4) Soit a un réel tel que |a| < 1. On définit une suite (u,),>o en posant uy = a et

Uy =V1 - u,% pour tout n > 0. Que valent 1573201 et 1548 ?

5) Parmi les suites (u,,),>( suivantes, dire lesquelles sont arithmétiques. Preciser, le cas
échéant la raison et le premier terme.

1) u,=-7n+3

2) u,=-4

3) un:\/z

4) u,=(n+5)°-n3-15(n-1)>.

6) Déterminer les trois premiers termes d’une suite arithmétique (1), sachant que

Ug+up—up=7
2ug + 3u; —4u, =13.

7) Pour tout entier N > 1, déterminer la somme des N premiers termes de la suite
(3” - 7“ + 6)7120'
8) On définit deux suites (u,),>0 et (v,),>0 en posant uy =vy =1 et

U1 = 8u, +7v,
Vyp1 = 7u, + 8v,,.

Déterminer les suites (u,, +v,),>0 et (1, — V)0 pour tout n > 0 puis calculer le terme
général des suites (u,),>0 et (v,,),>0-

9) Le philosophe grec Zénon d’Elée (autour de -450) prétendait démontrer 1'impossibi-
lité d’'un mouvement par le raisonnement suivant : une fleche ne peut pas atteindre sa
cible puisqu’avant d’atteindre cette cible, il lui faut parcourir la moitié de la distance,
puis la moitié du chemin restant puis ainsi de suite, une infinité de moitiés. Pourquoi
la conclusion de ce raisonnement est-elle fausse ?
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10) Calculer les limites des suites de terme général

1)

n” +6n3+2 n’—6n?+1 n2+n+1
n2+1  en’+8n+2" 2n?2+n+1’

3n’ 3
3) V2n+1-vVn+1, V2n+2-V2n+1, Va*+n2+2-Vnt+n2.

11) On définit une suite u = (u,,),>0 par 1y =0 et

111
2) 2-3", n-3", oL n2—n+1—(—).

Ou, — 4 our tout entier n > 0
Uy = ——— > 0.
1T 10y, -5 P

1) Montrer que pour tout n > 0 tel que 12u, -5+ 0,0n a

9 1 1

Ul = T T2u, -5

P 2
2) En déduire que, pour tout n > 1, on peut définir u, et que u, > 3
3) Pour tout entier n > 0, on pose

—2u,+1
Vil = 5 5 -
3u, -2
Montrer que la suite v = (v,,),,>( est géométrique.
4) Déterminer la limite de v.
5) Pour tout entier n > 0, établir I’expression de u,, en fonction de v,,.
6) Quelle est la limite de u ?

12) On définit une suite u = (u,,),>0 par uy =1 et

U,.1 =+1+u, pourtoutentier n>0.

1) Montrer que u est bien définie.

2) Montrer que
Up —Un

VT +u, +VI+tu,

Uptl — Uy

pour tout n > 1.
3) En déduire que u est croissante.

4) Montrer qu’il existe un unique réel positif ¢ tel que £ = V1 + (.

)
)
5) Montrer que u, < ¢ pour tout n > 0.
6) Déduire des question précédente que u converge.
)

2
n+1

7) En donnant une relation entre u

limite de u.

et u, pour tout entier n > 0, déterminer la
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13) On définit une suite u = (u,,),>0 par 1y =0 et

Uy =+2—u, pour tout entier n > 0.

1) Pour tout n > 0, montrer que si 0 < u, <2 alors 0 < y2 —u,, < 2. En déduire que
u est bien définie et bornée.

2) Pour tout n > 1, montrer que
— Up-1 — Uy
V2=, + V2=,
3) En déduire par récurrence que, pour tout entier n > 0 la propriété

P(n): {M2n+2 > Uy

Upp43 < Uyt

Uyl — Uy

est vraie.
4) On définit deux suites a = (t13,)50 et b = (ip,41)ns0- Etudier variations de a et b.

5) Déduire de la question précédente et de la premiére question que a et b sont
convergentes.

6) On note A la limite de a et B la limite de b. Montrer que B? = 2 — A puis que
(B—1)(B3+B>+B-2)=0.

7) Montrer par récurrence que, pour tout entier n > 0 la propriété

P(n): { ton <1

U1 > 1

est vraie. n déduire que B > 1.
8) Déduire des questions 6 et 7 que B =1.
9) Montrer que la suite u converge et donner sa limite.
14) Soit u = (u,),>0 la suite définie par uy =2 et
1
Upr1 = Eun + u_n
pour tout n > 0.
a) Montrer que u est bien définie.
b) Montrer que, pour tout n>0on a u, > V2.
¢) Etudier les variations de u.
d) Montrer que, pour tout n >0, on a
0<u,-V2< %(uo —\/5)2".
e) Montrer que u converge et déterminer sa limite.
15) On définit deux suites u = (u,,),>0 et v = (v,),>0 par
",y = 3un45—2vn} Vo = 3v, ; 2u,

pour tout n > 0. Montrer que les suites u et v sont adjacentes.



