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1. Z ZYCIORYSU

Artur Avila Cordeiro de Melo, medalista Fieldsa w 2014 roku, urodzil
sie w 1979 roku w Rio de Janeiro w Brazylii. Ojciec pochodzi z wiejskich
rejonéw Amazonii, ale rodzice mieszkali i mieszkaja w Rio. Artur Avila cho-
dzit do renomowanej szkoly katolickiej Colégio de Sao Bento, z ktérej zostat
usuniety po 8 klasie za odmoéwienie zdawania obowiazkowego egzaminu z
religii. Juz jednak nieco wcze$niej nauczyciel Luiz Fabiano odkryl w nim
cudowne dziecko i naméwit do udzialu w Olimpiadzie Matematycznej dla
junioréw. Rok pdzniej, bedac juz w nowej szkole, Colégio Santo Agostinho,
Avila zostal jednym ze zwyciezcow, a w 1995 roku w wieku 16 lat zdobyt
ztoty medal na Miedzynarodowej Olimpiadzie Matematycznej w Toronto.

Date: 29 listopada 2016.
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Wtedy Avila zaopiekowali sie¢ matematycy z IMPA (Instituto de Matema-
tica Pura e Aplicada) najbardziej renomowanego instytutu matematycznego
w Ameryce Lacinskiej, m. in. Carlos Gustavo Moreira, i Avila, bedac formal-
nie jeszcze w szkole $redniej, zaczal studiowaé wyzsza matematyke. W IMPA
uzyskal doktorat w wieku 21 lat, w 2001 roku, pod opieka Wellingtona de
Melo, swiatowej klasy matematyka, wspotautora, wraz z Sebastianem van
Strienem, fundamentalnej monografii ,,One-Dimensional Dynamics”. Dwa
lata wezedniej Avila ukonczyl pierwszy etap studiéw na UFRJ (Universida-
de Federal do Rio de Janeiro).

Spotkatem Avile pierwszy raz na konferencji ,,Dynamical Systems”, w
Porto w Portugalii w maju 2000. Miat tam odczyt o renormalizacji, ktory
wzbudzil duze zainteresowanie. Nazwaliémy tam Avile: de Melinho (maly
de Melo). Potem spotykatem Avile wielokrotnie, w szczegélnosci w ICTP
w Triescie (International Center of Theoretical Physics). Stuchalem tam
w sierpniu 2001 roku jego godzinnego plenarnego odczytu ,Bifurcations of
unimodal maps”.

Zapamietalem go chyba jako Cordeiro de Melo. Trzy lata pézniej, w ICTP
w 2004 roku zapytalem go, w wiekszym gronie, kto to Artur Avila, ktory
pisze $wietne prace, co wzbudzito ogdlna wesotosé.

Artur Avila jest laureatem wielu nagréd, m.in. nagrody Salema w 2006
roku, nagrody Europejskiego Towarzystwa Matematycznego dla mtodych
matematykow w 2008 roku. Mial odczyt plenarny na Migdzynarodowym
Kongresie Matematykéw w Hyderabadzie w 2010 roku, patrz |, nagrode
Michaela Brina za osiagniecia w uktadach dynamicznych, no i w 2014 roku
otrzymal medal Fieldsa.

Od 2001 roku Avila spedzal wiele czasu we Francji. W 2001-2003 przeby-
wal na stazu podoktorskim w College de France, pod opieka Jean-Christopha
Yoccozal, potem byl w CNRS, gdzie od 2008 roku ma stanowisko directeur
de recherches, na Uniwersytecie Paris 7. Uzyskal francuskie obywatelstwo i
dzieli swéj czas na pobyty we Francji (starajac sie jednak unikaé zimy w
Paryzu) i Brazylii.

2. 7 LAUDACJI

Prezentujac laureata medalu Fieldsa podczas ceremonii otwarcia Kon-
gresu ICM 2014 w Seulu, Ingried Daubechies, Prezydent Miedzynarodowej
Unii Matematycznej powiedziala (tlumaczenie moje): , Artur Avila jest na-
grodzony Medalem Fieldsa za swéj gleboki wktad w teorie uktadéw dyna-
micznych, ktéry zmienit oblicze tej dziedziny, uzywajac poteznej idei renor-
malizacji jako unifikujacej zasady.”

1FP, Jean-Christophe Yoccoz, medal Fieldsa, Zurych 1994, Wiadomosci Matematyczne
31 (1995), 94-101.
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Wyniki Avili przedstawil Etienne Ghys. Jego laudacja, opublikowana w
pierwszym tomie Proceedings of the International Congress of Mathemati-
cians, Seoul 2014, zaczyna sie od uzasadnienia przyznania medalu (citation
for the award). Oto jej (luzne) polskie tlumaczenie:

»Avila ksztaltuje jako lider dziedzine uktadéw dynamicznych. Razem ze
wspolpracownikami dokonatl istotnych postepéw w wielu obszarach, w tym
w rzeczywistej i zespolonej dynamice jednowymiarowej, teorii spektralnej
operatora Schrodingera z jedna czestotliwodcia, ptaskich bilardach i dyna-
mice czesciowo hiperbolicznej. Prace Avili w dynamice jednowymiarowe;j
daty calkowite zrozumienie tematu z probabilistycznego punktu widzenia
dla prawie wszystkich parametréw oraz dopelnienie teorii renormalizacji. W
sytuacji zespolonej jego prace daly wkitad w zrozumienie fraktalnej geome-
trii zbioru Julii dla parametréw Feigenbauma. W teorii spektralnej Avila
podal globalny opis przej$¢ fazowych miedzy dyskretnym i ciaglym spek-
trum, odkrywajac zadziwiajaca analityczno$¢ wykltadnikow Lapunowa. W
teorii ptaskich bilardow Avila udowodnit kilka starych hipotez dotyczacych
ergodycznych wlasnosci przeksztalcen przekladania odcinkéw kanonicznie
zwiazanych z tymi bilardami. Dokonal postepu w teorii stabilnej ergodycz-
nosci typowych uktadéw cze$ciowo hiperbolicznych. Jego podejscie, poprzez
wspolprace z innymi, jest inspiracja dla nowych pokolen matematykow.”

Prace Avili sa opublikowane w najlepszych pismach na $wiecie: Annals of
Math. (6), Acta Math. (4), Publ. Math. IHES (3), Invent. math. (4), a takze
Journal AMS, Comm. Math. Phys., Duke Math. J., Ann. Sci. Ec. Norm. Sup,
Trans. AMS, Asterisque, J. Europ. Math. Soc., i w innych. Razem (wg listy
na jego stronie internetowej) ma 60 prac opublikowanych, 7 przyjetych do
publikacji, 4 ztozone, 1 w przygotowaniu i 7 prac przegladowych.

W dalszej czedci tego artykulu bede sie istotnie opieratl na artykule E.

Ghysa %G] (w szczegblnosci na jego ukladzie materiatu), bedacym wersja

jego prezentacji laureata w Seulu, oraz w cz 'clil@ch: dotyczacej iteracji prze-

ksztalcen odcinka, na artﬁl‘{ule M. Lyubicha%uﬁ]%%a ]prz%d]adania odcinka,
ial, [Yo| i [Z2].

na artykule G. Forniego [F]. Polecam takze
3. O UKLADACH DYNAMICZNYCH

Ta nazwa obejmuje badania granicznych (po dlugim czasie t) wlasnosci
trajektorii ¢(x,t), przy ¢(x,0) = z, réwnan rézniczkowych lub iteracji prze-
kszalcen f, gdzie z,11 = f(x,) i z9 = z, czyli dzialania R lub Z*, lub
innych grup lub poétgrup. Badane sa wtasnosci graniczne trajektorii typo-
wych punktéow z, a takze typowych dziatan.

Standardowym narzedziem jest np. twierdzenie ergodyczne Birkhoffa, o
tym, ze dla kazdej przestrzeni probabilistycznej (X, F, 1), gdzie F to o-ciato
zbior6w, p to okreslona na nim miara, u(X) = 1, dla przeksztalcenia f :
X — X zachowujacego p, i dla kazdej funkcji rzeczywistej u : X — R
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klasy L!(u), dla p-prawie kazdego punktu x € X istnieje granica ($rednia
czasowa) u*(z) = lim, .o + %200 Lu(fi(x)). Jest ona réwna warunkowej
wartosci oczekiwanej funkCJl u wzgledem o-ciala zbioréw niezmienniczych
dla f (tzn. rodziny zbioréw A € F takich, ze f~!(A) = A), w punkcie 2. W
szezegblnoscei jesli takich nietrywialnych zbioréw (tzn. takich Ze 0<pu(A) <
1) nie ma, tzn. f jest przeksztalceniem ergodycznym, to u*(z) = [y udp.

Teoria ukladéw dynamicznych bada przypadki, kiedy nie 1stnleJ@ WZOry
pozwalajace opisa¢ indywidualne rozwiazania.

4. DYNAMIKA JEDNOWYMIAROWA I RENORMALIZACJA

4.1. Panorama do czasu Avili.

4.1.1. Wprowadzenie. Jadrem zjawisk w dynamice wielowymiarowej sa czesto
zjawiska zachodzace w dynamice jednowymiarowej, w szczegdlnosci przy ite-
racjach przeksztalcen odcinka I := [0, 1]. Ta dziedzina wyodrebnita sie w
latach 70-tych XX wieku, a istotny w tym u gial mieli polscy matematycy:
A. Lasota oraz M. Misiurewicz i W. Szlenk, [MS], twércy szkoly w tej dzie-
dzinie w Pols ?anorama tej dziedziny do lat 90-tych jest przedstawiona
w monografii %LNT

Przeksztalcenie m@gle f I — I nazywamy unimodalnym jes$li I ma w
swoim wnetrzu doktadnie jeden punkt ¢y, nazywany punktem krytycznym,
w ktorym f ma swoje lokalne ekstremum. Glownym przyktadem jednopara-
metrowej rodziny takich przeksztalcen jest rodzina kwadratowa (zwana tez
logistyczna)

fa: I =1, fo(z)=ax(l—2), ac(1,4].

Oznaczmy ¢, = f™(co). W zaleznosci od tego, czy punkt ¢, lezy na lewo od
o, na prawo od cg lub jest réwny cg, piszemy €, := L, R lub C. Ten ciag na-
zywamy wygniotkiem?. Wygniotek jest niezmiennikiem topologicznym dla f,
(i ogdblniej, dla f unimodalnych, majacych ujemna pochodna Schwarza poza
punktem krytycznym), pelnym, o ile ¢, nie jest przy iagane do trajektorii
okresowej, rownowaznie: wygniotek nie jest okresowy, [CE].

Dynamika moze by¢ jednego z trzech typdw:

1. przypadek hiperboliczny: Istnieje orbita okresowa przyciagajaca. Wtedy
taka orbita O(f) moze by¢ tylko jedna i przyciaga trajektorie ¢,,. Zbiér X (f)
bedacy uzupelnieniem zbioru punktéw przyciaganych do O(f) jest zbiorem
Cantora, na ktorym f jest jednostajnie rozciagajace (ang: expanding), tzn.
infx (s ]( f?)'| > 1 dla pewnej liczby naturalnej p.?

2Ang.: ,kneading sequence”, termin wprowadzony przez Milnora i Thurstona %%T]
Polskie ttumaczenie zostalo wprowadzone przez M. Misiurewicza.

3Moze sie takze zdarzy¢ przypadek 1’: Istnieje orbita okresowa paraboliczna, tzn. taka,

e [(fP)(z)] = 1 dla =z € O(f), gdzie p to okres O(f). Dla f, i ogdlniej: dla typowych

jednoparametrowych rodzin funkcji unimodalnych, moze si¢ to zdarzy¢ jedynie dla przeli-

czalnego zbioru parametrow, na brzegach odcinkéw parametréw z dynamika hiperboliczna.
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2. przypadek mieszajgcy: Istnieje cykl takich odcinkéw f*(W), k= 0,1, ..., p—
1, ze ich wnetrza sa wzajemnie roztaczne, fP(W) C W, W 3 ¢q oraz fP jest
topologicznie mieszajace na W. Jedli istnieje p > 1, to mowimy, ze istnieje
renormalizacja.

3. solenoid: Istnieje zstepujacy ciag otwartych odcinkéw W, 3 ¢y tworzacych
cykle jak wyzej dla p, — oo. Wtedy A := (> Ugigl fE(W,,) jest zbiorem
granicznym w(cy), jest zbiorem Cantora, a f dziala na nim jak ,maszyna
dodajaca” (hodometr). A przyciaga trajektorie prawie wszystkich punktéw.
Ten przypadek nazywamy nieskorniczenie renormalizowalnym. Przeksztalce-
nie f jest na A topologicznie tranzytywne, ale nie topologicznie mieszajace.*

uniwersalnosc ‘

4.1.2. Uniwersalno$¢ i kompleksyfikacja. W potowie lat 70-tych M. Feigen-
baum i, niezaleznie od niego, P. Coullet i C. Tresser odkryli zadziwiajaca
regularnos¢ 1-parametrowych przeksztalcen unimodalnych odcinka f,, sze-
rokiej klasy, nie tylko rodziny logistycznej. Jesli (a,,) oznacza rosnacy ciag
parametréw, w ktérych nastepuje ,bifurkacja podwojenia okresu”, tzn. dla
an < a < api1 jedyne trajektorie okresowe maja okresy minimalne 2%, k < n,
a dla apy1 trajektoria okresowa okresu 2", ktéra byla przyciagajaca dla a
mniejszych, zamienia si¢ w trajektorie odpychajaca dla a wigkszych i oddzie-
la sie od niej trajektoria okresowa przyciagajaca okresu 2"t!. Obserwowane
regularnosci méwity, ze
) Ap—0n41

An4+1—Aan42

rodziny f,.

2) Geometria zbioru granicznego A dla aso(f) := lim, o ay, i nieskon-
czenie renormalizowalnego f,_ (), nie zalezy od rodziny f,. Dla kazdych
dwoch takich rodzin f, i g, istnieje sprzezenie miedzy zbiorami granicznymi
przeksztalcen fo_(r) & ao(g), Klasy C'*¢, dla uniwersalnej liczby € > 0.

— A\, gdzie A = 4,669... to uniwersalna stala niezalezna od

1.0

p |
0.8 ’ «
/

0.6 4
X

\
AN
] { 11
04 - é)‘ \ ¥
02 Q
0.0 T T T T 1
36 38 40

24 2.6 28 3.0 32 34
T

Rysunek 1. Rodzina logistyczna (Wikipedia). Parametr r oznacza nasze a.
Linie ciagle z lewej strony pokazuja punkty okresowe przyciagajace. Przy wzroscie
a wystepuja bifurkacje podwojenia okresu w a,. Biale szczeliny na prawo od as
odpowiadaja odcinkom parametréow hiperbolicznych.

4Topologicznie tranzytywne znaczy, ze dla kazdych dwéch zbioréw otwartych U,V ist-
nieje > 0 takie, ze f*(U) NV # . Topologicznie mieszajgce znaczy, ze f/(U)NV #§ dla
kazdego £ > k.
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Rozwiazanie zostalo zbudowane w fundamentalnych pracach m.in. D. Sul-
livana, C. McMullena® i M. Lyubicha, i wynikto (Yfatwo) z udowodnienia
przez nich hiperbolicznosci rézniczki operatora renormalizacji w punkcie sta-
lym (co nazywalo sie wezesniej Hipoteza Renormalizacyjna Renormalization
Conjecture). Ten (nieliniowy !) operator R przyporzadkowuje funkeji unimo-
dalnej f funkcje f o f obcieta do W i odpowiednio afinicznie przeskalowana
tak, zeby uzyska¢ znowu funkcje unimodalna z poprzedniej klasy, o ile to
jest mozliwe. Udowodniono najpierw, ze istnieje punkt staly tej renormali-
zacji: f. (przypadek nieskonczenie renormalizowalny — solenoid)®, a potem,
ze rozniczka DR(f.) jest hiperboliczna, tzn. ze jej widmo jest rozlaczne z
okregiem jednostkowym.

Rozmaitosé stabilna W3(f,) dla R i f. okazala si¢ by¢ rozmaitoscia ba-
nachowskg rzeczywistego kowymiaru 1 , a niestabilna W*( f,) rzeczywistego
wymiaru 1. Uniwersalnos$é typu 1) bierze si¢ zatem stad, ze dla typowej
(transwersalnej do W*(f,)) krzywej f, w przestrzeni funkcyjnej, jej obrazy
pod dziataniem iteracji operatora R rozplaszczaja sie na jednowymiarowej
rozmaitosci niestabilnej W¥( f,). Wtedy proporcje dla a,, zbiegaja wyklad-
niczo do proporcji dla rodziny W¥( f,).

Warto zauwazy¢, ze rozmaitos¢ W*(f,) sklada sie z przeksztalcen o tej
samej kombinatoryce (wygniotku), co wygniotek dla f,.

Jedli kolejne renormalizacje sa renormalizacjami funkcji wyniktych z po-
przedzajacych renormalizacji, o wspdlnie ograniczonych okresach t,41 =
Pn+1

e po =1, ale niekoniecznie wszystkich réwnych 2 (doktadniej: R*T1(f)

uzyskujemy z (R"(f))"+! po odpowiednim obcigciu i przeskalowaniu), to za-
miast punktu stalego f. otrzymujemy w przestrzeni funkcyjnej trajektorie
fnt1 = R(fn), dla ktérej odleglosci miedzy R"(f), a f, maleja wykladni-
czo. Ta trajektoria nalezy do maksymalnego R-niezmienniczego zbioru A
dla ,podkowy Smale’a, z hiperbolicznym dzialaniem operatora renormali-
zacji i niezmienniczg laminacjg stabilng W*(A) = U,ep W¥(g) w przestrzeni
funkcyjnej, z lis¢mi W?#(g)kowymiaru 1.

(Oczywiscie kazdorazowo R zalezy nie tylko od ¢,41, ale takze od kombi-
natoryki, tzn. kolejnoéci odcinkéw (R™(f))(Wy),5 = 0,1,..,tpi1 — 1 w I,
gdzie W, to dziedzina R"(f), jeszcze przed przeskalowaniem. Jednak przy
wspoOlnie ograniczonych okresach t,, liczba mozliwych kombinatoryk jest tak-
ze ograniczona. Zbiér A jest homeomorficzny z 7% dla pewnego skonczonego
alfabetu (zbioru symboli) o7, a R sprze¢zone tym homeomorfizmem z prze-
ksztalceniem przesuniecia ciagéw symboli nalezacych do &/ o jedno miejsce
w lewo.)

Jesli f € W#(A) jest funkcja rzeczywista analityczna, to dla m dostatecz-

nie duzego f,, := R™(f) ma rozszerzenie zespolone fC typu kwadratowego,
tzn. istnieje para V,,,U,, obszaréw w C takich, ze V,, zawiera domkniecie

SFP, Curtis McMullen, medal Fieldsa, Berlin 1998, Wiadomosci Matematyczne 35
(1999), 101-112.

6Piervvszym byt O. Lanford, z dowodem wspieranym komputerowo (1982).
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U, fm : Un — Vi jest przeksztalceniem wlasciwym stopnia 2 (brzeg Uy,

nawija sie¢ na brzeg V,, dwukrotnie) oraz punkt krytyczny w U, pozostaje
w U, przy dziataniu iteracji przeksztalcenia fC.

Dla udowodnienia Hipotezy Renormalizacyjnej kluczowa byta obserwacja,
ze dla wszystkich n > m mozna zapewnié¢ sobie mod(V,, \ Uy,) = C(f) > 0,
gdzie C(f) to stala niezalezna od m, tzw. zespolone uniwersalnie duze mar-
ginesy’ ,complex a priori bounds” (chodzi o to, ze moduty pierécieni V;,\ U,
sa wieksze niz dodatnia stala).8 To byto kluczem do udowodnienia istnie-
nia (jednostajnie) quasikonforemnego topologicznego sprzezenia dla kazdych
dwdch zespolonych rozszerzen fi, fo € W9 (A)(f) dostatecznie bliskich f € A
a nastepnie wykladniczego zmniejszania odleglosci w metryce log K( f1, f2),
gdzie K(f1, f2) to minimalna stala quasikonforemnosci sprzezenia, przy dzia-
taniu iteracjami operatora R.

W dalszym rozwoju tej teorii fundamentalne znaczenie miato udowodnie-
nie, ze zalozenie wspdlnej ograniczonosci okreséw ¢, jest zbedne dla udowod-
nienia wtasnosci zespolonych uniwersalnie duznych margineséw, co pozwolito
m.in. udowodni¢ hiperboliczno$é dziatania R na zbiorze niezmienniczym A
dla ”podkowy” z nieskonczona liczba kombinatoryk. Alfabet @7 moze byé
nieskonczony.

4.1.3. Regularnosé lub stochastycznosé. Powyzsze techniki zostaly to wyko-
rzystane do innego wielkiego osiagniecia przetomu lat 90-tych i 2000: udo-
wodnienia dychotomii ,,Regular or stochastic” dla rodziny logistycznej f,:

Twierdzenie (M. Lyubich). Dla prawie kazdego a zachodzi jeden z dwéch
przypadkow:

Przypadek Regularny, réwnowaznie: % ggvl;oéz’z%znqg: Istnieje orbita okreso-
wa O przyciagajaca. (Patrz podrozdziat é[ [.1.)

Przypadek Stochastyczny: Istnieje miara probabilistyczna u, bezwzglednie
ciggla wzgledem miary Lebesgue’a (tzw. a.c.i.p. - absolutely continuous in-
variant probability), f,-niezmiennicza, taka, ze dla prawie kazdego punktu z
w sensie Lebesgue’a i u : I — R funkcji ciaglej, lim, oo % ?;& u(fi(z)) =
J wdp,. Taka miara nazywana jest miara Sinaia-Ruelle’a-Bowena.

To jest przypadek ,chaosu”. Ale jest to chaos, ktéry mozna opisaé¢ poprzez
Srednie czasowe jak wyzej. Ponadto ciag zmiennych losowych u o f” spelnia
silne wlasnosci statystyczne, np. prawo iterowanego logarytmu.

Dowdd tego twierdzenia ma dwie czesci: Rozwazmy wszystkie a dla kto-
rych nie ma orbity okresowej przyciagajacej. Wtedy:

1) dla prawie wszystkich a dla ktérych f, nie jest nieskonczenie renorma-
lizowalny, spelnione sa pewne warunki M. Martensa i T. Nowickiego impli-
kujace istnienie a.c.i.p.

7P]ropozycja polskiej nazwy uniwersalnie duze marginesy jest moja, FP.
8Nieco ogolniejsza wlasnosé zostata nazwana przez D. Sullivana w przypadku rzeczy-
wistym beau, od bounded and eventually universal.
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2) Zbiér wszystkich parametréw a, dla ktérych f, jest nieskoniczenie re-
normalizowalny, ma miare Lebesgue’a rowna zero.

4.1.4. Gesto$é parametrow hiperbolicznych i inne kierunki. Chociaz zbidr
parametréw a takich, ze istnieje a.c.i.p., ma miare dodatnia, to ten zbior
jest brzegowy. Mianowicie dla rodziny wielomianéw kwadratowych f, te pa-
rametry a, dla ktérych f, jest hiperboliczne (regularne), sa geste. Autorami
tego znakomitego wyniku, odpowiadajacego w tej sytuacji na pytanie Ja-

ba Palisa o gesto$é¢ re uluairnych dynamik byli J. Graczyk i G. Swiatek

S|, a takze M. Lyubich [Lyul]. Wykorzystane byly rzeczywiste i zespolone
uniwersalnie duze marginesy’.

M. Lyubich w ;u?)] wymienil jeszcze kilka innych fundamentalnych kie-
runkéw i zakonczyl rozdzial | First 30 years” dramatycznym: , This was the
moment when Artur Avila came to the scene. He was only 19.”

4.2. Wktad Artura Avili. Oto kilka najwazniejszych wynikéw Avili w
dynamice jednowymiarowej:
QML

1. Avila, de Melo i Lyubich, w 100-stronicowej pracy }'h_CﬂVIL] (patrz
tez opis w Math. Rev. MR2018784, ktérego bylem autorem), w 2003 ro-
ku, udowodnili dychotomie ,Regular or stochastic” dla ogdlnych rzeczy-
wistych-analitycznych 1-parametrowych rodzin przeksztalcen unimodalnych
gp- Uzyta strategia byto poréwnanie z rodzing logistyczna f,. W tym celu na-
lezato zbadaé klasy hybrydalnej réwnowaznosci, zdefiniowane jako klasy to-
pologicznej réwnowaznosci (czyli o tym samym wygniotku) dla przeksztalcen
niehiperbolicznych, a dla przeksztatcen hiperbolicznych f, g takze o tym sa-
mym multiplikatorach |(f?)'(qf)| = [(g?) (g¢)| dla g5 i ¢4 bedacych punktami
okresowymi, odpowiednio dla f i g, przyciagajacymi, o minimalnym okre-
sie p. W tym celu autorzy udowodnili, ze klasy hybrydalnej réwnowaznosci
tworza (poza by¢ moze zbiorem miary 0) rozmaitosci banachowskie rzeczy-
wiste-analityczne rzeczywistego kowymiaru 1. Rozszerzaja one laminacj Wesrsalnosc
zwiazana z funkcyjna ,podkowa Smale’a”, patrz koniec podrozdziatu E [.2.

Przeksztalcenie holonomii wzdtuz lisci laminacji klas hybrydalnej réwno-
waznosci przyporzadkowuje przeksztalceniu g, przeksztalcenia fo). Nieste-
ty ta konstrukcja nie jest kanoniczna i okazuje sie, 'ﬁlholonomia nie jest
bezwzglednie ciagla (ch iaz jest quasisymetryczna), ].

Jak napisal Lyubich [Lyu3] mozna si¢ dz'vg},fi jak singularna laminacja
moze by¢ zgodna z metoda holonomii. Otéz, |, transfer stochastycz-
nych parametrow wzdtuz holonomii, od jednej rodziny do drugiej, nie za-
chodzi. Miedzy kazda para hybrydalnie réwnowaznych przeksztatcen odby-
wa sie transfer geometrii struktury ukfadanek Yoccoza, ,Yoccoz puzzle” dla
kompleksyfikacji tych przeksztalcen, czyli pewnych rozbi¢ Markowa &7 z
osobliwo$cia, generowanych dynamika i z odpowiednio szybka zbieznoscia
érednic elementéw sktadowych uktadanek 22 := f~%(2) do zera wraz ze

wklad
9A takze kurczenie sie geometrii, patrz podrozdzial 1.2 pkt.1.
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wzrostem k, numeru generacjilo, nazywane kurczeniem sie geometrii (decay
of geometry)''. Dzigki temu typowe przeksztalcenia mieszajacego typu sa
stochastyczne.

2. Powstaje pytanie jak duzy jest zbiér parametréw kiedy brak i regu-
larnoéci i stochastycznosci. Juz wiemy, ze Jniarg zero. Avila i Moreira
udowodnili w nieopublikowanym preprincie ], o rodzinie logistycznej
co nastepuje:

1) Wymiar Hausdorffa zbioru parametréw z nieskoniczong renormalizacja
jest Scisle mniejszy niz 1 (Lyubich udowodnil wczesniej, ze jest co najmniej
réwny 1/2).

2) Wymiar Hausdorffa zbioru parametréw typu mieszajacego, ale nie sto-
chastycznego jest $cisle mniejszy niz 1.

Zapytatem o to Avile w Triescie w 2001, bo wydato mi sig, ze jego rekuren-
cyjny dowodd, ze miara jest zero powinien cos da¢ dla wymiaru Hausdorffa.
Trzy lata pozniej Avila przedstawil w TrieScie rozwiazanie — przypomnial
mi, ze to ja go o to pytatem.

3. Do klasy stochastycznych przeksztatcen unimodalnych naleza tzw. prze-
ksztalcenia Colleta-Eckmanna, tzn. takie, ze dla wartosci krytycznej ¢; dolny
wyktadnik Lapunowa liminf, . 1 log |(f™)'(c1)| jest dodatni. Jest to tzw.
silny warunek niejednostajnej hiperbolicznoéci. Wtasno$é Colleta-Eckmanna
razem z brakiem orbit okresowych neutralnych (multiplikator réwny 1) jest

gpologicznym niezmiennikiem (Nowicki & Przytycki). Avila i Moreira w

3| udowodnili, ze prawie kazde stochastyczne przeksztalcenie logistycz-
ne jest Colleta-Eckmanna, dodatkowo jego geometria kurczy si¢ niezwykle
szybko, jak iterowany exp. Rekurencja jest powolna: Dla kazdego € > 0,
istnieje C' > 0 takie, 2o |f"(co) — co| > nl—ie

Te wyniki dzieki L] przenosza sie¢ na dowolne rodziny przeksztalcen
unimodalnych z kwadratowym punktem krytycznym. Tak szybkie ubywanie
geometrii wynika z kolejnych wykluczen zlych parametréw. Lyubich napisal:
It is true tour de force of statistical analysis of dynamics.

4. Szereg dalszych prac dotyczy rodzin przeksztalcen unimodalnych z jed-
nym, ale wielokrotnym punktem krytycznym, w szczegélnosci z — z? + ¢,
d > 2 calkowite, parzyste. Metody stworzone wczesniej dla d = 2 zawo-
dzity. W szczegdlnosci zawodzita tu metoda Yoccoza dowodzenia zbieznosci
$rednic elementow uktadanek do zera, zatem lokalnej sp6jnoéci zbioréw Ju-
lii'? dla przeksztalcen z2 + ¢ najwyzej skonczenie renormalizowalnych i bez

1070 w przypadku nierenormalizowalnym. W przypadku renormalizowalnym dla kazdej
renormalizacji fn, := R™(f) definiuje si¢ nowa ukladanke P, 0, otrzymujac L, i =
F5(Pm0)-

"Doktadniej, kurczeniem si¢ geometrii nazywamy istnienie zstepujacego ciagu zbioréw
Kﬁiée‘f"&aﬂ%é@ rn‘e N taki(fh, ze f™ ': V'n+1 — V, sa typ}l kwadratowego (podrozdzial
-1.2), zwanego gniazdem gléwnym ,principal nest”, dla ktérego mod(Vy \ Vay1) — oo.

127hieznoé¢ grednic do zera daje natychmiast twierdzenie o lokalnej spdjnosci, bo ele-
menty ukladanek &, przeciete ze zbiorem Julii sa spdjne.
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trajektorii okresowych neutralnych. W 2005 nowa metoda rozwinieta przez
J. Kahna i M. Lyubicha ulatwila wreszci Kggyskanie rozwiazania; zostato
ono podane przez Avile i wspdlautoréw w LS]. Autorzy udowodnili tez,
podobnie jak dla zbioru Mandelbrota dla d = 2 przechodzac od uktadanki
wpuzzli” do paraukladanki ,parapuzzli” w parametrach, ze zbioér Multibrota
Mg = {c € C: f7.(0) / oo} dla fa.(z) = 2% 4 ¢ jest lokalnie spéjny w
parametrach ¢ jak wyzej.

2

Rysunek 2. (A. Cheritat13) Paraukladanka. Dwa parametry tej samej rodziny
naleza do tego samego elementu parauktadanki generacji n, jesli trajektorie wartosci
krytycznych odwiedzaja te same elementy uktadanki & w kazdym momencie czasu
nie wigkszym niz n. Dla parametréw rzeczywistych oznacza to ten sam wygniotek,
obciety do czasu n.

Tak'isteoria Efliﬁgular or Stochastic” zostala rozpracowana dla d > 2,
patrz S] i yul]. Operator renormalizacji okazal sie¢ kontrakcja w
metryce Caratheodory’ego na klasach (liSciach zespolonego kowymiaru 1)
hybrydalnej rownowaznosci rozszerzenia do przeksztalcen zespolonych typu
wielomianowego. Wynika to z lematu Schwarza. Pewna struktura holomor-
ficzna na liSciach istnieje, bo topologiczne sprzezenia miedzy ich elementami
wynikaja z ruchu holomorficznego.

(Lemat Schwarza dla udowodnienia kontrakeji R V¥* w punkcie stalym
R(f«) = f« byl juz uzyty wczesniej przez Lyubicha,n%ﬁ].)

5. Geometria przeksztalcen zespolonych Feigenbauma.

Dla funkcji wymiernej sfery Riemanna f : C — C stopnia co najmniej
2, definiuje si¢ zbiér Julii J(f) jako {z € C : dla kazdego otoczenia U >
z, ciag f™|y nie jest pre-zwarty}. Intuicyjnie J(f) jest duzym chaotycznym
repellerem. Wiadomo, ze zbior Julii jest albo cala sfera albo jest brzegowy.
Buff i Cheritat, inspirowani przez A. Douady’ego, udowodnili (2005), ze

13Sylvain Crovisier — ,,Jean-Christophe Yoccoz” — Images des Mathématiques, CNRS,
2016.
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nawet jesli J(f) # C, to moze si¢ zdarzyé, ze miara Lebesgue’a zbioru J(f)
jest dodatnia.

(Inaczej jest dla skonczenie generowanych grup Kleina: miara zbioru gra-
nicznego réznego od calej sfery C musi byé réwna 0. Te hipoteze Ahlforsa
udowodnili niedawno, 2004-2006, Agol i niezaleznie od niego Calegary i Ga-
bai.)

Avila i Lyubich udowodnili, ze, oznaczajac przez HD wymiar Hausdorffa,
a przez Lebs dwuwymiarowa miare Lebesgue’a, dla nieskonczenie renorma-
lizowalnych przeksztalcen typu kwadratowego, kazdy z ponizszych przypad-
kéw moze sie zdarzy¢:

1) szczuply (lean): HD(J(f)) < 2;

2) zbalansowany: HD(J(f) =2, ale Leba(J(f)) = 0;

3) czarna dziura: Leby(J(f)) > (g

Avila i Lyubich udowodnili w WHQ], ze przypadek 1) zachodzi. Udo-
wodnili tez, ze jesli przypadek czarnej dziury istnieje, Eou%bala sowany tez.
Niedawno udowodnili, ze czarna dziura moze istnie¢, yu3|, I&3%114]

W szczegdlnosci autorzy podali pierwszy przykiad, kiedy wymiar hiper-
boliczny, HDyyp, jest ostro mmiejszy od wymiaru Hausdorffa zbioru Julii.

(Wymiar hiperboliczny jest definiowany jako supremum wymiaréw Haus-
dorffa niezmienniczych podzbioréw J(f), na ktérych f jest hiperboliczne.
Wymiar hiperboliczny jest tez réwny minimalnemu wyktadnikowi s miary
konforemnej, tzn. dla ktérej f jest bezwzglednie ciagle, o jakobianie |f’|°.
Liczbe s mozna rozumieé jako wykladnik samopodobienstwa fraktala.)

Istnienie przykladéw, dla ktérych HDyyp(J(f)) < HD(J(f)), bylo od
dawna znanym problemem. Ja udowodnitem, ze te wymiary (i wymiar pu-
detkowy) (ktéry jest zawsze nie mniejszy niz hiperboliczny) zbioru Julii sa
sobie réowne dla przeksztalcepy Colleta-Fckmanna i nierenormalizowalnych
wielomianéw kwadratowych, [P]. Dla zbioréw granicznych skonczenie gene-
rowanych grup Kleina takze zachodza réwnosci (C. Bishop, P. Jones).

5. BILARDY W WIELOKATACH, PRZEKLADANIE ODCINKOW

5.1. Wstep. Stabe mieszanie. Pudetko z idealnym gazem mozna inter-
pretowaé jako pudetko z wieloma kulami bilardowymi. Przy odbijaniu sie
od brzegéw, kat padania jest rowny katowi odbicia, pomiedzy kolejnymi
odbiciami kule poruszaja sie z ustalona predkoscia po odcinkach. Przyjmij-
my, ze kule sa punktami i Ze miedzy soba nie koliduja, nie trafiaja takze
w krawedzie pudetka. Jesli kul jest IV, a pudelko tréjwymiarowe, to mozna
te sytuacje interpretowaé jako bilard z jedna kula (czastka), w wymiarze
3N. Ograniczmy sie jednak do bilardu wymiaru 2. Miara niezmiennicza jest
miara Liouville’a (zatem dla przeksztalcenia miedzy kolejnymi odbiciami od
brzegu: rézniczka dlugosci brzegu podzielona przez cosinus kata).

Jedli powierzchnia takiego stotu bilardowego sklada sie z tukow wypu-
ktych do srodka, to bilard jest ergodyczny (przy ustalonej predkosci kuli,
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np. 1), tzn nie ma zbioréw niezmienniczych dodatniej niepelnej miary (po-
réwnaj rozdzial 4). To jest stynne twierdzenie Y. Sinaia o hiperbolicznych
bilardach. Jesli brzeg bilardu jest gladki sci$le wypukly (tzw bilard eliptycz-
ny) to istnieja kaustyki. Z definicji kazda trajektoria wypuszczona stycznie
do kaustyki jest miedzy kolejnymi odbiciami tez do tej kaustyki styczna. Za-
tem zbidr trajektorii na zewnatrz kaustyki oraz zbiér trajektorii wewnatrz
sa nietrywialne niezmiennicze. Nie ma wiec ergodycznoSci.

Bilard wielokatny (sytuacja paraboliczna) jest trudniejszy do zbadania.
Np. dla tréjkata ostrokatnego tamana taczaca spodki wyskosci jest trajek-
toria okresowa (okresu 3). Dla trojkatéw rozwartokatnych (o duzym kacie
rozwartym) w ogdle nie wiadomo, czy istnieja trajektorie okresowe.

Zalbézmy, ze wszystkie katy wielokata sa wymiernymi wielokrotnosciami 7.
Wtedy po wypuszczeniu trajektorii w kierunku dowolnie ustalonego wektora
jednostkowego V', tylko skoniczona liczba katéw moze sie zdarzyé dla tej
trajektorii. Niezmiennicza przestrzen ruchu kuli (przeksztalcenia powrotu
do brzegu bilardu) zawierajacego te trajektori¢ jest suma skonczonej liczby
odcinkéw odpowiadajacych brzegowi bilardu, kazdy z nich jest powtérzony
skonczona liczbe razy, tak zeby uwzgledni¢ wszystkie mozliwe katy.

Przestrzenia konfiguracyjna tego przeksztalcenia jest wiec odcinek I bedacy
suma skonczonej rodziny odcinkéw I;, ustawionych po kolei, odpowiednich
dtugodci A;, a przeksztalcenie to ich permutacja w. Otrzymujemy tzw. prze-
ksztalcenie przekladania odcinkéw, w skrécie: p.p.o., z parametrami A; i 7.
Miara dtugosci p jest miarg niezmiennicza na I.

Przyktad p.p.o. powstaje z obrotu okregu f,(z) = e*™@z dla |z| = 1.
Rozcinamy okrag w punktach 1 i €*™® i otrzymujemy dwa odcinki — prze-
ksztalcenie f, zamienia je kolejnoscia. Jesli a jest niewymierne, to f, jest
ergodyczne.

Jednym z pierwszych pytan byto, czy miara p jest jedyna probabilistyczna
miara niezmiennicza dla prawie wszystkich parametrow A, podobnie jak dla
gg. Te hipoteze %%?ne’a udowodnili w 1982 niezaleznie od siebie W. Veech

1] 1 H. Masur [Ma]. Avila udowodnil, ze zbiér ,zlych” parametréw, dla
ktorych nie ma tej jednoznacznosci miary (Vé@% nie ma $cistej ergodyczno-
$ci'?) nie ma petnego wymiaru Hausdorffa, eg].

Wtlasnoscia silniejsza niz ergodycznosé jest stabe mieszanie. Jest ono de-
finiowane dla przeksztatcenia f zachowujacego skonczona miare u przez

n—1

.1 —j
Jim S |u(A N f(B)) - u(A)u(B)| = 0,
j=0
dla dowolnych mierzalnych zbioréw A i B.

Ly anglojezycznej terminologii: ,unique ergodicity”. ,Strict ergodicity” oznacza
wiecej: jednoznacznosé miary i dodatkowo minimalnosé, tzn., ze kazda trajektoria jest
gesta. Czasem w polskiej terminologii uzywa sie dla ,unique ergodicity” nazwy mono-
ergodycznosé.
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Ergodycznosé dla odwracalnych f jest rownowazna temu, ze dla operatora
Koopmana Us(¢) = ¢ o f na podprzestrzeni L?(u) funkcji ortogonalnych
do funkcji statych, liczba 1 nie jest wartoscia wlasna. Stabe mieszanie jest
réwnowazne nieistnieniu w widmie Uy zadnych wartosci wtasnych.

Widaé, ze dla f = f, wartosciami wlasnymi sa wszystkie liczby e?™ | ¢
Z. Jednak stara hipoteza méwita, ze dla prawie wszystkich nietrywialnych
p.p.o. zachodzi slabe mieszanie. Veech w [V2] udowodnil to dla pewnych
klas pgrmutacji m. Avila i Forni udowodnili t¢ hipoteze w pelnej ogélnosci,
patrz [AF] iaﬂ:ﬂF‘]:

Twierdzenie A. Jesli w jest nieredukowalng permutacjg d symboli i nie
pochodzi z obrotu, to dla prawie kazdego wektora dlugosci A = (A1, ..., \q)
odpowiednie p.p.o. f = f(m, \) jest stabo mieszajgce.

L
Niedawno Avila i Leguil udowodnili, Heg], ze zbior tych A, dla ktérych
nie ma stabego mieszania nie ma pelnego wymiaru Hausdorffa (podobnie
jak dla Scistej ergodycznodci, patrz wyzej).

5.2. Plaskie powierzchnie i potok przesunieé¢. Renormalizacje.

Kazdemu bilardowi w wielokacie z katami wspolmiernymi z m mozna przy-
pisaé jeszcze inny obiekt. Odbijmy wielokat wzgledem kazdej jego krawedzi
i kontynuujmy odbijanie. Dzieki wymiernosci procedura ta da, po skonczo-
nej liczbie tych operacji, ptaska zamknieta powierzchnie, ze skoniczona liczba
punktéw osobliwych, w ktérych suma katéw jest wielokrotnoscia 27 (zamiast
27). Lamana trajektoria bilardu zamienia si¢ na linig prosta.

Do takiej konstrukcji mozna tez doj$¢ wychodzac z p.p.o. f na I = JI;.
Nalezy rozwazy¢ wektor h = (hq, ..., hg) o dodatnich wspélrzednych i skleié
(spiac¢) powierzchnie z d prostokatéw Pj, gdzie dolna krawedz kazdego P;
jest przyklejona do odcinka I; dlugosci A;, a gérna do jego obrazu przy per-
mutacji odcinkéw. Kazda boczna krawedz jest przypieta w czesci do sasiada,
a w pozostalej czesci do odpowiedniego sasiada po permutacji.

Doktadniej, dla funkcji b : I — R zdefiniowanej jako stata h; na I; rozwa-
zamy plaska powierzchnie D(f,h), z osobliwo$ciami, bedaca zawieszeniem
przeksztalcenia f z funkcja dachowa (roof function) h ((x, h(z)) utozsamia-
my z (f(x),0) dla wszystkich « € I oprécz koncow I;), i ze sklejeniami bocz-
nymi. Tzw. grupa strukturalna tej powierzchni to grupa przesunie¢ ptasz-
czyzny; stad nazwa powierzchnia translacyjna ,translation surface”. Skleje-
nia boczne sugeruja nazwe powierzchni translacyjnej z powyzsza struktura
spiete prostokgty, ,zippered rectangles”.

Punkty, w ktorych sa osobliwosci, ”zmiany przypietych sasiadéw”, czasa-
mi mozna wyliczy¢, majac zadane A, h i permutacje, tzn. powyzszy m eglch
jest mozliwy. Jest tak, gdy h € H™, patrz Uwaga 2 w podrozdziale 5.6.
Wtedy wysokosci, na ktorych sa osobliwosci sa wyznaczone modulo ker(€2).
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Rozwazmy na powierzchni zawieszenia D( f, h) pionowy potok Fy dla pola
%, zwany ogolnie, dla zawieszen, potokiem specjalnym, a w naszej sytuacji
wertykalnym (lub pionowym) potokiem przesunieé.

Oznaczmy przez g(m, 7p) genus powierzchni D(f,h). Jest jasne, ze nie
zalezy on od h, a jedynie od kombinatoryki nieredukowalnej permutacji
w p.p.o. Patrz poczatek podrozdziatu 4.3, dla zapisu permutacji w formie

(7Tt, 7Tb).
F
Avila i Forni udowodnili w H&'AF]

Twierdzenie B. °

Niech f bedzie p.p.o. i g(m, mp) = 2. Wtedy pionowy potok przesunieé jest
slabo mieszajgcy dla prawie wszystkich X\ i h.'6

Stabe mieszanie jest tu rownowazne nieistnieniu niestalej mierzalnej funk-
cji ¢ : D — C takiej, ze dla pewnej liczby t € R i kazdej s € R, dlaz € I
mamy ¢ o Fy(x) = > . ¢(x).

Jest tez rownowazne, w jezyku p.p.o. f, ergodycznosci i nieistnieniu funk-
cji mierzalnej ¢ : I — C oraz t € R takich, ze x +— th nie jest funkcja
catkowitoliczbowg i

(5.1) Yo fx) = ™M) () 17

Jak napisal Forni w HEF‘, str. 163], fakt, ze prawie wszystkie pionowe potoki
przesunie¢ sa stabo mieszajace (Twierdzenie B) jest do$¢ latwa konsekwencja
niejednostajnej hiperbolicznosci kocyklu'® Rauzy’ego-Veecha-Zoricha (tzn.

najacym wszystkie wyktadniki Lapunowa rézne od 0 — patrz podrozdzial
g%[j‘,._MoZemy bowiem dla prawie kazdego A wybiera¢ h spoza zbioru miary
0. Udowodnienie stabego mieszania dla p.p.o. jest duzo trudniejsze i polega
na probabilistycznej nieliniowej eliminacji parametrow A, dla ktérych p.p.o.
nie jest stabo mieszajace.

5.3. Indukowanie Rauzy’ego.

Wygodnie jest zapisywac kazda permutacje 7 jako pare permutacji (¢, 7p)
(ten spos6b popularyzowal Yoccoz): Majac skonczony zbior o7 (nazywany al-
fabetem) sktadajacy sie z d liter, rozwazamy dwie bijekcje 7 : &7 — {1,...,d}
im o/ — {1,...,d} nazywane odpowiednio gérna i dolna permutacja (,,top”
i ,bottom”). Mamy 7 = m,om, ! Nieredukowalno$¢ oznacza, ze dla kazdego
ked{l,..d-1}, 77;1{1, ek} #£ 71';1{1, ..., k}. Przeksztalcenie przekladania
odcinkéw zalezy od tych permutacji i wspélrzednych wektora A indeksowa-
nych literami alfabetu o7, f = f(\, m, mp).

5patrz tez Twierdzenie B’ w podrozdziale g%l.Lh

16T wierdzenia B i B’ nie moéwia niestety nic nowego o wymiernych bilardach, bo tym
bilardom odpowiada tutaj zbiér parametréw miary zero.

1TWskazowka: ¢(z, s) 1= h(z)e?™™.

18D)a przeksztatcenia f: X — X, ciag funkcji ¥, : X — GL(d,C),n = 1,2, ... nazywa-
my kocyklem, jesli dla kazdego € X i m,n € N zachodzi Uy yn(x) = U (f™(2)) U (z).
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Definiujemy ,,przeksztalcenie renormalizacji”, nazywane przeksztatceniem
Rauzy’ego-Veecha, nastepujaco: Oznaczmy przez oy i oy litery odpowia-
dajace odcinkom najbardziej na prawo dla m; i 7, tzn m(ay) = mp(ap) = d.
Zakladajac nieredukowalno$¢ mamy o # ap. Jesli Ao, > Aq,, to dokonujemy
tzw. ,gbérnej operacji”, definiujac nowe X, 7, 7, w nastepujacy sposéb:

= g, ale A, = Aq; — Aq,, tzn. odcinek ustawmny jako ostatni w 7y
skrécony jest o ostatm odcinek w 7, natomiast w 7 ostatni odcinek, m,(aw),
przestawiony jest po mp(ay) skréconym przez jego odjecie. Nalezy zauwazy¢,
ze odpowiednie przeksztalcenie f’ jest przeksztalceniem pierwszego powrotu
dla f do odcinka I bez ostatniego odcinka dlugosci A, .

s

Ot

Op

Rysunek 3. P.p.o. i przeksztalcenie Rauzy’ego-Veecha (indukowanie Rauzy’ego)
gbrna operacja.

Jesli Ay, > Ao, to w definicji zamieniamy role ¢ i b dokonujac tzw. ,dolnej
operacji”.

Przeksztaleenie R(f, 7, m) = (f',m, ) nazywane jest indukowaniem
Rauzy’ego %R uzy| Jest ono liniowe przy ustalonych m, m,. W przypadku
gbérnej operacji, jak juz napisatem wyzej,

Aoy — Aoy, dla o = ay;
Ao dla o # ay.

A, =
Analogicznie jest dla dolnej operacji.

Bedziemy pdzniej rozwazaé (calkowito-liczbowa) macierz przeksztalcenia
odwrotnego: C(\, m, mp,) = I+ Eq,q,, gdzie dla a # 3, E,g oznacza macierz
majaca 1 w miejscu af (indeksujemy tu wyrazy macierzy literami alfabetu
o), a poza tym same zera, i bedziemy rozwazaé¢ macierz sprzezona

(5.2) C* =1+ Eqpa,-

Operacj¢ R mozemy iterowaé. Dopoki Ao, > Aq,, powtarzamy gérna ope-
racje. Kiedy powstaje nieréwno$é¢ przeciwna, dzialamy dolna operacja. Takie
zlozenie nazywamy przyspieszonym indukowanie Bauzy’ego—Zoricha. Zo-
stalo wprowadzone przez Antona Zoricha w 1996, [Z1].
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Dla f = f,, tzn. obrotu okregu o kat niewymierny «, jesli zaczynamy od
przeksztatcenia f, pierwszego powrotu pod dziatlaniem f do tuku o koncach
fI=1(xzg), fi(x¢), dla dowolnie ustalonego punktu zg, gdzie ¢, to czasy ko-
lejnych najblizszych podejéé trajektorii f9(xo) do zp (najblizsze podejscia
nastepuja naprzemiennie po obu stronach zg), to lukiem (dziedzing) dla
indukowania Rauzy’ego jest huk o koticach fin—1%dn(zq), fi(z). Przy ko-
lejnych indukowaniach otrzymujemy tuki (fa—1+k (), fa(z0)), k = 2, ...,
az tuk (fo-11ka(20), 20) staje sie krétszy niz (zq, f9(xg)). Zlozenie tych
k indukowan na p.p.o. fn, jest p.p.o. z dziedzing (f9+(xg), f*(x0)), dla
Gn+1 = Gn-1 + kqn, to odpowiada indukowaniu Rauzy’ego-Zoricha.

Przy badaniu p.p.o. mozemy zaklada¢, ze »_ . Ao = 1, bo istotne sa
tylko proporcje dtugosci. Oczywicie rozwazamy tylko A; > 0, czyli odpo-
wiedni dodatni sympleks. Po tej projektywizacji (i ograniczeniu si¢ do wek-
toréw A o dodatnich wspélrzednych) otrzymujemy z indukowania Rauzy’ego
przeksztalcenie R pewnego podzbioru iloczynu kartezjanskiego dodatniego
stozka w przestrzeni rzutowej wymiaru .o/ — 1 i zbioru permutacji alfabetu
o/ w siebie, czyli Pf X Yo,

R([)‘]v Tt, Wb) = ([)‘/]7771/57 772)7
nazywane przeksztalceniem Rauzy’ego. Z indukowania Rauzy’ego-Zoricha
otrzymujemy przksztatcenie Zoricha Z([\], 7, mp) = ([N, ), 7).

Klasa Rauzy’ego C(m¢, mp,) nazywamy zbiér wszystkich permutacji (my, ),
ktére moga by¢ uzyskane z (7, mp,) przez zlozenia skonczong liczbe razy prze-
ksztalcenia Rauzy’ego. Niezaleznie od siebie H. Masur i W. Veech udowodnili
w 1982, ze dla kazdej klasy Rauzy’ego C, istnieje na ]P’ff x @ jgdyna (z doktad-
noscia do mnozenia przez skalar) miara p.c ergodyczna, R-niezmiennicza,
bezwzglednie ciagta wzgledem miary Riemanna. Ta miara jest nieskonczona.

5.4. Kocykle i widmo. Nad dowolna klasa Rauzy’ego z przeksztalceniem
R rozpatruje sie kocykl Rauzy’ego-Veecha macierzy nalezacych do SL(d,Z):

Ch(\ o) HC*A(J 9 i,

gdzie ()\(j),ﬂﬁj),wl(,j )) = RI(\, 7, mp). Nietrudno udowodnié¢ (najpierw dla
n = 1, a dalej uzywajac wlasnosci kocyklu), ze

(5.3) CE(A e, M)ag = NU5 (A, e, )

dla dowolnych o, 8 € o Wii zdgwolnej liczby naturalnej n. Liczba NO(ZZ;) po

prawej stronie réwnosci (%:T.B’)%znacza liczbe wizyt dowolnego punktu x €
Ia()\(”),ﬂ',gn)) przy iterowaniu p.p.o. f w odcinku Ig(A,m;), do czasu pierw-
szego powrotu do I(A(™). Tutaj Ia()\("),wgn)) oznacza odcinek o numerze
m¢(a) dla p.p.o. R*(f), a I(A"") sume tych odcinkéw.
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Réwnosé ( 3 tvvyt]'aénia czemu kocykl Rauzy’ego-Veecha jest uzyteczny
w badaniu rekurencji, a w szczeg6lnosci odchylen érednich ergodycznych.
Bezposrednie badanie wyktadnikow Lapunowa kocyklu Rauzy’ego-Veecha
nic nie daje, bo zawsze otrzymujemy 0. Poza tym miara pe jest nieskonczo-
na, wiec trudno ja wykorzystaé¢ w Twierdzeniu Oseledca (ponizej). Nalezy
kocykl przyspieszyé, rozpatrujac go nad przeksztalceniery, Zoricha Z. Taki
kocykl nazywa si¢ Rauzy’ego-Veecha-Zoricha (RVZ). W [Z1] Anton Zorich
udowodnil, Ze istnieje Z-niezmiennicza bewzglednie ciagla miara skonczo-
na'? i ze funkcja log" normy kocyklu RVZ jest calkowalna.

To otworzyto pole do dalszego postepu, ktérego kulminacja byto udowod-
nienie przez Avile i Viane hipotezy Kontsevicha-Zoricha, a mianowicie, ze

Twierdzenie C| Twierdzenie C. Dla kaidej klasy Rauzy’ego ograniczone widmo Lapunowa

kocyklu RVZ jest proste. Zero nie nalezy do tego widma.

Uzyta wyzej terminologia wynika z nastepujacego Multiplikatywnego Twier-
dzenia Ergodycznego Oseledca: Jesli F' : X — X jest przeksztalceniem er-
godycznym, zachowujacym miare probabilistyczna u, a A, jest kocyklem o
warto$ciach w My (przestrzeni d x d macierzy rzeczywistych) z catkowalnym
log™ normy, to nad X istnieja mierzalne wiazki V;,i = 0, ..., k, gdzie k < d,
niezmiennicze (tzn. dla kazdego i oraz x € X zachodzi A, (z)(Vi(x)) C
Vi(F™(x))), gdzie Vo(z) = R% Vi(z) = {0} i Vi(z) D Visa(x), inkluzje sa
wlasciwe, oraz istnieja liczby x; € RU{—o0}, zwane wykladnikami Lapuno-
wa, takie, ze

.1
Jim_ Lo | An(u)] = X
dla kazdego u € Vj(x) \ Viy1(z).

(W dowodzie uzywa si¢ symetryzacji macierzy, tj. %/A%A,, np. Ruelle,
Publ. Math. THES 50 (1979).)

W przypadku kiedy kocykl pochodzi ze sktadania jednej macierzy, tzn.
X jest przestrzenia jednopunktowa, Twierdzenie Oseledca wynika z postaci
Jordana macierzy, a z prostosci widma wynika jednokrotnosé i rzeczywisto$é
wartosci wlasnych.

Widmo proste w Twierdzeniu C oznacza, ze dla wszystkich ¢ = 0,1, ..., g,
dim V;(x) — dim Vi1 (z) = 1.

Widmo ograniczone oznacza, ze zamiast wiazki Z% z wléknem R? na
ktorej dziata kocykl Rauzy’ego-Veecha, rozwazamy pewien jej faktor H =
%% [ker(Q2) ~ Im(R2), gdzie O, », to pewna macierz antysymetryczna zalez-
na tylko od permutacji, wymiaru 2g(m, 7). Wiazka ker(£2) jest niezmien-
nicza dla naszego kocyklu, a wykladniki Lapunowa (dla przyspieszonego

19psdobne zachowanie wystepuje w klasycznych sytuacjach, np. dla przeksztalcenia
rozciagajacego stopnia 2 okregu w siebie z punktem stalym parabolicznym, f(x) =
r+ x% a > 1, w otoczeniu punktu 0 w zapisie addytywnym, kiedy miara niezmiennicza
bewzglednie ciagta jest nieskonczona dla a > 2. Tymczasem dla przeksztalcenia pierwszego
wpadniecia w uzupetnienie ustalonego otoczenia zera taka miara jest skoniczona.
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kocyklu RVZ) sa na niej zerowe. Widmo w Twierdzeniu C jest symetryczne
zgledem 0, bo macierze faktor-kocyklu sa symplektyczne na H, patrz np.
ia, podrozdzial 1.9].
Widmo w Twierdzeniu C jest postaci

X1> > Xg > —Xg > - > —X1-

Dzieki Twierdzeniu C, Avila i Viana udowodnili hipoteze Kontsevicha-
Zoricha, dotyczaca odchylen od $rednich ergodycznych.
Dla p.p.o. f: I — I, gdzie [ = 11 U... U I4, oznaczmy

Ni(z,n) = t{k €[0,1,...,n — 1] : f¥(z) € I;}.
7 ergodycznoéci f wynika, ze dla kazdego ¢ i prawie kazdego x

n—00 n

= \i

AV
Twierdzenie D. hKV] Istniejg stale 1 = vy > vo > ... > vy > 0 i dla
prawie kaidego \ podprzestrzenie R = Vo D V3 D ... D Vg1, dimV; —
dim V41 =1 dla i < g, nie zalezgce od x, takie, zZe dla kazdego u € V;\ Viy1
log [(u, N (z,n))|

lim sup =y;.
n—o0 logn

Dia v € Vyyq1, [(u, N(z,n))| < Constant dla wszystkich naturalnych n.

5.5. Stabe mieszanie pionowego potoku przesunieé. Wréémy jeszcze
do pionowego potoku przesuniec. Brak Sljgie)rgo mieszania implikuje istnienie
%dla ktérego réwnanie kohomologiczne (5.1) zachodzi. Stad wynika (Veech

2]), ze dla kazdej klasy Rauzy’ego C, dla kolejnych czaséw powrotu do
pewnego U C P! x @ mamy zbieznosé

> I C([ th —0.
( ) R"([)\],ITrItI,lTrb)EUH n([ Lﬂ—t’ﬂ—b)( )>HRd/Zd

Poniewaz macierze C” sa calkowito-liczbowe, mozna R podzielié¢ p s
Z7 i kocykl bedzie jednoznacznie dziala¢ na wiazce toruséw. Wtedy (5.
nie moze sie zdarzyé dla zadnego t, o ile prosta th (zrzutowana na ten to-
rus) nie przecina globalnej rozmaitosci centralno-stabilnej W zera torusa
nad ([A], 7, mp). Tak jest dla prawie wszystkich h, o ile kowymiar W, czyli
wymiar przestrzeni niestabilnej kocyklu, réwny g = g(m, mp), jest nie mniej-
szy niz 2 (Na podstawie Twierdzenia C, z tego, ze x2 > 0.) To daje pewne
wyjasnienie sformutowania Twierdzenia B.
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5.6. Potok Teichmiillera, wykladnicze mieszanie.

Niejednostajna hiperboliczno$é kocyklu RVZ na wiazce H daje punkt
wyjécia do zbadania wlasnosci stochastycznych dziatania tzw. rozszerzonego
indukowania Rauzy’ego-Veecha na przestrzeni powierzchni translacyjnych z
osobliwosciami (i ze struktura spietych prostokatéw), a nad tym odpowied-

niego potoku specj 1{1&3&0.6 “ i ndukovanie

W podrozdziale %.2, W (H), i w podrozdziale %.3? frgkflowaliémy c* =
C*(\, 7, mp) jako macierz. Teraz bedziemy dzialali na wektorach z R . Przy-
pomnijmy, ze oznaczajac h’ := C*(h), dla gérnej operacji Rauzy’ego mamy

W hay + he, dla a = oy,
“ he da a# ap,

a dla dolnej operacji Rauzy’ego

W hay + he, dla a = ay,
“ N he dla a# .

Widaé, ze ta operacja daje nowe rozbicie powierzchni na prostokaty, powsta-
te z potoku specjalnego dla p.p.o. R(f, m, m), z funkcja dachowa h'. Np. dla
gérnej operacji Rauzy’ego od prostokata najbardziej na prawo, o podstawie
Igt, i wysokosci hq,, zostaje odjety z prawej strony prostokat o podstawie
dtugosci Ay, 1 wysokosci hq,, 1 przyklejony podstawa do gérnego boku Igb
prostokata o podstawie [ 31) i wysokosci hq, -

Otrzymujemy tzw. odwracalne indukowanie Rauzy’ego-Veecha
(A, hy e, mp) = (N, B m), 7p) prazestrzeni Qg i= {(\, b, me, m) € RY xH %
Y./} w siebie, gdzie HT oznacza pewna wiazke stozkéw w wiazce H (patrz

Uwaga 2, dalej w tym podrozdziale). Na tej przestrzeni dziata potok
(5.5) O\, by, mp) = (PN, e th, Ty, ).

Oznaczmy % = {(\, h, 7y, m) € Oy - Y wew Ao = 1}
Oznaczmy 7(A, h, m, mp) = —log > ey An. Rozwazmy przeksztalcenie R
przestrzeni % w siebie

R()\, h, T, ﬂ'b) _ (er()\7h,7rt,7rb))\/’ €_r()\7h’7rt’7rb)h/, 7{27 71';))

Dla przeksztalcenia Rz funkcja dachowa r rozwazamy potok specjalny, kto-
ry nazywamy potokiem geodezyjnym na przestrzeni moduli spietych pro-
stokatéw (To jest potok w parametrach, oczywiscie zupelnie inny niz piono-
wy potok przesunie¢ na indywidualnych spietych prostokatach, tzn. inny niz
potok specjalny dla indywidualnych p.p.o. z funkcja dachowa h, podrozdziat
4.21)

Uzywajac nieco innego jezyka, mozemy rozpatrywac iloraz ., = Qd /V
gdzie V to grupa przeksztalcen generowana przez odwracalne indukowanie
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Rauzy’ego-Veecha. Na tej przestrzeni dziala potok g, = ®;/V. Uzasadnio-
ne jest uzywanie dla tego potoku nazwy potok geodezyjny Teichmallera na
przestrzeni 2, moduli spietych prostokatéw.

Uwaga 1. Przyspieszone indukowanie Rauzy’ego-Veecha-Zoricha jest nie-
jednostajnie rozciagajace, przyspieszone odwracalne indukowanie jest sko-
énym produktem nad jego naturalnym rozszerzeniem?’, niejednostajnie hi-
perbolicznym na wléknach.

Niejednostajnosé rozciagania pojawia sie blisko brzegu sympleksu para-
metréw A. Tam Avila definiuje dynamike brzegowa w terminach przeksztal-
cen Rauzy’ego-Veecha dla p.p.o. z mniejsza liczba odcinkéw i stosuje in-
dukcje po tej liczbie.

Przestrzen Q. jest zwiazana z przestrzenia powierzchni translacyjnych
z osobliwosciami, w otoczeniu ktérych mapy sa postaci z +— %, k> 1.
Taka powierzchnia (M,w) ma w szczegdlnosci jednowymiarowa strukture
zespolona, z zamknieta 1-forma w = dz po wyjeciu osobliwosci, lokalnie, a w
odpowiednich mapach w otoczeniu osobliwosci w = z"dz. Liczby k nazywane
sa stopniami osobliwosci.

Takie zespolone jednowymiarowe powierzchnie nazywane sa rozniczkamsi
abelowymi.

Przestrzen ich klas réwnowaznosci przy translacyjnych zmianach wspét-
rzednych nazywana jest przestrzenia Teichmiillera rozniczek abelowych. Ozna-
czmy ja, dla powierzchni genusu g, przez ,%”g. Nietrudno zauwazyé¢ (np. z
twierdzenia Poincarégo-Hopfa dla pola poziomego lub pionowego, patrz ni-
zej) ze 3, kj =29 — 2.,

Dla rézniczki abelowej (M,w) mozna rozpatrywaé¢ poziome, lub piono-
we, pole wektoréw jednostkowych V4, odpowiednio V4, zdefiniowane poza
zbiorem osobliwoéci formy w przez w(V4,) = 1, odpowiednio w(Vy,) = i. Od-
powiadajace im trajektorie (lub potoki przesuni¢é¢) nazywamy: poziomymsi i
pionowymi. W osobliwosci stopnia x indeks kazdego z tych pdl jest rowny
—k; jest to ,siodto krotnosci k7. Wychodzi z niego i wchodzi po x + 1 se-
paratrys (trajektorii) poziomych i wychodzi i wchodzi po k + 1 separatrys
pionowych.2b

20Samo indukowanie RVZ nie jest odwracalne, jest 2-do-1 bo przeciwobraz moze zaleze¢
od tego, czy indukowanie jest gérne, czy dolne.

21widac¢ analogie z homeomorfizmami pseudo-Anosowa wprowadzonymi przez Thur-
stona. Dla takiego homeomorfizmu mamy foliacje stabilna i niestabilna, takie ze na nie-
zerowych wektorach stycznych do lisci odpowiednia rézniczka kwadratowa, lokalnie dz?,
przyjmuje wartosci rzeczywiste, odpowiednio dodatnie i ujemne. Na liSciach nie jest jednak
zdefiniowany zwrot, to znaczy pole kierunkéw styczne do foliacji). Obrazek topologiczny
takich par foliacji w osobliwosciach jest taki sam jak dla par (poziomy i pionowy) naszych
potokéw przesunied.

22D, danej powierzchni translacyjnej (M, w), gdzie w = dz poza osobliwo$ciami, mozna
rozpatrywaé potok przesunie¢ F? pod dowolny i{%ﬁ{ne 0, tj. poziomy potok przesunieé
dla formy e~ *w. Twierdzenie B w podrozdziale%ﬁbiera wtedy postac:
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Majac dang powierzchnie translacyjna z osobliwosciami (rézniczke abe-
lowa), zakladajac typowosé, w szczegdlnodei, ze zadne dwie osobliwosci nie
sa polaczone separatrysa pozioma lub pionowa, mozn prawie kanonicznie
utworzy¢ odpowiednia strukture spietych prostok@téwﬁfZQ, |: Dowolnie wy-
bieramy osobliwo$¢ @ i rozwazamy skonczona czesé I' (powiedzmy dlugosci
1) wychodzacej z niej separatrysy poziomej. W I' ustalamy jako Q1 pierwszy
punkt przeciecia z separatrysa pionowa Y wchodzaca do jakiej$ osobliwosci.
Jesli z wszystkich punktéw tuku X := [Q, Q1] C T' wyprowadzimy linie
pionowe (w tym samym kierunku co Y) konczac je w punktach pierwszego
powrotu do tuku X, }.Pazs%{is(_}ig one w rodzine prostokatéw, jak w definicji
spietych prostokatow, b.2.

Poczatkowa dowolnosé wyboru X, ale ze specjalnymi koncami, impliku-
je, ze nasze przyporzadkowanie: moduli spietych prostokatéw — przestrzen
Teichmiillera rézniczek abelowych, jest skonczone-do-1.%3

Uwaga 2. Konstrukcje mozna tez zacza¢ od wektoréow v; taczacych ko-
lejne osobliwosci, jak na Rysunku 4, co (dla ustalonej permutacji) pozwala
wyliczy¢ h = Q7 i zdefiniowaé macierz 2, gdzie 7 = (74)acey to rzUty DA
0§ y wektoréw v, (na Rysunku 4: v;). Poniewaz musza by¢ spelnione dla
wszystkich ¢ = 1, ...,d — 1 nieréwnosci

Z To >0 1 Z Ta <0
e () i my (@) <d

(tzn. odpowiednie czesci tamanej musza byé nad, i pod, X), otrzymujemy
he HT, %dfalgk%t tq stozek w H opisany tymi nieréwnosciami. Patrz pod-
rozdziaty .21 b.47 Sa to dokladnie te h, ktére maja geometryczny sens
powierzchni translacyjnych z osobliwo$ciami.

Rysunek 4. Dziedziny fundamentalne powierzchni translacyjnej: wielokat i spiete
prostokaty.

Twierdzenie B’, %};F] Dla prawie kazdej powierzchni translacyjnej (M,w) potok F?
na (M,w) jest stabo mieszajacy dla prawie kazdego 6.

23Taki »oszczedny” wybor X daje jednocze$nie najmniejsza mozliwa liczbe d w uzy-
skanym p.p.o. d = Zj (k; + 1)+ 1 =29+ #% — 1. Na Rysunku 4, po sklejeniach parami
odpowiednich v; mamy ”precelek”, g = 2, z jedna osobliwodcia, wiec d = 4.
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Przeniesiony z 2, na ¢ potok g; bedziemy takze nazywaé¢ geodezyjnym
potokiem Teichmiillera i oznaczac¢ g;.

Uwaga 3. Bedziemy rozwazac ten potok tylko na powierzchni ChtOkPOhI

7’ ; — . .o O o
réwnym 1, tzn. [drxdy = § [w A @ = 1. To ma sens bo z definicji g.S potok
Teichmiillera zachowuje pole.

Przestrzen Teichmiillera rézniczek abelowych mozna podzielié (straty-
fikowac¢) na podzbiory (sloje) wg liczby i stopni x; punktéw osobliwych
H (K1, ..., km). Jeszcze Masur 1 Veech udowodnili ergodycznosé (a takze
mieszanie) potoku Teichmiillera na sktadowych stojéw dla kanonicznej bez-
wzglednie ciaglej miary niezmienniczej v (udowodnili tez jej skoniczonosé).

Powyzszy niejednostajnie hiperboliczny krajobraz pozwolit Avili, G Wgze-
lowi i Yoccozowi, uzywajac m.in. idei Dolgopyata, na udowodnienie w Y]
faktu idacego o wiele dalej niz ergodycznosé:

Twierdzenie E. Potok geodezyjny Teichmiillera g; na kazdej skladowej
spojnosci A kazdego stoja H(Ki, ..., km) jest wykladniczo mieszajgcy, tzn.
istnieje « > 0 takie, Ze dla kazdych funkcji ¢, : A — R (obserwabli)
cigglych w sensie Holdera** i odpowiedniej stalej C(¢,4)), dla wszystkich
t>0

‘/ﬂ(¢ogt)'¢dV—/¢dV/wdul < C(¢,b)e,

Szersza dyskusja dynamiki potoku geodezyjnego i ogdlniej: grupy SL(2,R),
zostala przedstawiona niedawno w Wiadomosciach Matematycznych w pre-
zentacjilﬁ"r] wynikéw Maryam Mirzakhani.?’

6. OPERATORY SCHRODINGERA

Ten rozdzial jest zapozyczony z prezentacji E. Ghysa FEG] (z moim tluma-
czeniem na polski). Patrz tez ].

To jest temat, w ktérego zrozumienie przez Artura z punktu widzenia
uktadéw dynamicznych radykalnie zmienito krajobraz.

Wyobrazmy sobie jednowymiarowa dyskretna czastke kwantowa. Jej stan
jest opisany przez przez pewna [2-funkcje 1) na Z o wartoéciach zespolonych.
Mozna przyjaé, ze prawdopodobienstwo, ze czastka jest ulokowana w punkcie
n jest réwne [1(n)|. Ewolucja ¥ w czasie jest, jak zwykle, opisana przez

24Sloje J€ nie sa zwarte, nalezy wiec odpowiednio zdefiniowaé ciagto$¢ Holdera. W
szczegdlnosci zakta GHS Ze obserwable wielomianowo maleja do zera w otoczeniu nie-
skonczonosci. Patrz Y, Theorem 2.14].

2w jednym z wywiadéw Avila powiedzial, ze nie spodziewal si¢ na Kongresie ICM w
Seulu medalu Fieldsa, bo nie sadzil, ze moga by¢ dwa medale Fieldsa z tej samej dziedziny.
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réwnanie Schrodingera: pochodna czasowa 1) jest rowna iH1, gdzie H jest
operatorem Schrodingera:

(6.1) H()(n) = ¢(n+1) +d(n—1) +V(n)p(n).

Pierwsze dwa sktadniki daja dyskretna wersje operatora Laplace’a, a V(n)
jest pewnym ograniczonym potencjatem opisujacym otoczenie czastki.

Prosze zauwazyé, ze H jest ograniczonym, samosprzezonym operatorem
na 2. Wszystko zalezy od widma H i od miary spektralnej. Przypomnijmy, ze
widmo, to zbiér energii E takich, ze operator H — E - Id nie jest odwracalny.
Jest to zwarty podzbiér o( H) plaszczyzny R2.

Miara spektralna zwiazana z funkcja ¢ to miara ju, (o noéniku w o(H)),
taka, ze dla kazdej ciaglej rzeczywistej funkcji g zachodzi (¢, g(H)v) =
[ gdpy.

Miara spektralna dostarcza klucza do zrozumienia dynamiki czastki. Mé-
wiac nieprecyzyjnie:

o Czastka ,podrézuje swobodnie”, jesli p,, jest bezwzglednie ciagta; osro-
dek jest przewodnikiem.

e Czastka ,troche podrézuje”, jesli uy jest ciagta singularna.

e Czastka ,nie podrézuje” jesli iy, jest atomowa. Osrodek jest izolatorem.

Najciekawsza sytuacja powstaje, gdy V jest quasi-okresowe. Mozna np.
mysle¢ o quasi-krysztale. Specjalny przypadek powstaje, gdy
V(n) = 2\ cos(2mna), w naszym kontekscie to najprostszy przyklad. Jest
nazywany operatorem prawie Mathieu (almost Mathieu operator).

Bazujac na obliczeniach numerycznych, przypuszczano, ze ksztalt widma
jest zbiorem Cantora dla wszystkich niewymiernych liczb a. W 1981 Mark
Kac oferowal 10 Martini za dowdéd. Barry Simon ukut termin Problem za
dziesie¢ Martini (Ten Martini Problem). Nastepujacy obrazek to stawny
motyl Hofstadter’a (Hofstadter’s butterfly?®), patrz: Wikipedia.

Rysunek 5. Motyl Hofstadter’a.

26Douglas R. Hofstadter (1976). ”Energy levels and wavefunctions of Bloch electrons
in rational and irrational magnetic fields”. Physical Review B. 14 (6): 2239 — 2249.
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Krojac motyla wzdluz linii pionowych z pierwsza wspétrzedna « otrzymu-
jemy widmo dla przypadku krytycznego A = 1. Problemowi Dziesieciu Mar-
tini i powiazanym hipotezom bylo poswieconych wiele prac w latach 1980-
tych i 1990-tych. Chyba uczciwie jest powiedzie¢, ze specjalisci z teorii spek-
tralnej wyczerpali swoje narzedzia. Potrzebne byly nowe idee i narzedzia.
Artur wprowadzil nowe metody ukladéw dynamicznych do badania pro-
blemu i zdotal poradzi¢ sobie z najtrudniejszymi hipotezami. Oto prébka
niektérych rezultatéw:

Twierdzenie (Avila-Jitomirskaya 2009). Dla wszystkich A # 0 i niewy-
miernych «, widmo oy o jest zbiorem Cantora.

Twierdzenie (Avila-Krikorian 2006). Miara Lebesgue’a widma oy o jest
rowna 4|1 — |A|[.

To bylo udowodnione juz wczesniej przez Jitomirska i Krasovsky’ego w
sytuacji niekrytycznej, kiedy A # 1.

Twierdzenie. (Avila, Damianik, 2008). Dla wszystkich niewymiernych o
i |A| < 1, widmo jest bezwzglednia ciggle.

Etienne Ghys konczy ten rozdziat tak:

,2Podstawowym narzedziem w dowodach tych trudnych twierdzen jest
znowu renormalizacja.

Chce wspomnie¢, bez podania wyjasnien, ze Artur stworzyl niedawno
globalna teorie operatorow Schrodingera z jedna czestotliwoécia, opisujac
szezegbdlowo to co nazywa analitycznosdcia wzgledem stratyfikacji (stratified
analyticity) wyktadnikéw Lapunowa i brzegu niejednostajnej hiperboliczno-
§ci.2"

Artur rozpoczal swoja kariere rozwiazujac szereg dawno postawionych
probleméw i hipotez, jest on jednak takze nadzwyczajnym budowniczym
teorii. Cala ta teoria zostala rozwinieta przez Artura i wymagalo to wybitnej
wnikliwosci i nadzwyczajnych umiejetnosci technicznych.”

7. PERELKA

Avila udowodnil niewinnie wygladajace, ale w rzeczywisto$ci trudne

2TFP: Patrz hAK:s?)L gdzie w (%%)%%encjal V(n) = 2Xcos(2mna) w operatorze prawie
Mathieu jest zastepiony ogélniejszym: V(n) = v(na + x) gdzie v : R/Z — Z jest funkcja
analityczna. Réwnanie H(¢)(n) = E¢(n), n € Z, E € o(H), przeksztalca sie na réwnanie
(i) = Se-vlna +2)(,47,). sddie Se-u(y) = ( Eop
rozwiazania o wzroécie najwyzej wielomianowym. Wygenerowany zostaje kocykl, jako
produkt macierzy Sgl_)v(:c) = Sp—v(z+ (n — 1)a)..Se—v(z) € SL(2,R). Dalsza teo-
ria zwigzana jest z analiza tego kocyklu, w szczegélnosci jegq wyykladnikow Lapunowa,
przy pomocy jego kompleksyfikacji. Poréwnaj podrozdziat %.4.

. Szukane sa
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Twierdzenie F. Kazdy C'-dyfeomorfizm dowolnej zwartej C*-rozmaitosci
rozniczkowej zachowujacy forma objetosci klasy C'°° moze byé dowolnie
przyblizony przez dyfeomorfizm klasy C'*° zachowujacy te forme.

To twierdzenie nie nalezy do ukladéw dynamicznych. Aproksymacje zro-
bione sa przez ingdukcje po szkieletach triangulacji, metodami rownan cza-
stkowych. Patrzr%Q].

8. PODZIEKOWANIA

Dzigkuje Krzysztofowi Fraczkowi i Mariuszowi Lemanczykowi za szereg
cennych uwag dotyczacych wstepnej wersji tego artykutu i K. Fraczkowi za
wskazania literatury. Dziekuje Damianowi Orlefowi za pomoc w wykonaniu
Rysunkéw 3 i 4.
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