Feliks Przytycki & Jan Skrzypczak

WSTEP DO TEORII ITERACJI FUNKCJI WYMIERNYCH
NA SFERZE RIEMANNA

I. Przedmowa i wstep do Wstepu.

Przedstawiony tekst to notatki czesci cyklu wyktadéw wygloszonych przez pierwszego
z autoréow w Instytucie Matematyki Uniwersytetu Warszawskiego w roku 1987/1988. Drugi
z autoréw byl wtedy studentem, stuchaczem tych wyktadow i on jest gtéwnym redaktorem
tego tekstu.

Wyktad sktadal sie z dwoch czesci:

1. Ogolnej — dotyczacej klasycznej czedci teorii iteracji funkcji wymiernych z czaséow
Julii i Fatou oraz zastosowanie teorii przeksztatcen kwazikonforemnych w Twierdzeniu
Dennisa Sullivana o nieistnieniu dziedzin btadzadzych i oszacowaniu liczby orbit dziedzin
okresowych.

2. Dotyczacej iteracji wielomianéw kwadratowych — teorii Douady’ego-Hubbarda geo-
metrii zbioréw Julii i zbioru Mandelbrota.

Przedstawiony tekst dotyczy tylko czesci 1. i to tez z duzymi lukami. W ostatnich
latach pojawito sie kilka nowych podrecznikowych tekstéw dotyczacych podstaw teorii
iteracji funkcji wymiernych [Beardon, Carleson, Milnor|. Uznaliémy jednak, ze nasz tekst
mimo juz paroletniego lezenia na poétce nadal moze jeszcze by¢ pozyteczny nawet w formie
niekompletnej i postanowiliémy go udostepni¢ czytelnikom w postaci tego skryptu.

W teorii iteracji funkcji wymiernych klasyfikuje sie punkty sfery Riemanna Cw
zaleznosci od zachowania sig ich trajektorii lub trajektorii ich matych otoczen. Jesli f ozna-
cza przeksztalcenie wymierne (iloraz dwéch wielomianéw) to chodzi o trajektorie w przéd
2, f(2), f4(2), ... gdzie f™ oznacza zlozenie n razy przeksztalcenia f: f* = fofofo..of.
Popularnym obiektem badan jest zbior Julii:

J(f)={z ¢ C : dla kazdego otoczenia U punktu z ciag iteracji o

nie jest normalny w sensie Montela}

Podstawy tej teorii stworzyli na poczatku XX wieku matematycy francuscy Gaston
Julia i Pierre Fatou. Jednak do lat 70-tych teoria ta byta mato znana i uwazana za nudna.

Za to w ciagu ostatnich 15 lat uzyskano wiele picknych rysunkéw zbioréw Julii przy
uzyciu komputeréw. Dzieki temu miedzy innymi stara teoria odzyla i dokonano w niej
duzych postepow.

Na og6t zbior Julii ma niezwykly ”fraktalny” ksztalt: jego wymiar Hausdorffa jest
wiekszy niz wymiar topologiczny jego dowolnie male fragmenty sa podobne do duzych
(wlasnosé samopodobienstwa).



Innym popularnym zbiorem, tym razem w zbiorze parametréw jest tzw zbior Mandel-
brota M. Oznaczmy f.(z) = z? + c. Definiujemy

M ={ceC: f0) # oo}

Z tym zbiorem zwiazanych jest wiele nadal nie rozwiazanych probleméw, na przyktad nie
wiadomo czy miara Lebesgue’a w wymiarze 2 brzegu M jest dodatnia czy nie i nie wiadomo
czy ten brzeg jest lokalnie spéjny. Ciekawe, ze dla wielu parametréw zbiér Julii dla f. jest
podobny do zbioru Mandelbrota w otoczeniu tego parametru c.

Rysunki: w srodku zbiér Mandelbrota, dookota zbiory Julii

Spis tresci:

I. Przedmowa i wstep do wstepu.
II. Zbiér Julii i jego wlasnoéci. Przypadek wielomianow.
1. Zbiér Julii: podstawowe wtasnosci, punkty wyjatkowe, gestos¢ punktéw okresowych.
2. Sprzezenie z Az lub z* w okolicy $cieku, odpowiednio superécieku, basen A, dla
wielomianéw.
3. Wielomiany stopnia dwa. Spojnosé J(f.) <= ce€ M.

ITI. Sktadowe uzupelnienia zbioru Julii.
1. Sytuacja gdy w zbiorze granicznym dla ciagu funkcji f™|y dla skladowej U istnieje
funkcja niestata. Sktadowe osobliwe: dyski Siegela, pierécienie Hermana.
2. Skladowa okresowa U na ktérej wszystkie funkcje graniczne ciagu f"|y sa stale.
Baseny bezposredniego przyciagania Sciekéw i punktéw neutralnych wymiernych (parabo-
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IV. Punkty krytyczne.
1. Punkty krytyczne w basenach bezposredniego przyciagania $ciekéw i punktow pa-
rabolicznych.

2. Punkty krytyczne w zbiorze Julii. Expanding.

V. Punkty neutralne: klasyczne oszacowania liczby orbit okresowych $ciekéw i pun-
ktéw neutralnych.

VI. Podsumowanie.
VII. Dow6d Twierdzenia Sullivan’a o nieistnieniu sktadowych btadzacych.
Dodatek 1. Automorfizmy dysku Poincaré’go: podstawowe definicje.

Dodatek 2. Dowéd Twierdzenia Montela.



Elementarny artykul pierwszego z autoréw, o fraktalach pojawiajacychsie przy ite-
rowaniu funkcji wymiernych, z rysunkami z komputera, ukazal si¢ w Delcie nr 2 w 1985
roku.



IT Zbiér Julii i jego wlasnosci. Przypadek wielomianéw.

W calej pracy f bedzie oznaczalo przeksztalcenie holomorficzne f : C — @, (czyli f jest
przeksztalceniem wymiernym — patrz Appendix) stopnia deg(f) > 2.
1. Zbiér Julii.
Definicja 1.1. Zbiorem Julii przeksztalcenia holomorficznego
f: C—-C
nazywamy zbior
J(f) :={z € C:Vyez U otwarty, rodzina {f"u}nzo nie jest normalna}.
Przypomnijmy, ze rodzina {g,}>2;, g, : V — C jest normalna jesli z kazdego podciagu

gn, mozna wybra¢ podciag gny,, niemal jednostajnie zbiezny w metryce Riemanna do
pewnej funkeji holomorficznej g. Oznaczaé bedziemy to g, = g. Jesli g bedzie funkcja

71— 00
stala réwna c to bedziemy réwniez pisa¢ g,, = c.
1— 00

Przyktad 1.2.

(a) Niech f bedzie zdefiniowane wzorem
f(z) = 2", |k| > 2.
Wowcezas J(f) = {|z| = 1}.
Dowéd. Najpierw rozpatrzmy przypadek k > 2. Dla kazdego z € C zachodzi

(%) f(2)] = |2IF

stad dla z takiego, ze |z| < 1 mamy |f"(2)| = |2|*") — 0, czyli fMz1<y = 0.
Analogicznie f"(,>13 = oo. Stad J(f) C {|z| =1} Prz)k::;emy teraz, ze J(f) Qn?\cj\ =
1}. Niech z € {|z| = 1},n17090 z zbiér otwarty. Zalézmy ze istnieje podciag f"'|; = g¢. Na
mocy (*) otrzymujemy f"%;ny¢,<1y = 0. Poniewaz UN{|z| < 1} jest zbiorengcovffartym
to g = 0. Analogicznie fzrjl?w{|z\>1} :Z;_)O;o i g = oco. Sprzecznosé. Stad J(f) = {|z| = 1}.
Dla k < —21iz € {|]z] < 1} ci@gzz;o“(z)}?zo spetnia |f™(2)| = |2|*") i rozbija si¢ na
dwa podciagi: f2*(z) = 0& f*ti(z) 0 Prowadzac podobne rozumowanie jak w

n— oo n—

poprzednim przypadku otrzymujemy teze. [

(b) Niech f bedzie wielomianem. Wéwczas J(f) jest ograniczone (to znaczy istnieje
stala C tak, ze dla kazdego z € J(f) |2| < C).

Dowéd. Niech f(2) = arz" +ap_12F"1+.. . +ag, k > 2, ap # 0. Dobierzmy C > 1 tak
duze aby dla |z| > C [(ax+ar—12" +. . .+aoz ") —ay| < L|ak|. Wowezas |f(z)] > §|ax| |2|*.
Powiekszajac ewentualnie C' mozemy zakladaé, ze §|ax||z| > 2 i stad mamy |f(2)| > 2|z|
czyli |f"(2)] oo Tak wiec f|?|z|>C} = o0 (g = oo jest funkcja holomorficzna na

n—oo

sferze Riemanna) czyli J(f) C {|z| < C}. &
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Twierdzenie 1.3. Zbiér Julii przeksztalcenia wymiernego f ma nastepujace wlasnosci:
(1) Jest niezmienniczy w przéd i w tyl wzgledem f, to znaczy f~1(J(f)) = f(J(f)) =
J(f)-
(2) J(f)=J(fF) dlak =1,2,3,....
(3) J(f) jest zwarty.
(@) Yeea o (U F((0) = (1)

(5) J(f) jest zbiorem niepustym i doskonalym (tzn. domknietym i w sobie gestym).
(6) J(f)=C lub J(f) jest zbiorem brzegowym.

Dowé6d twierdzenia 1.3.

(1) Wezmy dowolne z € J(f). Wéwczas dla dowolnego otoczenia U > z rodzina
{f™ v}y nie jest normalna, skad takze {f™ s }nzy 1 {f™|p-1 () }ne: nie sa normalne.
Poniewaz f jest przeksztalceniem holomorﬁcznym (a wiec otwartym) to f(U), f~1(U) sa
otoczeniami punktow f(z) i w € f~1({z}), czyli f(2),w € J(f). O

(2) J(f*) CJ(f) -

Dowéd. Niech z € J(f*). Dla dowolnego otoczenia U 3 z rodzina {(f’“)m‘U}gf:l
nie jest normalna, zatem istnieje ciag {(f*)™ |U};?‘;1 bez podciggdéw zbieznych. Tak wiec
{ flma (v }521 jest podciagiem rodziny { fﬁj};‘;l bez podciagdéw zbieznych, czyli nie jest ona
normalna.

J(f*) 2 J(f).
Dowdéd. Niech z € J(f). Wowczas istnieje otoczenie U > z oraz ciag {fkjw};?’;l bez
podciagéw zbieznych. Wezmy ciagi s; i r; takie, ze

ksj = kj +1; oraz 0<r; <k.

Mozna wybraé podciag s, taki, ze r;, jest staly (r;, = ). Woéwczas poniewaz {f’“sh”w} I
nie ma podciaggéw zbieznych, wicc takze {(f¥)% | v}, nie ma podciggéw zbieznych. Z do-
wolnosci U mamy z € J(f*). O

(3) J(f) jest zwarty w C poniewaz jest domkniety — poniewaz z definicji zbiér punk-
toéw z takich, ze rodzina jest normalna na pewnym otoczeniu punktu z jest otwarty. [

(4) Udowodnimy rzecz silniejsza;

Stwierdzenie 1.4. Z wyjatkiem co najwyzej dwéch punktéw w uzupelnieniu zbioru Julii,
nazwiemy je wyjatkowe, dla dowolnego z € C\ {punkty wyjatkowe} zachodzi

clUf ({z}) 2 J(f).

Jesli z € J(f) to
CIUf ({z}) = J(f)-



W przypadku dokladnie dwéch punktéw wyjatkowych w odpowiednim ukladzie wspol-
rzednych na C
J)=2" |kl >2

i punktami wyjatkowymi sa 0 i oo.
W przypadku dokladnie jednego punktu wyjatkowego w odpowiednim ukladzie wspoét-
rzednych f jest wielomianem réznym od z* i punktem wyjatkowym jest co.

Dowéd stwierdzenia 1.4. Z twierdzenia Montela mamy:
Voerr) Vus: U ) = C \ co najwyzej dwa punkty.

Rozpatrzmy przypadki.
(1) oea(p).Usz U ) =C\w  gdzie W = {ws, ws}.

WprowadZzmy na C uktad wspolrzednych taki, ze wq = 0, wo = co. Poniewaz f “tw)y=w,
to f nie ma w C\ {0, 00} zer i biegunéw, i stad musi byé postaci f(z) = az* gdzie |k| > 2
(wynika to z postaci funkcji wymiernej f = g, gdzie P i ) wielomiany). Biorac zmiane
wspotrzednych ¢ = £(z) := B2 (z odpowiednim 3) uzyskujemy f(£) = &*.
(2) Nie zachodzi (1) i

Lespvs:  JO)=C\W  gdzie W = {w}.

Wprowadzmy uklad wspélrzednych taki, ze w = co. Wowcezas f w C\{co} nie ma biegunéw,
czyli f jest wielomianem.

(3) Vaoer(),Uusz U () = C (W =10).

Ustalmy z i U. Mamy wéwezas zbiér W (card W = 0,1 lub 2). Zauwazmy, ze w przypadkach
(1)i(2) WnJ(f) =0 oraz dla kazdego = € J(f) i dostatecznie malego otoczenia V' > z
zachodzi

(+) Uf” V) C\W
(patrz przyktad 1.2). Otrzymujemy wowczas
(%) Urw=-e\w,
n=0
wynika to w przypadku (1) z twierdzenia Montela (poniewaz x € J(f)), w przypadku (2)
z twierdzenia Montela i z definicji, w przypadku (3) z definicji.

Zauwazmy, ze ostatnia uwaga pokazuje, ze kwantyfikator 3 w definicji (1) i (2) mozna
zastapi¢ kwantyfikatorem V. Zbiér W nazywamy zbiorem wyjatkowym. Dzieki (%) mamy

Vocovw clU FrHEH 2 J(f).



Jedli € € J(f) to z niezmienniczoéci J(f) mamy

U e € I (),
i z domknietosci

CIUf {H i) =

W ten spos6b zakonczylismy dowod stwierdzenia 1.4 a zarazem punktu (4). O
Kontynuujemy dowdd twierdzenia 1.3.

(5) (a) J(f) jest niepusty.
Gdyby tak nie byto to istniatby ciag nj i przeksztalcenie g takie, ze

f™ = g na calym C (ze zwartosci C).

Wowcezas g(C) = C wiec
deg(g) < oo.

Jednoczesnie

deg(f™*) i~ deg(g) (z topologicznej definicji stopnia — patrz Appendix),
— 00

deg(f"™*) = ni deg(f) — oo
k—o0
co daje sprzecznosc.

(b) J(f) jest zbiorem nieskonczonym.

Gdyby tak nie bylo to z niezmienniczosci J(f) otrzymaliby$my, ze f ;) bytaby rézno-
warto$ciowa i dla dostatecznie duzego k f k| J() bytaby identycznoscia, wige J(f k= J(f)
sktadalby sie, dla f*, z punktéw statych co daje sprzecznoéé (patrz (4)).

(c) J(f) jest w sobie gesty.

J(f) jest nieskonczony i zwarty wiec istnieje zg € J(f) punkt skupienia. Korzystajac
z niezmienniczodci 1 otwartosci przeksztatcenia holomorficznego otrzymujemy, ze zbiorami
punktéw skupienia J(f) sa zbiory:

F7({z0})  stad U S ({#0})

(| f7"(z0)) = J(f)
n=0

co konczy dowdd (5). O
(6) Zalézmy, ze J(f) # C i istnieje z € int J(f). Wezmy otoczenie U punktu z
takie, ze U C J(f). Wéwezas ™| omija C\ J(f) a jest to zbior niepusty i otwarty (a wiec

card(C\ J(f)) > 3) i stad na mocy twierdzenia Montela rodzina {fN‘U}?f:l jest normalna.
Otrzymana sprzecznosé¢ konczy dowdd (6) i zarazem stwierdzenia 1.2. W

7



Definicja 1.5. Punkt z nazywamy punktem okresowym przeksztalcenia f jesli dla pew-
nego k > 1
*z) = =

Najmniejsze takie k nazywamy okresem punktu z. Je$li £ = 1 to punkt z nazywamy
punktem statym. Zbiér Orb(z) := {z, f(2), ..., f¥71(2)} nazywamy orbita okresowa.
Zbiér punktéw okresowych przeksztalcenia f oznaczaé bedziemy Per(f).

Definicja 1.6. Punkt z nazywamy punktem krytycznym przeksztalcenia f jesli f/(z) = 0.
Punkt f(z) nazywamy wartoscig krytyczna. Jesli z = oo lub f(z) = oo to zamieniamy
lokalnie wspélrzedne na C tak zeby z, f(2) # co. Wtedy f’ rozumiemy w zwyklym sensie

A

jako pochodna funkcji holomorficznej na C.

Uwaga 1.7. Zalézmy, ze f(£) = n, oraz £ nie jest punktem krytycznym. Wowczas dla
dostatecznie matego otoczenia U > n istnieje galaz f,jl‘U taka, ze f,1(n) = €.

Twierdzenie 1.8. Punkty okresowe sa geste w zbiorze Julii:

cl(Per(f)) 2 J(f)-

Dowd6d twierdzenia 1.8. Rozpatrzmy = € J(f). Zakladamy, ze istnieja przeciwobrazy
wy € f7r{x}) i we € f72({z}) nie bedace punktami krytycznymi i takie, ze wy, wa,
x s parami rozne. Ponadto mozna zaktadaé, ze wi,we,z # oco. Jedli tak nie jest to z
doskonatosci J(f) mozemy przybliza¢ punkt x punktami o powyzszej wlasnosci (bo jest
skoficzenie wiele punktéw krytycznych — patrz Appendix). Wéwcezas galezie f~1 i f=2
prowadzace odpowiednio x w wy i wy okreslone sa na pewnym otoczeniu U punktu x. Dla

n=1,2,3,... iw € J(f) rozpatrzmy réwnania:
ff(w)—w=0
fM(w) = f~Hw) =0
£ w) — > (w) = 0.

Jesli dla pewnego n ktéres z réwnan ma rozwiagzanie to w € Per(f), i z dowolnosci U
otrzymujemy x € cl(Per(f)) co konczy dowdd twierdzenia.

Zalézmy, ze dla zadnego n nie ma rozwigzan na pewnym otoczeniu U. Zdefiniujmy
rodzine funkcji holomorficznych G,, okreslonych na U o warto$ciach w C wzorem:

) P w7 fw)
(*) Cnl0) = ey = ) (@) —w

Mozna zakladaé, ze U jest tak male, ze U, f~1(U), f2(U) C C. Poniewaz nasze réwnania
nie majg rozwiazan to dla kazdego n i w € U zachodzi:
G, (w) # 0 poniewaz jezeli f™(w) = oo to
72 (w) — fH (w)
72 w) —w
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a dla wartosci skoniczonych f™(w) licznik (patrz (x)) jest rézny od 0,
G, (w) # oo analogicznie jak poprzednio,
G, (w) # 1 poniewaz gdyby istnialo w speliajace G, (w) =1 to

czyli

) (=7 (w)) = w(f 2 (w) = f7H(w)) = f*(w)(~w) = fHw)(f 7 (w) - w).

Jezeli f"(w) = oo to f71(w) = w i otrzymaliémy sprzeczno$é. Jezeli f"(w) # oo to
otrzymujemy

Frw)(w — fHw)) = 72 (w)(w — fH(w))
skad

co ponownie daje nam sprzecznos¢.
Tak wiec rodzina {G,,}22 ; omija trzy punkty czyli jest normalna. Poniewaz rodzina
2, nie jest normalna, to istnieje ci ° . nie majacy podciagdéw zbieznych.
"\U fn=1 nie jest Ina, to istnieje ciag {f"* |y };Z, nie majacy podciggoéw zbieznych
Mozna jednak wybraé¢ podciag {Gnkj };”;1 zbiezny niemal jednostajnie na U o wartosciach
w C.
Gnkj = g czyli

Jj—o0
fnkj - ld f72 _ f*l
ng . —1 : —2 . :; g
fh—f [~ —id j—o0
skad
5 —id _fP-id
T e T
1+ fl-id =
e, F_1 g1,
f k —f 1 j—00
-1 .
n —id —
fkﬂ'zigzzzif =4
Jj—00 g1 — 1

co daje nam sprzecznosé. Tak wiec dowdd twierdzenia zostal zakonczony. M

Definicja 1.9. Niech z bedzie punktem okresowym o okresie k przeksztalcenia f. Wéwczas
Z nazywamy:
(a) Sciekiem jesli |(f*)(z)| < 1.
Jezeli ponadto |(f*)'(2)| = 0 to z nazywamy supersciekiem.
(b) Punktem neutralnym jesli |(f*)'(z)| = 1.
Jezeli ponadto (f*)'(z) = €2™® i © € Q to z nazywamy punktem neutralnym wy-
miernym. Jezeli © € R\ Q to z nazywamy punktem neutralnym niewymiernym.
(¢) Zrédrem jedli |(f%)(z)| > 1.



(Tak jak w definicji punktu krytycznego pochodna rozumiemy w zwyklym sensie. Jesli
wiec 0o € Orb(z) to zmieniamy wspéhzedne tak, zeby co ¢ Orb(z). (f*)’ od wyboru
wspOlrzednych nie zalezy.)

Stwierdzenie 1.10. Sciekéw i punktéw neutralnych jest skoficzenie wiele.
Dowdd tego stwierdzenia przedstawimy pdzniej.
Stwierdzenie 1.11. Zrédla naleza do zbioru Julii J(f).

Dowdéd. Niech z bedzie zréodlem o okresie k, to znaczy

Ay =2 & (M) (2)] > 1.
Gdyby z ¢ J(f) to takze z ¢ J(f*) (twierdzenie 1.3 punkt (2)) i wéwezas istniatoby
otoczenie U S z takie, ze rodzina {(f k)”‘U};’le bylaby normalna, czyli istnialby ciag n; i
przeksztalcenie g takie, ze
(fk)nj v = 9

Jj—00

Jednoczesnie jednak zachodzi

N/ ng

((f5)) () = ((F5)'(2)) 7 — oo
Otrzymana sprzecznos¢ konczy dowdd stwierdzenia. W
Stwierdzenie 1.12. Scieki nie naleza do zbioru Julii.

Dowédd. Niech z bedzie Sciekiem o okresie k, to znaczy

fH2) =2 & (") (2) < 1.
Wéwezas dla dostatecznie matego e f¥(B(z,¢)) C B(z,¢) (gdzie B(z,¢) = {w : |z —w| <
£}). Wynika to z definicji pochodnej: |f*(w) — f*(2)| = |(f*)"(2)||w — z| +o(Jw — 2|) . Stad
(fF)"(B(z,¢)) C B(z,¢) dlan = 1,2,... a wiec rodzina {(fk)“‘B(ZVE)}Zo:l jest normalna
(bo jest ograniczona — patrz twierdzenie Montela, Appendix), stad z ¢ J(f*) = J(f). &

Stwierdzenie 1.13. Jak wyzej korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy: dla w
dostatecznie bliskiego z (Scieku o okresie k) ciag {(f¥)"}52, zbiega do z exponencjalnie
(to znaczy istnieje 0 < pu < 1 takie, ze |(fF)"(w) — z| < u™).

Definicja 1.14. Niech z bedzie Sciekiem o okresie k. Basenem przyciggania punktu z
nazywamy zbior

Asi={w: |f"(w) ~ ()]~ 0},

Basenem bezposredniego przyciagania z nazywamy skltadowa spdjnosci A, zawierajaca
punkt z.
Basenem przyciagania (bezposredniego przyciagania) orbity okresowej Scieku z nazy-
wamy zbior
k—1

k—1
Aorb z 1= U Afj(z) (AOrb(z) = U Afj(z)>'

Rysunek
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Stwierdzenie 1.15. Punkty neutralne wymierne naleza do zbioru Julii.

Dowéd. Niech z bedzie punktem neutralnym wymiernym o okresie k. Zmieniajac
uktad wspétrzednych mozemy zakladaé, ze z =01 oo ¢ Orb(z). Poniewaz z jest punktem
neutralnym wymiernym to istnieje s > 1 takie, ze (f*%)(0) = ((fk)’(O))S = 1. Wéwczas
dla w dostatecznie bliskich 0 mamy

5 (w) = w4 aw? + o(|w?|)
dla pewnego a # 01 j > 2. Wowczas

(ff)2(w) = w + aw’ 4+ a(w + cw?)? + o(|w’])
= w + 2aw’ + o|w?|)

i analogicznie '
(f**)"(w) = w + naw’ + of|w]).

Stad wynika, ze j-ta pochodna ((fks)”)[j] =n-a-j'+o(lw]) = oo, wigc rodzina

n—oo

{(f**)"}22; nie jest normalna w otoczeniu punktu z = 0. Stad z ¢ J(f**) = J(f). A

n=1

Zauwazmy, ze jeSli z jest neutralnym niewymiernym o okresie k to (jak poprzednio
przyjmujac z = 0) mamy dla w dostatecznie malych

F(w) = éw + aw? 4 o(|w?|)
dla pewnego v # 0, j > 2 oraz £ = exp(2miO) gdzie © € [0,1) \ Q. Wbwczas

(f*)?(w) = (6w + aw’) + a(éw + aw’)? + of [w’])
= &w + (a& + ag’)uw’ +o(|w’|)
(f*)(w) = Ew + (ag” + o™ + at® )w’ + o(|uw’])
i analogicznie dla wyzszych iteracji (f¥). Tak wiec argumentacji zastosowanej w dowodzie
stwierdzenia 1.15 nie mozna stosowac¢ dla punktéw neutralnych niewymiernych. W istocie:

Uwaga 1.16. Punkty neutralne niewymierne moga zaréwno naleze¢ do zbioru Julii, jak i
do jego uzupetnienia. Wynika¢ to bedzie z przyktadéw podanych w nastepnych rozdziatach.
Wiemy juz, ze
J(f) € cl(Pex(f).

Jednoczesnie
Per(f) = $cieki U punkty neutralne U Zrédla.

Udowodnimy po6zniej, ze Sciekéw i punktéw neutralnych jest skonczenie wiele. Temu pro-
blemowi poswiecone beda czesciowo rozdziaty IV i V. Na razie wyciagniemy z tego dwa
wnioski.
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Whniosek 1.17. Poniewaz J(f) jest w sobie gesty (a wiec nie ma punktéw izolowanych)
stad
J(f) = cl(okresowe zrédla).

Whniosek 1.18. Dla dowolnego punktu z € J(f), dowolnego otoczenia U 3 z oraz dowol-
nego podciagu ny ciag {132, jest rozbiezny.

Dowéd. Zalézmy, ze istnieje ciag zbiezny {f";}52;. Z Wniosku 1.17 wynika, ze
istnieje zrédlo x (o okresie k) lezace w U. Zdefiniujmy podciagi s, i r; jako ciagi spelniajace

nj:ksj+7°j&0§7°j<k.

Wowczas mozna wybra¢ podciag j; taki, ze rj, jest staty (r;
fksh +r

r). Wtedy ciag ", =
) =1(f*)(z)] > 1 to

ST @) =

1— 00

v jest zbiezny. Jednoczesnie jednak poniewaz |(f Y (fr(x

|(fFssT) ()] = | f5) (f7 ()

Otrzymana sprzecznos¢ konczy dowdd wniosku. Wl

2. Sprzezenie w okolicy $cieku i basen A, dla wielomianéw.

Zaczniemy od sformulowania pewnego waznego lematu.

Lemat 2.1. Niech U C C bedzie zbiorem otwartym, a

f:U—=C
bedzie funkcja holomorficzna. Niech bedzie dany punkt x € U speiniajacy nastepujace
warunki:

flz) ==

()] < 1.

Wéwczas zachodzi:
dycy taki, zex € V, V otwarty & f(V) C V,
Ip.v v+ biholomorficzna, h(x) = 0,
dy.v/_c holomorficzna taka, ze

hfh™!' = H,
f

V —V

") |»

v -2, ¢

oraz
(a) jesli 0 < |f'(x)| to H(z) = f'(x) - z (przypadek Scieku),
(b) jesli 0 = |f'(x)| to H(z) = 2* dla pewnego k (przypadek superscieku).

Dowéd. Mozna zaktadaé, ze x = 0.
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(a) Pol6zmy
H(z):= f'(0)- 2.

Skonstrujemy rownanie na szukang funkcje h:

hfh ' =H
(hfh_l)n _ hfnh—l — g"
H™"hf" = h.

(1) O ile H~™f™ jest zbiezne jednostajnie na pewnym otoczeniu V' do funkcji odwra-
calnej to mozna za h przyjaé¢ granice

H"f" = h

Istotnie spelnione bedzie réwnanie H 'hf = h gdyz
H—l(H—nfn)f — H—(n+1)fn+1
oraz

anfn = h

n—oo

H—(n+1)fn+1 — h.

n—oo

(2) Oile H~™f™ jest zbiezne jednostajnie to granica jest funkcja odwracalna, poniewaz
pochodna w punkcie x = 0 wynosi

(H"f7)'(0) = (£1(0))~" - (£'(0))" = 1.
(3) Ciag H™™f™ jest zbiezny poniewaz jest zbiezny w jednym punkcie
H="f"(0) =0,
oraz ciag pochodnych jest zbiezny jednostajnie na dostatecznie matym V. Mianowicie

f'(z)
'(0)

(1) () = (7 0) (™Y () = [

gdzie z; := f(z2).
Logarytmujac badany ciag mamy wéwczas

n—1

H f'(z)
o 1'(0)
Dla dowolnego € > 0 mozna dobra¢ V := {|z| < ¢1}, takie, ze

f(z)

o [
z

n—1

= Zlog

1=0

f'(2i)
)]

log

<|fO)+e<1,
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skad otrzymujemy
Veev |2:] < er| f(0) + &' < e, fvycw
Ponadto korzystajac z drugiej pochodnej otrzymujemy
f'(z) = f(0) + f"(0)z + o(|z])
czyli

f'(z)
/'(0)

C2

|7(0)]

ElCQ vzev ’ ' S 1 + |Z|

Stosujac to do naszego szeregu mamy

n—1
Z log
i=0

(=) -

f'(0)

n—1
ST Z‘ 1< iy 1O +elf < o

Tak wiec badany iloczyn jest zbiezny co konczy dowdd przypadku (a). O
(b) Poniewaz f(0) = 0 oraz f’(0) = 0 to istnieje liczba naturalna k i funkcja holomor-
ficzna g taka, ze

f(2) = 2*g(2) & g(0) # 0.

Potézmy

Zdefiniujmy funkcje

hp = "\/fo...of
= szk” c9(zn_1) - 9(zn_2) - .- g(z0)" "

(gdzie jak poprzednio z; = f(z)) jako

km m \/_ ZO

Galezie pierwiastkow bierzemy dowolnie, tak zeby

Y/g(0) = v/ *"/g(0) (dla dowolnie wybranej gatezi +1/°),

oraz #/ = 1 (niemal jednostajnie na pewnym otoczeniu g(0)). To jest mozliwe bo
n—oo

9(0) # 0.

O ile ciag h,, jest zbiezny niemal jednostajnie to mozna za h wziaé¢ te granice. Istotnie
mamy wowczas

hnof:Hothrl
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(z definicji hy,, h,11 — wazna jest zgodno$é galezi pierwiastka) i stad
hof=Hoh.

Dla zbieznosci h,, = h wystarczy udowodni¢ niemal jednostajna zbieznos¢ w otoczeniu 0,
n—od
do funkcji réznej od zera, iloczynu nieskonczonego

1T " Volza).

czyli zbieznosé szeregu
o0

S (1= " Vg(z).

n=0

Szereg ten jest zbiezny, nawet exponencjalnie, poniewaz g(z, ) pozostaje w malym otoczeniu
g(0) oraz w7 = 111 jest zrédlem dla przeksztalcenia z — 2F i podobnie jak we

n—oo
wniosku 1.13 przyciaganie jest dla Ve eksponencjalne. Wowczas

nz)=zJ[ " Vo)
n=0

o0
gdzie ] *""\/g(zn) jest réiny od 0. Stad h jest odwracalne na dostatecznie malym oto-
n=0

czeniu V 3 0. Na mocy wniosku 1.13 f(V)C V. R
Rozpatrywac bedziemy teraz wielomiany stopnia d > 2. Traktowac je bedziemy jako
przeksztalcenia sfery Riemanna C w siebie.

Definicja 2.2. Niech bedzie dany wielomian f(z). Basenem przyciagania nieskonczono$ci
nazywamy zbior )
Ay ={2€C: f"(2) — oo}

n—oo

Stwierdzenie 2.3. Niech f bedzie wielomianem. Wéwczas:

(a) Punkt co € C jest supersciekiem tzn. f(co) = oo & f/(00) = 0 (w ukladzie
wspolrzednych h takim, ze h(oo) € C).
(b) A jest spdjny i otwarty. Zatem basen przyciagania A, i basen bezposredniego

przyciagania A., sg rowne.

Poniewaz oo jest sciekiem to definicja 2.2 jest zgodna z definicja 1.14.
Dowéd.

(a) Wprowadzmy zamiane wspo6trzednych

w =

1
ot
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Woéwezas oo — 0, oraz wielomian
f(2) = arz® + ap_12" 1 + ...+ ao, ar #0, k>2

przyjmuje postac

wk

w) =
fw) ar + ap_1w + ... + agwk
oraz f(0) =0 & f'(0)=0. O
(b) Dzieki lematowi 2.1 wiemy, Ze istnieje zbiér otwarty U C A, taki, ze oo € U oraz
(z definicji As)

(*) A = (),
n=0

Spbjnosé A, ktora chcemy wykazaé oznacza, ze dla Ao (sktadowej spojnosci Ao zawie-
rajacej 0o, inaczej basen bezposredniego przyciagania co) mamy Ay = As. Wystarczy na
mocy (%) pokazaé, ze f~(As) = Ao czyli, ze dla dowolnej skladowej spéjnosci V zbioru
f71(1[100) mamy V = Ase. Wystarczy pokazaé, ze f przeksztalca V na A bo wtedy w V
musi by¢ przeciwobraz oo a jedynym przeciwobrazem oo w C jest oo.
Gdyby A \ f(V) # 0 to istnialby punkt x € AN Of(V). Niech y; € V takie, ze
f(y) — . Niech y bedzie granica jakiego$ zbieznego podciagu y;,. Wéwczas y ¢ V,
J]—00
w przeciwnym wypadku z otwartosci odwzorowania f byloby f(y) = x € int f(V'). Stad
y € OV i istnieje otoczenie W > y takie, ze f(W) C A, zatem V nie bylo cala skladowa

spojnosci f~1(As). Sprzecznosé. M
Stwierdzenie 2.4. Niech f bedzie wielomianem. Wéwczas
J(f) = 0Aw.

Dowdd.

(1) J(f) € 0Ax -

Dowéd. Wezmy z € Ay,. Wowcezas z ¢ J(f) poniewaz istnieje zbiér otwarty V' taki,
ze z € V C A irodzina ™y jest normalna gdyz

iy = oo

n—,oo

Wesmy z € C\ clAs. Wowezas z ¢ J(f) poniewaz istnieje zbiér otwarty V taki, ze
zeV CC\cldy irodzina f"v jest normalna gdyz omija As. O

(2) 0A C J(f) .

Dowé6d. Wezmy z € 0A.. Wowczas z € J(f) poniewaz dla dowolnego otoczenia
otwartego V punktu z zachodzi:

VNAw #0 & f"vaa, = oo,
V ﬂ@AOO % (Z) & fn‘VﬂaAoo Omija A007

a wigc rodzina f™y, nie moze by¢ normalna bo w granicy nie ma funkeji ciggtych. W

Powyzszy dowdd pokazuje, ze dla A basenu przyciagania (lub bezposredniego przy-
ciagania) dowolnego scieku, A C J(f).
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Definicja 2.5. Dla wielomianu f wypelnionym zbiorem Julii nazywamy zbiér

Kf Z:@ Aoo

3. Rodzina stopnia 2.

Stwierdzenie 3.1. Kazdy wielomian stopnia dwa jest liniowo sprzezony z wielomianem
postaci
2 22 +c

dla pewnego parametru c € C.

Dowdéd. Niech bedzie dany wielomian f stopnia 2. Przeprowadzimy nastepujaca konstruk-
cje:

(1) Przesuniemy punkt krytyczny do 0.
Jezeli zg jest punktem krytycznym dla f to wezmy przeksztalcenie liniowe

h(z) ==z — z
i niech

fi:=hfh L.
Wéwezas f1(z) = aze + 3 (dla pewnych «, f € C, o # 0).

(2) Wezmy przeksztalcenie liniowe
9(z) :=az

i niech

for=gfig™"
Woéwcezas fo(z) =22 +aB. B

Stwierdzenie 3.2. Dwa wielomiany postaci
filz)=224c,  fo(z) =2+

sg holomorficznie sprzezone na C wtedy, 1 tylko wtedy gdy c¢1 = cs.

Dowdéd. Zalézmy, ze sa holomorficznie sprzezone. Wéwcezas istnieje przeksztalcenie holo-
morficzne h

h:C—C

takie, ze
fi=hfah™t

Jest ono odwracalne, wiec musi by¢ homografia. Ponadto oo jest super $ciekiem a 0 punk-
tem krytycznym dla f1 i fo i h przeprowadza punkty krytyczne na punkty krytyczne, Scieki
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na $cieki (wystarczy policzyé pochodna). Jezeli 0 jest super éciekiem dla f; to fi(z) = 22
Wtedy takze f; musi mie¢ dwa super $cieki, wiec

f1(2) = fo(z) = 22
W przeciwnym wypadku h musi zachowywaé punkt krytyczny, czyli
h(oo) = 00 & h(0) =0,

skad mamy
h(z) = az dla pewnego « € C.

Woéowezas .
24 = filz) = hfgh_l(z) = 522 + o

skad mamy o = 1, co konczy dowoéd. W
Udowodnilismy wiec, ze badanie dynamiki wielomianéw stopnia 2 mozna ograniczy¢
do badania rodziny {f.}.cc gdzie

fo(2) == 2% +c.
Definicja 3.3. Zbiorem Mandelbrota nazywamy zbiér

M:={ceC: fic) 4 oo}

n—oo

Uwaga 3.4. Basen przyciagania nieskonczonosci jest otwartym otoczeniem oo wiec dla
dowolnego ¢ € C mamy

fte) /A o = {f¥(c)}2, jest ciagiem ograniczonym.

n—,oo

Czasem pisze sig, ze fI'(0) + o0, co na jedno wychodzi bo f.(0) = c¢. Przypominamy, ze
n—oo

dla f. O jest punktem krytycznym a c jest wartoscia krytyczna.
Twierdzenie 3.5. Dla rodziny {f.}.cc (gdzie f.(z) = 2> +c) réwnowazne sa nastepujace
warunki:

(a) ce M.

(b) J(fc) jest spéjny.

(c) Wypelniony zbiér Julii Ky, jest spojny.

(d) Ay jest jednospdjny.

Dowéd. Réwnowaznosé (b),(c),(d) jest nietrywialnym faktem topologicznym — przy-
pominamy, ze J(f.) = 0Ax, Ky, = C\ As (dowdd pozostawiamy czytelnikowi — warto
wykorzystaé¢ twierdzenie Jordana dla gladkich krzywych Jordana).

Dowodzimy (a) = (d).
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Jesli c € M to ¢ ¢ Ay (z definicji). Na podstawie lematu 2.1 istnieja V' otoczenie oo,
a > 1 i przeksztalcenie biholomorficzne h : {|z| > a} — V takie, ze h(2%) = f(h(z2)) (i h
rozszerza si¢ holomorficznie na otoczenie zbioru {|z| > a}). Oznaczmy P = cl(V \ f(V)).
To jest topologicznie domkniety pierscien bo V' \ f(V) = h({a < |z| < a?}) (Rys.3.1).

Zalézmy, ze wiemy juz, ze V; = cl(f~7(V)) jest homeomorficzny z dyskiem, dla
j=12,....n, f(V;) = V;_1 1 P; = cl(V; \ V1) jest homeomorficzne z domknietym
pierécieniem (Rys.3.2). Poniewaz f nie ma punktéw krytycznych w Ao, zbiér f~1(P,) jest
(topologicznie) pierécieniem, oznaczmy go P, 41, lub suma dwéch roztacznych pierécieni.
Ten drugi przypadek jest jednak nie mozliwy bo sktadowe brzegu tych pierscieni przecho-
dzace przy f na dV,,_1 bylyby zawarte w 9V,, (a sa to topologiczne okregi). Oznaczmy przez
01 sktadowa OP, 11, ktora przechodzi na 9V,,_;. Oznaczmy druga sktadowa 0y (Rys.3.3).

Rysunki 3.1, 3.2, 3.3

Mamy int(P,11)NV,, = 0 bo f(int(P,11)) = int(Py), f(Vn) = Vp—1 1int(Py)NV, -1 =
(). Oczywiscie 9, N V,, = () bo 95 jest rozlaczne z 9.

Zatem f~("*tD(clV) to dysk z dolepionym pierécieniem czyli topologiczny dysk i dla
n + 1 spelnione jest zatozenie indukcyjne.

oo
Stad wynika, ze Ao = |J f7™(V) jest otwartym topologicznym dyskiem. [
n=0

Mozna podaé¢ inny dowdd implikacji (a) = (d), blizszy rozwazaniom lematu 2.1:
Definiujemy funkcje G : Ay \ {o0} — R wzorem

G(z) = g log | (F(2)],
dla n takiego, ze f™(2) € V. Z réwnoéci h(2%) = f(h(z)) widaé, ze ta definicja nie zalezy
od wyboru n.

G nie ma punktéw krytycznych z definicji, bo f nie ma w A\ {oco} punktéow kry-
tycznych. Pole wektorowe grad(G) jest transwersalne do 0V. Zatem parametr na OV (to-
pologicznym okregu) i czas ¢ dla potoku ¢; pola grad(G) parametryzuja A \ {oo} jako
pierscien. Ale dla ¢ — oo mamy G — oo czyli ¢1(z) — oo. Zatem A, jest dyskiem
topologicznym.

Uwaga 3.6. G (lub —G) nazywa si¢ funkcja Greena na A.,, spelnia ona standardowe
zatozenia o funkcji Greena.

Dowodzimy (d) = (a).
JeSli ¢ ¢ M czyli ¢ € A to konstruujemy V,, jak poprzednio dla n = 0,1,..., N,
gdzie N takie, ze Viy 2 ¢, ¢ ¢ V,, dla n < N (V; sa domkniete). Mozna wybraé stala

a tak, zeby h({|z| = a}) N U fi(c) # 0. Wtedy ¢ € OVy i f~1(0VN) jest topologiczna
§=0

6semka (Rys.3.4). Kazda z obu sktadowych Wy, W zbioru C\ f~1(Vy) jest biholomorficznie

przeksztalcana przez f na C\ Vy 2 C\ Y (Vn). Zatem w W, (podobnie W3) jest punkt

staly czyli punkt nalezacy do C\ Ao, = K, (z definicji basenu Ay). C\ A nie jest wiec
spojne. W
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Przyjrzyjmy sie skonstruowanym w dowodzie zbiorom Wi, Wy (Rys. 3.4). Tréjka
Wi, Way, OVni1 stanowi “okulary” O. Wi, Wy nazywamy szkietkami. (Czasami oku-
larami nazywa sie trojke Wi, Wy, Vi1 \ Viv; Sa tez inne warianty: np. zadamy aby
c € Vn & ¢ ¢ OV_1, dalsza konstrukcja bez zmian (Rys.3.5).)

Rysunki 3.4, 3.5

Zbior (fiw,) 1 (O), j = 1,2 nazywamy okularami 2 rzedu (o “szkietkach” Wyi, Wi,
Wa1, Waa) (Rys.3.6). Okulary trzeciego rzedu to (fiw,) ™' (okulary 2 rzedu), itd.

oo

K. to zbiér widziany przez okulary dowolnie wysokiego rzedu (K, = () (W1 U
n=1

WhaU...UWpan)). Udowodnilidmy przy okazji, ze Ky, ma oo wiele sktadowych spdjnosci.

Rysunek 3.6

Uwaga 3.7. Tak jak poprzednio takze i w tym przypadku mozna zdefiniowaé¢ funkcje
Greena GG. Ma ona punkty krytyczne dokladnie na zbiorze |J f~"({0}).
0

n=

20



II1. Sktadowe sp6jnosci uzupelnienia zbioru Julii

W rozdziale tym zajmiemy sie zbadaniem dynamiki przeksztatcenia f na sktadowych
spéjnoscei uzupelnienia zbioru Julii. Zbiér tych skladowych oznaczaé bedziemy S(f). Be-
dziemy zaktadaé, ze J(f) # C oraz tak jak zawsze deg f > 2. Niech C bedzie taka sktadowa.
Wéwezas rodzina { f"c 52, jest normalna na catym C C C\ J(f), poniewaz mozna wy-
biera¢ podciagi zbiezne lokalnie (gdyz jesteSmy w uzupelnieniu zbioru Julii) i stosowaé
metode przekatniowa. Zauwazmy, ze obrazem skladowej jest skltadowa: niech C' € S(f),
wowezas f(C) C C\ J(f), co wynika z niezmienniczosci J(f). Ze spéjnosci C' mamy
f(C) C ', gdzie C" € S(f). Poniewaz f(0C) C J(f), wiec 0f(C) C J(f). Zatem ze
spéjnoéci C' mamy C’ = f(C). Dalsze rozwazania rozbijaja sie na dwa przypadki, ktore
badaé¢ bedziemy osobno:

(1) Istnieje w zbiorze funkeji granicznych rodziny {f"c}52; funkcja nie stata (nazy-
wamy ten przypadek osobliwym, a taka C' sktadowa osobliwa).

(2) Wszystkie funkcje graniczne rodziny {f"-}5Z; sa fukcjami stalymi (nazywamy
ten przypadek regularnym).

Najpierw zajmiemy sie przypadkiem (1).

Dla uproszczenia przyjmujemy, ze w tym rozdziale C' bedzie zawsze oznaczaé sktadowg
spojnosci zbioru C\ J(f).

1. Istnieje w zbiorze funkcji granicznych funkcja rézna od stalej.

Podstawowym krokiem w naszych rozwazaniach bedzie udowodnienie lematu 1.1. Analo-
giczna wlasno$¢ ma miejsce w przypadku (2), lecz jej dowdd jest bez poréwnania trudniej-
szy (patrz rozdzial VII — Twierdzenie Sullivana).

Lemat 1.1. Kazda skladowa osobliwa C' wpada w skladowa okresowa to znaczy
Tokso: f(C) = fHHO) =

oraz rodzina { f"‘c,};’lozl ma w zbiorze funkcji granicznych funkcje idc.

Dowdéd. Zaktadalidmy, ze istnieje rozna od statej funkcja graniczna, czyli istnieje ciag
ng i funkcja F' R
F:C—-C

taka, ze

f"™c = F & F # const.

k—oo

Niech A bedzie zbiorem otwartym takim, ze
h#£clACC.

Wobwcezas
dx Vn,sk f(C) D F(A).

Jest tak, poniewaz istnieje ¢ > 0 oraz zbiér otwarty B takie, ze dla kazdego z € A ist-
nieje otoczenie B, C B C cIlB C C i F(0B,) = 0F(B,), dist(0F(B,), F(z)) > ¢ (ze
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zwartoéci cl A 1 lokalnej postaci funkcji holomorficznej). Wowczas dla kazdego w € B
dist(F(w), f™(w)) < e (dla n; dostatecznie duzych), a wiec dla kazdego z € A F(z) €
f™(B;) C f(C) (z twierdzenia Rouché).
Stad
Vomo FH(O) A F(C) £

i poniewaz obrazem sktadowej jest sktadowa, to
vm,nj >K fm(c) N fnj (C) < S(f)

Niech s := n;, > K bedzie pierwszym momentem takim, ze f*(C) = C’. Niech k :=
Nig 1 — Niy- Wowezas fST5(C) = f5(C) = C'. Ze zbieznosci [ ¢ wynika, Ze istnieje takie
i, ze [t o = fs+kmt|c dla pewnego ciggu m;. Stad wynika, ze {fkmt‘c,}fio zachowuje
C' (dla t dostatecznie duzych) oraz jest zbiezne do réznej od stalej funkeji G. Ponadto G
jako granica przeksztalcen zachowujacych C’ przeksztalca C' w C' (G(C") C C").

Wezmy dowolny zbiér zwarty K C G(C’). Wezmy otwarty zbiéor B C ¢l B C G(C")
taki, ze G(B) D K. Korzystajac z twierdzenia Rouché f*¥™¢(B) D K, dla dostatecznie
duzych my.

Pokazemy, ze

dist (fEmes=me) (2) )

dazy jednostajnie do zera (dla t',t" — oo, t < t/, x € K). Istnieje &; € B takie, ze
fEmer (%) = . Wowezas

dist(fEmes=me) () x) = dist(fF™ (2), fF™ (5)).

7Z warunku zbieznosci Cauchy dist(f*™ (Z), f*™" (Z)) dazy jednostajnie do zera dla & €
cl B, a wiec z dowolnosci zbioru K otrzymujemy

fk(mt/7_mt”)|G(C/) :; id|G(Cl) '

" —00
Poniewaz G(C") jest zbiorem otwartym spéjnym mamy

k — .
f (myr, mt//)|cl = 1d|C/,

t’,t"" —oo

co konczy dowod lematu 1.1. W
W dalszych rozwazaniach bedziemy zaktadaé, ze dziedzina C' jest okresowa i (ewen-
tualnie biorac iteracje f° jako nasze przeksztalcenie zamiast samego f) jej okres wynosi 1,
czyli
f(C)=0C.

Rozwazaé bedziemy f jako przeksztalcenie obciete do
ficlC —clC.
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Ponadto poniewaz J(f) jest zbiorem nieskonczonym to
C C C \ co najmniej trzy punkty

wigc uniwersalnym holomorficznym nakryciem dziedziny jest dysk (patrz Appendix). Po-
nadto istnieje podgrupa I' grupy automorfizméw dysku D := D(0,1) = {|z| < 1}, dziala-
jaca w sposob catkowicie nieciagly (to znaczy

V.ep Jus. U otwarte : Voer\ar 9(U)NU =0)
taka, ze
C=D/T,

(I" jest grupa podstawowa C').
Mamy wiec nakrycie H

c 1
i z lematu 1.1. wiemy, ze istnieje ciag {nj}3>, taki, ze

e =id.

k—oo

Udowodnimy kolejny wazny krok na drodze do klasyfikacji dziedzin i ich dynamik.

Lemat 1.2. W rozwazanej sytuacji istnieje ciag przeksztalceri holomorficznych { f”k};‘;l

ff*:D—-D

takich, ze

(1) f”’“ sg podniesieniami przeksztalcen [+,
(2) f* sq automorfizmami dysku D,
(3) fm = id.

k—oo
Dowdd. Przeksztalcenie

H:D—-C
jest nakryciem, wiec istnieja podniesienia f”k przeksztalcen f"*. Niech f”k bedzie dowol-
nym podniesieniem, wowczas:

f7r jest “na” poniewaz f™ jest holomorficzne i “na”.

Mozna to udowodni¢ nastepujaco: Wezmy dowolny z € D. Istnieje y € D taki, ze y €
H~'(H(%))ij= f"(Z) dla pewnego Z € D (poniewaz ™ jest “na”). Niech 4 C I bedzie
krzywa gltadka laczaca Z 1 §. Wtedy mozna znalezé krzywa v C C taka, ze Sy Jest
homeomorfizmem ~" na H (%), a 7' zaczyna sie w z := H(Z). PodnieSmy +' do 4’ C D
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tak, zeby poczatek 7' byl w . Wtedy drugi koniec 4’ przechodzi pod dzialaniem f™ na
Z (Rys.1.1). (Zauwazmy, ze ogblnie podniesienie przeksztalcenia “na” nie musi byé “na”:
np. g : R/Z — R/Z, g(x) := sin(27z).)

f”k jest réznowartosciowe, poniewaz f"* nie ma punktéw krytycznych — gdyby miato
to f tez musialoby mie¢ i wtedy wszystkie f"* mialyby punkty krytyczne wiec nie mo-
gtoby zachodzi¢ f™ = id — wiec takze f"k nie moze mie¢ punktéow krytycznych. Tak

k—oo
wiec f”’“ jest przeksztalceniem dysku na siebie, bez punktéw krytycznych wiec musi byé
réznowartosciowe.

Dotychczas udowodnione wtasnosci (1) i (2) dotyczyly wszystkich podniesien kazdego
przeksztalcenia f™ . W celu otrzymania wlasnosci (3) trzeba wybraé specjalne podniesie-
nie:

Wybierzmy dowolny punkt Zy € D i jego rzut zo = H(Z) € C. Niech V bedzie dosta-
tecznie malym otoczeniem zg, tak, zeby H (V) rozpadalo si¢ na sktadowe, na ktérych H
jest réznowartosciowe. Wezmy 1% sktadowsg zawierajaca zp. Poniewaz klin;o [ (20) = 20 to

dla dostatecznie duzych ny ™ (zp) € V. Wezmy fe taki, aby

fre (50) eV.

Wowezas poniewaz H ™ = f*" H .- = H. oraz na V przeksztalcenie rzutowania H
p 1% 1% v p

k—oo
jest réoznowarto$ciowe, mamy

o _

fiF = idy .

v o IV
Oczywiscie f™* sa holomorficzne wiec

f=id,

k—oo

co zakonczyto dowod lematu. M

Przypomnijmy teraz, ze automorfizmy dysku dziela si¢ na hiperboliczne, paraboliczne
i eliptyczne.

Definicja 1.3. Niech f bedzie automorfizmem dysku . Zbiorem punktéw statych auto-
morfizmu f nazywamy zbiér

Fix(f) :={z €clD: f(2) = z}.
Uwaga 1.4. Jezeli f jest eliptycznym lub parabolicznym automorfizmem dysku D, to
card(Fix(f)) =1,

jezeli za$ jest hiperboliczny, to
card(Fix(f)) = 2.
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Ponadto dla f eliptycznego Fix(f) C intD, a dla f parabolicznego Fix(f) C oD .

Lemat 1.5. Niech f i g beda automorfizmami dysku D, réznymi od identycznosci, komu-
tujacymi, to znaczy
f=9"fg.

Wowczas zbiory punktéow stalych obu przeksztatcen sa réwne.

Dowéd. Z komutacji wynika, ze

9(Fix(f)) = f(g(Fix(f))).

Rozwazmy teraz dwa przypadki:

(a) f jest paraboliczne lub eliptyczne. Wéwczas

Fix(f) = {w},

Poniewaz w jest jedynym punktem stalym f, to

g(w) = w.
Jezeli istnieje inne w’ € Fix(g), to z wlasnosci f(Fix(g)) = g(f(Fix(g))) mamy f(w') = w’,
co niemozliwe, bo f ma tylko jeden punkt staty.

(b) f jest hiperboliczne. Mozna zakladaé, ze g takze jest hiperboliczny, gdyz w prze-
ciwnym przypadku mamy sytuacje z punktu (a). Wéwczas ani f ani g nie maja punktéw
okresowych i Fix(f) = {w,w'}, w # w’. Wowczas g(w) = w’ & g(w’) = w (co niemozliwe
poniewaz przeksztalcenie hiperboliczne nie ma punktéw okresowych) albo g(w) = w &
g(w') =w', czyli Fix(g) = Fix(f). W

Wracamy teraz do naszej sytuacji. Bedziemy rozwazac skonstruowany w lemacie 1.2
ciag {f™*}22, i podgrupe I' grupy automorfizméw dysku D := D(0.1), taka, ze
C=D/I.

Lemat 1.6. . .
Voer dx Vno>k =gl

Dowo6d. Wszystkie przeksztalcenia f™ sg odwracalne, wiec ma sens nastepujaca definicja
By i= (fnk)_lg_lfnkg-

Wéwezas {h,, }7°, jest ciagiem automorfizméw dysku oraz poniewaz fr sg podniesieniami
kS k=1
przeksztalcen f™* zbioru C = D/I', a g € I', to otrzymujemy h,,, € I'. Ponadto poniewaz
f™ = id, to
k—oo B B
By, = (™) g7 g = id.

k—oo
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Grupa I' dziala w sposéb catkowicie nieciagly, wiec dla dostatecznie duzych ny zachodzi
hy, = id. Tak wigc dla dostatecznie duzych ny

id = (f™) g f*g,

co konczy dowdd lematu. W

Przeksztaltcenia f”’“ (dla dowolnego ny # 0) sa r6zne od identycznosci, poniewaz w
przeciwnym przypadku fm* o, = id|C/ stad f™ = id, co niemozliwe, gdyz deg(f) > 2.
Mozemy wigc zastosowac lematy 1.5 i 1.6 i otrzymujemy, ze dla dowolnego ustalonego
go € I'\{id} i dla dostatecznie duzych ni, f™ i go maja te same punkty state (Fix(f™*) =
Fix(go) =: A). Zatem wszystkie g € I" maja wspolne punkty stale (Fix(g1) = A = Fix(g2)).
Stad cata grupa I musi sie sktadac¢ z automorfizméw jednego typu o wspédlnych punktach
stalych. Doktadniej I" musi by¢ podgrupa grupy jednoparametrowej I, hiperbolicznej,
parabolicznej lub eliptycznej (patrz Appendix). Ponadto dla dostatecznie duzych ny f™ €
Iy (bo Fix(f™) = A). Wezmy dowolne podniesienie f przeksztalcenia f. Dla dostatecznie
duzych ny istnieja g i h elementy I takie, ze

(/)™= = gf h.

Zatem (f)™ € Iy. Poniewaz f i (f)™ maja te same punkty stale, to f € I.
Jestesmy teraz przygotowani do sklasyfikowania dziedzin C'iich dynamik. Wystarczy
rozpatrzeé¢ nastepujace przypadki:

(1) I = {id},

Wiemy ponadto, ze wéwczas )
(/)™ = id
k—o0
wiec f nie moze byé ani paraboliczne ani hiperboliczne, poniewaz wtedy (f)* = const.
n—oo

Tak wiec f musi by¢ eliptyczne. Po odpowiedniej zmianie wspotrzednych na dysku D jest
obrotem o kat 27\ dla pewnego A € R\ {0}. Jezeli by A bylo wymierne, to dla pewnego k
zachodzitoby

i stad f* =id na C, a zarazem na C, co niemozliwe, gdyz f jest przeksztalceniem stopnia
co najmniej 2.

Tak wiec w tym przypadku istnieje przeksztalcenie biholomorficzne h : C' —
D = {|z]| < 1} takie, ze

hfh™1(2) = z - exp(2mi)) (obrét o kat \ )

gdzie \ niewymierne.
Dziedzine C takiej postaci nazywamy dyskiem Siegela (Rys.1.2).

(2) I jest eliptyczna. Tak nie moze by¢, poniewaz grupa eliptyczna nie dziata w sposéb
catkowicie nieciagly.
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(3) I jest paraboliczna. Pokazemy, ze to réwniez nie moze sie zdarzy¢. Jezeli zamiast
dysku bierzemy zbiér {Im(z) > 0} i punktem stalym jest oo, to grupa I" jest postaci

I'={z—z+X:Xe A},

gdzie A C R jest pewnym zbiorem parametrow. Wéwcezas poniewaz grupa I’ dziata w
sposOb catkowicie dyskretny, to istnieje takie Ay, ze przeksztalcenie

g(z) = z+ Ao

jest generatorem grupy I .

Wéwezas dziedzina D/I" (D = {Im(z) > 0}) jest biholomorficznie réwnowazna dys-
kowi z usunietym punktem, bo exp(2m—z) jest biholomorfizmem {Im z > 0}/I" — D\ {0}
(Rys.1.3). Zatem C = D/I" = D\ {0} mu&aloby by¢ holomorficznie réwnowazne topolo-
gicznemu dyskowi z usunietym punktem. Jednocze$nie topologiczny dysk w Cz usunietym
zbiorem spdjnym i zwartym K wiekszym niz punkt, oznaczmy go C’ (Rys 1.4), jest ho-
lomorficznie rézny od D \ {0}. Wynika to na przyklad stad, ze funkcja holomorficzna
h:D\ {0} — C" =D\ K jako ograniczona mialaby przedtuzaé sie do ciaglej w 0 i mieli-
bysmy h(0) = 0K, czyli punkt przechodzitby na zbiér niejednopunktowy. Sprzecznosé.

Zatem C' bylby topologicznym dyskiem z usunietym punktem (Rys. 1.4), co niemoz-
liwe, bo nie ma izolowanych punktéw w zbiorze Julii.

(4) I jest hiperboliczna. Wéwczas jezeli zamiast dysku bierzemy zbior {Im(z) > 0} i
punktami statymi sg 0 i oo, to grupa I’ jest postaci
I'={z—Xz: e A}
gdzie A C R jest pewnym zbiorem parametréw. Ponadto f jest postaci
Z 4§z

dla pewnego p € Rt \ {1}. Poniewaz grupa I' dziala w sposéb catkowicie nieciagly, to
istnieje \g takie, ze przeksztalcenie

9(z) := Xz
jest generatorem grupy I’ . Wéwczas dziedzina C' = D/I" jest réwnowazna pierscieniowi
(postugujac sie na przyklad przeksztalceniem exp ( 27” log z)), a f jest obrotem na tym
pierécieniu (Rys. 1.5). Ponadto gdyby obrét ten mlal punkty okresowe, to sam bylby
okresowy, to znaczy istnialoby k takie, ze
ff=id,

co niemozliwe, gdyz f jest przeksztalceniem holomorficznym i deg(f) > 2.
Tak wiec w tym przypadku w odpowiednim ukladzie wspoélrzednych mamy:

C jest piersScieniem,
f jest obrotem na tym pierScieniu o kat niewspétmierny z 7 .

Dziedzine C takiej postaci nazywamy pier$cieniem Hermana (Rys. 1.5).

W ten sposob zakonczyliSmy klasyfikacje w przypadku, gdy w zbiorze funkcji granicz-
nych sa jakie$ funkcje inne niz state. Jako uzupelnienie podamy jeszcze jedna dodatkowa
informacje:
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Stwierdzenie 1.7. Jezeli przeksztalcenie f
f: C—-C

jest wielomianem, to nie moga istnie¢ pierscienie Hermana.

Dowéd. Zaltézmy, ze istnieje pierscien Hermana H dla wielomianu f. Mozemy zaktadac,
ze

f(H) = H.

(Jezeli okres wynosi s, to rozwazamy f*, ktore takze jest wielomianem.) H rozcina C na
zbiory A, B (Rys. 1.6). f|i jest obrotem, wigc

f(DA) = 9A & f(OB) = OB.

Punkt oo jest punktem stalym, wiec oo ¢ H. Zalézmy, ze oo € A. Poniewaz basen bepo-
Sredniego przyciggania co A jest z skladowg uzupelnienia zbioru Julii, to Aoe N H =0 i
stad Aoe C A. Zatem J(f) = 0As C cl A (patrz rozdzial I, 2.4), czyli J(f)NclB =0 —
sprzeczno$é, bo 0B C J(f). W

2. Wszystkie funkcje graniczne sa funkcjami stalymi.

Bedziemy stosowa¢ metode analogiczna do zastosowanej w poprzednim przypadku. Klu-
czem do tego bedzie zastosowanie Twierdzenia Sullivana, ktére jest analogiczne do le-
matu 1.1 w poprzednim przypadku.

Twierdzenie 2.1. (Twierdzenie Sullivana) Niech
f: C—C

bedzie przeksztalceniem holomorficznym. Woéwczas nie ma sktadowych bladzacych, to zna-
czy kazda skladowa uzupelnienia zbioru Julii J(f) pod dzialaniem f wpada w skladowa
okresowa.

Dowdd tego twierdzenia jest bardzo trudny i zamieécimy go w osobnym rozdziale.

Dzigki temu twierdzeniu mozemy w dalszych rozwazaniach zaktadac¢, ze dziedzina C'
jest okresowa i (ewentualnie biorac iteracje f° jako nasze przeksztalcenie zamiast samego
f) jej okres wynosi 1, czyli

fo)=c.

Rozwazaé bedziemy f jako przeksztalcenie obciete do
ficC —clC.

Ponadto rodzina {f"|c};2; ma tylko funkcje stale jako funkcje graniczne.
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Lemat 2.2. Niech punkt a bedzie wartoscia stalej funkcji granicznej rodziny {f"c}n21,
to znaczy istnieje podciag ny taki, ze

k—oo

Wowczas punkt ten jest jedyna funkcja graniczng tej rodziny oraz a jest punktem statym
przeksztalcenia f.

Dowéd.

(a) Punkt a jest punktem stalym przeksztalcenia f.
Dowdéd. Wybierzmy dowolny z € C, niech w := f(z). Oczywiscie w € C' i mamy

lim f™(z)=a & klim [ (w) = a.

k—oo

Wéwezas

fla) = Jim f*(f()) = Jim [ ()= a. O

k—oo

(b) Funkcja stata a jest jedyna funkcja graniczna.
Dowdd. Ustalmy dowolny punkt z € C. Wezmy dostatecznie mate otoczenie U punktu
a w zbiorze cl C. Niech

V= f7HU)
(Rys.2.1).

Rysunek 2.1

Wéwcezas V' jest takze otoczeniem punktu a. Gdyby a nie bylo jedyna funkcja gra-
niczna, to nieskonczenie wiele razy ciag { f"(z)}°2; nie wpadalby w U. Jednoczeénie punkt
a jest funcja graniczna, wiec istnieje podciag ny taki, ze

klim f"(2) = a.

Mozna wiec skonstruowaé ciag {my}>2, “ostatni moment przed wpadnieciem w U”, to
znaczy

fretl(x) e U & f™ (2) ¢ U.

Wéwezas z definicji V' mamy
[ (z) e V.

Rodzina {f™c}52; jest normalna, wigc z ciagu {f™* }32; mozna wybra¢ podciag
zbiezny i jego granica musi by¢ funkcja stala i 6w punkt graniczny b musi leze¢ w cl(V\U),
a wiec jest rozny od punktu a. Dzieki udowodnionemu juz punktowi (a) wiemy, ze kazdy
punkt graniczny musi by¢ punktem stalym przeksztalcenia f, zatem b ¢ f~1({a}). Dzigki
dowolnos$ci otoczenia U otrzymujemy wiec, ze funkcja f ma nieskonczenie wiele punktow
statych, co jest niemozliwe (poniewaz f : C—C jest holomorficzna). W
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Mamy wiec punkt staty a € cl C, ktéry jest jedyna funkcja graniczna. W celu uzyskania
klasyfikacji dynamik rozpatrzymy dwa przypadki.
(1) a € int C. Wowezas a jest Sciekiem, to znaczy

f'(a)] < 1.
Istotnie, wezmy kule B(a,¢) o srodku a i dostatecznie malym promieniu . Wéwezas
B(a,e) CC
i stad, poniewaz a jest punktem granicznym, istnieje n tak duze, ze
f*(B(a,e)) C B (a, g)

Korzystajac z lematu Schwarza otrzymujemy

(f") (@)l <

N | —

Ale |(f™) (a)] = |f'(a)|™ wiec a jest $ciekiem.
Ponadto punkt a jest jedyna funkcja graniczna, wiec dla dowolnego z € C' mamy

f"(z) = a

n—oo
W tym przypadku otrzymujemy wiec:

a jest Sciekiem,
C jest basenem bezposredniego przyciaggania Scieku a.

(2)a € 0C. Woéwczas a € J(f) i stad mamy

[f'(a)] = 1,

gdyz Scieki nie moga naleze¢ do zbioru Julii J(f) (patrz rozdzial 11, 1.12). Pokazemy, ze
punkt a nie moze by¢ zrédlem, to znaczy nie moze by¢

[f'(a)] > 1.
Zalézmy, ze jest zroédlem, i wezmy dostatecznie male otoczenie U punktu a oraz wybierzmy
o0
dowolny punkt z € C. Z niezmienniczosci J(f) mamy z ¢ |J f~"({a}). Wéwczas, ponie-
n=0

waz punkt a jest jedyna funkcja graniczna, to

f'(z) — a,

n—oo

czyli dla dostatecznie duzych n

f"(z) € U\{a}.
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Jednak na dostatecznie malym otoczeniu Zrédlo odpycha punkty, czyli jezeli f™(z) € U,
to dla pewnego k > 0 f"t*(2) ¢ U, co daje sprzecznosé.
Udowodnili$my wiec, ze a jest punktem neutralnym, to znaczy

[f'(a)] = 1.
Udowodnimy teraz, ze punkt a musi by¢ punktem neutralnym wymiernym, to znaczy w
zapisie
f'(a) = exp(2mip)

4 musi by¢ wymierne.
Udowodnimy nawet wiecej, mianowicie jezeli okres dziedziny C' wynosi s (f*(C) = C),

to
(f*)(a) = 1.

Poniewaz w naszych oznaczeniach przyjeliSmy, ze okres wynosi 1 (za f wzieliSmy iteracje
f*® gdzie s jest okresem), to bedziemy dowodzié, ze

fa)=1.
Zalozmy, ze tak nie jest, to znaczy
f(a) = exp(2mi)) &\ ¢ Z.

Bedziemy dowodzié, ze a ¢ J(f), co jest sprzeczne z zalozeniem, ze a € 9C' C J(f).
Zdefiniujmy dla dostatecznie matego € zbior

L := B(a,¢e) \ {a}.
Przeksztatcenie H : {Im(Z) > 0} — C\ {a} zdefiniowane wzorem H(Z) := a + Im(Z2) -
exp(2miReZ) 1 zbior L = {Z € C: 0 < Im(2) < €} jest nakryciem (nieholomorficznym)
zbioru L.

Ustalmy dowolny punkt zy € C. Niech v bedzie krzywa o poczatku w punkcie zq i
koncu w f(2p), oraz taka, ze v C C. Oznaczmy

Ev= U e
=M

(Rys.2.2).
Rysunek 2.2
Poniewaz punkt a jest jedyna funkcjg graniczna, to

fn|C = a,

n—oo

31



wigc dla dostatecznie duzego M krzywa =) lezy w zbiorze L. Niech yys bedzie podniesie-
niem krzywej fM(v) do L. Niech f: L — {Im(2) > 0} bedzie podniesieniem przeksztalce-
nia f przeksztalcajacym poczatek krzywej s w jej koniec.

Dla dowolnego z € C' mamy

f'(z) — a,

n—oo

co w nakryciu (dla z € L) oznacza

Im(f"(2)) — 0.

n—oo
Pochodna w punkcie a wynosi exp(2mi)), wiec przeksztalcenie pochodne ma postaé
z+— (z —a)exp(2miA) + a,
wiec w nakryciu ma postac
Z—Z4+A
(Rys.2.3).

Rysunek 2.3

Poniewaz A\ ¢ Z, to przyjmiemy, ze A > 0 (przypadek A < 0 jest analogiczny).
Wéwezas (jesli € byto dostatecznie male) przeksztalcenie f jest dobrze przyblizane
przez podniesienie przeksztalcenia pochodnego, w szczegdlnosci

(+) Ver (@ -2 -A <2,

ponadto jesli z € H~! ( ), to f”( %) € L (dla dowolnego n).

Krzywa Sy = U f"(VM) jest podniesieniem =, do L. Mozna zakladaé, ze M
n=0

jest tak duze, ze tam gdzie lezy krzywa Zu przeksztalcenie f jest dobrze przyblizane

przez podniesienie przeksztalcenia pochodnego. Stad wiemy, ze krzywa =) zbiega do +o00,

dokladniej Re(f”(fyM)) e +0o (poniewaz A > 0, patrz (x)). Zdefiniujmy zbi6r KclL
— 00

jako obszar lezacy pod krzywa Sy, na prawo od fM+7T (%) (dla pewnego T), z tym, ze
jezeli krzywa ma samoprzecigcia, to petle odcinamy (Rys.2.4).

Rysunek 2.4.

Formalnie K mozna zdefiniowac nastgpujaco:

Utworzmy krzywa 7 z krzywej =)y przez dodanie polprostej rzeczywistej zaczynajacej
sie w punkcie Re(fM*7 (%)) oraz odcinka laczacego punkty fM*1 (%) i Re(fM+71(%)).

Doktadniej: oznaczmy

Raryr i= {2 € R: Re(2) > Re(fM*7 (%))},
I = {2 € C: Re(Z) = Re(fM*7T (%)) & 0 < Im(2) < Im(fM*7 (%))},
T := jM URper Ulprir.

Wéwezas jako K bierzemy skladowa spéjnosci zbioru C \ 7, do ktérej naleza punkty lezace
tuz nad Rys47.
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Uwaga 2.3. Mozna dobraé¢ T > 1 tak duze, ze f(K) C K .

Dowdéd. Niech T bedzie takie, ze fM+T(z0) lezy na prawo od 7z, to znaczy Jar N{2 :
Re(2) > Re(fM+T(zo))} = (). Wezmy dowolny 2 € K. Wéwczas istnieje krzywa o taczaca
%7 i Re(Z) zawarta w K. Gdyby f(2) ¢ K, to

flo) N (Ep Ulnyr) #0,

Oczywiscie f(o) N Ipsir = O poniewaz o 0 lezy na prawo od Ipry7 z definicji zbioru K

(patrz (*)) Stad i z definicji T" mamy f(0) Ny = (. Tak wiec f(g) N (:;M \ Jnm) =
o) N (f(Ewm)) # 0. Stad 0N Zps # 0. Sprzecznosé. W

Mamy f (K ) C K. Ponadto K C L oraz krzywa =y zbiega do +00 wiec po zrzutowaniu
na L mamy:
K U{a} jest otoczeniem punktu a,

f(K)CK.

Stad dla dowolnego n mamy
fM(K) € K,

wige rodzina {f"|x}52; jest normalna i z definicji punkt a ¢ J(f), co jest sprzeczne z
zatozeniem a € 0C.
Udowodnilismy wiec, ze

(@)l =

W tym przypadku otrzymujemy wiec:

a jest punktem neutralnym wymiernym,
fn‘c = a.

n—oo

Na tym zakonczyliémy badanie sktadowych okresowych uzupetnienia zbioru Julii. Udo-
wodniliSmy, ze kazda regularna sktadowa jest zbiezna pod dzialaniem przeksztalcenia f
do Scieku lub punktu neutralnego wymiernego lezacego w jej brzegu. Przyjrzyjmy sie¢ te-
raz zbiorowi punktéw przycigganych przez wzieta a priori dowolna okresowa trajektorie
Scieku lub trajektorie okresowsg punktu neutralnego wymiernego. Dla Scieku sg to baseny
przyciagania bedace sktadowymi regularnymi typu (1). Zbadamy teraz sktadowe okresowe
przyciagane do trajektorii punktu neutralnego wymiernego. Zaktadaé¢ teraz bedziemy, ze
okres punktu neutralnego wymiernego wynosi 1 (to znaczy badamy f* zamiast f, gdzie s
jest okresem punktu neutralnego).

Sformulujemy najpierw nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.4. Niech U C C bedzie zbiorem otwartym oraz
f:U—=C

bedzie przeksztatceniem holomorficznym. Niech p € U bedzie punktem neutralnym wy-
miernym, to znaczy

flp)=p & fllp)=X & I, A" =1
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gdzie m jest najmniejsza liczba naturalna o tej wilasnosci.

Dla uproszczenia zapisu zatozyliSmy, ze okres punktu p wynosi 1. Wéwczas F := f™
w otoczeniu punktu p jest topologicznie sprzezone z przeksztatceniem

2z 2z(14 2™*) dla pewnego k,

tak, ze obrazem p jest punkt 0. Ponadto przeksztatcenie sprzegajace ma rézniczke w punk-
cie 0, rowng id.

Dowdd tego twierdzenia przedstawimy w nastepnych rozdziatach.

Przyjrzyjmy sie dynamice przeksztalcenia

g(z) = z(1+ 2°) gdzie s>1,
w otoczeniu punktu 0. Zachowuje ono promienie

2T

{z:arg(z)zik} k=0,1,...,2s — 1.

Dla k parzystych wzdtuz tych promieni 1 4 2° > 1, wiec g odpycha od punktu 0, dla &
nieparzystych 1+ z° < 1, wiec g przyciaga do punktu 0 (Rys.2.5).

Kazdy kat wyznaczony przez kolejne promienie: odpychajacy i przyciagajacy ich dwu-
sieczna dzieli na obszary gdzie Re(1 + z°) > 1 i nastepuje odpychanie od promienia odpy-
chajacego oraz od punktu 0, oraz obszar gdzie Re(1 + z°) < 1 i nastepuje przyciaganie do
promienia przyciagajacego (Rys.2.6).

Dla kazdego promienia przyciagajacego {z : arg(z) = %—2(21 +1)}1=0,1,...,s—1,
zdefiniujmy Py’ jako zbiér punktéw zawartych pomiedzy dwusiecznymi promienia przycia-
gajacego 1 sasiednich promieni odpychajacych (te dwusieczne to {z : arg(z) = %—Z(Ql +4)}i
{z:arg(z) = £2X(2l+2—1)}), i odcinkami prostopadlymi do tych dwusiecznych i przecina-
jacymi sie w punkcie z; = % exp(%—Z(QZ + 1)7) promienia przyciagajacego (Rys.2.7). Latwo
sprawdzié, ze

g(P) € P,

9" \pr = 0,
n—odo
oraz jezeli z jest takim punktem, ze g"(z) — 0, to
n—oo
() dni Vaxw g"(z) e Py.

Przenie$my tak zdefiniowane zbiory P|’ przez sprzezenie z przeksztalceniem F' w otoczenie
punktu p i nazwijmy je Pj.

Definicja 2.5. Zbiory P{ | =0,1,...,s — 1 nazywamy malymi platkami.
Whniosek 2.6. Kazdy maly ptatek ma wtasnosci

F(P) C P,

Fn|p1/ = p.

n—oo
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Ponadto p € J(f) (patrz rozdzial 11, 1.15), i male platki sa parami rozlaczne (z konstruk-
cji). Kazdy maly platek jest zawarty w pewnej sktadowej regularnej C' typu (2) (to znaczy
takiej, ze punkt graniczny nalezy do 0C') o okresie 1 (Rys.2.8). Te skladowa nazywaé
bedziemy platkiem (duzym ptatkiem).

Lemat 2.7.
(a) Kazda okresowa skladowa C taka, ze "¢ = p€9C (p jest punktem stalym

n—oo
neutralnym) jest duzym platkiem.

(b) W kazdym duzym platku C' lezy dokladnie jeden maly platek P’ i
c=JE e,
n=0

gdzie (F~"™(P’"))™ oznacza te skladowa F~"(P’) ktéra zawiera P’.

Dowéd. (a) Wynika to z wlasnosci (%) i wniosku 2.6.
Dowdéd. (b) Na mocy () istnieja [y, ... , [, takie, ze

c:Oq“
i=1

gdzie C;, = U (F~"(F}))~. Wystarczy bra¢ sktadowe (F'~"(F;))~ poniewaz: dla dowol-

n=0
nego z € C ze sp6jnosci C mozna polaczy¢ z i f(z) krzywa v C C. Poniewaz f"(y) — p
n—oo
(p punkt neutralny wymierny — punkt graniczny rodziny { f”|c}§;°:0). Zatem istnieje

M M
M > 0 takie, ze fM(y) C P/ (maly platek). Stad z € U f"(y) € U F "(F))™.
n= n=0

Zauwazmy, ze C), sa otwarte i parami roztaczne (patrz wniosek 2.6) i niepuste. Poniewaz
C jest spojne, to C' = (), dla pewnego 1.

Opisalismy dynamike F' = f™. Zbiér duzych platkéow dla F' rozklada sie na k
trajektorii, kazda o okresie m. Wynika to stad, ze duzy platek (dla F) pod dziala-
niem f musi przejs¢ na skladowa przyciagana przez p, bo F"(C) = p implikuje

n—oo

F*(f(C)) = f(F™(C)) = f(p) =p (f(p) = p, F = f™ patrz twierdzenie 2.4). Na

n—oo

mocy Lematu 2.7 punkt (a) ta skladowa musi by¢ duzym platkiem.
Dtugosé okresu duzego ptatka wynosi m, poniewaz jest réwna dlugosci okresu matego
platka w niej zawartego (lemat 2.7). Ten zas ma okres réwny m na mocy twierdzenia 2.4.
Otrzymujemy z () i wniosku 2.6 nastepujacy wniosek:

Whniosek 2.8. Niech p bedzie punktem neutralnym wymiernym statym dla f. Zbior skla-
dowych okresowych przycigganych przez p jest zbiorem duzych platkéw i sa one sklado-
wymi regularnymi typu (2).

Whniosek 2.9. Z twierdzenia 2.4 wnioskujemy, ze brzegi sasiednich duzych platkéw sa
styczne w punkcie p do siebie (i do odpychajacego promienia). Z lematu 2.7 wnioskujemy,
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ze w szezelinach miedzy platkami nie ma skladowych spéjnosci C \ J(f) przyciaganych do
p 1 majacych p w swoim brzegu. Za to sa w tych szczelinach sktadowe przyciagane do p.
Wynika to z gestosci f~™(P) w J(f) (P duzy platek) z twierdzenia I1.1.3.

Sume duzych ptatkéw bedziemy nazywac kwiatkiem. Te sama terminologie stosujemy,
gdy p jest punktem neutralnym o okresie k niekoniecznie réwnym 1. Wtedy dla najmniej-
szego m takiego, ze (f*™) (p) = 1 duze platki sa ulozone w trajektorie o dtugosci km.

Dotychczas wiemy (korzystajac z twierdzenia Sullivana, ktére udowodnimy w osobnym
rozdziale), ze kazda skladowa spdjnosci uzupelnienia zbioru Julii J(f) wpada w sktadowa
okresowa. Sktadowe okresowe moga by¢ dyskami Siegela (wéwczas wewnatrz znajduje sie
punkt neutralny niewymierny), pierScieniami Hermana, basenami bezposredniego
przyciggania Sciekéw (wéwczas wewnatrz znajduje sie $ciek) lub ptatkami kwiatka
wokél trajektorii punktu neutralnego wymiernego (wéwczas w brzegu znajduje sie
punkt neutralny wymierny).

Ponadto poza érodkami dyskéw Siegela (ktére sa punktami neutralnymi niewymier-
nymi) i $ciekami nie ma innych punktéw okresowych w uzupetnieniu zbioru J(f). Udowod-
nimy poézniej, ze mogg istnie¢ punkty neutralne niewymierne nie lezace w dyskach Siegela
(a wiec nalezace do J(f)).

Z lematu I1.2.1. wiemy, ze kazdy Sciek ma swdj basen przyciagania, a z twierdzenia 2.4
kazdemu punktowi neutralnemu wymiernemu odpowiada kwiatek z platkami bedacymi
sktadowymi uzupetnienia zbioru Julii.
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IV Punkty krytyczne

1. Punkty krytyczne w skladowych okresowych.

Zajmiemy sie¢ teraz problemem, czy w orbicie okresowej sktadowej spojnosci uzupetnienia
zbioru Julii doktadniej, w sumie zbioréw jej okresowej orbity, musi leze¢ punkt krytyczny.
Udowodnimy, ze basen bezposredniego przyciagania orbity przyciggania dowolnego Scieku
oraz orbita dowolnego ptatka kwiatka maja te wlasno$é. Poniewaz punktéw krytycznych
jest skonczenie wiele, pozwoli nam to oszacowaé liczbe takich sktadowych.

Dla uproszczenia zapisu bedziemy zazwyczaj zakladaé, ze okres sktadowej (ktéra ozna-
czamy C) jest 1, to znaczy

f(C)=C.
Jezeli okres wynosi s, to znaczy
f7(e)=¢,
wowcezas badamy f° i jezeli znajdziemy punky krytyczny dla tego przeksztalcenia
(f*)'(z) =0,
to stad mamy, ze jeden z punktéow x, f(x), f2(x), ..., £~ () jest punktem krytycznym

dla przeksztatcenia f.
Na poczatek przypomnimy znany fakt dotyczacy funkcji holomorficznych (patrz Ap-
pendix).

Uwaga 1.1. Niech przeksztalcenie holomorficzne

f: C—-C
bedzie stopnia d > 1. Wéwczas f ma (liczac z krotnosciami) doktadnie 2d — 2 punktéw
krytycznych.

Stwierdzenie 1.2. Niech sktadowa C' bedzie basenem bezposredniego przyciagania Scieku
(f(C)=C). Wéwczas w C lezy punkt krytyczny.

Dowéd. Z definicji mamy

C CC\J(f)

wiec X
C CC\ co najmniej trzy punkty
i stad mamy, ze nakryciem uniwersalnym C' jest dysk D. Niech H bedzie przeksztalceniem

nakrywajacym, a f podniesieniem f. Mamy wowczas

]D)L>

Hlle

C ——
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“na” — patrz rozdzial I1I,

i f jest przeksztalceniem “na” (poniewaz f jest holomorficzne i
dowdd lematu 1.2). )
Gdyby f nie miala w C punktéw krytycznych, to takze f nie miataby punktow kry-

tycznych, czyli jako przeksztalcenie
FiD 2D

bez punktéw krytycznych bytaby réznowartosSciowa, czyli bytaby automorfizmem. Auto-
morfizmy dysku sa jego izometriami (w metryce hiperbolicznej), wiec nie méglby istnieé
Sciek. Sprzecznos¢. W

Whiosek 1.3. Sciekéw jest skoficzenie wiele.

Dowdéd. Kazdy Sciek ma basen bezposredniego przyciagania. W orbicie tego okresowego
basenu jest punkt krytyczny przeksztalcenia f, a tych jest skonczenie wiele. W

Twierdzenie 1.4. Niech C bedzie duzym platkiem “kwiatka” wokotl punktu neutralnego.
Woéwczas orbita okresowa C' zawiera punkt krytyczny.

Dowdéd. Zatézmy, ze tak nie jest. Zalézmy, ze f(C) = C. Tak jak w dowodzie stwierdzenia

1.2 nakryciem C' jest dysk oraz podniesienie f przeksztalcenia f jest automorfizmem.
Ponadto C' jest postaci

c=Ju e

gdzie P’ jest “malym platkiem”, a (f~"(P’))™ to skladowa f~"(P’) zawierajaca P’. Skla-
dowa C' jest jednospdjna. Wezmy bowiem dowolng krzywa zamknieta v zawarta w C. Pod
dzialaniem f™ (dla dostatecznie duzych n) obraz lezy w P’, jest zatem $Sciagalny. Ponie-
waz |’6 jest nakryciem (przypusciliémy, ze nie ma punktéw krytycznych w C), krzywa
~ jest zatem Sciggalna w C. Zatem skladowa C' jest biholomorficznie rownowazna przez
przeksztalcenie biholomorficzne H dyskowi D.

]D)#

a |

C#

ZalozyliSmy, ze f nie ma punktu krytycznego, wiec takze f nie ma. Stad mamy, ze f
jest automorfizmem dysku. Mamy wiec zdefiniowane f *1‘0. Zbudujemy teraz w C dwie
niezmiennicze krzywe 11 i 79 w nastepujacy sposob. Wybierzmy dwa punkty ¢; i g2 lezace po
dwéch réznych stronach pélprostej separujacej (promienia przyciagajacego) L (Rys.1.1).
Niech 71 i 72 beda krzywymi taczacymi ¢1 z f(¢1) i ¢2 z f(q2) odpowiednio. Niech

n=J o)

n=—oo

= J )

n=—oo
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Wéwezas 11 1 79 sa niezmiennicze i rozcinaja C' na trzy sktadowe o brzegach w C' odpowied-
nio 71, 7, 71 U (Rys.1.2). W C dwa sposréd tych obszaréw (nazwijmy je A, As) maja
brzegi odpowiednio 71 U (punkt neutralny), 7o U (punkt neutralny). Korzystamy z obrazka
topologicznego danego przez twierdzenie 111.2.4.

Rozwazymy przypadki.

f jest automorfizmem eliptycznym lub f = id. Wéwcezas wewnatrz C jest punkt staly,
co jest niemozliwe poniewaz C' jest platkiem “kwiatka” punktu neutralnego.

f jest automorfizmem parabolicznym lub hiperbolicznym. Wéwczas krzywe

71i=H ' (n) = U fH(H ™ ()

n=—oo

= H ()= | F{EH ()

n=—oo

rozcinaja D na trzy obszary (Rys.1.3 i 1.4). Dwa z nich (1211,;12) maja brzegi (w dysku
otwartym D)) dokladnie 77 i 2. Zatem H(fll) = A, H(flg) — A,. Brzeg A; lub A, (lub w
przypadku hiperbolicznym oba) w ¢l D zawiera dodatkowo tuk zawarty w dD. Jego obraz
przy granicy radialnej przeksztalcenia H musiatby by¢ punktem. To przeczy twierdzeniu
Fatou, ze obraz tuku przy granicy radialnej nie moze by¢ staty. W

2. Punkty krytyczne w zbiorze Julii.

Zajmowac si¢ teraz bedziemy zbiorem obrazéw punktéw krytycznych i udowodnimy szereg
wlasnosci z nim zwiazanych.

Definicja 2.1. Niech zbiér wszystkich punktéw krytycznych bedzie oznaczany Crit
Crit := {z € C: f'(z) = 0},

i domkniecie zbioru jego obrazow Crit

Crit == cl | f™(Crit).

n=0

Twierdzenie 2.2. Rozwazmy skladowg okresowsg o funkcjach granicznych nie statych. Jak
wiemy moze to by¢ tylko dysk Siegela (oznaczmy go S) lub piersciei Hermana (oznaczmy
go H). Wéwczas

05, 0H C Crit.
Najpierw udowodnimy lemat.

Lemat 2.3. Niech U bedzie jednospdjnym zbiorem otwartym o nastepujacych wilasno-
Sciach:
UNCrit=0& UNJ(f) #0,
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Woéwczas rodzina {f,; ”|U}n7,, po wszystkich galeziach v jest okreslone, normalne i maja
one wylacznie stale funkcje graniczne.

Dowéd lematu 2.3. f;”w sg okreslone, poniewaz U jest jednospdjny oraz U N Crit = 0.
Rodziny te sa normalne, gdyz omijaja zbior Crit. To wystarczy, gdyz ma on co najmniej
trzy punkty, z wyjatkiem przeksztalcen, ktére maja dwa punkty krytyczne (nie liczac
krotnosci) i oba sa stale lub leza na jednej trajektorii okresowej o okresie 2. Wéwczas
f(2) = 2%¢ (lub holomorficznie z nim sprzezony), J(f) = {|z| = 1} i \f'17nl = d wiee
rodziny przeksztalcen odwrotnych sa normalne, o pochodnej dazacej do 0, czyli lemat takze
zachodzi.
Zalozmy, ze istnieje galaz v, ciag nj i niestala funkcja g taka, ze

fy_nk|U = g

k—o0

Wybierzmy dowolny punkt zg € U N J(f). Oznaczmy
Zng, = [, " (20) & 200 1= g(20)

(Rys.2.1), oczywiscie z niezmienniczosci i domknietosci zbioru J(f) 2y, , 200 € J(f). Niech
V bedzie otwartym otoczeniem z., tak malym, zeby clV C g(U). Wéwcezas (dla dosta-
tecznie duzych ny) f,,™(U) 2 V (Rys. 2.2) (twierdzenie Rouché — patrz rozdziat III,
dowdd lematu 1.1), stad (V) C U, a wigc ciag {f"* |, }32, omija zbi6r C\ U (dla ny
dostatecznie duzych), w szczegdlnosci Crit. Stad mamy ze jest normalny, czyli ma podciagi
zbiezne. Jest to sprzeczno$é, gdyz na zadnym otoczeniu punktu ze zbioru Julii ciag f" nie
ma podciagéw zbieznych (patrz rozdzial IT wniosek 1.18), co konczy dowdd lematu 2.3. W

Dowéd twierdzenia 2.2. Przeprowadzimy go dla dysku Siegela. W przypadku pierscienia
Hermana jest on dokladnie taki sam. Bedziemy zakladaé, ze okres S wynosi 1 (jezeli okres
wynosi s, to rozwazamy [, co oczywiscie wystarczy, poniewaz Crit jest wéwczas mniejszym
zbiorem).

Zalézmy, ze tak nie jest, to znaczy istnieje zbiér otwarty U taki, ze

UNas +#0 & UnCrit = 0.
Mozemy zaktadaé, ze U jest jednospdjnym zbiorem.
Rozwazmy rodzine {f, “‘U}nﬂ,. Na mocy lematu 2.3 jest ona okre$lona, normalna i

ma jedynie stale funkcje graniczne. Jednoczesnie na S przeksztalcenie jest obrotem, wiec
istnieje ciag galezi f, "+ U taki, ze

. .
fo ons = id.
k—oo

Sprzecznos¢. M
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Whniosek 2.4. Dla dowolnego dysku Siegela S (lub pierécienia Hermana H) zachodzi

w(Crit) 2 98,

gdzie w(Crit) := Fjo cl ( fljo(fm Crit)).

Dowod. Jezeli istnieje z € 98 takie, ze x € Crit \ w(Crit), to istnieje otoczenie otwarte

U>szi
oo
In>0 U f(Crit)nU = 0.
n=N
N
Poniewaz zbiér ) f™(Crit) jest skonczony, to z twierdzenia 2.2 otrzymujemy, ze x jest
n=0

izolowanym punktem zbioru 0S. Wezmy dostatecznie malty dysk V := {z : |z — z| < §}.
Poniewaz (V' \ {z}) NS = 0, to albo VNS = 0, co nie jest mozliwe, poniewaz z € 95,
albo V C SU{z} i wéwczas z jest izolowanym punktem zbioru J(f). Sprzecznosé. W

Kolejna wtasnos$é bedzie zwiazana z rozcigganiem. Przypomnijmy definicje rozciagania
(expandingu).

Definicja 2.5. Niech K bedzie dowolnym podzbiorem C.

def
<

f jest expandingiem na K In Veex |(f™)'(2)] > 1.

Mozemy teraz sformulowaé twierdzenie.
Twierdzenie 2.6.
f jest expandingiem na J(f) <=  CritnJ(f) =0.
Dowdd.
“#”
Poniewaz f na J(f) ma wlasno$¢ “expandingu”, to mamy

CritNJ(f) = 0.

Z wlasnoséci “expandingu” wynika istnienie N > 0 i otoczenia U zbioru J(f) postaci
A N .
U={zeC:dist(z,J(f)) <d},6>0,UnN (U f(Crit)) = 0 takich, ze
i=0
(%) Vaeu I(f¥)(2)] > const > 1.

Mozna zalozyé, ze U jest na tyle male, ze jedli z € C, w € U i fN(z) = w, to istnieje
dobrze zdefiniowana gataz f,; na dysku

D, = {x : dist(x, z) < 2dist(z, J(f))}
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taka, ze f;V(w) = z. Przypusémy, ze istnicje = € Crit\ J(f) i f™ (z) -~ J(f). Niech M
bedzie najmniejsza liczba taka, ze fM(z) € U. Wtedy istnieje gataz f, ¥ na Dy taka,
ze
£ N (@) = N ().
Whioskujemy przy pomocy (%), korzystajac z tego, ze Dy (x) N J(f) # 0 i z niezmienni-
czosci J(f), ze
dist (f N (x), J(f)) < dist(f* (x), J()),

czyli fM=N(x) € U. Sprzecznoéé. [

Mozna podaé krétki dowdd implikacji “="" inny niz powyzszy, wykorzystujacy jednak
klasyfikacje skladowych C\ J(f) (w szczegdlnoéci twierdzenie Sullivana):

Rozwazmy x € Crit. Poniewaz = ¢ J(f) (gdyz CritNJ(f) = 0), to  wpada w skla-
dowa, okresows zbioru C \ J(f). Rozwazmy przypadki:

x wpada w dysk Siegela lub pierécien Hermana lub basen $cieku. Wéwczas f™* () nie
dazy do brzegu i

fr(@) A J(f);

z wpada w kwiatek. Srodek kwiatka, punkt neutralny p nalezy do .J (f). Czyli istnieje

k takie, ze

) =p & I(f*)(p) =1.

Z zalozenia, ze f jest expandingiem na J(f) mamy, ze dla pewnego n |(f) (p)| > 1. Stad
sprzecznos¢, bo jednoczesnie |( ™) (p)| = 1. Poniewaz zbiér Crit jest skonczony otrzymu-
jemy, ze CritNJ(f)=0. O

“C”
Zaktadamy, ze .
Crit N J(f) = 0.

Wéwezas istnieje pokrycie otwarte zbiorami jednosp6jnymi {U; } otoczenia zbioru J(f) (bo
J(f) to zbioér zwarty) takie, ze R
U; N Crit = 0.

Korzystajac z lematu 2.3. wiemy, ze rodziny {f, ”|Ui}n,l, sa okreslone, normalne i maja
wylacznie state funkcje graniczne. Zalézmy, ze f| sy nie jest expandingiem czyli

Vo 3z,eq0p) I(f™) (Zn)] < 1.

Oznaczmy
Rp 1= f”(gn),

wowczas dzigki zwartosci J(f) wiemy, ze istnieje podciag ny i punkt zo, € J(f) taki, ze

Zn 7 Roo
k—oo

(Rys.2.3). Wowczas zo, € U; (dla pewnego j) i bedziemy rozpatrywaé f, "y, PO takich
galeziach, ze fu_nk|Uj(an) = Z, dla k tak duzych, ze z,, € U;. Z lematu 2.3 wiemy, ze
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ciag {f, "* 17 }22, jest normalny i ma tylko state funkcje graniczne, czyli mozna zaktadad,
ze jest zbiezny i
(f™w,) | = 0.

k—oo

Jednoczesnie, z definicji punktéw z,, mamy

1
—MNk / —
z =———->1
‘(fl/ ‘Uj)( nk)| |(fnk)/(2nk)‘ =
czyli sprzecznosé, co konczy dowod twierdzenia. W
Na koniec przedstawimy jeszcze jedna wlasnos$é¢ zbioru Crit.

Twierdzenie 2.7. Niech p bedzie punktem neutralnym dla przeksztalcenia f, to znaczy
istnieje k takie, zZe

i) =p & I(f*) (p) =1.

Ponadto zalézmy, ze p nie jest srodkiem dysku Siegela. Wowczas
pE Crit.

Uwaga 2.8. Jezeli p jest punktem neutralnym wymiernym, to dowod twierdzenia jest bar-
dzo prosty. Mianowicie w kazdym platku kwiatka lezy punkt krytyczny oraz f ”| platek . ?oo

p wiec p € Crit.

Dowdéd twierdzenia 2.7. Poniewaz p nie jest $rodkiem dysku Siegela, to p € J(f).
Zalézmy, ze nie jest spelniona teza, to znaczy ze istnieje zbior otwarty U taki, ze

peU & Un Crit = 0.

Wéwezas mozna zdefiniowaé rodzine przeksztalcen {f ”"“|U}§’1°:1, gdzie v jest galezia taka,
ze

£, ) =p.
Mamy woéwczas

((f™) (p)] = 1.

Jak wynika z Lematu 2.6, rodzina {f, ”k|U};L’°:1 jest normalna i ma tylko stale funkcje
graniczne. Jezeli jednak
f,j”k‘U = const

n—oo

to
(fu_nkw), = 0.

n—oo
Otrzymali$my wiec sprzecznosé, gdyz |(f,*) (p)|=1. B

Jako ¢wiczenie pozostawiamy czytelnikowi udowodnienie silniejszej tezy:

p € w(Crit).
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V. Punkty neutralne.

Dotychczas udowodniliSmy juz szereg witasnosci punktéw okresowych. W naturalny
sposéb dziela sie one na Scieki, punkty neutralne i zrédta. Wiemy, ze Sciekéw jest skoncze-
nie wiele, gdyz z kazdym Sciekiem zwiazany jest jego basen przyciggania, a w nim musi
leze¢ punkt krytyczny, a tych jest skonczenie wiele. Z analogicznych przyczyn skonczenie
wiele jest punktow neutralnych wymiernych. Wiemy takze, ze punktéw okresowych jest
nieskonczenie wiele, gdyz sa one geste w zbiorze Julii J(f). Korzystaliémy juz z faktu,
ze punktéw neutralnych (wszystkich) jest skonczenie wiele. Dowdd tej wlasnosci jest dogé
obszerny i dlatego poswiecamy mu oddzielny rozdzial. Udowodnimy tu nawet pewna moc-
niejsza wlasnosé, a mianowicie oszacowania ilosci réznych punktéw okresowych.

Na poczatek wprowadzimy szereg oznaczen. Jezeli beda wystepowaé rézne przeksztat-
cenia, to oznaczenia te bedziemy uzupetnia¢ dodatkowymi indeksami.

ng = liczba trajektorii (orbit) okresowych Sciekdw.

ny = liczba trajektorii punktow neutralnych wymiernych (orbit "kwiatkow”).

Ny = liczba trajektorii platkow (w orbicie "kwiatka” moze byé kilka trajektorii platkow).
Ny := liczba trajektorii (orbit) punktow neutralnych niewymiernych.

Badane przeksztalcenie oznaczaé¢ bedziemy f, a jego stopien d
d = deg(f).

Dowodzi¢ bedziemy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.

1
(1) Ng + i(np + Nipr) < 2d — 2.
2 Ng + Ny < 2d — 2.
( P

W nastepnych rozdziatach udowodnimy silniejsze oszacowania, dotyczace takze ilosci
dyskow Siegela i pierscieni Hermana.

Uwaga 2. W dowodzie skorzystamy z wlasnosci dowiedzionych w §1 rozdziatu IV. Nie
prowadzi to do petli logicznej, gdyz dowodzonej wlasnosci (“punktéw neutralnych jest
skonczenie wiele” ) uzywali$émy dotychczas tylko w rozdziale IT punkty 1.17 i 1.18, z ktérych
korzystalismy tylko w rozdziale IV §2.

Uwaga 3. Nieréwnosé (2) jest bardzo prosta, ale jej dowéd pokazuje droge dowodu nie-
réwnosci (1).

Przypomnijmy na poczatek prosty fakt dotyczace funkcji wymiernych.
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Uwaga 4. Jezeli f jest przeksztalceniem

f: C—C
wymiernym, stopnia d > 2, to ma (liczac z krotno$ciami) dokladnie 2d — 2 punktéw
krytycznych.

Idea dowodu twierdzenia 1 opiera sie na szacowaniu iloéci odpowiednich trajektorii
iloscia punktéw krytycznych. W przypadku nieréwnosci (2) jest to bardzo proste.

Dowdéd twierdzenia 1, nieré6wnosé (2).

Kazdej trajektorii Scieku odpowiada trajektoria jego basenu przyciagania, a w niej lezy
punkt krytyczny (patrz rozdzial “Punkty krytyczne”). Analogicznie w trajektorii platka
lezy punkt krytyczny. Tak wiec

ng + Ny < liczba punktow krytycznych = 2d — 2

co konczy dowdd (2). W

Dowdéd twierdzenia 1, nieré6wnosé (1).
Ustalmy dowolng liczbe naturalna k. Rozwazmy punkty okresowe o okresie nie wigk-
szym niz k. Oznaczmy

N := liczba tragektorii punktow neutralnych o okresie nie wiekszym niz k.

Udowodnimy nastepujace nieréwnosé:
1
Ng + §N <2d-2.
Oczywiscie to wystarczy do dowodu (2), gdyz z dowolnoéci k otrzymujemy

1
Ng + 3 (liczba trajektorii punktow neutralnych) < 2d — 2.

Mowiac dalej o punktach neutralnych zawsze bedziemy mieli na mysli punkty neu-
tralne o okresie nie wigkszym niz nasze ustalone k.

Dalsza droga dowodu bedzie nastepujaca. Znajdziemy przeksztatcenie g bedace matym
zaburzeniem przeksztalcenia f, o nastepujacych wlasnosciach:

g bedzie przeksztalceniem wymiernym;

g bedzie tak malym zaburzeniem f, ze deg(g) = deg(f);

zaburzenie bedzie dostatecznie male, aby liczba $ciekéw nie zmalalta (jest ich skoncze-
nie wiele i sg punktami przyciggajacymi, wiec przy dostatecznie malym zaburzeniu blisko
orbity $cieku dla f istnieje orbita $cieku dla g);

co najmniej potowa orbit okresowych punktéw neutralnych zamieni sie na lezace blisko
nich orbity $ciekéw dla g.
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Oczywiscie cata trudnosé tkwi w ostatnim warunku. Wéwczas bedzie zachodzito
1
Ng,f + 5]\7 <Ngg & Mg g <2d—2,

i w ten sposéb dowdd bedzie zakonczony. Problem sprowadza sie wiec do znalezienia takiego
g.

Przechodzimy do konstrukcji przeksztalcenia g. f jest przeksztalceniem wymiernym
stopnia d, wiec

gdzie Pi Q sg wielomianami, z ktérych jeden jest stopnia d, a drugi stopnia nie wickszego

niz d (poniewaz deg(f) = d). Dalej bedziemy zakladaé, ze deg(P) = d i deg(Q) < d. Jedli
jest odwrotnie, to pojawiajace sie w dalszej konstrukeji przeksztalcenie z +— 2% nalezy
zastapi¢ przeksztalceniem z +— Z% Mozemy wiec zapisac:

gdzie v € C\ {0} oraz
Piz)=(z—a1)...(z — aqg),
Q(z) = (2= PB1)...(z = Be),
gdzie 0 < ¢ < d oraz ay # (¢ (poniewaz g ma by¢ nieskracalne). Skonstruujemy teraz

rodzine przeksztalcei fy parametryzowana parametrem A\ € C, taka by dla \ € [0,1] C C
zachodzito:

/> sa przeksztalceniami stopnia d,
fa(z) analitycznie zalezy od (A, 2),
fo=f & fi(z) = 72% dla pewnego 7 € C, |7| = 1.

Rodzing zdefiniujemy w nastepujacy sposob: niech

P)\(Z)
Qxr(2)’

Ia(z) =

gdzie
Py(2)=z—(10=-XNa1)...(z— (1= Nag),

czyli dla A przebiegajacych odcinek [0,1] jest to Sciagniecie pierwiastkéw aq,...,aq po
promieniach do punktu 0 (Rys. 1);

Qx(2) = ((z = B)(I = A) =& A) ... ((z = Be) (1 = A) = &),

gdzie warunki na wspoétczynniki §; wynikng z dalszej konstrukeji. Mozna zapisa¢ @ jako

)= (=02 (3 258 ) (o= (8 1256 )
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czyli dla A przebiegajacych odcinek [0, 1] jest to przesuniecie pierwiastkéw (1,...,0. w
kierunkach (odpowiednio) &q,...,&. do punktu co (Rys.2). Ponadto

Y = (1 — )\)’}/ + )\(—1)051 .. .fCT

i wowczas .
__(_1\¢ z — d
fi(z) = (=1) &b ey ey ST

Wspélezynnik 7 (|7] = 1) trzeba dodaé, gdyz jezeli v oraz (—1)¢¢; ... &, lezalyby po dwéch
stronach punktu 0 (na pewnej prostej przechodzacej przez punkt 0), to dla pewnego A €
[0, 1]

(1= Ay +A(=1)%; ...& = 0.

Tak wiec aby przeksztalcenie fy bylo stopnia d, trzeba mnoznikiem 7 (dobranym do
&1, ..., &) zlikwidowaé te wspolliniowo$é (Rys.3).
Jedynym problemem pozostaje sprawdzenie, czy spetniony jest warunek

v)\6[0,1] deg(f) = d7

czyli czy pierwiastki wielomiandéw Py i ) nie pokrywaja sie. Z zalozenia ag # [(; oraz
dla A € [0, 1] nastepuje $ciagniecie pierwiastkéw wielomianu Py po promieniach (Rys. 1).
Wystarczy wiec zadaé, by dla dowolnego A\ € (0, 1] pierwiastki wielomianu @y lezaly poza
tymi promieniami. W tym celu wystarczy wzia¢ wspélczynnik &; taki by |£;| = 1 oraz
pélprosta [3; + ﬁfj , A € (0,1], byla roztaczna z promieniami laczacymi punkty «o; z
punktem 0 (Rys. 4). Woéwczas pierwiastki nie pokrywaja sie oraz

deg(fx) = d.

Oczywiscie dla dostatecznie malego otoczenia 2 (w C) odcinka [0,1] wlasnosci te
zachowuja sie, to znaczy dla dowolnego A € (2 zachodzi:

deg(f)\):da f0:f7 flszd-

Ponadto f)(z) analitycznie zalezy od kazdej zmiennej (A i z) z osobna, oraz dla kazdego
(Mo, 20) € £2 x C badz Qx,(20), badz v, Py, (20) jest rézne od zera, a wigc w otoczeniu

punktu (Ao, z9) przeksztalcenie (zmiennych A i z) fi(z) lub f%(z) jest ciagle. Stad fi(z)

jako przeksztatcenie {2 x C—C jest ciagte, a wiec analitycznie zalezy od pary zmiennych
(A, z) (twierdzenie Hartogsa).
Zaburzenia g bedziemy szukac jako przeksztalcenia f) , dla A dostatecznie bliskiego 0.
Ustalmy na razie ¢ < k i zdefiniujmy zbiér M, :

M;:={(\z2) e 2xC: fi(z) = 2},

oraz przeksztalcenie F'(), z) ) )
F:2xC—-C
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wzorem '
F(\ z) = fi(2) — =

Wéwezas M; jest zbiorem punktoéow zerowych funkeji F.
Niech 21, ..., 2z, beda wszystkimi rozwiazaniami réwnania

F(0,2)=0

speliajacymi warunek .
(fo) () =1,

czyli wszyskimi punktami neutralnymi o okresie ¢ przeksztalcenia fo=1f.
Chcielibysmy teraz w otoczeniu punktéw (0, z;) € £2x C rozwiklaé¢ réwnanie F'(), z) =
0, to znaczy przedstawi¢ M; (w otoczeniu (0, z;)) jako wykres przeksztalcenia z;(A). Nie

(0

. . . . . . aF Py y . rd
zawsze jest to mozliwe, poniewaz nie zawsze ng) # 0. Ta pochodna jest réwna 0

dokladnie wtedy, gdy (f})(z;) = 1. Wowcezas M; Zprzedstawiamy jako powierzchnie pa-
rametryzowana przez pierwiastek z A, to znaczy M; > (A, z) = (uP,z(n)) dla pewnych
p=1

Zastosujemy w tym celu kilka twierdzen. Bedziemy si¢ opiera¢ na ksiazce Lojasiewicza
“Wstep do geometrii analitycznej zespolonej” ([L]), w ktérej czytelnik znajdzie doktadne
dowody.

Zalézmy, ze funkcja H(A,z) jest holomorficzna w otoczeniu punktu 0 € C x C,

H(0,0) =0 oraz H(0, z) nie jest stala. Wowczas H (A, z) mozna rozlozy¢ na:
H\z)=H, --...-H,,

gdzie Hy (s = 1,...,r) sa holomorficzne, H,(0,0) = 0. Kazdy czynnik Hj jest nierozktla-
dalny, to znaczy H, nie moze by¢ przedstawione jako iloczyn dwoch funkcji o powyzszych
wlasnosciach (nie zakladamy, ze H; # H;) (patrz [L], I, §2). Z tego, ze H4(0,0) = 0 i
H,(0, z) nie jest stala, wynika, ze istnieje p; > 0 1 funkcja holomorficzna cs(2), ¢5(0) # 0,
takie, ze Hs(0,2) = ¢5(2)2P+ . Funkcje Hs nazywamy z-regularng rzedu p; .

Twierdzenie przygotowawcze Weierstrassa. ([L], str.88) Jezeli funkcja H (), z) ho-
lomorficzna w otoczeniu zera w C x C jest z-regularna rzedu p wowczas

H=h-G,

gdzie h jest holomorficzna, stale rézna od zera, a G jest wielomianem unitarnym wzgledem
z stopnia p (to znaczy G(\, z) = 2P +a,_1(N)2P~ 1 + ...+ ap(\) dla pewnych a, ... ,ap_1
funkcji holomorficznych zmiennej \).

Zauwazmy, ze H jest nierozkladalne wtedy i tylko wtedy, gdy G jest nierozktadalne.

Stwierdzenie. ([L], str.29) Jezeli H jest nierozkladalny w otoczeniu zera, to pierwiastki
wielomianu z — H (), z) (dla kazdego A dostatecznie bliskiego 0, ale A # 0) sa jednokrotne.

Stad dos¢ tatwo wynika:
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Twierdzenie Puiseux. ([L], str. 133) Niech G(\, z) bedzie wielomianem wzgledem z,
unitarnym, stopnia p o wspolczynnikach holomorficznych w otoczeniu zera, nierozkladal-
nym, to istnieje funkcja holomorficzna w kole {|z| < §} g taka, ze

Gnz2)= [ (z—gw).

HipP =X

Uwaga. W przypadku gdy p = 1 (wéwczas w # 0) twierdzenie Puiseux jest twier-
dzeniem o funkcji uwiktanej.

Whniosek 5. Dla funkcji holomorficznej H (A, z) takiej, ze H (0, z) nie jest stala, rozwazmy
zbiér M = {(\, z) : H(\, z) = 0}. Wéwczas zbior (oznaczmy go M') punktéw (N, z) € M
takich, ze w dowolnie matym ich otoczeniu M nie daje si¢ przedstawi¢ jako wykres funkcji
z(\), jest zbiorem punktéw izolowanych.

Dowdéd. Wezmy (Ao, 20) € M. Roztézmy H na czynniki nierozkladalne. Wéwczas na mocy
twierdzen Weierstrassa i Puiseux mamy

H=h-Gy-... Gy,

gdzie h holomorficzna stale rézna od zera, G4(\, z) = [ (2—gs(u)), gdzies =1,...,r,
QP s=X

ps > 1, gs holomorficzne. Wéwczas (), z) (z otoczenia (Ao, 20)) nalezy do M’ tylko wtedy,

gdy istnieje przeszkoda w rozwiklaniu, to znaczy dla pewnych 1 < s <k <r

gS(,ul) = gk(,LLQ) =z dla M1, Wo - /’l’ls = ,ngk = \.

(Ze Stwierdzenia po Twierdzeniu Weierstrassa.) To oznacza, ze §s(u) = gr(p) dla p :

pPePe = A, gdzie gs(pu) := gs(pP*), gr(p) :== gr(uP*). Réwnosé gs(u) = gr(p) moze zacho-
dzi¢ w izolowanych punktach chyba, ze §s = gr i wtedy G5 = G} i nie ma przeszkody w
rozwiktaniu. W

Przechodzimy do naszej konkretnej sytuacji. Zauwazmy, ze dla kazdego punktu (Ao, zo)
€ M; F(\o, z) nie jest stata, gdyz oznaczaloby to, ze f/{o (z)—z jest stala, czyli fﬁo(z) = z+&
(dla pewnego &). Jest to niemozliwe, poniewaz deg(fy,) = deg(f) =d > 2.

Whniosek 6. Dla dowolnego (A, z9) € M; dokonujemy rozktadu F' na czynniki nierozkla-
dalne, stosujemy twierdzenia Weierstrassa i Puiseux, otrzymujemy (w otoczeniu (Ao, 20))

F=h-G-...-G. & G\2z)= ] (z—9w),

/'L::u'p‘s =\

gdzie h holomorficzne stale rézne od zera, s =1, ... ,r, gs holomorficzne. Stad w otoczeniu
()\(), Z()) - Mz

{(\,2): F(\2) =0} = U U {\2): A= X0+ pPs, z=gs(u)}.

s=1 pipPs =\

49



Poszczegodlne elementy sumy zbioréw moga sie nawet pokrywaé, w przypadku gdy G5 = G.

Zastosujemy teraz wniosek 6 do punktéow (0,z;) (j = 1,...,m), gdzie z; sa wszyst-
kimi punktami neutralnymi o okresie ¢ przeksztalcenia fy . Otrzymujemy, ze w otoczeniu
kazdego punktu (0, z;) € £2 x C istnieja przeksztalcenia holomorficzne gjs (s=1,...,15),
i wykladniki p; s > 1 takie, ze dla p z dostatecznie matego otoczenia 0 i (A, z) z otoczenia
(07 Zj)

(Mz2)eM; < 3F, A=pb & 2= g;:(p)

Inaczej méwiac dla A\ z otoczenia 0 zbioér wszystkich punktéw okresowych o okresie ¢ prze-
ksztalcenia f) powstalych z zaburzenia punktu z;, to zbiér

Njs:={(\gjs(p) :s=1,... 15, uPrs = \}.

Zdefiniujemy teraz funkcje, ktora charakteryzowaé bedzie, jakiego typu sa to punkty. Niech
przeksztalcenie n(A\, 2) X X
n:2xC—-C

bedzie dane wzorem '
n(A ) = (f2)'(2)-

Ograniczajac si¢ do M, , w otoczeniu punktéw (0, z;) przedstawiamy ja jako rodzine funkeji
parametru p
Uj,s(ﬂ) = U(ij’s ) gj,s(ﬂpj’s))7 gdZie s = 17 <y Ty,

a to z kolei rozwijamy

s () = (F8) (25) + aw, s + ... .

Przypomnijmy, ze poniewaz z; jest punktem neutralnym, to |(f¢)'(z;)| = 1.

Tutaj a,,, jest pierwszym niezerowym wspoélczynnikiem Taylora. Takie a, (dla kaz-
dych j, s — dla uproszczenia zapisu pomijamy indeksy j, s) istnieje, bo zachodzi nastepu-
jacy lemat.

Lemat 6. Istnieje a, takie, ze a, # 0.

Dowéd lematu 6. Zalézmy, ze tak nie jest. Wowcezas
() = (f5)' (7))

dla p z otoczenia punktu 0. Rozwazmy zbior 2y := 2\ {\ € 2 : istnieje z € C takie, ze
w punkcie (A, z) € M; nie ma rozwiklania z(\)}. Zbiér usunietych punktéw jest zbiorem
punktéw izolowanych (wniosek 5). Zatem {2y jest spdjny i istnieje rozwiklanie, to znaczy
istnieje funkcja ¢ : 2y — C taka, ze wykres ¢ jest otwartym (w M; ) podzbiorem M, oraz
taka, ze zbidr (id, ¢)(£20) = {(A,¢(N)) : A € 2y} zawiera punkty dowolnie blisko (0, z;)
nalezgce do N .

Ponadto 1 € 29, bodla A = 1 f;(20 = 72? i punktami okresowymi sa tylko écieki i
zrodla.
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Ale dla X bliskich 0 mamy |(f3)’ ( )| = |(f&)(25)| = 1 (poniewaz n(u) jest stala
w otoczeniu 0). Zatem |(f1) (¢(N\))| = 1 na calym 2y w szczegdlnodei dla A = 1. Sprzecz-
nos¢. M

Powracamy do dowodu twierdzenia.

Z definicji przeksztalcenia n; (1) mamy: jezeli dla pewnego p (z otoczenia punktu 0)
zachodzi

|773,5(N)| < ]-7

wowcezas punkt g; s(4) jest Sciekiem dla przeksztalcenia fy (gdzie A = pPi¢) powstalym z
punktu neutralnego z; przeksztalcenia fy .

Dotychczas konstrukcje prowadziliSmy dla punktow neutralnych o okresie i. Z dowol-
nosci 1 < i < k uzyskujemy funkcje n dla wszystkich punktéw neutralnych (o okresach nie
wigkszych niz k). Wprowadzmy oznaczenia:

Wybierzmy z1, ...,z po jednym punkcie z kazdej orbity punktu neutralnego o okre-
sie nie wiekszym niz k,

{mstilys o {nas i, odpowiadajace tym punktom funkcje (kazdemu punktowi
odpowiada rodzina funkcji). Zastapmy teraz parametr g wspdlnym parametrem ¢, gdyz
dotychczas dla réznych funkeji to samo p odpowiada réznym wartosciom A (A = pPis ):

Niech

M Tj
p=1]1lris  75.s(C) == mjs(CP/Pe) & A=¢P

Jj=1s=1

to znaczy (P/Pis = p.

. . Py . . . s e e M s

Nasze zadanie sprowadza si¢ do tego, by znalez¢ ¢ takie, zeby nie mniej niz 5- sposrod
M
2

punktow zq, ..., zps stato sie Sciekami, czyli ¢ takiego, by dla nie mniej niz sposrod

Jj=1,..., M istnialo s = 1,... ,r; takie, by

Q)] = [(fo) (25) + a5, ()7 +...| <1,

gdzie i; to okres punktu z;.

W tym celu wybierzmy dla kazdego j jedno s. Obiekty, ktére beda sie dalej pojawiac,
beda wtasnie z tym indeksem s, bedziemy go opuszczaé.

Poniewaz ( ma byé¢ dowolnie blisko 0, wystarczy dobra¢ ( tak male, by dla nie mniej
niz potowy sposéréd j =1,2,... M

(') (25) + as, ()7 | < 1.
Poniewaz |(f3)(z;)| = 1 oraz ay, # 0, a ¢ mozna zapisaé¢ jako
¢ = oexp(iO),

gdzie © € [0,27) i p ma by¢ dostatecznie male. Problem wiec sprowadza sie do znalezienia
argumentu ©, takiego by dla nie mniej niz potowy j

bj < I)jj/@ < ¢y,
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gdzie

ij m
bj.s := axg(fy') () + 5 + arg(as, ).

o = ars((f37)(2) + 2+ ar(as,),

(Rys.5). Od teraz traktowaé bedziemy © jako element okregu jednostkowego St . Wéwczas
nieré6wnos¢ b; < ;60 < c¢; mozna przetlumaczy¢ nastgpujaco: istnieje podzbiér okregu
J; C S' bedacy skoniczona suma otwartych rozlacznych tukéw, ktérych suma dlugosci
wynosi ¢; — b; = 7 (czyli [o x J; (&)d(§) = m, gdzie x jest funkcja charakterystyczna);
zadamy aby dla co najmniej polowy sposréd j © € J; .

Rozwazmy $rednia wartos¢ sumy funkcji charakterystycznych wybranych zbioréw
J Tyevve s J M-

1 1

(X - Xy € d(E) = 5= M = ZM.

% g1 27

Stad istnieje O takie, ze
1

(X, +--+X5,)(0) = §Ma

M

czyli O takie, ze X, (©) = 1 dla nie mniej niz -

konczy dowdd twierdzenia. M

sposrod j =1,..., M, czyli © € Jj, co
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VI Podsumowanie

Rozwazamy przeksztatcenie holomorficzne f

Wowezas wyrézniamy na C zbior Julii J (f). Ma on nastepujace wtasnosci:
— J(f) jest niezmienniczy w przéd i w tyt,
— zwarty,
— w sobie gesty,

— J(f) # 0 oraz dla dowolnego z € J(f) zachodzi J(f) = cl G f"({z}),
n=0

— J(f) = C lub J(f) jest brzegowy,
— jesli f jest wielomianem, to J(f) = 0A, gdzie A, jest basenem przyciagania nie-
skonczonosci.

Kazda sktadowa uzupelnienia zbioru Julii J(f) wpada w skladowa okresowa. Kazda
sktadowa okresowa C' spetnia:

— jesli wéréd funkcji granicznych rodziny {f|c}n2, sa funkcje nie stale, to:

— (' jest dyskiem Siegela lub

— (' jest pierScieniem Hermanna (nie ma pierscieni Hermanna dla f wielomianu),
— jesli wérod funkcji granicznych sa tylko stale, to:

— (' jest basenem bezposredniego przyciagania $cieku lub

— (' jest platkiem kwiatka punktu neutralnego wymiernego.

W trajektorii kazdego basenu $cieku i kazdego ptatka lezy punkt krytyczny.
Dotychczas nie udowodnili$émy, ze kazda skladowa uzupelnienia zbioru Julii J(f)
wpada w sktadowsg okresowa. Dowodowi tej wlasnoséci poswiecimy nastepny rozdziat.
Rozwazmy punkty okresowe. Niech pochodna w punkcie okresowym wynosi

(f™") () = A

gdzie n okres punktu.

Jezeli |A| < 1, to p jest Sciekiem i lezy w swoim basenie bezposredniego przyciagania.
Sciekéw jest skoficzenie wiele, poniewaz w trajektorii kazego basenu $cieku lezy punkt
krytyczny.

Jezeli |\| > 1, to p jest Zrédlem i lezy w J(f). Jest ich nieskoficzenie wiele, poniewaz

cl(okresowe zZrédta) = J(f).
Jezeli |A| =1, to p jest punktem neutralnym. Wéwczas jezeli zapiszemy
A = exp(2mi6),
to mamy:
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Jesli © € Q, to p jest punktem neutralnym wymiernym. Jest woéwczas Srodkiem
kwiatka, p € J(f) oraz takich punktéw jest skofczenie wiele, poniewaz w trajektorii kaz-
dego ptatka kwiatka lezy punkt krytyczny.

Jesli © ¢ Q, to p jest punktem neutralnym niewymiernym. Jest wéwczas $rodkiem
dysku Siegela albo lezy w zbiorze Julii J(f) — wéwczas nazywamy go niemetryzowalnym.
Punktéw neutralnych jest skonczenie wiele. Tak wiec miedzy innymi dyskow Siegela jest
skonczenie wiele.

Osobno dowodyzi sie, ze pierscieni Hermana jest skonczenie wiele.

Jezeli p jest punktem okresowym neutralnym lezacym w J(f) (to znaczy punktem
neutralnym wymiernym lub niewymiernym niemetryzowalnym), to

pec| ] f(Crit).

n=0

Ponadto brzegi dyskéw Siegela (.5) i pierécieni Hermana (H) spelniaja

0S,0H C cl | f"(Crit).

n=0

Znamy juz przyktady basenu $cieku oraz punktu neutralnego wymiernego. W nastep-
nych rozdziatach beda podane przyklady wszystkich pozostalych mozliwosci, to znaczy
przeksztalcent takich, dla ktérych J(f) = C, istnieje dysk Siegela, istnieje pierscien Her-
mana, oraz takiego, ze istnieje punkt neutralny niemetryzowalny.
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Czes¢ 11

VII Twierdzenie Sullivana

W rozdziale tym bedziemy dowodzi¢ twierdzenie Sullivana méwiace, ze nie istnieje
dziedzina bladzaca, tzn. skladowa uzupelnienia zbioru Julii J(f) przeksztalcenia holomor-
ficznego f : C — @, nie wpadajaca pod dzialaniem f na skladowa okresowa. Formalnie
twierdzenie to nalezy do teorii klasyfikacji sktadowych uzupelnienia zbioru Julii J(f). Jed-
nak, z powodu obszernosci oraz stosowania zupelnie nowych metod — teorii homeomor-
fizméw quasikonforemnych, zostalo ono wydzielone w odrebng cze$¢. Przy okazji naszki-
cujemy rowniez oszacowanie liczby orbit pierscieni Hermana, co razem z Twierdzeniem 1
rozdzial V §1 da oszacowanie liczby okresowych orbit sktadowych @\J (f), w szczegdlnosci
ich liczba jest skonczona.

1. Homeomorfizmy quasikonforemne i mierzalne struktury konforemne.

Podamy dwie réwnowazne definicje przeksztalcen K-quasikonforemnych (K > 1).

Definicja 1.1. Homeomorfizm h : {2 — (2’ obszaréw w C nazywa si¢ K-quasikonforemny
jesli:

: sup{dist(f(z), f(y)) : dist(z,y) = r}
1.V, K =1 < K.
Foer R0 =D S dist(F(@), £(y) - dist(, ) = 7}
2. h jest bezwzglednie ciagla na wszystkich poziomych i pionowych liniach (zbiorach
Im(z) = const, Re(z) = const), (lokalnie w jakim$ holomorficznym ukladzie wspélrzed-

7. K-1
nych), oraz h; < kh, gdzie k := K1

Homeomorfizm h nazywa sie quasikonforemny, jesli jest K-quasikonforemny dla pew-
nej liczby K.

Dowoéd réwnowaznosci 1. i 2. nie jest prosty. Zwiazek miedzy 1. i 2. widaé¢ jednak
natychmiast w przypadku gdy h jest rézniczkowalne, np. w x € (2. Wtedy bowiem Dh
przeksztatca okrag w przestrzeni stycznej 1,2 w elipse £ i wzajemny stosunek dlugosci
osi tej elipsy A(F) spelnia réwnosé: A(E) = % Ta réwno$é wynika stad, ze dh =
h.dz + hzdZ przyjmuje maximum (minimum) wartosci bezwzglednej gdy Zigi jest liczba
lhz| _ A(E)—1
o] — AE)TL”

Wiele wtasnosci przeksztatcen konforemnych jest prawdziwych dla przeksztalcen qu-
asikonforemnych. W szczegdlnoéci prawdziwa jest potrzebna dalej Zasada Symetrii po-

dobna do Zasady Symetrii Schwartza:

rzeczywista dodatnia (ujemna). Zauwazmy, ze

Twierdzenie 1.2. K-quasikonforemny homeomorfizm h : D — D dysku jednostkowego
na siebie przedtuza sie do K-quasikonforemnego homeomorfizmu sfery C na siebie.

Idea dowodu. Przedluzenie do homeomorfizmu na clD wynika z twierdzenia Mori [Ahl-
fors, str. 47] (ktére mowi nawet o przedtuzeniu do funkcji ciagltej w sensie Holdera). Na-
stepnie h odbijamy korzystajac z inwersji. K-quasikonforemno$é wynika z definicji 2.
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Definicja 1.3. Rozwazmy przestrzen R wszystkich mierzalnych metryk Riemanna w ob-
szarze 2 C C , to znaczy form S(z) symetrycznych, dodatnio okre$lonych prawie wszedzie,
mierzalnych. Takie formy mozna mnozy¢ przez mierzalne funkcje dodatnie na {2 (oznaczmy
przestrzen tych funkcji F) i rozpatrywaé przestrzen R/F . Mozna ja utozsamiaé ze zbio-
rem Ro form w R takich, ze w T,(2 krotsza o$ elipsy £(S) := {v € T2 : S(z)(v) = 1}
ma dlugoéé 1 (w metryce euklidesowej). R/F = Ry nazywamy przestrzenia mierzalnych
struktur konforemnych na (2.

Oznaczmy dla S € R iloraz dlugosci osi dtuzszej do krétszej dla E(S) przez A(S5).
Rozpatrujemy dalej zbiér M(£2) := {S € Ry = R/F : A(S) € L™} z metryka o(51, S2) :=
esssup /A(S1, S2) gdzie \(S1, S2)(x) := sup{|S1(z)(v) — Se(x)(v)| : v € T2 & ||v]|euktia. =
1}.

Prawdziwe jest nastepujace

Twierdzenie 1.4. ([Ahlfors, str. 24]) Quasikonforemny homeomorfizm jest rézniczko-
walny prawie wszedzie, a rézniczka nalezy do przestrzeni L°°.

Dzigki temu twierdzeniu h* dziala na formach rézniczkowych (okreslonych prawie
wszedzie), zatem prowadzi z IMM(§2) w M(L2).

Przytoczymy teraz fundamentalne twierdzenie nazywane zazwyczaj twierdzeniem Ahl-
forsa—Bersa [Ahlfors, Rozdzial V].

Twierdzenie 1.5. (Bojarski, Ahlfors, Bers)

1. Dla dowolnej struktury p € 9M(S2), gdzie (2 jest dyskiem jednostkowym D lub cala
sferg @, istnieje quasikonforemny homeomorfizm H (2 na (2 taki, ze H*(jg) = p; po jest
tutaj standardowa struktura: \(pg) = 1 (elipsy € sa okregami).

2. Istnieje tylko jedno H spelniajace powyzsze warunki, jesli zakladac, ze H nie ru-
sza trzech wyréznionych punktéw (dowolnych w przypadku 2 = @, nalezacych do 0D w
przypadku 2 = D — korzystamy tu z faktu, ze H przedtuza si¢ na 0D, Tw.1.2.)

3. Przeksztalcenia v H, y+— H~! opisane powyzej (przy zalozeniu istnienia trzech
nieruchomych punktéw dla H ) sa ciagle, w topologii zbieznosci jednostajnej wsrod funk-
cji H.
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2. Sformulowanie.

Twierdzenie Sullivana.
Niech f : C — C bedzie funkcja holomorficzna stopnia d. Wowczas nie istnieje skla-
dowa U zbioru C\ J(f), taka ze:

vn;ém fn(U) N fm(U) = 0.

Dowéd twierdzenia Sullivana.

Przypusémy, ze takie U istnieje. Z definicji zbioru Julii J(f) wiemy, ze rodzina funk-
cji {f" v neo jest normalna. W rozdziale “Sktadowe spéjnosci zbioru Julii”, lemat 1.1.
udowodnili$my, ze jezeli w zbiorze funkcji granicznych rodziny { ™o, 100, istnieje funk-
cja nie stata, to sktadowa U wpada w sktadowa okresowa, czyli zachodzi teza twierdzenia
Sullivana. Dalej wiec zakladaé bedziemy, ze rodzina { f”|U0}7°I°:0 ma tylko stale funkcje
graniczne. Wprowadzmy oznaczenie:

U, = f"(U) dla n > 0.

Mozna zaktadaé, ze dla dostatecznie duzych n U, nie zawiera punktéw krytycznych (bo
jest ich skonczenie wiele). Zatem

f‘Un . Un — Un+1

jest skonczenie krotnym lokalnym homeomorfizmem, a wiec nakryciem (skonczona krotnosé
wynika z tego, ze f jest przeksztalceniem wymiernym).

Mamy dwa przypadki:

(I) Dla wszystkich n dostatecznie duzych U, jest niejednospdjne.

(IT) Dla wszystkich n dostatecznie duzych U, jest jednospdjny. Wtedy fiy, : Up —

U, +1 jest biholomorfizmem.

Istotnie jesli przypadek (II) nie zachodzi i U, nie jest jednospdjny, to U,i1 tez nie
jest i tak dalej. Nie moze istnie¢ holomorficzne przeksztalcenie bez punktéw krytycznych,
wiegc lokalny homeomorfizm f : Uj — Ujy1, U; niejednospéjne, Uy jednospdjne.
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3. Dowd4d w przypadku (I).
Mozna zakladaé, ze obszary U, sa niejednospdjne, n = 0,1,2,... (przenumerowujac tak,
ze Uy zastepuje poprzedni U,, dla pewnego duzego n).

Niech 7 bedzie krzywa zamknieta nieSciagalna w Uy (Rys.3.1). Niech v, := f™(70).
Wéwezas 7, jest krzywa niesciagalng w U,, (poniewaz "+ Uo — Uy, jest nakryciem).

Rodzina {f" |y, }nZ jest normalna i ma tylko stale funkcje graniczne. Rozwazamy
dalej C ze standardowa metryka Riemanna. Otrzymujemy stad:

(a) (f"w,) = 0 (pochodna w sensie metryki na C),

n—oo

(b) dlugosé v, — 0,
(c) diam(y,) — 0.
Ustalmy male e. Wéwczas dla n > N (gdzie N dostatecznie duze)

diam(vy,) < e.

Dalej rozpatrywaé bedziemy ~,, dlan > N. Zbadajmy rodzine sktadowych spdjnosci zbioru
C\’yn. Istnieja co najmniej dwie takie sktadowe, wynika to z twierdzenie Jordana. Wszyst-
kie sktadowe poza jedna maja Srednice mniejsza niz €. Te wyrdzniona “duza”’ sktadowa
nazwijmy A, (Rys. 3.2). Niech B, := C\ A,. (Rys. 3.3)).

Niech

B,, := {rodzina skladowych spéjnosci zbioru C \ Vn 2z wyjgtkiem “duzej” skladowej Ay }.

Wéwezas B, = |J X idla dowolnej sktadowej X 90X C ~,,.
XeB,

Poniewaz f jest przeksztalceniem ciaglym na zwartym zbiorze C, wiec f (X)) nie moze
byé¢ “duzym zbiorem”. Na mocy zasady maximum otrzymujemy

f(X)gf(’yn)U U Y:Bn+1.
YeBn+1

Stad mamy f(By,) C Bp4+1 (dlan > N) (Rys. 3.4).

Ponadto B,, jest zbiorem spéjnym. Gdyby bowiem dato si¢ przedstawi¢ jako suma
dwoch zbioréw otwarto domknietych B’, B”, to poniewaz 0B’,0B"” C ~,, to 7, byloby
niespdjne. Sprzecznosc.

Okazuje sie, ze B, jest takze jednospdjne:

Po pierwsze zauwazmy, ze A, = C\ B, jest zbiorem spéjnym, jednospéjnym (zatem
topologicznym dyskiem). Korzystamy tu z topologicznego faktu, ze jednospdéjnosé spéjnego
obszaru w C jest réwnowazna spéjnosci uzupelnienia [77].

Teraz powotlaé sie mozna na fakt znany topologom, ze jesli U jest topologicznym
dyskiem w @, to C \ U jest obszarem jednospdjnym. Idea dowodu tego faktu moze byé
nastepujaca:

Dla dowolnej ciaglej krzywej zamknietej v : ST — C \ U ~(S?) jest zbiorem lokalnie
spéjnym (twierdzenie Hahna-Mazurkiewicz [E-S, str. 301]). Jedna ze skladowych C\~(S'),
oznaczmy ja U’, zawiera U. OU’ jest lokalnie spdjny, wiec przeksztalcenie Riemanna R :
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D — U’ przedtuza sie do ciaglego na clD. Wtedy homotopie v do stalej mozna zsunaé po
obrazach przy R promieni w D do homotopii w C \U".

W naszej sytuacji tak naprawde nie trzeba korzystaé z powyzszych ogdélnych twier-
dzen. v,, zatem 0B,,, mozna uzyska¢ kawalkami analityczne. Homotopie v do stalej mozna
uzyska¢ po kawatkach w sktadowych int B,,, topologicznych dyskach z twierdzenia Jordana.

Zatem uzyskalismy: krzywa ~,, jest $ciagalna w B,, i nie jest Sciagalna w U,,. Stad

B, \U, #10

skad mamy
B, NoU, # 0.

Poniewaz z definicji 0U,, C J(f), a wiec otrzymujemy
B, nJ(f) #0.

Co wiecej int B, N J(f) # 0, bo 0B,, C ~, C U,, czyli B, jest otoczeniem punktu ze
zbioru Julii. Tak wige rodzina {f" |, g, }neo Die jest normalna, a wige nie ma podciggéw
zbieznych w tej rodzinie. o
Jednoczesnie diam B,, = diam~, — 0 (patrz (c¢)), B, C C, C zbiér zwarty, wiec
n—oo

istnieje podciag {f™* |ins By iz zbiezny do stalej funkeji granicznej. Sprzecznosé. Zakon-
czyliSmy dowéd w przypadku (I).

4. Dowéd w przypadku (II).

Przypomnijmy, ze mamy:

Up@ > f > biholo. > U;@ > f > biholo. > Us@ > f > biholo. > Us@Q > f > biholo. > ...

(znéw przenumerowujemy zbiory tak, ze Uy zastepuje poprzedni U, dla pewnego duzego n).
Istnieje biholomorfizm R : D — Uy (stosujemy twierdzenie Riemanna);

4.1. Skonstruujemy teraz w D pewna rodzine mierzalnych struktur konforemnych.
Dla dowolnie duzego M € N skonstruujemy rodzine h, przeksztalcen quasikonforemnych
otoczenia dysku domknietego D na siebie, zachowujacych D, St = 9D i punkty {1,4, —1}.

Zalézmy, ze mamy rodzine dyfeomorfizméw

or: St — St T € (2,

gdzie zbiér parametréw 2 jest otwartym podzbiorem RM takim, ze 0 € §2. Zaktadamy, ze
rodzina ¢, spelnia nastepujace warunki:

@, jest rodzing wymiaru M,

¢, trzymaja punkty {1,7,—1},

¢o = id,

o, zalezy gltadko od (z, 7).
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Wéwcezas nasza rodzine
hy :D—D

definiujemy:
h; = rozszerzenie @, “po promieniach” ,

to znaczy ((6,7) € S*z[0, 1] wspdtrzedne biegunowe)

he(6,7) := (¢ (0),7)-

Wéwezas takze rodzina h, spelnia te same warunki co rodzina ¢, (oprécz warunku gtad-
kosci w x = 0).
Rodzinge ¢, mozna skonstruowa¢ na przyktad w nastepujacy sposob:

M

or(z) =z + Z tj - sin(2w(4jz)),

gdzie S' =R/Z', x € R oraz 7 = (t1,ta,... ,ty) -

Wéwezas ¢, trzyma punkty {1,i,—1} odpowiadajace x = 0, %, %, @y = id oraz ¢, s3
dyfeomorfizmami o ile ¢’ > 0; Aby to zachodzilo wystarczy zadaé by t; < m

h, sa quasikonforemne na podstawie na przyktad definicji 1. W x # 0 wynika to
z rézniczkowalnosci h, i h' i wspdlnego ograniczenia ||Dh.| i [|[D(h.)7 Y|, w2 = 0
K(z)=1.

4.2. Skonstruujemy teraz rodzine struktur mierzalnych na D w nastepujacy sposéb:
niech po oznacza strukture standardowa, niech fi. := hX(uo) .
Przenieémy te struktury na Uy przeksztatceniem R~!

Up@ > f > biholo. > U;@ > f > biholo. > U@ > f > biholo. > ...

d

D

Rozszerzymy te struktury p. na |J f™(Uy) kladac

n=0
i, = (" 0,) (B0,
gdzie f~";, to galaz prowadzaca
", + Un — U,

co ma sens, bo przeksztalcenie f"; : Up — U, jest odwracalne. Jest to jedyne miejsce
gdzie korzystamy z odwracalnosci.
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Teraz rozszerzamy te struktury na cata wielka orbite Uy to znaczy na zbidr

[&.9]

WOrb(Up) = U(Uf (f" (Vo)) )

n=0 k=0
ktadac
N k *
forp-r (o)) = 71k rn o)) (Hr o (vo))-

Zakonczmy konstrukcje rodziny struktur p, rozszerzajac je na caly sfere @, mianowicie na
C\ WOrb(Up) ktadziemy

Hr = Ho-

WOrh(Up) jako zbiér otwarty jest mierzalny, uzyskaliémy wiec na C rodzine struktur mie-
rzalnych {p;}rc0, z definicji pu, sa f-niezmiennicze, to znaczy f*(u,) = pr. Ponadto
T +— pr jest ciaglym wlozeniem, bo rodzina jest gltadka (poza 0).

4.3. Nastepnym krokiem dowodu bedzie przejscie od struktur do odpowiadajacych
im pewnych przeksztalcen wymiernych. Zastosujemy twierdzenie Ahlforsa—Bersa na C dla
struktur z naszej rodziny {u,}. Przeksztalcenia quasikonforemne H odpowiadajace g,
bedziemy oznaczac przez H,. Bedziemy zada¢ aby H, zachowywaly punkty a, b, ¢ dowolnie
ustalone w C.

Zdefiniujmy przeksztalcenie odpowiadajace strukturze g :

T = HTfH;l

Tak zdefiniowane g, (z) zalezy w sposéb ciagly od pary (7, z).
Konstrukcje przeksztalcenia g, mozna interpretowaé¢ w nastepujacy sposob:

Uwaga 4.3.1. f zachowuje rodzine struktur p,. Catkujemy je i uzyskujemy nowe uktady
wspolrzednych, a w nich przeksztalcenia f przechodza na g, .

Whniosek 4.3.2. g, zachowujg strukture standardowa, tzn.

97 (o) = Ho-

Dowéd.
9r(po) = (Hr f(H7 1) (o) = (H- )" f*H; (po)

= (H:')" f*(ur) = (H7 ') (nr) = mo. W
Whniosek 4.3.3. Przeksztalcenia g, sg holomorficzne.

Nim przejdziemy do dowodu wniosku sformutujemy pewien wazny lemat.
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Lemat 4.3.4. Zalézmy, ze V jest dyskiem, a g : V — g(V) jest przeksztalceniem quasi-
konforemnym, odwracalnym i g*(uo) = po. Wowezas g jest holomorficzne.

Dowdéd. ¢g(V) jest topologicznym dyskiem, wiec istnieje przeksztalcenie Riemanna R :
V — ¢g(V) i oczywiscie R*(po) = po. Woéwezas na mocy jednoznacznoéci w twierdzeniu
Ahlforsa—Bersa otrzymujemy, ze g jest takze biholomorfizmem. W

Dowé6d wniosku 4.3.3. Poza skonczonym zbiorem punktéw H.(Crit(f)) dla kazdego
punktu z istnieje dysk V' taki, ze gy, : V. — g-(V) jest odwracalne i poniewaz H; sa
quasikonforemne, to takze g, jest quasikonforemne. Na mocy wniosku 4.3.2 i lematu 4.3.4
otrzymujemy, ze g, jest holomorficzne poza skonczonym zbiorem punktéw H.(Crit(f)).
Poniewaz g, : C—C jest ciagla, to na mocy twierdzenia o usuwaniu pozornych osobliwosci
otrzymujemy, ze g, jest holomorficzna na C. m

4.4. Przypomnijmy proste fakty dotyczace funkcji holomorficznych.

Uwaga 4.4.1. Jesdli funkcja g : C—C jest holomorficzna, stopnia d, wowczas jest funkcja
wymierng stopnia d.

Uwaga 4.4.2. dimc¢ {funkcje wymierne stopnia d} =2d+1 .

W rozdziale 5 zobaczymy, ze mozna byto pracowac takze z liczbg 2d — 2, to znaczy
dimc ({ funkcje wymierne stopnia d} /{homografie}) = 2d — 2.

SkonstruowaliSmy przeksztalcenia g, jako sprzezone z f oraz deg(f) = d, to deg(g,) =
d i gr sa wymierne stopnia d. Ponadto przeksztalcenie

RM>50s57m-¢, € R2(2d+1)

jest ciagte.
Poniewaz M mogliSmy wybra¢ dowolnie duze, to M > 4d + 2 i mozemy zastosowaé
nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4.4.3. Niech 2 C RM bedzie otwartym podzbiorem. Niech
w:0—-RY  (gdzie M > N)
bedzie przeksztalceniem ciggtym. Wowczas

dxco card K > 1 oraz K jest kontinuum, takim ze
Vemex  W(§) =¥(n).

W naszej sytuacji oznacza to, ze

dxco K kontinuum, takie ze

v&,nEK g¢ = Gn-
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Ustalmy punkt 79 € K. Woéwczas mamy
v7'€K HTf(HT)il = Hrof(HTo)ila

czyli
f - (HT)ilﬂTof(HTo)ilHT'

Niech

wowczas mamy
VTEK f = GTf(GT)_17
G- sa quasikonforemne,

G, =id,
G, (z) zalezy w sposob ciagly od (7,2) € K x C.
Poniewaz G, sprzega f ze soba, to dla dowolnego n =1,2,3,.... zachodzi

G (Zrodla okresu n przeksztalcenia f) == (Zrédla okresu n przeksztalcenia f).

Zbiér zrédel okresu n jest skonczony, G, = id, K jest zbiorem spéjnym i G,(z) w sposéb
ciagly zalezy od (7, z), to

GT\(Zrédla okresu n przeksztalcenia f) = id .

Ponadto, jak wiemy, zbiér Julii J(f) spelnia
J(f) = cl(zrédla f),

to

Stad wynika, ze dla dowolnej sktadowej U zbioru C \ J(f) zachodzi
G (U)=U.

4.5. W tym punkcie bedziemy sie zajmowa¢ wlasnosciami rodziny G, obcietej do
naszej sktadowej Uy, co pozwoli nam dojs¢ do poszukiwanej sprzecznosci.
Mamy:
Vrek G- (Uy) = Uy

Griou, = 1d (poniewaz OU C J(f)) .
Ponadto G przenosza struktury p, dla 7 € K na strukture pu,:
G (pur) = ((HT)_1H70>*(NT) =

= (HTo)*(HT)_l)*(NT) =
= (HTO)*(/"LO) = Hrg-
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Przeniesmy G, na D przez przeksztalcenie R
G, :=R'G,R

U, - 1,

g [

D —% . D

Jednoczeénie wiemy, ze przeksztalcenia (h, )~ 1h,, przenosza struktury i, na strukture fi,,:

((he) ™ hry)* (fir) = (hry)*((he) ™) (fir) = (Bry)* (fi0) = fry-

Ponadto przeksztalcenia (h,) 'h,, sa quasikonforemne, trzymaja trzy ustalone punkty
{1,i,—1} C OD oraz (hr)_lhro|3D #1id (dla 7 # 19).
W celu doprowadzenia do sprzecznoéci skorzystamy z prostego lematu:

Lemat 4.5.1. Dla 7 € K przedtuzenia G, na clD spetniaja:

A

Griop = id.

Wystarczy udowodnié ten lemat, gdyz wéwczas zaréwno przedhuzone éT, jak i (hT)*lhTOI
spetiaja:
— przenosza struktury fi; na p,, (dla 7 € K),
— trzymaja trzy ustalone punkty {1,i, —1}.
Stad na mocy twierdzenia Ahlforsa—Bersa musiatyby byé¢ réwne:

~

Gr = (hs) " hyy.

Ale jednoczesnie
id = G’T|8D = (hT)ilhTo|8]D) % ld, Yy
wiec uzyskaliSmy sprzeczno$é. Pozostaje dowie$é¢ lemat.

Dowéd lematu 4.5.1. Traktujemy D jako H = {Im(z) > 0}. Mamy udowodni¢, ze

Gjop = id.
Wprowadzmy oznaczenia:
A= {z € OD: istnieje granica radialna (niestyczna)

R(¢) := Th/rgo R(rz)},

ustalmy & € A, niech
Be:={z€ A: R(z) # R(&)}.
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Wéwcezas na mocy twierdzenia Fatou o zbieznosci radialnej mamy:
)\(A) =1 oraz VgeA )\(Bg) = 1,

gdzie A jest miara Lebesgue’a na 0D, znormalizowana tak, ze A(0D) = 1.
Poniewaz A\(A) = 1, wiec w szczegdlnosci A jest gesty w 0D. Wystarczy wiec udowod-
nic, ze

~

Gra=id dla 7 € K.

Zalozmy, ze tak nie jest, tzn.

Jeea Frier én (&) #¢&.
Rozwazmy zbior {G,(¢) € dD : 7 € K}. Jest to ciagly obraz kontinuum K oraz
Gry(€) #¢
G, (&) =¢ (gdyz G, =1id ).

Jednoczednie A(B¢) = 1, wiec w szczegdlnosci Be jest gesty w 0D, co daje nam

N

drex Gﬂ(f) € Bg.

Zbadajmy granice radialng w punkcie &, dla parametru 7/. Poniewaz Gy, = id, wige

Th/lrolo Gy oR(r§) = Th/rglo R(r&) = R(§).

G,
Uy —— Uy

0 Ta

D —— D

Jednoczesnie mamy

lim G, o R(ré) = lim Ro G (r).
Jim G0 R(r§) = lim Ro Gy (rf)

Ponadto G, jest quasikonforemne, wigce G (r€) zbiega niestycznie do punktu G (€) i,
poniewaz 7’ bylo odpowiednio dobrane, G,/ (§) € Be. Tak wiec z definicji Be otrzymujemy:

lim G, 0 R(r¢) = lim Ro Gy (rg) = R(Gr(9)) # R(S).

Tak wiec uzyskaliSmy sprzeczno$é, co konczy dowdd lematu. B

W ten sposéb zakonczyliémy dowdd przypadku (II), a zarazem dowdd twierdzenia
Sullivana. W
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Uwaga 4.5.2. Wydaje sie, ze mozna udowodni¢ teze lematu 4.5.1 nie zakladajac, ze
G nalezy do rodziny przeksztalcen dla 7 € K, powotujac si¢ na teorie koncéw prostych
zamiast na twierdzenie Fatou.

Pytaniem jest mianowicie, czy z faktu, ze Gy, = id, wynika, ze G, (doktadniej
przeksztalcenie indukowane w sposéb naturalny przez G, ) jest identycznoscia na zbiorze
AU, koticow prostych. Wtedy mieliby$my Grjop = id z twierdzenia Caratheodory’ego o
wzajemnej jednoznacznosci odpowiedniosci U, i OD. Czytelnik moze znalezé opis tej teorii
np. w ksiazce Collingwood, Lohwater [C-L].

Wreszcie wydaje sie, ze jesli quasikonforemny homeomorfizm G jest przemienny z f
i dostatecznie bliski identycznodci, to G| sy = id, (to znaczy, ze w ogdle nie trzeba byto
zakladaé, ze G nalezy do rodziny G.).

Niestety nie umiemy tych uwag udowodni¢.

5. W tym punkcie przeprowadzimy jeszcze raz analize czesci dowodu twierdzenia Sulli-
van’a opisanej w §4. Wyjasnimy ide¢ tego dowodu. Podamy réwniez oszacowanie Sullivana
liczby niektérych orbit sktadowych okresowych C\ J(f).

5.1. Podstawowym pomystem bylo wykorzystanie ciaglego przyporzadkowania 7y
pir — Hyo fo(H;) ™,

gdzie H, to quasikonforemny homeomorfizm nie ruszajacy trzech wyréznionych punktow
a, b, c, ktére prowadzito w 2(2d 4 1)-wymiarowa przestrzen Q¢ przeksztalcen wymiernych
C, stopnia d = deg(f).

Rodzina struktur {u,} niezmienniczych dla f w przypadku istnienia jednospdjnej
skladowej C \ J(f) bladzgcej, okazala sic co-wymiarowa (konstrukcja w §4 punkty 1 i 2).

Nastepnie sprzeczno$¢ wynikla z tego, ze przeciwobrazem w {u,} dowolnego prze-
ksztalcenia wymiernego, przy 77 jest zbiér zerowymiarowy. Z przypuszczenia, ze (77) ' (g)
zawiera kontinuum K wynikalo bowiem, ze K sklada si¢ tylko z jednego punktu (§4
punkt 5). Z uwagi 4.5.2 wyniklo nawet, ze (75)"'(g) jest w {u,} zbiorem izolowanych
punktow.

5.2. Powyzsze rozumowanie mozna umiesci¢ w ogélniejszym kontekscie:

Niech My C sm(@) oznacza przestrzen wszystkich mierzalnych struktur konforemnych
na @, dla ktérych A nalezy do L°°, f-niezmienniczych. Jesli dla p € 9y, H,, oznacza
quasikonforemny homeomorfizm taki, ze H, nie rusza wyrdznionych punktéw a, b, c i

(H,)* (o) = , to definiujemy przeksztalcenie 77 : M; — Q¢ wzorem
Ty(p) = Hyo fo(Hy) ™"

Na 9, dziata grupa Hy quasikonforemnych homeomorfizméw przemiennych z f, nie ru-
szajacych a, b, ¢, wzorem g — H*(p). Oznaczmy w Hy skladowa tukowa zawierajaca id
przez H?c i oznaczmy grupe tych sktadowych Hy/ H?c przez Mody (oznaczenie od nazwy
modular group).

Oznaczmy

Teichy = My /H.
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Wida¢ natychmiast, ze 7 indukuje przeksztaltcenie
Tf# : Teichy — Q4

a nawet
’]}# : Teich / Mod; — Q¢,

przy czym to ostatnie jest injekcja. Ciaglto$é wynika z twierdzenia Ahlforsa—Bers’a (Ozna-
czenie Teichy pochodzi od nazwy: przestrzen Teichmiillera).

Dowéd czesci twierdzenia Sullivana w §4 polegal na wykazaniu, ze rodzina {u,} wy-
miaru oo, takiej, ze przeksztalcenie {p,} w Teichy / Mody, pur — Hyp, ma O-wymiarowe
przeciwobrazy punktéw, czyli na pokazaniu, ze Teichy /Af jest co-wymiarowa.

5.3 Przestrzen M jest iloczynem kartezjanskim przestrzeni f-niezmienniczych mie-
rzalnych struktur na zbiorze Julii J(f), oznaczmy te przestrzen przez M, oraz na OrbU;
orbitach skladowych okresowych C \ J(f), oznaczmy te przestrzenie M ; (My; =
E)ﬁf| Orb Uj). Struktura na U; wyznacza juz struktur¢ na nieokresowych sktadowych wpa-
dajacych w U;. Mamy zatem

(531) gﬁf = <M x (Xf)ﬁﬁj).
J
Ta tozsamos¢ indukuje ciagle przeksztatcenie

(5.3.2) o : Teichy = My/HG 22 N ()ngtf,j/ﬂ(}’j) = N x ()j( Teich;)

gdzie Hg)c’ ; to skladowa lukowa identycznosci grupy Hy,; quasikonforemnych homeomor-
fizméw na OrbU; przemienych z f i nie ruszajacych wartosci krytycznych dla iteracji f
(w szczegblnosci obrazéw punktéw krytycznych nie lezacych w sktadowych okresowych).

Podzielenie M przez odpowiednig grupe H(}\J(f) nic nie zmienia, bo H(}IJ(f) = {idjs(p}

(homotopia przemienna z f moze si¢ sktada¢ z identycznosci na zbiorze Julii, patrz §4,
koniec punktu 4).
[W rzeczywistosci o w (5.3.2) jest injekcja. Injektywno$é wynika stad, ze homotopie

(195

w Uj, doktadniej krzywe H, : [0,1] — H% ; daje sig rozszerzy¢ na “s” z otoczenia odcinka

[0,1] w C. Stad wynika, ze homeomorfizmy w H, rozszerzaja sie do identycznosci na J(f),
a co wiecej kleja sie do quasikonforemnych homeomorfizméow C (na przeciwobrazy U;
przenosimy je iteracjami f). Wynika to z tzw. A-lematu Mané, Sada, Sullivana, ktéry
bedzie oméwiony w dalszych rozdziatach.]

5.4. Zajmiemy sie teraz podanym przez Sullivan’a oszacowaniem ilosci orbit sktado-
wych okresowych, w szczegélnosci brakujacym w twierdzeniu 1 rozdziatu V czesé 1 oszaco-
waniu liczby pierécieni Hermana. Chodzi gtéwnie o pokazanie, jak wykorzystuje sie opisane
wyzej metody. Samo oszacowanie ma warto$¢ gléwnie historyczna, bowiem istnieja lepsze
oszacowania podane przez Shishikure — bedzie temu poswiecony oddzielny rozdziat.
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Przypomnijmy, ze mamy

Teichy ——— I x (X Teichy)
J

l

Qa

Pokazemy, ze
dim(M x (X Teich;)) < dim(Q%) = 2(2d + 1).
J

Jedli tak nie jest, to istnieje zanurzenie rodziny {u.} C My w N x X Teich;), p; —
j

(“tlJ(f)’ e Mty - Y ,H%j, ...), gdzie parametr ¢ jest m-wymiarowy, t € R™, oo >
m > 2(2d + 1), tak zeby rodzina {y;} zawierala standardows strukture . py sklejamy
po prostu z rodzin struktur na J(f) i kazdym OrbUj (i przeciwobrazach), wykorzystujac
tylko skoniczona liczbe indekséw j = 1,...,K (na ewentualnie istniejacych innych U;
bierzemy p), tak, zeby rézne p; na Uj, j = 1,..., K, reprezentowaly rézne elementy w
Teich;. Okazuje sie, ze rézne pu; reprezentujg rézne elementy Teichy. To stwierdzenie jest
oczywiste, homotopie w C mozna obciag¢ do Orb Uj.

Co wiecej przeksztalcenie Ty rodziny {u;} w Teichy /Mod; € Q? ma 0-wymiarowe
przeciwobrazy punktéw. Wynika to z faktu, ze grupy modutowe Mod; = Hy, ;/ H% ; dzialaja
na Teich; dyskretnie (to znaczy orbita kazdego punktu jest zbiorem dyskretnym).

Zatem m < 2(2d + 1), sprzecznosé, bo wzieliSmy m > 2(2d + 1).

[W rzeczywistosci Mod dziala nieciagle (to znaczy orbity sa O-wymiarowe) na calej
przestrzeni Teichy, bo tak dziata na M, a Mod; dziala na Teich; dyskretnie. Korzystalismy
z tego, ze a w (5.3.2) jest injekcja, patrz uwaga w kwadratowym nawiasie w 5.3.]

Zauwazmy jeszcze, ze liczba 2(2d + 1) moze by¢ wszedzie w tym rozdziale poprawiona
do 2(2d — 1), w szczegdlnosci

(5.4.1) dim(9 x (X Teich;)) < 2(2d + 1).

Jest tak dlatego, ze na Q¢ dziala 6-wymiarowa (3-wymiarowa w sensie zespolonym)
grupa homografii Aut, g — hgh™!', g € Q?, h — homografia.

Kazda orbita jest wlasciwym zanurzeniem Aut w Q¢, zbiér orbit stanowi 3-wymiarows
zespolong foliacje i mamy w Q¢/ Aut naturalng strukture 2d — 2 wymiarowa strukture
rozmaitosci zespolone;j.

Zauwazmy teraz, ze jesli Tp(u) # Tr(ps) w Q4 dla t,s &~ 0 to Ty(ue) i Ty(us) re-
prezentuja rézne klasy w Q¢/ Aut. W przeciwnym razie istnieje homografia h ~ id, ktéra
sprzega przeksztalcenia wymierne 77 (uy) = Hyo f o (Hy) ™' i T;(ps) = Hso f o (Hg)™?
odpowiadajace p¢, pus. Mamy przeksztalcenie quasikonforemne H = (H;) ™! o ho H, bliskie
identycznodci, takie, ze H*(u) = ps, przemienne z f. Mozna bylo w calej konstrukeji przy-
jac, ze za trzy wyrdznione punkty a.b,c, bierzemy jakies okresowe zrédta dla f. Poniewaz
sg izolowane w zbiorze zrddel nie wyzszego okresu, H ich nie rusza. H; i Hy tez ich nie
ruszaja z definicji, zatem nie rusza ich h, ktore musi by¢ wobec tego identycznoscia.
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Mamy wiec ciagle przeksztalcenie {u;} z O-wymiarowymi przeciwobrazami punktow
nie tylko w Q9, ale nawet w Q¢/ Aut. (5.4.1) jest udowodnione.

Nietrudno jest udowodnié, ze jesli k oznacza liczbe roztacznych trajektorii punktéow
krytycznych, ktore przecinaja OrbUj, to

(1) dim(Teich;) = 2k, jedli Uj, to dysk Siegela;

(ii) dim(Teich;) =2(k + 1), jesli U;, to pierscien Hermanna;

(iii) dim(Teich;) = 2k, jesli U; to basen bezposredniego przyciagania Scieku (wtedy

do k nie wliczamy trajektorii punktéw krytycznych, ktére wpadaja w $ciek);

(iv) dim(Teich;) = 2(k — 1), jesli Uj;, to platek dla punktu neutralnego wymiernego.

Skad wynika na przyktad, ze

(5.4.2) g + 2np + N < 4d — 2

gdzie n, to liczba orbit okresowych Sciekow, ny liczba pierscieni Hermana i N wymiar
przestrzeni M. (Wykorzystujemy tu fakt, ze k& > 1 dla orbit Sciekéw. Niestety moze byé
k = 0 dla ptatkéw i dyskéw Siegela i ich liczba nie jest oszacowana w (5.4.2).)

Ta nieréwnosé uzupekia nieréwnosé w twierdzeniu 1 rozdzialu V §1 (gdzie brakowato
oszacowania liczby pierscieni Hermana). Udowodniliémy w szczeg6lnosci skonczono$é liczby
orbit skladowych okresowych C\ J(f).

Podane tu oszacowania poprawit Shishikura. Po$wiecimy jego wynikom odzielny roz-
dziat.

Zauwazmy na koniec, ze udowodnilidmy nie tylko nieistnienie btadzacej sktadowe;j @\
J(f), ale takze nieistnienie btadzacego zbioru dodatniej miary w J(f), na ktérym wszystkie
iteracje f™ sa injekcjami (bladzacego, to znaczy A C J(f) takiego, ze f™(A)N f™(A) =0,
dla kazdych n,m > 0, n # m). Istotnie gdyby taki A istnial, to mozna by na nim wziaé
dowolng mierzalna strukture konforemna i poprzenosi¢ iteracjami f~" i f” na cala wielka
orbite WOrb A. Otrzymujemy N = dim 9 = oo, co przeczy (5.4.2).
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Dodatek 1. Automorfizmy dysku Poincaré’go: podstawowe definicje.

Sfera Riemanna C to plaszczyzna zespolona C uzupelniona punktem w co ze struktura
holomorficzna dana przez mapy hi,hy : C — C, hi(z) = z ha(z) = 1/z. Standardowa
metryka Riemanna na C to przeniesiona przez h;,i = 1,2 metryka euklidesowa na C
podzielona przez funkcje (1 + |2]?)? to znaczy dla v,w € T,C, przestrzeni stycznej do C w
punkcie p, iloczyn skalarny

< v,w >= (Re(v) Re(w) + Im(v) Im(w)) /(1 + |2]*)?

(hg o h! jest izometria w tej metryce.)

Grupa Mobiusa nazywamy grupe wszystkich przeksztalcen sfery Riemanna genero-
wanych przez inwersje wzgledem okregéw i symetrie wzgledem prostych w C. Oznaczmy
ja przez Moby. Grupe wszystkich elementéw Mobs zachowujacych orientacje bedziemy
oznaczal przez MébéF . Mozna sprawdzi¢, ze

az+b

a,b,c,d € C, ad — bc # 0}

Te przeksztalcenia stanowig grupe wszystkich holomorficznych automorfizmoéow C. Na-
zywa si¢ je homografiami. Mozna teraz wyrézni¢ w Mobs i Méby podgrupy A i odpowiednio
AT elementéw zachowujacych dysk jednostkowy D = {z € C: |z| < 1}. Sa to odpowiednio
wszystkie przeksztalcenia bedace ztozeniami inwersji wzgledem okregéw prostopadtych do
okregu jednostkowego JD = {|z| = 1} lub homografie postaci A{7=%, |a| < 1,|A\| =1,
tak zwane przeksztalcenia Blaschke. Sa to doktadnie wszystkie konforemne, odpowiednio
holomorficzne, automorfizmy D.

Na D rozpatruje si¢ metryke hiperboliczna: euklidesowa pomnozona przez funkcje
4(1—]2|?)72. D z ta metryka nazywa sie dyskiem Poincaré’go lub plaszczyzna hiperboliczna
lub Lobaczewskiego. Czasami rozpatruje sie gérna péiptaszezyzng Ct = {Im z > 0} bedaca
obrazem D przy homografii z — —i(w + 1)/(w — 1), wtedy metryka hiperboliczna to
euklidesowa podzielona przez (Im z)2.

Uwaga: piszac wzory na metryki chodzi nam oczywiscie o metryki w sensie Riemanna,
to znaczy iloczyny skalarne w przestrzeniach stycznych. Przypominamy, ze odleglos¢ dana
przez taka metryke w rozmaitosci rézniczkowej X definiuje sie przez

dist(z, y) = inf{ /O IDS((d/dt)(1)||dt =6 :[0,1] — X, gladkich, 5(0) = z, (1) = y}

to znaczy przez infimum ditugosci krzywych taczacych x z y. Dla metryki hiperbolicznej
bedziemy uzywac¢ oznaczenia disty,.

Latwo policzy¢ (przez calkowanie wedlug powyzszej definicji), ze 0D jest od kazdego
zbioru zwartego K w D "nieskonczenie daleko”, to znaczy lim,_,gp disty(z, K) = oo.

Geodezyjnymi sa tuki okregéow lub odcinki prostych prostopadtych do 0D, lub R w
modelu gornej polptaszczyzny.

70



Przypomnijmy jeden z wariantéw Lematu Schwarza: dowolne przeksztalcenie holo-
morficzne h : D — DD nie zwigksza odlegltoSci w metryce hiperbolicznej, to znaczy dla
kazdych z,y € D mamy disty (h(z), h(y)) < disty(z,y).

A jest dokladnie grupa izometrii w tej metryce. Istotnie, jeéli g € A to g~ € A tez.
Wtedy ¢g—! lub, w przypadku gdy ¢g—! zmienia orientacje, ¢! zlozone z inwersja wzgledem
dowolnego okregu prostopadtego do dD, jest przeksztatlceniem holomorficznym D w D wiec
tez nie zwicksza odleglosci w metryce hiperbolicznej. Inwersja taka jak wyzej jest izometria.
Whiosek jest taki ze g jest izometria. Dowdd, ze kazda izometria jest elementem A nie jest
duzo trudniejszy, pozostawiamy go czytelnikowi.

Kazde przeksztalcenie g(z) = %ﬂ’l € M’ob™ ma dokladnie 1 lub 2 punkty stale, roz-
az+b

wiazania rownania 257 = z. Latwo jest policzy¢ ze jesli g jest przeksztalceniem Blaschke
to jest przemienne z inwersja wzgledem OJD. Zatem ta inwersja przeprowadza zbiér punk-
tow stalych dla g w siebie. Stad wynika, ze albo mamy pare lub jeden punkt staly w oD
, albo jeden punkt staty lezy w D, a drugi poza clD. W zwiazku z tym przeksztalcenia
nalezace do A™ rézne od identycznoéci klasyfikuje sie nastepujaco:

1. eliptyczne: majace dokladnie jeden punkt stalty w D.

2. paraboliczne: majace doktadnie jeden punkt staty w dD.

3. hiperboliczne: majace dwa punkty stale w dD.

Jesli g € AT ma jaki$§ punkt staly zp € D to sprzegajac g homografia h = (2 —
20)/(1 — Zpz), to znaczy biorac h o g o h™! przenosimy 29 w 0. Wtedy h o go h™! jest
obrotem z — €'z, t € R.

Jesli istnieje punkt staly zop € JD, to mozna go przenie$¢ w oco; rozpatrujac model
goérnej poélplaszczyzny. Homografia g : Ct — CT taka, ze g(co) = oo ma postaé z +—
az+0b, a,beR.

Jesli teraz oo jest jedynym punktem stalym to a = 1, zatem przeksztalcenie parabo-
liczne jest sprzezone z z — z +t, t € R, t # 0.

Jedli istnieje jeszcze drugi punkt staly to mozna go przenies¢ w 0 i wtedy b = 0, zatem
przeksztalcenie hiperboliczne jest sprzezone z z +— zt, t € R*, t # 1.

Grupy automorfizméw nazywamy ciaglymi grupami jednoparametrowymi odpowied-
nio eliptycznymi, parabolicznymi, hiperbolicznymi jesli po sprzezeniu staja sie grupami

zr—>e’tz, Zz2— z+1t, zZ—tz

Moéwimy, ze podgrupa I' C AT dziala w sposéb calkowicie nieciggly jedli dla kazdego
z € D istnieje otoczenie U takie, ze g(U)NU = () dla kazdego g € T, g # id. Taka podgrupe
nazywamy grupa Fuchsa.

Czasami grupa Fuchsa nazywa sie, ogdlniej, podgrupa grupy A lub A™ taka, ze dla
kazdego z € D istnieje otoczenie U takie, ze g(U) N U = () dla kazdego, z wyjatkiem
skonczonej liczby, g € T'. Jest to réwnowazne temu, ze I' jest dyskretng podgrupa A, A™.
Bedziemy moéwili wtedy, ze mamy grupe Fuchsa w szerszym sensie.
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Przypominamy ogélny fakt topologiczny: Jedli I' C AT jest grupa dzialajaca w sposéb
calkowicie nieciagly na D, to D/I" jest powierzchnia ze struktura zespolona przeniesiona z
D, D — D/T jest nakryciem holomorficznym i grupa podstawowa 71 (D/I") =T

(Definicja nakrycia jest przypomniana w Dodatku 2.. Nakrycie nazywa sie holomor-
ficznym jesli przeksztalcenie z przestrzeni nakrywajacej do bazy jest holomorficzne.)

Jesli T jest grupa Fuchsa, to, dzieki temu, ze jej elementy sa izometriami w metryce
hiperbolicznej, mozna wprowadzi¢ na D/I" metryke hiperboliczna, po prostu te z D.

Wtedy z Lematu Schwarza wynika, ze przeksztalcenie holomorficzne z D do D/T" nie
zwigksza odleglosci hiperbolicznych.

Sytuacja opisana powyzej pojawia si¢ w tezie fundamentalnego Twierdzenia o Unifor-
mizacji:

Kazda powierzchnia Riemanna (jednowymiarowa rozmaito$é¢ zespolona) ma nakrycie
holomorficzne przestrzenia nakrywajaca @, C lub D.

W szczegblnosci przestrzenia nakrywajaca C\ {0,1} jest D. Udowodnimy ten szcze-
gblny przypadek Twierdzenia o Uniformizacji w Dodatku 2. i skorzystamy z tego w do-
wodzie Twierdzenia Montela sposobem opisanym w Uwadze 3.. Grupa Fuchsa I' taka, ze
C\{0,1} = D/T bedzie zreszta opisana juz za chwile, to bedzie grupa Gy.

Grupa Mdobiusa Méby jest izomorficzna z PSLy(C), to jest z grupa macierzy

(a b), a,b,c,de C, ac—0bd=1
cd

podzielong przez grupe sktadajaca sie z macierzy ((1)(1)) i (a 1_(1)) Patrzac na model gérnej
pélplaszezyzny plaszezyzny hiperbolicznej widaé, ze AT = PSLa(R).

Wazna role odgrywa grupa Fuchsa PSLs(Z), zwana grupa modutowa. Wykorzystamy
w Dodatku 2. jej podgrupe I'¢, generowana przez

z—z+2, z—z/(2241)

Na rysunku 1 pokazane jest rozbicie C* na dziedziny fundamentalne grupy modutowej.
(Dziedzina fundamentalna dla grupy Fuchsa w szerszym sensie I', nazywamy obszar
otwarty U taki, ze dla kazdego z zbiér I'z przecina sie z clU w co najmniej 1 punkcie, a z
U w najwyzej 1 punkcie.)
Na rysunku 2 przedstawiona jest dziedzina fundamentalna grupy Ges.

rysunki 1,2, Ford str. 80,82

Bibliografia:
L.R.Ford, Automorphic Functions, Chelsea Publ. Comp., ed.1 (1929), ed.2 (1951).
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Dodatek 2. Dow6d Twierdzenia Montela.

Podamy tutaj dowéd Twierdzenia Montela, na ktérym opiera si¢ klasyczna czesé teorii
iteracji funkcji wymiernych.

Twierdzenie Montela. Niech f, : U — ¢ bedzie ciagiem funkcji holomorficznych
z otwartego obszaru U C ¢ w sfere Riemanna @. Zalézmy, ze istnieja trzy rézne punkty
21,722,273 € @ takie, ze dla kazdego i,n z & fn(U). Wtedy rodzina funkeji (f,) jest
normalna w sensie Montela, to znaczy, ze dla kazdego ciagu f,,; istnieje podciag niemal
jednostajnie zbiezny (w skrécie n.j.z.), czyli jednostajnie zbiezny na kazdym zwartym zbio-
rze K C U.

Dowadd.
1. Zalézmy najpierw, ze sup,, sup,cy | fn(2)] < C < .

Mozna zakladaé, ze U = ID gdzie ID oznacza dysk {|z| < 1} w €. Mozna bowiem
pokry¢ U suma przeliczalnej rodziny dyskow topologicznych hy(ID), gdzie hy to biholo-
morficzne przeksztalcenia ID w U, i wybiera¢ kolejno podciagi n.j.z. z f, o hy metoda
przekatniowa.

Nalezy jeszcze zauwazy¢, ze jesli f,; jest n.j.z. na kazdym hs(ID) to dla kazdego
zwartego zbioru K C U, poniewaz istnieje r < 1 takie, ze suma dyskéw D, = hy({|z]| < r})
pokrywa K, mamy jednostajng zbieznos¢ f,; na kazdym KNclD;. Stad wynika jednostajna
zbieznos$¢ na K.

Ustalmy dowolne r < 1. Z nieréwnosci Cauchy’ego mamy

sup |f,,(2)] < C/(1—1)*.
|z|<r
Zatem wszystkie funkcje f,, sa jednakowo ciagte na K, = {|z| < r}, bo maja wspoélnie
ograniczong staly Lipschitza C/(1 — r)?. Istnienie podciagu jednostajnie zbieznego na K,
wynika teraz z Twierdzenia Arzeli-Ascoliego. Zeby uzyskaé¢ n.j.z. na ID wystarczy wziaé
ciag r, /" 11 wybiera¢ podciagi zbiezne na K, metoda przekatniowa.

2. Zmieniajac wspélrzedne na sferze Riemanna przez odpowiednia homografie mozna
przyjaé, ze (z1, z2,23) = (0,1,00). Idea dalszej czeSci dowodu jest zastapienie funkcji f,
przez funkcje fn o wartosciach w ID i powotanie si¢ na 1 krok dowodu. Do tego moga
stuzy¢ rézne funkcje @ : ID — @'\ {0, 1, 00}, zwane funkcjami automorficznymi. Oto jeden
z wariantow:

Niech ~g, 71,72 beda geodezyjnymi w ID z metryka hiperboliczng (faktycznie tukami
okregéw prostopadlych do 9ID) , takimi, ze tréjkat hiperboliczny A o wierzchotkach w
punktach przeciecia tych geodezyjnych ma katy w tych wierzchotkach réwne /g gdzie ¢
jest dowolng liczba catkowityg > 4.

7 Twierdzenia Riemanna wynika istnienie biholomorficznego przeksztalcenia ® z A
na goérna poétptaszcezyzne € = {Imz > 0}. Z Twierdzenia Carathéodory’ego wynika, ze ®
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przedluza sie do homeomorfizmu clA na {Imz > 0}. Sktadajac ® z odpowiednia homografia
mozna zatozy¢, ze ® przeprowadza wierzcholki A na 0,1, co. (Mozna zamiast powotywaé
sie na Twierdzenia Riemanna i Caratheodory’ego poda¢ konkretny wzér na .

Przedtuzymy teraz ® wzdluz dowolnej gtadkiej krzywej d :< 0,1 >— ID zaczynajacej
sie w A.

Oznaczmy inwersje wzgledem v, przez Ij, j = 0,1,2. Bedziemy grupe generowang
przez I; oznaczaé¢ symbolem I'(1o, I1, I2)

Dla kazdej krawedzi v; @ przediuza sie holomorficznie wzdtuz czesci ID bedacej w
trojkacie I;(ID) przez symetri¢ (Zasada Symetrii). Obraz ®(I;(ID)) bedzie dolng péiptasz-
czyzng ¢~ = {Imz < 0}. Nastapilo odbicie obrazu wzgledem ®(;) to znaczy péiprostej
w IR od —oo do 0, odcinka (0, 1) lub pélprostej (1, c0).

W otoczeniu wierzchotka p tréjkata ID bedacego przecieciem powiedzmy 7 i 1, poza
samym punktem p, definiujemy ® przez kolejne odbicia wzgledem trojkatow dookota p.
Sume tych trojkatéw nazywamy gwiazda wokél p i oznaczamy S(p).

Dokladniej, te odbicia g;,j = 1, ..., 2¢ mozna zdefiniowa¢ indukcyjnie tak:

g1=1Io, g2=ailigi", . 90 = gn-1lnmod 291

7 zalozenia o katach A i z tego, ze nasze przeksztalcenia to izometrie w metryce hiper-
bolicznej wynika, Ze g2 © g24—1 © ... © g1 = id. Latwo zauwazy¢, Ze to oznacza po prostu

(I11)? = id.

Poniewaz ® w otoczeniu punktu p jest ograniczona, ® przedtuza sie holomorficznie na
gwiazde S(p) wlacznie z p. Co wigcej, mozna przediuzy¢ ® na (J;_, , , S(pj) gdzie p; to
wierzchotki A.

Wynika to stad, ze przecigcie U,y ., S(pj) z S(pjo+1) jest spdjne, zatem majac @
rozszerzone z A na Uj=07m,jo S(p;) 1z A na S(pj,+1) otrzymujemy jednoznacznie zdefi-
niowane rozszerzenie na (J;_, . ., S(p;) dla jo =0,1.

Powotalismy sie tutaj na fakt, ze jesli na obszarach U; i Us okreslone sa odpowiednio
funkcje holomorficzne hy i ho takie, ze hy = ho na jakims obszarze V- C Uy NUs to hy = ho
na sktadowej spdjnosci Uy N U, zawierajacej V.

Wréémy teraz do naszej krzywej § zaczynajacej sie w A. Bedziemy przedtuzaé¢ wzdtuz
niej ® po kawatku.

Jedli przedtuzyliémy juz ® do punktu z € g(A) (dokladniej do t w odcinku para-
metréw takiego, ze §(t) = z € g(A)) dla pewnego g € I'(1y, I1, I2), to przedtuzamy jak
poprzednio ® na zbiér Upemerzcholki 9(2) S(p) co daje przedtuzenie ® na § od z az do wyj-
Scia z tego zbioru. Poniewaz elementy I'(Iy, I, I3) to izometrie w metryce hiperbolicznej i

UpEWierzcholki g(A) S(p) - g<Up€WierzcholkiA) S(p)) marmy

(1) dist (g(A), U S(p)) = Const > 0,
pEwierzchotkig(A)
dystans niezalezny od g. Zatem po skonczonej liczbie krokéw przedtuzymy ® na cate 9, bo

0 jest zbiorem zwartym w ID wiec skorniczonej dtugoséi hiperboliczne;j.
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Po przedtuzeniu ® wzdtuz kazdej krzywej 6 C ID wychodzacej z A powolujemy si¢ na
twierdzenie o monodromii.

Moéwi ono w jednym ze swoich wariantow, ze jesli funkcja holomorficzna przedtuza
sie wzdtuz kazdej krzywej lezacej w obszarze jednospojnym U zaczynajacej sie z jakiegos
punktu p, to przedtuza si¢ jednoznacznie na U.

Zatem ® przedluza sie jednoznacznie na ID.

Zauwazmy na koniec, ze ®|p\a-1(0,1,00) jest nakryciem. Przypominamy definicje: cia-
glta funkcja f : X — Y dla przestrzeni topologicznych X,Y jest nazywana nakryciem
jedli kazdy punkt x € X ma otoczenie U, takie, ze f~1(x) jest sumg roztacznych zbioréw
otwartych, ktére f przeprowadza homeomorficznie na U,. X nazywamy baza nakrycia, Y
przestrzenig nakrywajaca. Oto dowdd:

Z definicji ® wynika, ze dla kazdego z € €'\ {0, 1}, mamy ®~1(z) C T'(Iy, I1, o) N AT.
Dokladniej, mamy tutaj nawet réwnosé, bo skoro dla kazdych ji,j2 € {0,1,2} mamy
®I;,1;, = ® na A z definicji ®, to ®1;,I;, = ® na ID. Stad otrzymujemy ®g = & dla
kazdego g bedacego zlozeniem przeksztalcen postaci I, 15, .

Wezmy teraz jakies z € €'\ {0,1}, powiedzmy Imz > 0. Naszym kandydatem na U,
(oznaczenie z powyzszej definicji nakrycia) bedzie gérna pétplaszczyzna € = {Imw > 0}.
Jak juz pokazalismy ®~1(@") = Uger(IOJng)ﬂAJr g(A). Wystarczy jeszcze zauwazyé, ze
g1(A) N ga(A) = 0 jesli g1 # go2. Gdyby bowiem U := g1(A) N g2(A) # (), to poniewaz
z definicji ® mamy ®g; = Pgs, to skladajac to przeksztalcenie z (®|y)~1 otrzymujemy
g1=g2na g; ', j=1,2zatem g = go.

Jesli z lezy w dolnej poéiptaszczyznie: €7, to znaczy Imz < 0, to w powyzszym
rozumowaniu zastepujemy A przez Jo(A), wtedy U, = €. JeSli z € IR to bierzemy
U,=C"U@ UL, gdzie L = (—0o0,0),(0,1) lub (1,00) tak, ze z € L.

3. Kazde przeksztalcenie f,, : ID — €'\ {0, 1} mozna podniesé¢ do fn: ID — DD, tak,
zeby ® o f, = fn i fu(0) € cl(A U Iy(A)). Wynika to znowu z twierdzenia o monodromii.
Istotnie, z tego, Ze obcigcie ® : ®~1(C'\ {0,1}) — @\ {0,1} jest nakryciem wynika, ze
®~1 o f, rozszerza sie wzdhuz krzywych w ID. Korzystamy teraz z tego, ze dysk ID jest
jednospdjny.

(W rzeczywistosci mozna sie tu powolaé na twierdzenie topologiczne: dla nakrycia
przeksztalcenie ciagle przestrzeni jednospdjnej w baze nakrycia podnosi sie do przestrzeni
nakrywajacej.)

7 pierwszej czesci dowodu wynika, ze istnieje podciag fnj n.j.z. , fnj — foo. Poniewaz
fn(0) € cl(AUI(A)), otrzymujemy foo (0) € cl(AUI(A)). Stad wynika, ze foo (ID)NOID =

(). W przeciwnym razie z zasady maximum wynikaloby, ze fo|p = Const € 9ID.

Stad wynika, ze ® o fnj, czyli fp; jest n.j.z. do ®o foo. To koticzy dowéd Twierdzenia
Montela.
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Uwaga 1. Grupa I'(Iy, I, I) jest grupa Fuchsa (w szerszym sensie, definicje czytelnik
znajdzie w Dodatku 1.). Zostalo to prawie udowodnione w punkcie 2. dowodu Twierdzenia
Montela. Udowodnili$émy tam, ze tréjkaty g(A), g € I'(1y, I1, I2) sa parami roztaczne. Jesli
z € go(A) dla pewnego go € I'(Ip, I1,I2) to mozna za U w definicji grupy Fuchsa wziaé
go(A). Jedli z jest na krawedzi lub w wierzchotku ktérego$ z trojkatéw, to dla matego
otoczenia U mamy dla g #id, ¢(U)NU # 0 tylko dla g bedacego inwersja wzgledem tej
krawedzi lub odpowiednio dla g przeprowadzajacego ten tréjkat w jeden sposérod 2q — 1
pozostaltych tréjkatéw o tym samym wierzchotku.

Udowodniliémy przy okazji, ze I'(Iy, I1, I2) jest izomorficzna z grupa wolna generowang
przez Iy, I1, Is podzielona przez relacje ]]2 =idi ([;;1;,)? =iddlaj =0,1,21 j1,j2 =
07 17 27 jl 7é j2-

Uwaga 2. Funkcja ® opisana wyzej jest przyktadem funkcji automorficznej, to zna-
czy funkcji holomorficznej o warto$ciach w a stalej na orbitach dziatania jakiejs podgrupy
grupy Mobiusa, okre$lonej na jakiej$ dziedzinie niezmienniczej pod dzialaniem wszyst-
kich elementéw tej podgrupy. Tutaj dziedzina ® jest ID i ® jest automorficzna wzgledem
grupy I'(Io, I1, I5) N AT. Dziedzing fundamentalna jest suma dwdch przylegajacych do sie-
bie tréjkatéw (razem ze wspolna krawedzia), funkcja @ jest nazywana funkcja tréjkatna.
Oczywiscie mozna bylo rozpatrywaé trojkat A z dowolnymi katami postaci 7 /qo, 7/q1, 7/ qo
dla liczb naturalnych qo, g1, g2 takich, ze 1/qo + 1/q1 +1/q2 < 1.

Mozna rozpatrywaé takze qo = 1 = g2 = oo. W tym przypadku analogiczna funkcja
automorficzna ® nazywana jest funkcja modutowa A. Przy uzywaniu jednak takiej funkcji
trojkatnej dowdd Twierdzenia Montela musi by¢ troche zmieniony, patrz nastepna Uwaga.

Uwaga 3. Inny wariant dowodu Twierdzenia Montela. Niech A bedzie tréj-
katem hiperbolicznym o wierzchotkach w 9ID. Wtedy ® : ID — '\ {0,1} moze by¢
zdefiniowane tak samo jak w poprzednim dowodzie Twierdzenia Montela, nie ma nawet
problemu z przedtuzaniem ® wzdtuz krzywych przechodzacych przez wierzchotki tréojkatow
bo wierzcholki nie leza w ID.

Dla kazdej gladkiej krzywej 6 :< 0,1 >— ID przedluzenie ® wzdluz tej krzywej
uzyskujemy po skonczonej liczbie krokéw (odbié przez krawedzie kolejnych trojkatéw).
Wynika to stad, ze dla dowolnego tréjkata g(A), g € I'(lo, 11, I2) (gdzie I; oznaczaja
inwersje wzgledem krawedzi A) i dla dowolnego zbioru zwartego K C ID mamy

(2)  disty <(g(A) N K, (cl(g(A) U glo(A) U gI; (A) U gIo(A)) N K) > Const > 0,

gdzie Const zalezy tylko od K.
(Czytelnik moze poréwnaé to z wlasnoscia (1).)

Grupa I'(Io, I1, I;) N AT jest teraz grupa wolna o generatorach
]j1]j27 j17j2 = 07 1727 jl % j2~

To jest dokladnie grupa I's, o ktérej mowa w Dodatku 1. Teraz & : D — @'\ {0,1}
jest nakryciem. Wlasnie udowodniliémy Twierdzenie o Uniformizacji dla €'\ {0, 1}, (patrz
Dodatek 1).
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Dodatkowego rozumowania wymaga 3 krok dowodu:

Moze sie zdarzy¢, ze fn — foo = Const € 90ID. Wtedy nie ma funkcji ® o fOO na ID.
Zbadajmy wiec doktadniej ten przypadek:

Przypomnijmy, ze dla kazdego n; mamy fnj (0) € cl(A U Ip(A)) zatem fnj (0) — p,
gdzie p € 0D jest jednym z wierzcholtkéw A lub Iy(A).

Poniewaz ®|caur,(a)) jest funkcja cigglta, mamy

o fnj(()) = fnj(o) — ®(p),
gdzie ®(p) = 0,1 lub oo, powiedzmy, ze ®(p) = 0.

Zauwazmy teraz nastepujaca wlasnosé metryki hiperbolicznej na @\ {0, 1}: Jedli z,, €
@'\ {0,1} jest dowolnym ciggiem punktéw zbieznym do 0, to dla kazdego 0 < r < 1 dla
Sy :={]z| = r}, mamy disty (2, S;) — 00. ( Z tego mozna wywnioskowaé, ze 0, i podobnie
11 0o sg "nieskoniczenie daleko” od wszystkich zwartych podzbioréw @'\ {0,1,00}. )

Faktycznie, przypusémy, ze disty(z,,S,) < Const < oo. Oznaczmy przez S, Tuk w
cl(A U Ih(A)) taki, ze ®(S,) = S,. Oznaczmy Z, = ® (z,). Wtedy disty(Z,,S,) =
disty(zn, S;) < Const bo metryka hiperboliczna na @ C {0, 1} jest przeniesiona przez ®
metryka hiperboliczna na ID.

Mamy clS, C ID, a Z, daza do 81D bo z, — 0. Zatem disty (Z,, S,) — oo co wynika
z tego, ze OID jest "nieskonczenie daleko” w sensie odlegtosci hiperbolicznej, od kazdego
zbioru zwartego w ID (patrz Dodatek 1.). OtrzymaliSmy sprzecznosé.

Niech K C ID bedzie dowolnym zbiorem zwartym, takim, ze 0 € K.

Przypomnijmy (Dodatek 1), ze f,,, nie zwigkszaja odlegtosci hiperbolicznych.

Zatem $rednica w metryce hiperbolicznej kazdego zbioru f,,;(K) jest nie wigksza od
$rednicy K i fn,(0) — 0, Stad wynika, ze dla dowolnego 0 < r < 1 mamy f,, (K) C {|z] <
r} dla n; dostatecznie duzych.

Gdyby bowiem f, (K) zawieral jaki§ punkt spoza {|z| < 7} to jego odlegtos¢ od
fn; (0) bytaby wigksza niz disty, (Sy, fn,;(0), bo ten punkt i f,, (0) leza po réznych stronach
Sy dla n; duzych, a z definicji odleglo$¢ to infimum diugosci krzywych gladkich laczacych
dwa punkty. Kazda taka krzywa musi przecina¢ S,. Poniewaz disty(S;, fn,(0)) — oo,
otrzymujemy dla srednic diamy,(fy, (K)) — 0o, sprzecznosé

Stad wynika, ze f,,|x — 0 jednostajnie.
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