MIMUW, egzamin RRZJ, sesja poprawkowa, marzec 2014
(w nawiasach liczba punktéw).
Zadania i rozwigzania lub wskazowki do rozwiazan.

1. Dla uktadu réwnan rézniczkowych na plaszczyznie R?, dla dowolnej statej A € R,

o' =Vi(z,y) = Ay +2°, y' = Va(z,y) = —y — 2?

a) znalez¢ izokliny ' = 01y’ = 0 oraz zera pola V = (V1, Va) (w zaleznosci od A) (1)

b) Policzyé rozmaitosci centralng w otoczeniu 0 € R?, w postaci rozwiniecia Taylora
jej wykresu w zerze, z dokladnoscia rzedu 2. (2)

c) Czy dla A # 1 punkt 0 jest stabilny w sensie Lapunowa? Czy lokalne rozmaitosci
stabilna i centralna w 0 sa jednoznaczne? Przypomnie¢ wszystkie definicje, uzyte w tym
zdaniu. (2)

d) Dla statej A = 1 znalezé lokalng rozmaitoéé centralng w otoczeniu 0 € R? do-
ktadnie. Czy jest jednoznaczna? Czy 0 jest stabilne w sensie Lapunowa? Czy jest stabilne
asymptotycznie? Narysowaé obraz fazowy potoku pola V na R?. Czy istnieja trajektorie
okresowe? Czy ktéres trajektorie uciekaja do nieskoniczonosdci w skonczonym czasie? (3)

Jaka jest liczba obrotu dla przeksztalcenia f okregu R/Z w siebie, postaci
] > 2 — 4(z—3)>+ 1 (mod 1). Dla jakich a przeksztalcenie [0,1] > z —
3+ 1+ a (mod 1), ma liczbe obrotu réwna 0 ? (2)

2.
0,1
Az — 3)

3. Jaki jest indeks pola w 0 € R? réwnania rézniczkowego:
a) 2 =2°25 (1) b)a' =23 ¢y =—y? (1)

4. Dla uktadu réwnan rézniczkowych na R? postaci 2’ = cosy,y’ = —2x, znajdz calke
pierwsza i znajdz zera. Ktére z nich sg siodtami, ktore centrami? Czy w tych zerach jest
jaki$ rezonans? Narysuj obraz (portret) fazowy. (3)

5. Co to jest bifurkacja Hopfa? Co to migkka i ostra utrata stabilnosci? Co to znaczy,
ze jest uniwersalna? (3)

Rozwigzania i wskazowki

Ad. 1. a) Dla A = 1 zera pola V to zbiér {y = —2?}, dla innych A to tylko punkt
(0,0).

b) Rozwinigcie Taylora rzedu 2 lokalnej rozmaitoéci centralnej W€ to y = —z2 nieza-
leznie od A.

c) We wspoétrzednej z na W€ otrzymujemy 2’ = (1 — A)z? + O(|x]?), co dla A # 1
ma, obraz fazowy taki jak 2’ = (1 — A)x2. Brak stabilnoéci Lapunowa (po stronie stabego
odpychania). Brak jednoznacznosci W€ (od strony stabego przyciagania).

d) Dla A = 1 mamy W¢ = {y = —22} w otoczeniu (0, 0), bo z definicji ma to by¢
rozmaito$¢ niezmiennicza, styczna do podprzestrzeni wlasnej odpowiadajacej czesci widma
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rézniczki pola w zerze, z czescia rzeczywista 0, tu doktadnie 0. Jest jednoznacznosé We€.
Jest stabilno$¢ Lapunowa, nie ma asymptotycznej.

Ad.2. W wersji podanej na egzaminie zabraklo [0,1] 2 z. Bez tego, sformutowanie
nie ma sensu bo podany wzor zalezy od n dla x + n nawet mod 1, nie przedstawia wiec
przeksztalcenia okregu.

Dla fo(z) := 4(z — 1) + 3 + a liczba obrotu jest 0 dla a € [—2,/3 2\/%, bo
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warunkiem jest istnienie rozwigzania réwnania fo(x)+a = , ainf ¢, fo(r) —2 = —% %
(analogicznie: sup ... = +...). Najlatwiej to policzy¢ zmieniajac zmienne w = x — % i wtedy
mamy dla w € [—%, %] funkcje w — 4w? + a.

Ad.3. a) -1, b) -1.
Dla a) warto zauwazyé, ze 2°z% = |2|1°z. Dla obliczenia indeksu, czynnik | - | nie ma

znaczenia bo i tak dzieli si¢ przez niego.
Dla b) obrazek jest jak dla siodla.

Ad. 4. Calka pierwsza to H(z,y) := siny + 2. Mamy uklad hamiltonowski z hamil-
tonianem H. Mamy siodla w punktach (0, 7/2+ 27n) i centra w (0, —7/2+ 27n). Kolejne
siodla sa polaczone separatrysami, poziomicami {H = 1}. Zbior {H < 1} rozpada sie
na wyspy wokoél centréw, wypelione trajektoriami okresowymi. We wszystkich punktach
réwnowagi (zerach pola) sa rezonanse, np. 2A; + Ay = \;.



