MIMUW, RRZJ egzamin, 31 stycznia 2014. (w nawiasach liczba punktéw)

1. Dla ukladu réwnan rézniczkowych na plaszczyznie R2
¥ =Vi(z,y)=—xz+y, v =Vaolz,y) = —€"+e ¥+ 22

a) znalez¢ izokliny ' = 01y’ = 0 oraz zera pola V = (V1,V3). (1)

b) Policzy¢ rozmaitoéci centralng w otoczeniu 0 € R?, w postaci rozwiniecia Taylora
jej wykresu w zerze, z doktadnoscia do rzedu 3. (2)

c) Czy 0 jest stabilne w sensie Lapunowa? Czy jest stabilne asymptotycznie? Czy
lokalne rozmaitosci stabilna i centralna w 0 sa jednoznaczne? Przypomnieé¢ wszystkie de-
finicje, uzyte w tym zdaniu. (2)

d) Czy istnieja trajektorie okresowe? (1)

e) Czy dla wszystkich punktéw z = (z,y) € R? (réznych od 0 € R?) trajektorie potoku
#'(z) pola V, tzn takie, ze ¢°(z) = z, sa okredlone dla wszystkich czaséw ¢ : —o0o < t < 00?
Czy ciagla funkcja a(¢!(2)) jest ograniczona? (a € R oznacza argument punktu, nie brany
mod2m) Naszkicowaé obraz (portret) fazowy potoku pola V na R?. (3)

f) Dodaj do prawej strony réwnania na 3’ wyrazenie ey. Gdzie sg zera pola w zaleznosci
od parametru €? Dla jakich € ~ 0 punkt 0 € R? jest stabilny w sensie Lapunowa?

Opisz te bifurkacje. Narysuj obraz fazowy. (2)

Wskazowka: Skorzystaj z twierdzenia o istnieniu lokalnej rozmaitosci centralnej i o
tym, zZe potok jest w otoczeniu zera, topologicznie rownowazny potokow: dla pola wektoro-
wego, bedgcego iloczynem kartezjanskim pola na rozmaitosci centralnej i pola w otoczeniu
swojego zera hiperbolicznego.

2. Jaka jest liczba obrotu dla przeksztalcen okregu R/Z w siebie, postaci
a) x — =+ (1/10)(cos(2mz) — 1) (mod 1),

b)  — x 4+ (1/10) cos(2mx) (mod 1) ?

Czy mozna ja zmieni¢ dowolnie malym zaburzeniem? (2)

3. Jaki jest indeks pola w 0 € R? réwnania rézniczkowego
a) 2 =2°+25 (1) b)a'=—-zy =9y??7 (1)

4. Co to jest posta¢ normalna i rezonans w zerze pola wektorowego? Czy dla uktadu
réwnan =’ = x,y = 2y + 2 mozna zmienié¢ wspéirzedne dyfeomorfizmem klasy C? na
otoczeniu zera tak, zeby w nowych wspolrzednych otrzymaé uktad liniowy 2’ = z,y' = 2y?
Czy mozna zmieni¢ wspotrzedne homeomorfizmem tak, zeby potok pola tego uktadu w
nowych wspotrzednych stal sie potokiem ww. ukladu liniowego? (3)

5. Sformutuj twierdzenie Siegela o réwnowaznoséci potoku pola na torusie T2 bez zer
i bez orbit okresowych i potoku bedacego zawieszeniem obrotu okregu. Naszkicuj dowod.

(3)

6. Dla ukladu réwnan rézniczkowych na R? postaci 2’ = cosy,y’ = — cosz, znajdz
caltke pierwsza i znajdz zera. Ktore z nich sa siodtami, zrédtami, $ciekami, centrami? Na-
rysuj obraz (portret) fazowy. (3)



