Uwagi/rozwiazania niektérych zadan z egzaminu pisemnego na MIMUW
z RRZJ 31.01.2014

l.e) Oznaczmy |3 := {x = 0,y > 0}, ls :={x =y > 0}, I3 := =11, ly = —Is.
Oznaczmy sektory miedzy poéprostymi [y i lo, miedzy Il i 3, miedzy I3 i 14, miedzy [y i
l1, odpowiednio przez I, II, III, IV. Wtedy trajektorie w I sg skierowane w prawo w dot,
w Il w lewo w dot, i w III i IV odpowiednio symetrycznie. Z symetrii pola wzgledem 0,
mozemy utozsami¢ kazdy punkt (z,y) z (—z, —y). Rozpatrujemy przeksztalcenie powrotu
z l; do l3. Wystarczy dzieki utozsamieniu rozpatrywaé P przeksztalcenie przejécia z [; do
l3. Jesli y jest odpowiednio duze to P(y) # 0. Dla y malego P(y) = 0, bo trajektoria nie
moze pokona¢ bariery W3 .

Mamy wtedy P(y) < y, w przeciwnym przypadku bylaby trajektoria okresowa (Tw.
Poincaré’go-Bendixsona). W konkluzji, dla kazdego z # 0, dla ¢ — oo malenie argumentu
a(¢'(z)) jest ograniczone, a trajektoria dazy do 0. Dla t — —oo przyrost argumentu jest
nieograniczony bo trajektoria pokonuje kolejno sektory ... IV.ITLILILIV IIL,... .

Dla t — —oo czasy przejscia kolejnych sektoréw daza do 0, jednak czas ucieczki do
nieskonczonosci jest oo (dla —V'). Wskazéwka: wykorzystaj ograniczono$é¢ dywergencji V' i
obszary U;: kazdy ograniczony kawatkiem trajektorii wybranego punktu miedzy punktami
kolejnych dojé¢ p; i pj41 do Iy i odcinkiem [p;, pj+1].

2. Oznaczmy przeksztalcenie w czesci a) przez fi a w czeSci b) przez fo.

W a) mamy punkt staly x = 0, wiec liczbe obrotu 0. Dla innych x mamy f;(z) < z.
Dla g(x) = fi(z) — ¢, dla e > 0, mamy wiec g(x) < x zatem liczbe obrotu ujemna. (wykres
przestaje przecinaé przekatna).

W b) mamy punkty state 1/4 1 3/4, wiec liczbe obrotu 0, ale wykres przecina przekatna
tak, ze nie mozna tego przeciecia zniszczy¢ malym zaburzaniem. Zatem liczba obrotu jest
0 dla wszystkich matych zaburzen fs.

Zamiast 1/10 mozna wzia¢ 1/27, ale mniej nie, bo stracimy monotonicznosé.

3. Dla a) indeks=5, dla b) indeks=0. Dla a) sytuacja jest podobna jak w Tw. Rouché
w funkcjch analitycznych. Dodanie do 2° matej w stosunku do niej blisko 0 funkeji z° nie
zmienia przyrostu argumentu.



