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Stabilnosé
1. [Wiggins, str 197, 239] Znalez¢ (w przyblizeniu) rozmaito$¢ centralna. Zbadaé sta-
bilno$¢ (asymptotyczna, Lapunowa), dla ukladu:

a)
T = w2y
’ 1.1
{n=r (11)
Wsk. E¢ = {y = 0}, E* = {x = 0}. Szukamy W€ jako wykres h : E¢ — E*. Podstawiamy
w (1.1) y = h(x). Otrzymane réwnanie w 3-jetach rozwiazujemy w 3-jetach, tzn. h(x) =
az? + bx® + O(z*). Otrzymujemy h(z) = z* + O(a).

b)
o = fu+y+a?y,
Y =1z +2y+y?

2. [Arnold, str162] Jaki jest portret fazowy réwnania 2z’ = az — z|2|? + z* dla a = ee'®
dlac>0i¢el0,2rn]7?

Orbity okresowe

1. [Sotomayor| Pokazaé, ze

o =x2-2"—y"), v =y(l-y*—2?)

nie ma orbit okresowych.
2. Pokazaé, ze jesli X to pole wektorowe klasy C! na plaszezyznie i z € w(x) nie jest
zerem pola, to w(x) jest orbita okresowa. Czy to jest prawda dla pdl na torusie?
3. Pokazaé,ze dla konserwatywnego réwnania Lotki-Volterry (drapieznik y - ofiara x),
dla statych a,b,c,d > 0
¥ =z(a—by), y =y(—c+dx) (3.1)

pierwsza ¢wiartka plaszczyzny jest wypelniona przez trajektorie okresowe wokot punktu
statego.

Wsk. Istnieje calka pierwsza x¢e~%y%e~% . (Mozna do niej dojé¢ dodajac pewng kom-
binacje liniowa réwnan (3.1) do pewnej kombinacji liniowej tych réwnan podzielonych od-
powiedni przez z, y, oraz calkujac [Palczewski, Ro. 12.2].

4. [Palczewski] Pokazaé, ze dla ogdlnego niekonserwatywnego modelu ukladu drapie-
znik-ofiara

¥ =zM(z,y), y =yN(z,y) (4.1)

Zaltézmy, ze funkcje rzeczywiste M, N spelniaja dla pewnych dodatnich statych A, B wa-
runki

(i) N(z,y)<0dlaxz < B, ON/Ox >0

(i) M(0,0) >0, M(z,y)<0dlax>A, OM/0y<0
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oraz

(iii) Krzywe M~1(0) i N=1(0) przecinaja si¢ transwersalnie,

(iv) Istnieje punkt (a,b),a > 0,b > 0 taki, ze M (a,b) > 0, N(a,b) >0

Udowodnié, ze uklad (4.1) ma w I éwiartce plaszczyny punkt staly asymptotycznie
stabilny, lub cykl graniczny.

(Wsk. Wziaé (a,b) z duzym a i przesledzi¢ trajektorie (analogicznie jak w réwnaniu
Lienarda).

5. Niech ¢(t, z9) bedzie orbita okresowa potoku hamiltonowskiego na plaszczyznie,
okresu T'(zg) > 0, z warunkim poczatkowym ¢(0) = zp, dla pola wektorowego Fp dla
hamiltonianu H. Niech G(z,¢) dla ¢ blisko 0 i z blisko zp, bedzie polem wektorowym (na
otoczeniu ¢(t)) takim, ze jesli zdefiniujemy

T(z)
Az) = /O dH (G(6(t, ), 0))dt

to A(z9) = 0 i dla z w kierunku normalnym do orbity ¢(t, zp) mamy 0A(z)/0z # 0 w
punkcie z = zy. Pokazaé, ze wtedy dla odpowiednio malych € réwnanie 2’ = Fy +eG(-, €)
ma orbite okresows.

6. Jaki jest portret fazowy potoku dla réwnania Duffinga

/

o=y, y=z-2°

— y
dlad=07Dlad>07?

Potoki na powierzchniach, hiperbolicznosé, separatrysy, topologiczna réw-
nowaznosc.

1. Pokaza¢, ze dla uktadéw réwnan postaci

o' = f(x), ¥ =yg(x),

gdzie f(z) =1—22, g(-1)=a < 0,g9(1) =b >0, dg/dx > 0, niezmienikiem topologicz-
nego sprzezenia zachowujacego czas jest liczba a/b. Pokazaé, ze kazde dwa takie uktady
sa topologicznie réwnowazne (bez zachowania czasu). Pokazaé, ze dla a # b topologiczne
sprzezenie nie jest lipschitzowsko ciagte. Czy jest ciagle w sensie Holdera?

2. Pokazaé, ze dla typowych w C"-topologii (tzn zbioru gestego, G) dyfeomorfizméw
klasy C" rozmaitosci zwartej wszystkie punkty state sa hiperboliczne.

3. Czy istnieje na powierzchni zwartej orientowalnej genusu g pole klasy C*, ktére
ma g zbior6w minimalnych, r6znych od orbit zamknietych i punktéw statych 7 (Wsk. Tak.
Wykorzystaj przyktad Denjoy’a na torusie.

Posta¢ normalna. Bifurkacje.
1. Jaka jest postaé normalna 2-jetéw pol wektorowych na plaszczyznie, z czescia li-

niowa
0 1
0 0



Zbadaé 2-parametrowa deformacje Takensa-Bogdanova

z' =y,
Yy =e1 +eox+ 2 + Yy

z parametrami €1, €o. Punkty state, ich bifurkacje itd.

Wsk. Dla €3 — 4e1 < 0 nie ma pkt stalych. Dla €3 — 4e; > 0 mamy dwa punkty stale,
jeden jest siodlem, drugi wezlem lub ogniskiem, moze w nim zaj$¢ bifurkacja Hopfa (ostra
utrata stabilnosci) . Dla pewnej krzywej w plaszczyZnie parametréw €1, 4, w 111 éwiartce
plaszczyzny istnieje homokliniczna trajektoria.
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