RRZJ 2005, egzamin, zadania i wskazowki

1. Czy réwnania rézniczkowe ponizej maja orbity okresowe? Ile? Uzasadnié¢. Zbadaé
stabilno$¢ Lapunowa punktow statych. Jaki jest w nich indeks ?

2)

{x':x(l—x2—y2)
y=y(l-z—-y)

(o =v- -2

Yy = —ex dla € >0
Jaka jest granica orbit okresowych gdy € \, 0 7
2. Co to jest indeks pola wektorowego w izolowanym zerze ? Sformulowaé Tw. Po-

incaré’go-Hopfa. Jaki jest indeks pola wektorowego w zerze hiperbolicznym, o wymiarach
przestrzeni stabilnej i niestabilnej odpowiednio s i u 7

3. Narysowaé portret fazowy potoku réwnania (pola X)

{ 2=y —y°
y/ —r— xS

Ile jest orbit okresowych?

Czy potok dla pola prostopadlego do X, z zerami w zerach pola X, ma orbity okre-
sowe?

Czy istnieja orbity okresowe jesli do pola X dodamy pole —ya% ?

4. Policzy¢ postaé normalng Poincaré’go, z dokladnoéciag do O(||(z,)||?), dla pola

11

wektorowego na plaszczyznie, z czescia liniowa (0 1)

5. Zbada¢ portret fazowy, opisaé¢ bifurkacje, réwnania

Z =cee®y — z|z|* + 7

gdy ustalone jest o # 0, a € przechodzi przez 0.
Jak zmienia sie portret fazowy gdy ustalone jest € > 0, a zmienia sie « € [0, 27| 7

6. Narysowa¢ portret fazowy blisko 0, réwnania

' =2x+ 2y
Y =z+y+at

Jaka jest (w przyblizeniu) rozmaitosé centralna? Czy jest jednoznaczna? Czy 0 jest
stabilne w sensie Lapunowa?



Wskazowki

5. Bez skladnika z* otrzymujemy, np po przemnozeniu réwnania przez Z i dodania
réwnania sprzezonego, i po podstawieniu I = 2z/2,

I' = e(cosa)I — T2,

orbite okresowa przyciagajaca (wszystko oprécz punktu z = 0) zdefiniowana przez I =
€cos a, o ile to ostatnie wyrazenie ma dodatni znak.

Dodanie z* nie zmienia tego obrazu. Mozna to zobaczyé¢ zmieniajac wspdtrzedne jak
w réwnaniu van der Pola: z = €'/2w i dzielac czas przez €, o ile € > 0.

Otrzymujemy dla I = ww/2 i ¢ = Argw,

I' = I(cosa — I) + €'/2 cos 5¢.

Przeksztalcenie Poincaré’go P powrotu np. do pétosi x > 0 dla réwnania bez ostatniego
sktadnika, ma punkt staly Iy = cosa i P'(Iy) # 0. Zatem dodanie ostatniego skladnika,
matego, z mata pochodna dla e bliskiego 0 daje nadal dla przeksztalcenia Poincaré’go tylko
jedno zero bliskie poprzedniego.

6. Dla hiperbolicznego zera pola V : R™ = R* @& R* — R™ w 0 € R™, przeksztalcenie
®: Sm~1 — §m1 zadane wzorem ®(x) = V(2/1000)/||V (x/1000)|| jest 1-1 i dla kazdego
x mamy sgndet D®(x) = sgndet DV (2/1000) = (—1)°. Wynika to z tego, ze orienta-
cja na S™! jest indukowana orientacja na R™ i z tego, ze mozna rozpatrywaé¢ macierz
DV (x/1000) postaci diagonalnej, s liczb —1 i u liczb 1 na przekatnej. (Na R® mamy P
przeksztalcenie antypodyczne, a na R" identycznosé.)



