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1. Formalizm termodynamiczny, wstȩp

Twórcy teorii formalizmu termodynamicznego i zastosowań w teorii uk ladów
dynamicznych, czego niektóre późniejsze wa̧tki sa̧ przedstawione w tym artykule,
to m.in. Yakov Sinai , Rufus Bowen i David Ruelle, patrz np. [68], [66], [3].

Ruelle napisa l: ”Formalizm termodynamiczny jest rozwijany od czasów W.
G. Gibbs’a do opisu [...] uk ladów fizycznych sk ladaja̧cych siȩ z wielkiej liczby
segmentów”. W szczególności rozważa siȩ przestrzeń konfiguracyjna̧ Ω funkcji
Zn → A na kracie Zn z oddzia lywaniami miȩdzy wartościami w A nad swoimi
wȩz lami kraty, np. wartościami tzw. ,,spinów” w modelu Isinga ferromagnetyku.
Rozważa siȩ rozk lady prawdopodobieństwa na Ω, niezmiennicze dla przesuniȩć
kraty, zwane stanami równowagi dla funkcji potencja lu.

Date: April 29, 2018.
Artyku l jest nieznacznie zmodyfikowana̧ i przet lumaczona̧ na jȩzyk polski wersja̧ artyku lu

opublikowanego w Proceedings of the ICM Rio de Janeiro 2018.
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2 F. PRZYTYCKI

Dla danego przekszta lcenia f : X → X rozważa siȩ jako przestrzeń konfigura-
cyjna̧ zbiór wszystkich trajektorii n 7→ (fn(x))n∈Z+ lub n 7→ Φ(fn(x))n∈Z+ dla
funkcji testowej Φ : X → Y .

Nastȩpuja̧cy prosty fakt [3, Lemma 1.1] i [66, Introduction], [60, Introduction],
wynikaja̧cy z nierówności Jensena zastosowanej do funkcji logarytm, znajduje siȩ
w sercu formalizmu termodynamicznego:

Lemat 1.1 (Skończona zasada wariacyjna). Dla danych liczb rzeczywistych φ1, . . . , φd,

funkcja F (p1, . . . pd) :=
∑n

i=1−pi log pi +
∑d

i=1 piφi zdefiniowana na sympleksie

{(p1, . . . , pd) : pi ≥ 0,
∑d

i=1 pi = 1} osia̧ga wartoś’c maksymalna̧ P (φ1, . . . , φd) =

log
∑d

i=1 e
φi dok ladnie w p̂j = eφj

(∑d
i=1 e

φi
)−1

.

Możemy uważać i 7→ φi, i = 1, . . . , d za funkcjȩ potencja lu i nazwać p̂i rozk ladem
prawdopodobieństwa na skończonej przestrzeni {1, . . . , d}. P (φ1, . . . , φd) jest nazy-
wane císnieniem albo wolna̧ energia̧, patrz [66].

Niech f : X → X bȩdzie cia̧g lym przekszta lceniem zwartej przestrzeni me-
trycznej X w siebie, a φ : X → R funkcja̧ cia̧g la̧ (potencja lem). Definiujemy
císnienie topologiczne inna nazwa: wolna energia nastȩpuja̧co:

Definicja 1.2.

(1.1) Pvar(f, φ) = sup
µ∈M(f)

(
hµ(f) +

∫
X
φdµ

)
,

gdzie M(f) jest zbiorem wszystkich f -niezmienniczych probabilistycznych miar
borelowskich na X. Czasami piszemy M(f,X). Symbol hµ(f) oznacza teorio-
miarowa̧ entropiȩ (inne nazwy: metryczna̧, Kolmogorowa-Sinai’a). Czasami hµ(f)+∫
X φdµ nazywana jest wolna̧ energia̧ miary µ.

Przypomnijmy, [60], [Walters], [71], że

hµ(f) = sup
A

lim
n→∞

1

n+ 1

∑
A∈An

−µ(A) logµ(A),

gdzie supremum jest wziȩte po wszystkich skończonych rozbiciach A przestrzeni
X na zbiory mierzalne, gdzie An :=

∨
j=0,...,n f

−jA. Zauważmy, źe to przypomina

sumȩ
∑n

i=1−pi log pi w Lemacie 1.1.
Dla φ ≡ 0 císnienie nazywa siȩ entropia̧ topologiczna̧ i jest zdefiniowana jako

supremum entropii metrycznych po wszystkich miarach jak wyżej.
Císnienie topologiczne (entropia topologiczna) może być też zdefiniowane na

szereg sposobów, np. (6.2) i wtedy jego równość wyrażeniu we wzorze (1.1) jest
nazywana zasada̧ wariacyjna̧. To wyjaśnia oznaczenie Pvar. Definicjȩ císnienia
wzorem (1.1) nazywa siȩ definicja̧ wariacyjna̧. Każda̧ miarȩ µ ∈ M(f) dla której
supremum w (1.1) jest osia̧gniȩte nazywa siȩ stanem lub miara̧ równowagi.

Przyk lady modelowe, nazywane expanding, jednostajny expanding, hiperbol-
iczne (w wymiarze 1) lub rozcia̧gaja̧ce, sa̧ dane przez przekszta lcenia f : U → Rn
klasy C1, zdefiniowane na otoczeniu U dowolnego zbioru zwartego X ⊂ Rn, takie,
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że istnieje C > 0, λ > 1 takie, że dla każdej liczby naturalnej n, x ∈ X i v stycznego
do Rn w x

(1.2) ||Dfn(v)| ≥ Cλn||v||.

Zak lada siȩ też, że X jest zbiorem odpychaja̧cym, tzn. każda trajektoria w przód,
fn(x), n = 0, 1, ... w U dostatecznie bliska X musi być w ca lości zawarta w X. Przy
spe lnieniu obu tych w lasności mówi siȩ, że X to rozcia̧gaja̧cy repeller (expanding
repeller).

Przy braku różniczkowalności f używa siȩ pojȩcia rozcia̧gaja̧ce (dystans ex-
panding) co oznacza wzrost odleg lości pod dzia laniem f o czynnik co najmniej
λ > 1 dla par różnych puntów w X dostatecznie do siebie bliskich. Odpychanie
okazuje siȩ równoważne warunkowi wewnȩtrzenemu, że f |X jest przekszta lceniem
otwartym, o ile f jest otwarte na jakimś otwartym otoczeniu X, patrz [60, Lemma
6.1.2].

Przy tych za lożeniach zachodzi nastȩpuja̧ce klasyczne twierdzenie, patrz dla
wersji poniżej [60, Section 5.1]:

Twierdzenie 1.3. Niech f : X → X bȩdzie przekszta lceniem rozcia̧gaja̧cym,
topologicznie tranzytywnym cia̧g lym przekszta lceniem otwartym zwartej przestrzeni
metrycznej X w siebie i niech φ : X → R bȩdzie funkcja̧ (potencja lem) cia̧g la̧
w sensie Höldera (hölderowska̧). Wtedy istnieje dok ladnie jedna miara µφ ∈
M(f,X), zwana miara̧ Gibbsa, dla której

(1.3) C <
µφ(f−nx (B(fn(x), r0))

exp(Snφ(x)− nP (φ))
< C−1

gdzie f−nx to ga la̧ź f−n przekszta lcaja̧ca fn(x) na x (co ma lokalny sens, bo f jest

lokalnym homeomorfizmem), a Snφ(x) :=
∑n−1

j=0 φ(f j(x)).
Miara µφ jest jedynym stanem równowagi dla potencja lu φ. Jest równoważna

jedynej mierze φ-konforemnej mφ, tzn. kwazi-niezmienniczej w przód borelowskiej
mierze probabilistycznej mφ z Jakobianem exp−(φ−P (φ)). Ponadto, dla każdego

x ∈ X, granica P (φ) = P (f, φ) := limn→∞
1
n log

∑
x∈f−n(x0) expSnφ(x) istnieje i

jest równa Pvar(f, φ).

To P (φ) jest wielkościa̧ normalizuja̧ca̧, odpowiadaja̧ca̧ P (φ1, . . . , φd) w Lemacie
1.1 a suma w definicji odpowiada tzw. sumie statystycznej nad przestrzenia̧ Ωn

wszystkich dopuszczalnych konfiguracji nad {0, 1, . . . , n−1}, jak w modelu Isinga.
Porównaj císnienie ‘przez drzewa’ Definicja 6.2, lub ’przez zbiory rozdzielone’ (6.2)
lub sieci.

W szczególności przekszta lcenie ς : Σd → Σd, przesuniȩcie w lewo, na przestrzeni
cia̧gów jednostronnych Σd = {(α0, α1, . . . ) : αj ∈ {1, . . . , d}}, zdefiniowane przez
ς((αn)) = (αn+1), jest przyk ladem, którego Twuerdzenie 1.3 dotyczy. Zbiory
f−nx (B(fn(x), r0) odpowiadaja̧ cylindrom o sta lych {αj ∈ {1, . . . , d}, j = 0, . . . , n−
1}. Można na lożyć warunek dopuszczalności: za lożyć, że parom kolejnych αiαi+1

odpowiada 1 w pewnej 0,1- d × d macierzy. Taki uk lad dynamiczny nazywa siȩ
jednostronnym topologicznym  lańcuchem Markowa.



4 F. PRZYTYCKI

Warunek otwartości w Twierdzeniu 1.3 można zasta̧pić nieco s labszym: istnie-
niem skończonego rozbicia Markowa, patrz [60]. Pozwala ono zasta̧pić (zakodować)
(f,X) jednostronnym topologicznym  lańcuchem Markowa, z dok ladnościa̧ do ma lych
zbiorów. O nieco innym kodowaniu bȩdzie mowa w Rozdziale 7.

Istnienie miary konforemnej wynika w Twierdzeniu 1.3 z istnienia punktu sta lego
w wypuk lym s labo*-zwartym zbiorze miar probabilistycznych na X dla operatora
sprzȩżonego do operatora transferu (Perron’a-Frobenius’a-Ruelle’a) L podzielonego
przez swoja̧ normȩ, gdzie dla u : X → R funkcji cia̧g lych

(1.4) L(u)(x) :=
∑

y∈f−1(x)

u(y) expφ(y).

Rzeczywíscie, dla każdego zbioru borelowskiego Y ⊂ X na którym f jest
różnowartościowe, oznaczaja̧c przez IY funkcjȩ charakterystyczna̧ zbioru Y , 1 na
Y , 0 na uzupe lnieniu, używaja̧c aproksymacji funkcjami cia̧g lymi, otrzymujemy
dla dowolnego funkcjona lu w C∗(X), w szczególności miary m,

(1.5) (L∗(m))(Y )) =

∫
X
L(IY ) dm =

∫
f(Y )

expφ ◦ f |−1
Y dm.

Zatem (dodatnia) miara w lasna mφ dla operatora L∗ ma Jakobian dla (f |Y )−1

równy exp(φ ◦ f |−1
Y )/λ, zatem f ma Jakobian exp(−φ) przemnożony przez λ :=

expP (φ).
Dowód istnienia miary Gibbsa, niezmienniczej równoważnej z miara̧ mφ miary

µφ, jest nieco trudniejszy. Najpierw dowodzi siȩ istnienie dodatniej funkcji w lasnej
uφ dla L, a potem definiuje µφ = uφmφ. Bardziej kompletny wstȩp do tej teorii
można znaleźć np. w [60].

2. Wstȩp do wymiaru 1

Formalizm termodynamiczny jest użyteczny w badaniu samej przestrzeni X na
której dzia la f . W wymiarze 1, dla funkcji f rzeczywistej klasy C1+ε albo dla f
holomorficznej, dla expanding repellera X, z potencja lem φ = φt := −t log |f ′| dla
t ∈ R, (1.3) daje

µφt(f
−n
x (B(fn(x), r0))) ≈ exp(Snφ(x)− nP (φt)) ≈(2.1)

diam f−nx (B(fn(x), r0))t exp−nP (φt).

Symbol ≈ oznacza,że wzajemne ilorazy sa̧ ograniczone przez sta la̧. Ostatnia
”prawie równość”≈ wynika z porównania średnicy z odwrotnościa̧ modu lu pochod-
nej fn w x i z tzw. ograniczonej dystorsji.

Kiedy t = t0 jest zerem funkcji t 7→ P (φt), otrzymujemy

(2.2) µφt0 (B) ≈ (diamB)t0

dla wszystkich ma lych kul B (tj. w lasność Ahlforsa miary z wyk ladnikiem t0).
Otrzymujemy tzw. wzór Bowena na wymiar Hausdorffa:
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(2.3) HD(X) = t0.

Ponadto miara Hausdorffa X w tym wymiarze jest dodatnia, skończona.

Modelowym przyk ladem1 zastosowania tej teorii jest nastȩpuja̧ce

Twierdzenie 2.1. Dla fc(z) := z2+c dla dowolnej liczby zespolonej c 6= 0 dostate-
cznie bliskiej 0, niezmiennicza krzywa Jordana J bliska okrȩgowi jednostkowemu
(zbiór Julii dla fc) jest fraktalem, tzn. ma wymiar Hausdorffa wiȩkszy niż 1.

Szkic dowodu. t0 > 1 implikuje HD(J) = t0 > 1 dziȩki (2.2) (nie trzeba nawet
używać niezmienniczości µφt0 , tzn. wystarcza miara mφt0

).

Przypadek t0 = 1 implikuje, dziȩki (2.2), skończoność miary Hausdorffa w
wymiarze 1, a zatem prostowalność (rectifiability) J . Sta̧d wynika, że miary
niezmiennicze równoważne miarom harmonicznym na J od wewna̧trz i od zewna̧trz,
sa̧ równoważne, wiȩc jako miary ergodyczne pokrywaja̧ siȩ. Sta̧d wynika, że J jest
okrȩgiem, a c = 0.

Korzysta siȩ tu wiȩc z Ergodycznego Twierdzenia Birkhoff’a ,,serca” teorii er-
godycznej i uk ladów dynamicznych. Dowód jest ,,echem” s lynnego Twierdzenia
Mostowa o sztywności. Patrz [70] i [60, Theorem 9.5.5]. �

W wymiarze 1 (rzeczywistym lub zespolonym) nazywamy c punktem kryty-
cznym jeśli pochodna f ′(c) = 0. Zbiór punktów krytycznych bȩdzie oznaczany
przez Crit(f).

W dalszym cia̧gu, w odróżnieniu do dotychczasowych expandingów, bȩdziemy
dopuszczali istnienie punktów krytycznych. Bȩdziemy siȩ koncentrowali g lównie
na nastȩpuja̧cych przypadkach:

1. (Przypadek zespolony) f jest funkcja̧ wymierna̧ stopnia co najmniej 2 sfery
Riemanna C w siebie. Rozważamy f dzia laja̧ce na swoim zbiorze Julii K = J(f),
patrz 3 przyk lady na Rysunku 1.

Dla funkcji ca lkowitych lub meromorficznych patrz np. [1, 2], Porównaj Stwierdze-
nie 5.2.

2. (Przypadek rzeczywisty) f jest uogólnionym przekszta lceniem multimodal-
nym zdefiniowanym na otoczeniu UK ⊂ R zwartego niezmienniczego zbioru K ⊂
R. Zak ladamy, że f ∈ C2, jego wszystkie punkty krytyczne (lokalne ekstrema i
punkty przegiȩcia) sa̧ niep laskie, spelnia w lasność ograniczonej dystorsji (bounded
distortion) dla iteracji, w skrócie BD, patrz [54], jest topologicznie tranzytywne i
ma dodatnia̧ entropiȩ topologiczna̧ na K.

1Podobny charakter ma twierdzenie (R. Bowen, C. Series, 1979) o tym, że dla kozwartej
grupy kwazi-Fuchsa zbiór graniczny Λ albo jest okrȩgiem, a grupa jest Fuchsa, albo HD(Λ) > 1.
Jest to przyk lad analogii teorii iteracji funkcji wymiernych i teorii grup Kleina – s lownik
Sullivan’a. Podobne jest badanie brzegu np. p latka śniegu, możliwe dziȩki konforemnemu
samopodobieństwu, [62, Rozdzia l 6].
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Figure 1. Królik f(z) = z2−0.123+0.745i, dendryt f(z) = z2+i,

bazyliko-królik f(z) = z2+c
z2−1

, dla c = 1+
√
−3

2 , patrz [60, p.11].

Zak ladamy, że K jest maksymalnym f -niezmienniczym podzbiorem w sumie

skończonej liczby parami roz la̧cznych domkniȩtych odcinków Î = I1 ∪ · · · ∪ Ik ⊂
UK , których końce należa̧ do K. (Ta maksymalność odpowiada w lasności Dar-
boux, porównaj [54, Appendix A] i [36, page 49].) Piszemy (f,K) ∈ A BD

+ (+ oz-
nacza dodatnia̧ entropiȩ). W miejsce BD można zak ladać C3 (i pisać (f,K) ∈ A 3

+)
i zak ladać, że wszystkie orbity okresowe w K sa̧ hiperboliczne odpychaja̧ce,
tzn. |(fn)′(p)| > 1, gdzie fn(p) = p). Rzeczywíscie, zmieniaja̧c odpowiednio f
poza K moźna otrzymać (f,K) ∈ A BD

+ .

Przypadek rzeczywisty zosta l dok ladniej opisany i zbadany w [54], [15] i [52].
Przyk lady to zbiory bazowe w rozk ladzie spektralnym [9].

Pytanie. Czy istnieja̧ inne przyk lady?

Problem. Uogólnić teoriȩ w przypadku rzeczywistym, patrz nastȩpne rozdzia ly,
do kawa lkami cia̧g lych przekszta lceń, dok ladniej: dopuścić żeby dla uogólnionych
przekszta lceń multimodalnych odcinki Ij mia ly wspólne końce (rezultaty w tym
kierunku można znaleźć w [22]).

W tym artykule bȩdziemy porównywać stany równowagi z (uszczegó lowionymi
— ang.: refined) miarami Hausdorffa w przypadku zespolonym. Dla przypadku
rzeczywistego odsy lamy czytelnika do [21] i podanej tam bibliografii.

3. Hyperbolic potentials

Dla f : X → X i φ : X → R jak w (1.2) nastȩpuja̧ce w lasności sa̧ znacza̧ce [23]
1) P (f, φ) > supφ,
2) P (fn, Snφ) > supX Snφ,
dla pewnej liczby naturalnej n,
3) P (f, φ) > supν∈M(f)

∫
φdν,

4) Dla każdego stanu równowagi µ i potencja lu φ, entropia hµ(f) jest dodatnia.

Warunki 2) – 4) sa̧ wzajemnie równoważne, patrz [23, Proposition 3.1]. Po-
tencja ly φ, które je spe lniaja̧ nazwane zosta ly hiperbolicznymi [23]. Warunek 1)
ma d luższa̧ tradycjȩ, patrz [11]. Intuicyjne znaczenie pojȩcia hiperbolicznego po-
tencja lu jest takie, że żadna “ma la” liczba trajektorii nie niesie na sobie ca lego
císnienia.
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Dla dowolnej funkcji wymiernej f : C → C stopnia przynajmniej 2 i każdej
funkcji hölderowskiej φ : J(f) → R nastȩpuja̧cy warunek jest także równoważny
2) – 4):

5) Dla dowolnego ergodycznego stanu równowagi µ dla φ, wyk ladnik Lapunowa
χ(µ) :=

∫
log |f ′| dµ jest dodatni, tzn. dla µ-prawie każdego punktu x, χ(µ) =

χ(x) := limn→∞
1
n log |(fn)′(x)| > 0. (Pierwsza równość i istnienie granicy wynikaja̧

z Twierdzenia Ergodycznego Birkhoffa).

Warunki 2)-5) wydaja̧ siȩ być wzajemnie równoważne także w przypadku rzeczy-
wistym dla (f,K) ∈ A BD

+ lub (f,K) ∈ A 3
+ jeśli wszystkie orbity okresowe sa̧ hiper-

boliczne odpychaja̧ce. Dowód jest taki sam jak w przypadku funkcji wymiernych,
[23]. Patrz także [28].

Twierdzenie 3.1. Niech f : C → C bȩdzie funkcja̧ wymierna̧ jak wyżej. Wtedy
dla każdego φ hölderowskiego hiperbolicznego potencja lu na J(f) istnieje dok ladnie
jeden stan równowagi µφ. Dla każdej hölderowskiej funkcji u : J(f) → R, dla
cia̧gu zmiennych losowych u ◦ fn i µφ zachodzi Centralne Twierdzenie Graniczne
(angielski skrót: CLT).

Dowód można znaleźć w pracy [44] i w poprzedzaja̧cej ja̧ pracy [11]. Żeby
znaleźć ten stan równowagi iteruje siȩ operator transferu dowodza̧c
Ln(11)/ expnP (f, φ) → uφ. Zbieżność jest jednostajna z szybkościa̧ exp−

√
n, a

granica jest hölderowska, [10]. Wreszcie definiuje siȩ µφ := uφ ·mφ, jak na końcu
Rozdzia lu 1.

Uwaga 3.2. Jeśli µφ dana jest już a priori, efektywna̧ droga̧ badań staje siȩ
metoda indukowania patrz [73], tj. użycie przekszta lcenia powrotu (niekoniecznie

pierwszego) A 3 x 7→ fn(x)(x) ∈ A dla A i n(x) odpowiedniego dla µφ dla prawie
każdego x. Dowodzi siȩ wtedy nawet wyk ladniczej zbieżności, która implikuje
wyk ladnicze mieszanie i w konsekwencji prawa probabilistyczne dla u ◦ fn dla u
funkcji hölderowskiej, n.p. CLT, LIL, patrz Rozdzia ly 9 i 10. Patrz także Uwaga
5.4. Kluczowym zjawiskiem jest wyk ladnicze malenie µφ(An), gdzie An := {x ∈
A : n(x) ≥ n}.

Patrz także [6] w przypadku rzeczywistym i silniejsze [27] i [28], które dotyczy
także przypadku zespolonego i gdzie udowodniona jest wyk ladnicza zbieżność do
uφ, zatem CLT and LIL. Patrz także [72] dla endomorfizmów f wyżej wymiarowej
zespolonej przestrzeni rzutowej, gdzie 1) jest zasta̧pione silniejsza̧ nierównościa̧.

4. Niejednostajna hiperboliczność w rzeczywistym i zespolonym
wymiarze 1

W tym rozdziale przedstawiamy szereg warunków, maja̧cych sens zarówno w
sytuacji rzeczywistej jak i zespolonej.

(a) CE. Warunek Collet’a-Eckmann’a. Istnieja̧ λCE > 1 and C > 0 takie, że
dla każdego punktu krytycznego c ∈ K, którego trajektoria w przód nie zawiera
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innych punktów krytycznych, dla każdego n ≥ 0, zachodzi

|(fn)′(f(c))| ≥ CλnCE.

Ponadto wszystkie orbity okresowe w K sa̧ hiperboliczne odpychaja̧ce.

(b) CE2(z0). Drugi warunek Collet’a-Eckmann’a (w ty l) w punkcie z0 ∈ C.
Istnieje λCE2 > 1 i C > 0 takie, że dla każdego n ≥ 1 i każdego w ∈ f−n(z0),

|(fn)′(w)| ≥ CλnCE2

(w przypadku rzeczywistym dla kadego w blisko K, nie tylko w K).

(c) TCE. Topologiczny warunek Collet’a-Eckmann’a. Istnieja̧ M ≥ 0, P ≥ 1,
r > 0 takie, że dla każdego x ∈ K istnieje ścísle rosna̧cy cia̧g liczb naturalnych nj ,

j = 1, 2, . . . , takich że nj ≤ P · j i dla każdego j (i dysków B(·) poniżej w C lub
R w przypadku rzeczywistym)

(4.1) #{0 ≤ i < nj : Compf i(x) f
−(nj−i)B(fnj (x), r)) ∩ Crit(f) 6= ∅} ≤M,

gdzie ogólnie Compz V oznacza sk ladowa̧ zbioru V zawieraja̧ca̧ z. W przypadku
rzeczywistym zak lada siȩ dodatkowo, że wszystkie okresowe orbity w K sa̧ hiper-
boliczne odpychaja̧ce, co w przypadku zespolonym wynika z (4.1) automatycznie2.

(d) ExpShrink. Exponential shrinking of components. Istnieja̧ λExp > 1 i r > 0
takie, że dla każdego x ∈ K, każdego n > 0 i każdej sk ladowej spójności Wn zbioru
f−n(B(x, r)) dla każdego dysku (odcinka) B(x, r) w C (lub R), przecinaja̧cego K

diam(Wn) ≤ λ−nExp.

(e) LyapHyp (Lyapunov hyperbolicity). istnieje λLyap > 1 takie, że wyk ladnik
Lapunowa χ(µ) każdej ergodycznej miary µ ∈M(f,K) spe lnia χ(µ) ≥ log λLyap.

(f) UHP. Jednostajna hiperboliczność na orbitach okresowych (Uniform hyperbol-
icity on periodic orbits). Istnieje λPer > 1 takie, że każdy punkt okresowy p ∈ K
okresu k ≥ 1 spe lnia

|(fk)′(p)| ≥ λkPer.

Wyróżnijmy LyapHyp jako najbardziej pasuja̧ce do nazwy (silna) niejednosta-
jna hiperboliczność.3

Twierdzenie 4.1. 1. Warunki (c)–(f) oraz (b) dla pewnego z0 sa̧ wzajemnie
równoważne w przypadku zespolonym. W sytuacji rzeczywistej te równoważności
także sa̧ prawdziwe przy za lożeniu warunku s labej izolacji (f,K) (definicja poniżej),
[54].

2. W przypadku zespolonym suprema wszystkich sta lych λExp, λCE2 (supremum
po wszystkich z0) i λPer i λLyap sa̧ takie same.

3. Zarówno CE jak i CE2 implikuja̧ (c)–(f).

2Jeśli istnieje orbita O okresowa paraboliczna w J(f) tzn. taka, że (fn)′(p) dla fn(p) = p
jest pierwiastkiem z 1, to O przyciga punkt krytyczny (spoza J(f)), wiȩc (4.1) nie może być
spe lnione.

3Wtedy wszystkie hölderowskie potencja ly sa̧ hiperboliczne, patrz Warunek 5) in Rozdziale 3
i [23].
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4. Jeśli jest tylko jeden punkt krytyczny w K, w szczególności jeśli f jest
S-unimodalnym przekszta lceniem K = I w przypadku rzeczywistym, tzn. ma
dok ladnie jedno ekstremum i ujemna̧ pochodna̧ Schwarza poza nim, to wszystkie
powyższe warunki sa̧ równoważne.

Wiȩcej szczegó lów można znaleźć w [55], [64] i [54].

Definicja 4.2. (f,K) ∈ A nazywa siȩ s labo izolowany jeśli istnieje otoczenie U
zbioru K w dziedzinie f w R takie, że każda orbita f -okresowa O(p) w U musi
być zawarta w K.

W przypadku zespolonym możemy zamienić (4.1) na

deg
(
fnj
∣∣
Compx f

−nj (B(fnj (x),r))

)
≤M ′

dla pewnej sta lej M ′. W przypadku rzeczywistym ten warunek jest s labszy niż
(4.1), bo f przekszta lcaja̧ce Wn+1 w Wn może nie być surjekcja̧. Może mieć
“fa ldy”. Z tego powodu niektóre trajektorie wstecz wzd luż Wn, w szczególności
napotkanych już punktów krytycznych, moga̧ siȩ urywać.

W przypadku rzeczywistym dowód CE⇒TCE zosta l podany w [38]. W przy-
padku zespolonym w [57].

Implikacja TCE⇒CE zosta la udowodniona w przypadku zespolonym w [49,
Theorem 4.1]. Użyta zosta la metoda “odwróconego teleskopu” J. Graczyka i S.
Smirnowa, patrz [16]. Przy ]Crit(f) > 1 może być nieprawdziwa, [55, Appendix
C]. W przypadku rzeczywistym implikacja zosta la udowodniona dla przekszta lceń
S-unimodalnych w [39].

Pytanie. Czy ta implikacja jest prawdziwa dla każdego (f,K) ∈ A BD
+ z jednym

punktem krytycznym, przy za lożeniu s labej izolacji? Wydaje siȩ że tak.

Ponieważ warunek TCE jest napisany w terminach czysto topologicznych (wśród
przekszta lceń o wszystkich orbitach okresowych wK hiperbolicznych odpychaja̧cych),
jest on topologicznym niezmiennikiem. Sta̧d

Wniosek 4.3. wszystkie równoważne warunki podane wyżej zachowuja̧ siȩ przy
topologicznych sprzȩżeniach miȩdzy (f,K)-ami).

Inny dowód topologicznej niezmienniczości CE w sytuacji zespolonej zosta l
przestawiony w [58] przy użyciu kryterium dla kwazi-konforemności podanego
przez Heinonen’a i Koskelȩ, [20].

Warto zauważyć, że ta topologiczna niezmienniczość jest zadziwiaja̧ca przy
warunkach wyrażonych w jȩzykach geometrycznym, røżniczkowym, czy ergody-
cznym. Nie wiem jak wyrazić CE dla przekszta lcenia unimodalnego odcinka w
jȩzyku topologiczno-kombinatorycznym (kodowania trajektorii w przód punktu
krytycznego – kneading sequence – L lub R w zależności od tego czy fn(c) jest na
lewo czy na prawo od c).

Ważnym lematem używanym w tej teorii, np. CE⇒TCE, jest oszacowanie
średniej odleg lości w skali logarytmicznej dowolnej orbity od Crit(f), patrz [10].
Mianowicie
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Lemat 4.4.

(4.2)
n∑
j=0

′ − log |f j(x)− c| ≤ Qn

dla pewnej sta lej Q > 0, każdego c ∈ Crit(f), każdego x ∈ K i każdej liczby
naturalnej n. Σ′ oznacza, że omijamy w tej sumie jeden indeks j gdzie |f j(x)− c|
jest najmniejsze.

Dowd używa obserwacji, że zbyt ma le |fk(c)− c| implikowa loby istnienie orbity
okresowej przycia̧gaja̧cej, co blisko K nie jest możliwe.

Równoważności w Twierdzeniu 4.1 wygodnie jest dowodzić w kolejności
CE2(z0)⇒ExpShrink⇒LyapHyp⇒UHP⇒CE2(z0) i oddzielnie CE2(z0)⇔TCE.

Np., w przypadku zespolonym, zak ladaja̧c UHP dowodzi siȩ CE2(z0) przez
aproksymacje (shadowing) orbitami okresowymi, porównaj pocza̧tek Rozdzia lu 6.

5. Císnienie geometryczne i stany równowagi

Wracamy do císnienia topologicznego, Definicja 1.2, ale dla φ = −t log |f ′|,
t ∈ R, w sytuacji zespolonej K = J(f) lub rzeczywistej, gdzie φ może przyja̧ć
wartość ±∞ w punktach krytycznych f . Patrz pocza̧tek Rozdzia lu 2. To císnienie
nazywamy císnieniem geometrycznym, jest bowiem użyteczne w badaniu geometrii
przestrzeni K, jak w (2.3), poprzez dynamikȩ f i stany równowagi dla φ dla
wszystkich t.

Definiujemy

P (t) = Pvar(t) := Pvar(f,−t log |f ′|)
jak w Definicji 1.2. To ma sens dziȩki χ(µ) ≥ 0 dla wszystkich µ ∈ M(f) w
szczególności dziȩki ca lkowalności log |f ′|, patrz [45] i [64, Appendix A] gdzie jest
podany prostszy dowód.  Latwo wnioskujemy, że t 7→ P (t) jest funkcja̧ wypuk la̧ i
monotonicznie maleja̧ca̧.

Podajmy teraz inna̧, równoważna̧ definicjȩ P (t), która wyjaśni geometryczne
znaczenie tego geometrycznego císnienia, jak w Rozdziale 2.

Definicja 5.1 (Hiperboliczne geometryczne císnienie).

Phyp(t) := sup
X∈H (f,K)

P (f |X ,−t log |f ′|),

gdzie H (f,K) jest zdefiniowane jako przestrzeń wszystkich zwartych f -niezmienni-
czych, tzn. takich, że f(X) ⊂ X, hiperbolicznych podzbiorów K, repellerów w
R.

Z tej definicji natychmiast wynika

Stwierdzenie 5.2. (Uogólniony wzór Bowena, porównaj (2.3)) Pierwsze zero t0
funkcji t 7→ Phyp(K, t) jest równe wymiarowi hiperbolicznemu HDhyp(K) zbioru
K, zdefiniowanemu przez

HDhyp(K) := sup
X∈H (f,K)

HD(X).
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t
t0

P (t)

−χsup

−χinf

t
t0 t+

P (t)

−χsup

−χinf

t
t0 = t+

P (t)

−χsup

−χinf

Figure 2. Císnienie geometryczne: LyapHyp t+ =∞,
LyapHyp t+ < ∞, non-LyapHyp. Rysunek pochodzi z [15], patrz
oznaczenia w Uwagach poniżej.

Dla dyskusji HDhyp(J(f)) vs HD(J(f)), patrz [29, Section 2.13].

Poniżej formu lujemy twierdzenie 5.3 udowodnione w [53] w przypadku zespolonym,
a w [54] w przypadku rzeczywistym.

Twierdzenie 5.3. 1. Przypadek rzeczywisty, [54]. Rozważmy dowolne (f,K) ∈
A 3

+. Za lóżmy, że wszystkie orbity okresowe dla f zawarte w K sa̧ hiperboliczne
odpychaja̧ce. Wtedy funkcja t 7→ P (t) jest rzeczywista analityczna na otwartym
zbiorze parametrów (t−, t+) zdefiniowanym jako dziedzina gdzie

(5.1) P (t) > sup
ν∈M(f)

−t
∫

log |f ′| dν,

Parametry t− i t+ nie musza̧ być skończone. Dla każdego t w tej dziedzinie ist-
nieje dla potencja lu φt = −t log |f ′| dok ladnie jeden stan równowagi. Jest on
ergodyczny i bezwzglȩdnie cia̧g ly wzglȩdem odpowiedniej miary konforemnej mφt

z gȩstościa̧ ograniczonoa̧ z do lu prawie wszȩdzie przez dodatnia̧ sta la̧. Jeśli pon-
adto f jest topologicznie dok ladne na K (tzn. dla każdego V otwartego podzbioru
K istnieje liczna naturalna n taka, że fn(V ) = K), to ta miara jest mieszaja̧ca,
spe lnia warunek wyk ladniczego malenia korelacji i spe lnia Centralne Twierdzenie
Graniczne dla funkcji próbnych cia̧g lych w sensie Lipschitz’a.

2. Przypadek zespolony, [53, Main Theorem]. Teza jest taka sama. Trzeba
dodatkowo za loźyć jakieś bardzo s labe rozcia̧ganie, np.: istnienie dowolnie ma lych

dobrych par otoczeń zbioru krytycznego Crit(f) (nice couples) V b V̂ , fn∂V ∩ V̂ =
∅ dla wszystkich naturalnych n, i hiperboliczność z dala od Crit(f), tj. |(fn)′(x)| >
1 dla n dostatecznie dużych i x takich, że f j(x) /∈ V, j = 0, ..., n. W szczególności
teza jest prawdziwa dla wszystkich wielomianów stopnia co najmniej 2, które nie
sa̧ nieskończenie renormalizowalne.

Uwagi. 1) t− i t+ sa̧ nazywane parametrami przej́scia fazowego. Ponieważ
P (0) = htop(f) > 0, t− < 0 < t+, funkcja t 7→ P (t) jest funkcja̧ afiniczna̧ na
lewo od t−, o ile t− > −∞ i na prawo od t+, o ile t+ < ∞, równe odpowiednio
t 7→ −tχsup gdzie χsup := supν χ(ν) dla t < 0 i t 7→ −tχinf , gdzie χinf := infν χ(ν)
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dla t > 0. Oczywíscie P (t) nie jest rzeczywiste-analityczne w t− i t+ (sta̧d nazwa:
przej́scie fazowe).

2) Dla f(z) = z2 − 2, f : [−2, 2] → [−2, 2] (wielomian Czebyszewa), mamy

f(2) = 2, f ′(2) = 4, χ(l̂) = log 2, gdzie l̂ probabilistyczna̧ miara̧ niezmiennicza̧
równoważna̧ mierze d lugości l. Mamy P (t) = log 2 − t log 2 dla t ≥ −1 i P (t) =
−t log 4 dla t ≤ −1, zatem t− = −1, P (t) jest nieróżniczkowalne w t− i dla t = −1
istnieja̧ dwa nierównoważne stany równowagi: Dirac’a w z = 2 i l.

3) Dla f non-LyapHyp, t+ = t0 < ∞, jednak t+ < ∞ może siȩ zdarzyć także
dla f LyapHyp, patrz [31] i [7, 8].

4) Warto zauważyć, że warunek (5.1) jest podobny do warunku 3) z Rozdzia lu
3. Dla f LyapHyp i t > t+, nie istnieje żaden stan równowagi, patrz [23].

5) Dla f rzeczywistego, jak w Twierdzeniu 5.3, spe lniaja̧cego LyapHyp i K = Î,
mamy t0 = 1 i dla φ = − log |f ′| wnioskujemy, że jedyny istnieja̧cy stan równowagi
jest bezwzglȩdnie cia̧g ly wzglȩdem miary Lebesgue’a (a.c.i.m. tzn. invariant ab-
solutely continuous with respect to Lebesgue measure). W rzeczywistości ten fakt
zachodzi także bez za lożenia LyapHyp, przy t = t0 = t+ = 1, przy za lożeniu
bardzo s labej hiperboliczności, np. |(fn)′(f(c))| → ∞ dla wszystkich c ∈ Crit(f),
patrz [5] i [67]. W przypadku zespolonym patrz [17] i silniejsze [65].

Uwaga 5.4. W dowodzie Twierdzenia 5.3, używamy (porównaj Uwagȩ 3.2) przek-

szta lcenia powrotu (niekoniecznie pierwszego) F (x) = fn(x) do dobrej (nice, Markov)
dziedziny V jak w Twierdzeniu 5.3, pkt.2, w szczególności fn(∂V ) ∩ V = ∅. Jed-
nak, inaczej niż w [73], nie używamy w konstrukcji stanu równowagi µφ, bo a
priori nie wiemy, czy istnieje. Konstrukcja jest geometryczna. F (dok ladniej
rodzina ga lȩzi F−1) jest Nieskończonym Uk ladem Iteracyjnym (z nieskończona̧
liczba̧ symboli), patrz [33] [40] z podana̧ tam bibliografia̧. Uzyskujemy rozciǎganie
dziȩki “przyspieszeniu” z f do F . Rozważamy wtedy stan równowagi P dla

(F,Φ) gdzie Φ(x) :=
∑n(x)−1

j=0 φt(f
j(x)) (i równoważna̧ miarȩ konforemna̧), patrz

Twierdzenie 1.3. Nastȩpnie rozprowadzamy tȩ miarȩ na wieżȩ Lai-Sang Young:
{(x, j) : 0 ≤ j < n(x)} i rzutujemy (x, j) 7→ f j(x) do µφ na K. 4

W lasności stochastyczne P pozostaja̧ spe lnione przy tej konstrukcji miary µφ.
Analityczność t 7→ P (t) wynika z wyrażenia P (t) jako zera císnienia dla F z po-
tencja lem zależa̧cym od dwóch parametrów i twierdzenia o funkcjach uwik lanych.
Patrz też [69].

Uwaga 5.5. Dla cia̧gu miar probabilistycznych µn s labo* zbieżnego do pewnej
miary µ̂, w obecności punktów krytycznych

∫
log |f ′| dµn nie musi zbiegać do∫

log |f ′| dµ̂. Jedynie pó lcia̧g lość z góry ma miejsce (można użyć cia̧gu
max{−k, log |f ′|} ↘ log |f ′| dla k → ∞). Zatem, dla t > 0, ani stany równowagi
µtn dla tn → t, ani cia̧gi miar µ daja̧ce supremum wolnych energii w Definicji
1.2 nie musza̧ zbiegać do stanu równowagi dla −t log |f ′|. A priori wolna energia

4Metoda indukowania pomaga czasem zdecydować czy istnieje skończonej miara a.c.i.m. dla
przekszta lceń odcinka z p laskimi punktami krytycznymi lub dla funkcji ca lkowitych lub meromor-
ficznych na C w zależności od P-ca lkowalności pierwszego czasu powrotu, patrz prace N. Dobbs’a,

B. Skorulskiego, J. Kotus, G. Świa̧tka.
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w granicy moźe spaść. Jednak pewne modyfikacje tych metod sa̧ używane do
pokazania istnienia stanu równowagi, [12]5

Warto zauważyć, że przej́scie do s labej*-granicy średnich z miar Dirac’a w
{x, . . . , fn(x)} dowodzi lim supn→∞ supx∈K

1
nSn(log |f ′|)(x) ≤ χmax. Jednak ana-

logiczna nierówność lim inf · · · ≥ χinf jest w sposób oczywisty fa lszywa. Te ob-
serwacje pomagaja̧ w zrozumieniu spektrum Lapunowa:

Uwagi o spektrum Lapunowa Twierdzenie 5.3 pozwala wyrazić tzw. spek-
trum wymiarowe dla wyk ladników Lapunowa przy użyciu transformaty Legendre’a,
tj. dla każdego α > 0 i L(α) := {x ∈ K : χ(x) = α}

(5.2) HD(L(α)) =
1

|α|
inf
t∈R

(P (t) + αt) .

W dowodzie wykorzystuje siȩ równość Mañé

(5.3) HD(µ) = hµ(f)/χ(µ)

przy za lożeniu χ(µ) > 0, [60], gdzie HD(µ) := sup{HD(X) : µ(X) = 1}, zas-
tosowana̧ do µφt .

Równość (5.2) dotyczy punktów regularnych x’s, tzn. takich, że
χ(x) = limn→∞

1
n log |(fn)′(x)| istnieje. Jest moźliwe podanie formu l lub przyna-

jmniej oszacowań na wymiary Hausdorffa zbiorów punktów nieregularnych L(α, β) :=
{x ∈ K : χ(x) = α, χ(x) = β} dla dolnych i górnych wyk ladników Lapunowa,
gdzie zamieniamy lim odpowiednio na lim inf i lim sup. Patrz [14] i [15].

Niestety te prace nie mówia̧ nic o wielkości zbiorów punktów z zerowym górnym
wyk ladnikiem Lapunowa.

Dla punktu x bȩda̧cego wartościa̧ krytyczna̧ można udowodnić fakt analogiczny
do χ(µ) ≥ 0:

Twierdzenie 5.6 ([26]). Jeśli funkcja wymierna f : C → C ma tylko jeden
punkt krytyczny c w J(f) i wszystkie orbity okresowe w J(f) sa̧ hiperboliczne
odpychaja̧ce, to χ(f(c)) ≥ 0.

Dla S-unimodalnych przekszta lceń odcinka zosta lo to udowodnione duźo wcześniej
przez T. Nowickiego i D. Sands’a w [39].

6. Inne definicje geometrycznego císnienia

Definicja 6.1 (punkt bezpieczny). See [60, Definition 12.5.7]. Punkt z ∈ K nazy-
wamy bezpiecznym jeśli z /∈

⋃∞
j=1(f j(Crit(f))) i dla każdego δ > 0 i n dostatecznie

dużych
B(z, exp(−δn)) ∩

⋃n
j=1(f j(Crit(f))) = ∅.

Z tej definicji natychmiast wynika, że wszystkie punkty oprócz należa̧cych do
zbioru o wymiarze Hausdorffa 0, sa̧ bezpieczne.

5Entropia nie sprawia k lopotu, zachodzi pó lcia̧g lość z góry, wynika to z asymptotycznej h-
ekspansywności wynikaja̧cej z g ladkości C∞ w przypadku zespolonym i z cia̧g lości i kawa lkami
monotoniczności w przypadku rzeczywistym [36, Twierdzenie 2]
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Definicja 6.2 (Císnienie drzewiaste). Dla każdego z ∈ K i t ∈ R definiujemy

(6.1) Ptree(z, t) = lim sup
n→∞

1

n
log

∑
fn(x)=z, x∈K

|(fn)′(x)|−t.

Porównaj to z P (f, φ) w Twierdzeniu 1.3. Przy odpowiednich za lożeniach, np
dla bezpiecznych z ta granica istnieje, nie zależy od z i jest równa P (t). Patrz
[48], [55] i [60] w przypadku zespolonym oraz [54] i [52] w przypadku rzeczywistym.
Kluczem dla dowodu jest rozszerzenie każdej trajektorii d lugości n kończa̧cej siȩ
w z, Tn(x) = {x, . . . , z} w przód i w ty l razem o czas m � n i zbudowanie
Iterowanego Uk ladu Funkcji dla ga lȩzi wstecz przekszta lcenia fn+m i rozważenie
jego zbioru granicznego X . Jego trajektorie przez czas n sa̧ bliskie (śledza̧, eng.
term “shadow”) blokom Tn(x). To dowodzi Ptree(z, t) ≤ Phyp(t). Przeciwna
nierówność wynika natychmiast ze rozważenia drzew

⋃
fn(x)=z Tn(x) wewna̧trz

hiperbolicznych podzbiorów X.
Podobnie dowodzi siȩ Pvar(t) ≤ Phyp(t). Przy danej mierze µ spe lniaja̧cej

χ(µ) > 0,  lapie siȩ zbiór hiperboliczny X metoda̧ Katok’a-Pesin’a wzd luż bloków
“regularnych” Tn(x).

Dla cia̧g lego potencja lu φ : X → R dla zwartej przestrzeni metrycznej (X, ρ),
rozważmy

(6.2) Psep(f, φ) := lim
ε→0

lim sup
n→∞

1

n
log
(

sup
Y

∑
y∈Y

expSnφ(y)
)
,

gdzie supremum jest wziȩte po wszystkich zbiorach (n, ε)-rozdzielonych Y ⊂ X,
tzn. takich Y , że dla każdych różnych y1, y2 ∈ Y , ρn(y1, y2) ≥ ε, gdzie ρn jest
metryka̧ zdefiniowana̧ przez ρn(x, y) = max{ρ(f j(x), f j(y)) : j = 0, . . . , n}. Sep
jest skrótem od “separated” – rozdzielone.

Dla φ = −t log |f ′| dla t > 0, w obecności punktów krytycznych dla f , Psep jest
zawsze równe∞ przez wziȩcie jako elementu zbioru rozdzielonego jakiegoś punktu
krytycznego. Zastȩpujemy wiȩc tȩ definicjȩ przez císnienie drzewiaste.

Można jednak użyć infimum po (n, ε)-sieciach, definiuja̧c Pspanning(f, φ) (span-

ning t lumaczymy na: sieć). To jest sensowne pojȩcie czȩsto równe innym císnieniom.
Przy wyborze sieci unikamy punktów krytycznych. Zarys tej teorii podany jest w
[52]. Zwróćmy tylko uwagȩ na to, że to císnienie jest równe P (f,−t log |f ′|) dla
t > 0 w przypadku zespolonym, jeśli

Definicja 6.3. f jest s labo stabilny wstecz w sensie Lapunowa to znaczy dla
każdych δ > 0 i ε > 0, dla każdego n dostatecznie dużego i każdego dysku
B = B(x, exp−δn) o środku w x ∈ K, dla każdego 0 ≤ j ≤ n i każdej sk ladowej
V zbioru f−j(B) przecinaja̧cej K zachodzi diamV ≤ ε.

Ten warunek jest spe lniony dla wszystkich funkcji wymiernych z dok ladnie jed-
nym punktem krytycznym, którego trajektoria jest w J(f) lub jest przycia̧gana
do J(f), dziȩki Twierdzeniu 5.6.

Pytanie. Czy s laba stabilność wstecz w sensie Lapunowa jest prawdziwa dla
wszystkich funkcji wymiernych?
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Na koniec zdefiniujmy PPer, císnienie na orbitach okresowych, tak jak Ptree

tylko, że bierzemy x ∈ Pern (okresowe , okresu n) zamiast x ∈ f−n(z). W [56],
PPer(t) = P (t) zosta lo udowodnione dla wymiernych f (patrz także [4] dla pewnej
klasy wielomianów) dla K = J(f), przy za]lożeniu

Warunek H. Dla każdego δ > 0 i dostatecznie dużych n, jeśli dla zbioru
P ⊂ Pern dla wszystkich p, q ∈ P i wszystkich i : 0 ≤ i < n dist(f i(p), f i(q)) <
exp−δn, to #P ≤ exp δn.

Pytanie. Czy ten warunek zachodzi dla dowolnych funkcji wymiernych stopnia
co najmniej 2 ? W szczególności, czy moga̧ istnieć duże “wia̧zki” orbit okresowych
wyk ladniczo blisko punktu sta lego Cremer’a (tzn. takiego, że f ′(z) = e2πiα, α /∈ Q,
nie ma linearyzacji w otoczeniu z, tj. z ∈ J(f)) ?

7. Geometryczne drzewa koduja̧ce, zbiory graniczne. Gibbs spotyka
Hausdorffa

Pojȩcie geometrycznego drzewa koduja̧cego, (po angielsku: geometric coding
tree, g.c.t.), pojawi lo siȩ już w pracy Jakobsona [25], gdzie pokazano, że kodowanie
za pomoca̧ tego drzewa jest skoṅczone-do-1 w przypadku expandingu. później
g.c.t. uźyte by ly w [41, 42] i z ca la̧ si la̧ w [61, 62] i pracach, które je kontynuowa ly.
Podobne grafy by ly później używane w celu topologicznej analizy nieodwracalnej
dynamiki, patrz [37, 18].

Definicja 7.1. Niech U bȩdzie otwartym spójnym podzbiorem sfery Riemanna
C. Rozważmy przekszta lcenie holomorficzne f : U → C takie, że f(U) ⊃ U i
f : U → f(U) jest przekszta lceniem w laściwym. Za lóżmy, że zbiór Crit(f) jest
skończony. Rozważmy dowolny punkt z ∈ f(U). Niech punkty z1, z2, . . . , zd bȩda̧
pewnymi f -przeciwobrazami punktu z i d ≥ 2. Rzważmy krzywe γj : [0, 1] →
f(U), j = 1, . . . , d,  la̧cza̧ce z odpowiednio z zj (tzn. γj(0) = z, γj(1) = zj),
gdzie opuszczamy przeciȩcia i samoprzeciȩcia, takie, że γj ∩ fn(Crit(f)) = ∅ dla
wszystkich j i n > 0.

Dla każdego cia̧gu α = (αn)∞n=0 ∈ Σd (gdzie Σd to przestrzeń symboliczna z
przekszta lceniem ς przesuniȩcia w lewo, patrz Rozdzia l 1) definiujemy γ0(α) :=
γα0 . Za lóżmy, że dla pewnego n ≥ 0, dla każdego 0 ≤ m ≤ n i każdego α ∈ Σd,
krzywe γm(α) : [0, 1] → f(U) sa̧ już zdefiniowane. Za lóżmy, że dla 1 ≤ m ≤ n
mamy f ◦ γm(α) = γm−1(ς(α)), i γm(α)(0) = γm−1(α)(1). Zdefiniujmy γn+1(α)
tak, żeby poprzednie równości by ly spe lnione także dla n+1, biora̧c odpowiednie f -
przeciwobrazy (podniesienia) krzywych γn. Dla każdego α ∈ Σd i n ≥ 0 oznaczmy
zn(α) := γn(α)(1).

Graf T = T (z, γ1, . . . , γd) z wierzcho lkami z i zn(α) i krawȩdziami γn(α) jest
nazywany geometrycznym drzewem koduja̧cym z korzeniem z. Dla każdego α ∈ Σd

podgraf sk ladaja̧cy siȩ z z, zn(α) i γn(α) dla wszystkich n ≥ 0 jest nazywany
nieskończona̧ geometryczna̧ ga lȩzia̧ i oznaczany b(α). Ga la̧ź jest nazywana zbieżna̧
jeśli cia̧g γn(α) jest zbieżny do punktu nalea̧cego do clU . Definiujemy przek-
szta lcenie koduja̧ce z∞ : D(z∞)→ clU jako z∞(α) := limn→∞ zn(α) na dziedzinie
D = D(z∞) wszystkich takich α dla których b(α) jest zbieżne.
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Oznaczmy Λ := z∞(D(z∞)). Jeśli f rozszerza siȩ holomorficznie na otoczenie
domkniȩcia Λ to Λ nazywamy kwazi-repellerem, patrz [61].

Uwagi. Przy danym przekszta lceniu Riemanna R : D → Ω na jednospójny
obszar Ω ⊂ C (biholomorficzne, tzn. R i R−1 holomorficzne), można rozważać
rozga lȩzione nakrycie, np. g(z) = zd na D, oraz f = R◦g◦R−1. Wtedy, przy dowol-
nie wybranych z ∈ Ω (oprócz wartości krytycznej dla f i krzywych γj  la̧cza̧cych ten
punkt z jego f -przeciwobrazami w Ω możemy rozważać odpowiednie drzewo T .
Wtedy, zamiast rozważać R i jego rozszerzenie przez granice radialne: R, możemy
rozważać granice wzd luż ga lȩzi drzewa, z∞ : Σd → Fr Ω. To definiuje strukturȩ
kodowania cia̧gami symboli, użyteczna̧ w dowodzeniu praw statystycznych

Kodowanie jest szczególnie użyteczne przy badaniu miar, które przychodza̧ z
∂D via R, a nie sa̧ stanami równowagi dla potencja lów bezpośrednio na Fr Ω.
Przyk ladem może być miara harmoniczna, która jest R∗-obrazem miary d lugości
l. Można rozważać podniesienie l do Σd przy kodowaniu drzewem T ′ = R−1(T )
a nastȩpnie projekcjȩ przy użyciu (z∞)∗ na Fr Ω.

Geometryczne drzewa koduja̧ce sa̧ zawsze dostȩpne w obecności odpowiedniej
holomorficznej dynamiki, nawet pod nieobecność Ω, tzn. nieobecność przek-
szta lcenia Riemanna. Drzewa i wynikaja̧ce z nich kodowanie można uważać za
dyskretne uogólnienie lub zasta̧pienie przekszta lcenia Riemanna i jego granicy ra-
dialnej.

W [59] zosta lo udowodnione, że dziedzina̧ D jest ca le Σd oprócz najwyżej
“cienkiego” zbioru. W szczególności dla miary Gibbsa ν na Σd dla hölderowskiego
potencja lu, granica z∞(α) istnieje dla ν-prawie każdego α, zatem obraz (z∞)∗(ν)
ma sens. Ponadto nasze kodowanie ζ∞ jest “cienkie”-do-1. To jest “dyskretne
uogólnienie” Twierdzenia Beurlinga dotycza̧cego brzegowego zachowania przek-
szta lcenia Riemanna. “Cienkie” oznacza jakís wariant zerowej pojemności loga-
rytmicznej (w zależności od w lasności drzewa6. W szczególności to kodowanie nie
zmienia entropii.

Dla ν ∈M(ς,Σd) i ψ : Σd → R, zak ladaja̧c
∫
ψ dν = 0, definiuje siȩ asymptoty-

czna̧ wariancjȩ (oczywíscie można rozważać przestrzeń ogólniejsza̧ niż Σd)

(7.1) σ2 = σ2
ν(ψ) := lim

n→∞

1

n

∫
(Snψ)2 dν =

∫
ψ2 dν + 2

∞∑
j=1

ψ · (ψ ◦ ςj) dν,

zak ladaja̧c że powyższe skończone granice istnieja̧.

Twierdzenie 7.2. Niech Λ bȩdzie kwazi-repellerem dla geometrycznego drzewa
koduja̧cego dla przekszta lcenia holomorficznego f : U → C. Niech ν bȩdzie ς-
niezmiennicza̧ miara̧ Gibbsa na Σd dla hölderowskiej funkcji φ : Σd → R. Za lóżmy,
że P (ς, φ) = 0. Niech µ := (z∞)∗(ν).

Wtedy, dla ψ := −HD(µ)(log |f ′| ◦ z∞))− φ, zachodzi
∫
ψ dµ = 0 i asymptoty-

czna wariancja σ2 = σ2
ν(ψ) istnieje.

6Definicja: zwarty X ⊂ C ma pojemność logarytmiczna̧ zero jeśli
∫

log 1
|z−w| dν(z)dν(w) =∞

dla każdej miary probabilistycznej ν o nośniku w X. W [59] rozważa siȩ potȩgi logarytmu.
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Jeśli σ2 > 0, to istnieje zwarty, f -niezmienniczy, hiperboliczny repeller X ⊂ Λ
taki, że HD(X) > HD(µ). W konsekwencji HDhyp(Λ) > HD(µ) (zdefiniowane po
(5.2)).

Jeśli σ2 = 0, to ψ is kohomologiczne 0. Wtedy dla każdych x, y ∈ Λ nie post-
krytycznych, jeśli z = fn(x) = fm(y) dla pewnych liczb naturalnych n,m, to
rzȩdy krytyczności fn w punkcie x i fm w punkcie y musza̧ być takie same. W
szczególności wszystkie punkty krytyczne c ∈ Λ musza̧ być pre-okresowe, tzn. ist-
nieje n takie, że fn(c) jest punktem okresowym.

To ostatnie zdarza siȩ tylko w specjalnych sytuacjach, patrz np. Twierdzenie 7.3
poniżej. Wiȩcej szczegó lów można znaleźć w [73], chociaż φ jest tam zdefiniowane
bezpośrednio na J(f) (co jednak nie stwarza szczególnej różnicy). Patrz także
Rozdzia l 10.

Przy danym przekszta lceniu f : X → X i funkcjach u, v : X → R, nazywamy
u kohomologiczne v, w klasie C jeśli istnieje h : X → R należa̧ce do C takie, że
u−v = h◦f−h. Ważny lemat [61, Lemma 1] mówi, że σ2 = 0 powyżej implikuje ψ
kohomologiczne 0 w L2(µ), i czȩsto w wȩższej klasie, w zależności od ψ (sztywność
typu Livšic’a).

• Faktycznie
∫
ψ dν = −HD(µ)χ(µ) −

∫
φdν = −hµ(f) −

∫
φdν = −hν(ς) −∫

φdν = P (ς, φ) = 0. Teraz, żeby udowodnić Twierdzenie 7.2 zauważmy, że
2χ(µ) ≥ hµ(f) = hν(ς) > 0, patrz [60, Ruelle’s inequality] (użyte już przedtem w

3)⇒5) Rozdziale 3) i w [41]. Zatem, używaja̧c rozszerzenia naturalnego7 (Σd, ν, ς)
(tutaj przestrzeń cia̧gów dwustronnych) i teorii Katok’a-Pesin’a, otrzymujemy
zbiór hiperboliczny X z HD(X) ≥ HD(µ) − ε dla dowolnego ε > 0. Porównaj
komentarze dotycza̧ce śledzenia w Rozdziale 6.

• σ2 > 0 implikuje istnienie, dziȩki Centralnemu Twierdzeniu Granicznemu,
duże fluktuacje (odchylenia) sum

∑n−1
j=0 ψ ◦ ςj od n ·

∫
ψ dν (tutaj 0), co pozwala

znaleźć X z HD(X) > HD(µ).
Specjalnej troski wymaga znalezienie X bȩda̧cego podzbiorem Λ, patrz [50]

(bȩda̧ca̧ kontynuacja̧ [63]).

Powyższe fluktuacje by ly wykorzystane przez A. Zdunik dla udowodnienia, przy
φ sta lej,

Twierdzenie 7.3 ([74]). Niech f : C → C bȩdzie funkcja̧ wymierna̧ stopnia
d ≥ 2. Jeśli σ2 > 0, to dla µmax(f), miary z maksymalna̧ entropia̧ (równaa̧ log d),
HD(J(f)) > HD(µmax(f)). Jeśli σ2 = 0, to f jest post-krytycznie skończone, z
parabolicznym orbifoldem, [35].

Możemy pisać µmax = (z∞)∗(νlog d), bo miara z maksymalna̧ entropia̧ jest jed-
noznaczna dla f .

A. Zdunik udowodni la de facto istnienie hiperbolicznego zbioru X ⊂ J(f)
spe lniaja̧cego HD(X) > HD(µmax(f)), a zatem HDhyp(J(f)) > HD(µmax(f)).
Poniewaź w Twierdzeniu 7.3 Λ = J(f), jest jasne, że X ⊂ Λ.

7Termin wprowadzony przez Rochlina przyjȩty w teorii ergodycznej – chodzi o granicȩ
odwrotna̧, czyli przestrzeń wszystkich trajektorii {xn, n ∈ Z}.
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• W przypadku σ2 = 0, v : J(f)→ R spe lniaja̧cego równanie kohomologiczne

log |f ′| = v ◦ f − v + Const na J(f) rozszerza siȩ do funkcji harmonicznej poza
J(f) (sztywność Livšic’a) daja̧c to równanie na skończonej sumie krzywych rzeczy-
wistych analitycznych zawieraja̧cej J(f) (nazywamy to przypadkiem rzeczywistym)
lub na C. W twierdzeniu 7.2 na Λ i dla rozszerzenia w Twierdzeniu 7.3, the “rzȩdy
wzrostu” − log |(fn)′| w x i − log |(fm)′| w y musza̧ być takie same dziȩki równaniu
kohomologicznemu i być równe rzȩdowi wzrostu v w z (zjawisko “sprzȩżone”, w
sensie modu lu i argumentu funkcji holomorficznej, do obecności niezmienniczego
pola kierunków). To implikuje paraboliczny orbifold w Twierdzeniu 7.3.

Twierdzenie 7.3 zastosowane do wielomianu f ze spójnym zbiorem Julii (brzegiem
Ω∞, basenu przycia̧gania do nieskończoności) dziȩki
HD(µmax(f) = 1 [32], implikuje nastȩpuja̧cy s lynny wynik (porównaj modelowy
przyk lad z2 + c w Twierdzeniu 2.1):

Twierdzenie 7.4 (Zdunik [74]). Dla dowolnego wielomianu f stopnia co najmniej
2, ze spójnym zbiorem Julii J(f), albo J(f) jest okrȩgiem lub odcinkiem, albo jest
fraktalem, tzn. HD(J(f)) > 1.

8. Brzeg, wzrost radialny, miara harmoniczna, a Hausdorffa

Dla wielomianów ze spójnym zbiorem Julii miara µmax(f) jest równa mierze
harmonicznej ω (z punktu ∞) Wychodza̧c z tej obserwacji A. Zdunik poda la
inny dowód Twierdzenia 7.4, szczególnie w czȩści σ2 = 0, patrz [75]. Można
bowiem patrzeć z wnȩtrza basenu Ω∞ i użyć drzewa w basenie, patrz Uwagi w
Rozdziale 7, i korzystaja̧c z σ2 = 0 udowodnić istnienie prawie wszȩdzie radialnej
granicy pochodnej przekszta lcenia Riemanna jego cia̧g lej rozszerzalności na ∂D i
w nastȩpstwie g ladkości, a nawet analityczności Fr Ω.

Theorem 7.4 zosta lo wzmocnione z tego punktu widzenia w [51], poprzedzone
przez [63], nastȩpuja̧co:

Twierdzenie 8.1. Niech f : C→ C bȩdzie funkcja̧ wymierna̧ stopnia co najmniej
2 i Ω bȩdzie jednospójna̧ sk ladowa̧ basenu bezpośredniego przycia̧gania do orbity
okresowej przycia̧gaja̧cej (tzn. sk ladowa̧ spójności przycia̧ganego zbioru przeci-
naja̧ca̧ tȩ orbitȩ). Wtedy, przy za lożeniu, że f nie jest skończonym produktem
Blaschke w pewnych wspó lrzȩdnych holomorficznych na sferze, lub nie jest 2-do-1
holomorficznym faktorem produktu Blaschke, mamy HDhyp(Fr Ω) > 1.

Można za lożyć f(Ω) = Ω biora̧c fn zamiast f gdzie n to okres orbity.
Nowościa̧ w [51] by lo pokazanie jak znaleźć duży zbiór hiperbolicznyX w zbiorze

Fr Ω nie bȩda̧cym ca lym zbiorem J(f).
W rzeczywistości nastȩpuja̧ca “lokalna” wersja tego twierdzenia zosta la udowod-

niona w [51]:

Twierdzenie 8.2. Za lóżmy, że f jest zdefiniowane i holomorficzne na otoczeniu
W brzegu Fr Ω, gdzie Ω jest spójnym, jednospójnym obszarem w C, maja̧cym co
najmniej 2 punkty. Za lóżmy, że f(W ∩Ω) ⊂ Ω, f(Fr Ω) ⊂ Fr Ω i Fr Ω odpycha po
stronie Ω, tzn.

⋂∞
n=0 f

−n(W ∩ cl Ω) = Fr Ω. Wtedy albo HDhyp(Fr(Ω)) > 1, albo
Fr Ω jest analityczna̧ krzywa̧ Jordana lub analitycznym  lukiem.
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Dziedzina (obszar) Ω z f jak powyżej zosta la nazwana RB-dziedzina̧ (RB od
repelling boundary), nazwa wprowadzona w [42, 61] (ta definicja ma sens także dla
obszarów niejednospójnych). Twierdzenie 8.2 (przynajmniej czȩść σ2 > 0) wynika
bezpośrednio z Twierdzenia 7.2. Niech R : D → Ω bȩdzie przekszta lceniem Rie-
manna, i niech g : W ′ → D bȩdzie zdefiniowane przez g := R−1 ◦ f ◦ R na
W ′ = R−1(W ∩ Ω). Rozważmy g.c.t. T = T (z, γ1, . . . , γd) dla z i γj w W ∩ Ω
dostatecznie blisko Fr Ω żeby ta definicja mia la sens i oznaczmy d = deg f |W∩Ω

(sytuacja taka sama jak w Uwagach w Rozdziale 7 powyżej, ale z odwrotna̧ kole-
jnościa̧ definiowania f i g). Rozwaźmy g.c.t. T ′ = R−1(T ). Funkcja g rozszerza
siȩ holomorficznie poza ∂D, które dla tego rozszerzenia okazuje siȩ być odpy-
chaja̧cym repellerem8Zatem przekszta lcenie kodowania dla T ′ jest hölderowskie,
a ponieważ log |g′| jest też funkcja̧ hölderowska̧, to φ : Σd → R zdefiniowana jako
φ(α) = − log |g′| ◦ (R−1(z))∞(α) dla drzewa T ′ jest hölderowska. Istnieje wiȩc
miara Gibbsa ν = νφ.

 Latwo zauważyć, że P (φ) = P (− log |g′|) = 0, i istnieje dla − log |g′| miara

Gibbsa l̂ ∈ M(g), równoważna mierze d lugości l (a.c.i.m.). Wtedy ν jest pod-

niesieniem l̂ to Σd przy kodowaniu danym T ′.
W rezultacie µ := z∞(ν) jest równe mierze ω̂ := R∗(l̂), która jest f -niezmiennicza

i bȩda̧ca w klasie równoważności miar harmonicznych ω na Fr Ω ogla̧danym z Ω.
Zauważmy teraz, że HD(ω̂) = 1 wynika z równości (5.3), z równości hω̂(f) =

h
l̂
(g), patrz [41, 42], i z równości wyk ladników Lapunowa

∫
log |f ′| dω̂ =

∫
log |g′| dl̂ >

0. Ta ostatnia równość wynika z nastȩpuja̧cej równości dla prawie każdego ζ ∈ ∂D:

(8.1) lim
r→1

log |(fn)′(R(rζ))| − log |(gn)′(rζ))

log(1− r)
= lim

r→1

− log |R′(rζ)|
log(1− r)

= 0.

Pierwsza̧ równość dowodzi siȩ używaja̧c f ◦ R = R ◦ g w D, najpierw dzia laja̧c
R blisko ∂D, nastȩpnie iteruja̧c f , potem dzia laja̧c R−1 bȩda̧c g lȩboko w Ω, na
końcu iteruja̧c g wstecz.

Ostatnia równość w ynika z harmoniczności log |R′|, która pozwala zasta̧pić
ca lkȩ po okrȩgach o środku w 0 przez log |R′(0)|. Szczegó ly można znaleźć w [42].

Przytoczmy jednak zdumiewaja̧cy fakt, że HD(ω) = 1 jest prawdziwe w pe lnej
ogólności, bez za lożenia istnienia przekszta lcenia f , patrz Makarov [30].

Szkic dowodu Twierdzenia 8.2 przy σ2 > 0 jest zakończony. To, że σ2 = 0
implikuje analityczność Fr Ω by lo już komentowane na pocza̧tku tego rozdzia lu.

9. Wersje zwia̧zane z Prawem Iterowanego Logarytmu

Wynikaja̧ce z Prawa Iterowanego Logarytmu (Law of Iterated Logarithm, w
skrócie LIL) do ψ : Σd → R duże odchylenia Snψ od 0 prowadza̧ do (patrz [61] i
[60]:

8Istnienie holomorficznego (konforemnego) rozszerzenia to tzw. zasada symetrii Schwarza.
W lasność rozcia̧gania dla g wynika z za lożenia RB dla f i z Lematu Schwarza.
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Twierdzenie 9.1. W sytuacji Twierdzenia 7.2, jeśli σ2 = σ2
ν(ψ) > 0, dla c(µ) :=√

2σ2/χ(µ), κ := HD(µ) i αc(r) := rκ exp(c
√

log 1/r log log log 1/r)
1) µ⊥Hαc, tzn. jest singularna wzglȩdem szczególnej miary Hausdorffa (refined

Hausdorff measure, [60, Section 8.2]) dla funkcji próbnej αc, dla 0 < c < c(µ);
2) µ� Hαc, tzn. jest absolutnie cia̧g la, dla wszystkich c > c(µ).

Rzeczywíscie, podstawiaja̧c w LIL n ∼ (log 1/rn)/χ(µ) dla rn = |(fn)′(z)|−n,
otrzymujemy dla µ-prawie każdego z

(9.1) lim sup
n→∞

µ(B(z, rn)

αc(rn)
=∞ dla 0 < c < c(µ) i · · · = 0 for c > c(µ)

(w tym drugim przypadku po obciȩciu a priori dowolnie ma lej czȩści µ).
To jest tzw. Szczególny lemat o lokalnej objȩtości (Refined Volume Lemma),

patrz [61, Section 4] i, trudniejszy przypadek: c > c(µ), [62, Section 5].9

Możemy zastosować twierdzenie 9.1 do µ = ω̂ ∈M(f,Fr Ω) równoważnej mierze
harmonicznej ω jak w Rozdziale 8.

To daje szczególna̧ informacjȩ o radialnym wzroście pochodnej przekszta lcenia
Riemanna, postȩpuja̧c za (8.1):

Twierdzenie 9.2. Niech Ω bȩdzie RB-dziedzina̧ w C z nieanalitycznym brzegiem
i niech R : D → Ω bȩdzie przekszta lceniem Riemanna. Wtedy istnieje c(Ω) > 0
takie, że dla Lebesgue’a prawie każdego ζ ∈ ∂D

(9.2) G+(ζ) := lim sup
r→1

log |R′(rζ)|√
log(1/1− r) log log log(1/1− r)

= c(Ω)

Podobnie G−(ζ) := lim inf · · · = −c(Ω). Wreszcie: c(Ω) = c(ω̂)w Twierdzeniu 9.1.

W rzeczywistości Twierdzenia 9.1 dla µ = ω̂ i 9.2 sa̧ spe lnione dla każdego jed-
nospójnego obszaru Ω ⊂ C, w la̧cznie z c(Ω) = c(ω̂). Dynamika nie jest potrzebna.
Oczywíscie trzeba dodać w obu definicjach ess sup po odpowiednio ζ ∈ ∂D i po
z ∈ Fr Ω (dla c(z) = c(ω) określonego wzorem (9.1), porównaj [60, Th. 8.6.1]
). Ess sup jest potrzebne ponieważ przy nieobecnoṡci ergodyczności te funkcje
nie musza̧ być prawie wszȩdzie sta le. Patrz [13, Th. VIII.2.1 (a)] i podane tam
odsy lacze do prze lomowych prac N. Makarowa, w szczególności [30].

Istnieje uniwersalna sta la Makarowa CM < ∞ szacuja̧ca z góry wszystkie c(Ω)
i c(ω̂) w (9.2). Najlepsze oszacowanie z góry, które znalaz lem w literaturze, to
CM ≤ 1.2326, [19]. W [43] znalaz}em oszacowanie s labsze, używaja̧c naturalnej
metody przedstawiania log |R′| jako granicy szeregu s labo zależnych zmiennych
losowych aproksymuja̧cych martynga l na ∂D, i w rezultacie spe lniajy̧ch LIL.
Niestety kolejne aproksymacje prowadzi ly do strat w końcowym oszacowaniu.

Dla holomorficznego rozcia̧gaja̧cego repellera f : X → X i hölderowskiego po-
tentia lu φ : X → X, asymptotyczna wariancja dla miary Gibbsa µ = µt0φ dla

9Zwyk ly lemat o lokalnej objȩtości (Volume Lemma) mówi, że dla µ-prawie każdego z istnieje

niezależna od z granica limn→∞
log µ(B(z,rn))

log rn
= κ, i jest kluczowy np. w udowodnieniu (5.3),

patrz [60, Tw. 11.4.2].
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każdego t0 ∈ R spe lnia wzór Ruelle’a (patrz [60]):

(9.3) σ2
µ(φ−

∫
φdµ) =

d2P (tφ)

dt2

∣∣∣∣
t=t0

.

Question. Czy (9.3) zachodzi dla dowolnej funkcji wymiernej i hiperbolicznego
potencja lu i jego stanu równowagi na zbiorze Julii? A jak jest dla RB-dziedziny
f : Fr Ω→ Fr Ω i µ = ω̂?

Dla RB-dziedziny Ω dla f i dla φ = − log |f ′|, jeśli g(z) = zd, np. dla basenu
nieskończoności Ω = Ω∞ dla wielomianu f ze spójnym zbiorem Julii J(f) = Fr Ω),
rozważa siȩ spektrum średnich ca lkowych (integral means spectrum) zależne tylko
od Ω,

(9.4) βΩ(t) := lim sup
r→1

1

| log(1− r)|
log

∫
ζ∈∂D

|R′(rζ)|t |dζ|

Okazuje siȩ, że spe lnia ono równanie

βΩ(t) = t− 1 +
P (tφ)

log d
,

patrz np. [60, Eq. (9.6.2.)].
Dla t0 = 0 mamy µ = ω̂ i lewa strona (9.3) może być zapisana jako

(1
2 log d)σ2(logR′) (1

2 bo mamy tu R′, a nie |R′|), patrz (7.1) i (8.1), gdzie

σ2(logR′) := lim sup
r→1

∫
∂D | logR′(tζ)|2 |dζ|
−2π log(1− r)|

.

Tak wiȩc (9.3) zmienia siȩ na σ2(logR′) = 2d
2βΩ(t))
dt2

|t=0, patrz [24]. Ma wiȩc
analityczne, nie dynamiczne, znaczenie. Jest także zwia̧zane z metryka̧ Weil’a-
Petersson’a, patrz [34].

10. Osia̧galność

Przypomnijmy nastȩpuja̧ce twierdzenie z [46].

Twierdzenie 10.1. Niech Λ bȩdzie kwazi-repellerem dla geometrycznego drzewa
koduja̧cego dla holomorficznego przekszta lcenia f : U → C. Za lóżmy, że

(10.1) diam(γn(α))→ 0, dla n→∞

jednostajnie wzglȩdem α ∈ Σd. Wtedy każdy dobry punkt q ∈ Λ10 jest granica̧
zbieżnej ga lȩzi b(α), tzn. q ∈ Λ. W szczególności teza jest prawdziwa dla każdego
q, dla którego χ(q) > 0 i spe lniony jest warunek odwrotnej lokalne niezmienniczości
(patrz niżej).

10W [46] rozważa siȩ zbiór Λ̂, który jest zbiorem wszystkich punktów skupienia zbioru wierz-
cho lków drzewa T . Dla drzewa w RB-dziedzinie, lub ogólnie w obszarze jednospójnym jak w

Uwagach w Rozdziale 7, zachodzi Λ = Λ̂. Nie wiem na ile ten fakt jest ogólny.
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W lasność “dobry” zosta la zdefiniowana w [46, Definition 2.5]. Chodzi o to, żeby
by lo wiele czasów n (dolna granica dodatnia) z których można doj́sć od dużej skali
Wn wewna̧trz U blisko fn(q) biora̧c wstecz kolejno Wj sk ladowa f−1(Wj+1) w U
wzd luż f j(q) (z dopuszczona̧ duża̧ krytycznościa̧ – inaczej niż w TCE) co daje
używaja̧c kolejnych dobrych n i j odpowiednia̧ rodzinȩ “teleskopów”. Możliwość
znalezienia tych sk ladowych w U moṅa nazwać odwrotna̧ lokalna̧ niezmienniczościa̧
U dla q.

Kiedy U jest basenem bezpośredniego przycia̧gania do punktu sta lego przycia̧ga-
ja̧cego (tzn. sk ladowa̧ spójności zbioru przecia̧ganego zawieraja̧ca̧ ten punkt) lub
po prostu jest RB-dziedzina̧ Ω, taka̧, że f−1(W ∩ Ω) ⊂ Ω, patrz Tw. 8.1), wte-
dy Twierdzenie 10.1 mówi, że q jest punktem końcowym (zbieżności) krzywej w
U . To jest uogólnienie twierdzenia Douady’ego-Eremenko-Levina-Petersena dla
wielomianu, gdzie q jest punktem okresowym odpychaja̧cym w brzegu U basenu
nieskończoności, bo U jest wtedy ca lkowicie niezmienniczy, tzn. f−1(U) = U co
implikuje odwrotna̧ lokalna̧ niezmienniczość.

Dziȩki Twierdzeniu 10.1 można udowodnić, że dowolna miara probabilistyczna
na Λ, f -niezmiennicza, z dodatnim wyk ladnikiem Lapunowa podnosi siȩ do ς-
niezmienniczej miary borelowskiej na Σd. Dok ladniej, zachodzi:

Wniosek 10.2. Każda bezatomowa miara hiperboliczna µ ∈M(f) na domkniȩciu
kwazi-repellera Λ, tzn. taka, że χ(µ) > 0 (przy spe lnionym warunku odwrotnej
lokalnej niezmienniczości dla µ-prawie każdego punktu), jest (z∞)∗-obrazem ς-
niezmienniczej miary ν na Σd, przy za lożeniu (10.1) i że drzewo T nie ma samo-
przeciȩć. W szczególności, ν istnieje dla każdej RB-dziedziny.

W dowodzie korzysta siȩ z faktu, że zbiór punktów przynajmniej potrójnych, tj.
granic co najmniej trzech nieskończonych ga lȩzi drzewa T jest przeliczalny, wiȩc
ma miarȩ µ równa̧ 0. (wiȩcej szczegó lów podano w wersji tego artyku lu w Proc.
ICM).
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