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1. FORMALIZM TERMODYNAMICZNY, WSTEP

Tworcy teorii formalizmu termodynamicznego i zastosowan w teorii uktadow
dynamicznych, czego niektére pdzniejsze watki sa przedstawione w tym artykule,
to m.in. Yakov Sinai , Rufus Bowen i David Ruelle, patrz np. [68], [66], [3].

Ruelle napisal: ”Formalizm termodynamiczny jest rozwijany od czaséow W.
G. Gibbs’a do opisu [...] ukladéw fizycznych skladajacych sie z wielkiej liczby
segmentéw”. W szczegélnosci rozwaza sie przestrzen konfiguracyjng € funkcji
Z" — A na kracie Z"™ z oddzialywaniami miedzy warto$ciami w A nad swoimi
weztami kraty, np. wartosciami tzw. ,,spinéw” w modelu Isinga ferromagnetyku.
Rozwaza sie rozklady prawdopodobienstwa na €2, niezmiennicze dla przesunieé
kraty, zwane stanami réwnowagi dla funkcji potencjatu.

Date: April 29, 2018.
Artykul jest nieznacznie zmodyfikowana i przettumaczona na jezyk polski wersja artykutu
opublikowanego w Proceedings of the ICM Rio de Janeiro 2018.
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2 F. PRZYTYCKI

Dla danego przeksztalcenia f : X — X rozwaza sie jako przestrzen konfigura-
cyjna zbiér wszystkich trajektorii n — (f"())nez, ub n — @(f"(x))nez, dla
funkcji testowej ® : X — Y.

Nastepujacy prosty fakt [3, Lemma 1.1] i [66, Introduction], [60, Introduction],
wynikajacy z nieréwnosci Jensena zastosowanej do funkcji logarytm, znajduje sie
w sercu formalizmu termodynamicznego:

Lemat 1.1 (Skoiniczona zasada wariacyjna). Dla danych liczb rzeczywistych ¢1, . . ., ¢q,
funkcja F(pi,...pq) = > ;i —pilogp; + Z?zl pidi zdefiniowana na sympleksie
{(p1,---spa) :pi >0, Z?:l pi = 1} osigga wartos’c maksymalng P(¢1,...,¢q) =
log 2?21 e? doktadnie w p; = e%i (Z?Zl e‘bi)*l.

Mozemy uwazaé i — ¢;,1 = 1,...,d za funkcje potencjatu i nazwaé p; rozktadem
prawdopodobienistwa na skoriczonej przestrzeni {1,...,d}. P(¢1,...,¢q) jest nazy-
wane cisnieniem albo wolng energig, patrz [66].

Niech f : X — X bedzie ciaglym przeksztalceniem zwartej przestrzeni me-
trycznej X w siebie, a ¢ : X — R funkcja ciagla (potencjalem). Definiujemy
ci$nienie topologiczne inna nazwa: wolna energia nastepujaco:

Definicja 1.2.

(1.1) Raclfi6) = swp (1(0)+ [ odn),

peM(f) X
gdzie M(f) jest zbiorem wszystkich f-niezmienniczych probabilistycznych miar
borelowskich na X. Czasami piszemy M(f, X). Symbol h,(f) oznacza teorio-
miarowa entropie (inne nazwy: metryczna, Kolmogorowa-Sinai’a). Czasami h,,(f)+
J ¢ @ dp nazywana jest wolng energig miary p.

Przypomnijmy, [60], [Walters], [71], ze

1
hu(f) = sup lim =

> —u(A)log u(A),

AcAn

gdzie supremum jest wzigte po wszystkich skonczonych rozbiciach A przestrzeni
X na zbiory mierzalne, gdzie A" :=\/ =0, f77A. Zauwazmy, Ze to przypomina
sume » ;" | —p;logp; w Lemacie 1.1.

Dla ¢ = 0 ci$nienie nazywa sie entropig topologiczng i jest zdefiniowana jako
supremum entropii metrycznych po wszystkich miarach jak wyzej.

Cisnienie topologiczne (entropia topologiczna) moze by¢ tez zdefiniowane na
szereg sposobéw, np. (6.2) i wtedy jego réwnosé wyrazeniu we wzorze (1.1) jest
nazywana zasadg wariacyjng. To wyjasnia oznaczenie Pg,.. Definicje cisnienia
wzorem (1.1) nazywa sie definicja wariacyjna. Kazda miare u € M(f) dla ktoérej
supremum w (1.1) jest osiagniete nazywa si¢ stanem lub miara rdwnowagi.

Przyklady modelowe, nazywane expanding, jednostajny expanding, hiperbol-

iczne (w wymiarze 1) lub rozciagajace, sa dane przez przeksztalcenia f: U — R”
klasy O, zdefiniowane na otoczeniu U dowolnego zbioru zwartego X C R”, takie,
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ze istnieje C' > 0, A > 1 takie, ze dla kazdej liczby naturalnej n, x € X i v stycznego
doR" w x

(1.2) IDf"(0)] = CA*[[o]].

Zaktada sie tez, ze X jest zbiorem odpychajacym, tzn. kazda trajektoria w przod,
f(x),n =0,1,...w U dostatecznie bliska X musi by¢ w catosci zawarta w X. Przy
spelieniu obu tych wlasnosci moéwi sig, ze X to rozciggajgcy repeller (expanding
repeller).

Przy braku rézniczkowalnosdci f uzywa si¢ pojecia rozciggajgce (dystans ex-
panding) co oznacza wzrost odleglosci pod dzialaniem f o czynnik co najmniej
A > 1 dla par réznych puntéw w X dostatecznie do siebie bliskich. Odpychanie
okazuje si¢ rownowazne warunkowi wewnetrzenemu, ze f|x jest przeksztalceniem
otwartym, o ile f jest otwarte na jakims otwartym otoczeniu X, patrz [60, Lemma
6.1.2].

Przy tych zalozeniach zachodzi nastepujace klasyczne twierdzenie, patrz dla
wersji ponizej [60, Section 5.1]:

Twierdzenie 1.3. Niech f : X — X bedzie przeksztatceniem rozciggajgcym,
topologicznie tranzytywnym cigglym przeksztalceniem otwartym zwartej przestrzeni
metrycznej X w siebie i niech ¢ : X — R bedzie funkcjg (potencjalem) cigglte
w sensie Héldera (holderowskq). Wtedy istnieje doktadnie jedna miara pg €
M(f, X), zwana miarg Gibbsa, dla ktorej

po(f " (B(f"(x),70))
exp(Sno(z) — nP(¢))

gdzie f;™ to galtgZ f~" przeksztalcajgca f™(x) na x (co ma lokalny sens, bo f jest
lokalnym homeomorfizmem), a Spé(z) = Z;L:_& o(fI(x)).

Miara pg jest jedynym stanem réownowagi dla potencjatu ¢. Jest rownowazna
Jjedynej mierze ¢-konforemnej my, tzn. kwazi-niezmienniczej w przéd borelowskiej
mierze probabilistycznej my z Jakobianem exp —(¢ — P(¢)). Ponadto, dla kazdego
x € X, granica P(¢) = P(f,¢) := limy o0 %log Zmef_”(zo) exp Spd(x) istnieje i
jest rowna P (f, ®).

(1.3) C < <c™!

To P(¢) jest wielkoscia normalizujaca, odpowiadajaca P(¢1, ..., ¢4) w Lemacie
1.1 a suma w definicji odpowiada tzw. sumie statystycznej nad przestrzenia 2,
wszystkich dopuszczalnych konfiguracji nad {0,1,...,n—1}, jak w modelu Isinga.
Poréwnaj cisnienie ‘przez drzewa’ Definicja 6.2, lub przez zbiory rozdzielone’ (6.2)
lub sieci.

W szczegdlnosci przeksztalcenie ¢ : ©% — ¥4, przesuniecie w lewo, na przestrzeni
ciagéw jednostronnych X = {(ap,a1,...) : a; € {1,...,d}}, zdefiniowane przez
s((an)) = (an+1), jest przykladem, ktérego Twuerdzenie 1.3 dotyczy. Zbiory
f2™M(B(f™(x), ro) odpowiadaja cylindrom o statych {a; € {1,...,d},j =0,...,n—
1}. Mozna natozy¢ warunek dopuszczalnosci: zalozyé¢, ze parom kolejnych a;ovqq
odpowiada 1 w pewnej 0,1- d X d macierzy. Taki uklad dynamiczny nazywa sie
jednostronnym topologicznym lancuchem Markowa.
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Warunek otwartosci w Twierdzeniu 1.3 mozna zastapi¢ nieco slabszym: istnie-
niem skoriczonego rozbicia Markowa, patrz [60]. Pozwala ono zastapi¢ (zakodowad)
(f, X) jednostronnym topologicznym taniicuchem Markowa, z doktadnoscia do matych
zbioréw. O nieco innym kodowaniu bedzie mowa w Rozdziale 7.

Istnienie miary konforemnej wynika w Twierdzeniu 1.3 z istnienia punktu stalego
w wypuklym stabo*-zwartym zbiorze miar probabilistycznych na X dla operatora
sprzezonego do operatora transferu (Perron’a-Frobenius’a-Ruelle’a) £ podzielonego
przez swoja norme, gdzie dla u : X — R funkcji ciaglych

(1.4) Llu)(z):= Y uly)expd(y).

yef~H(z)

Rzeczywiscie, dla kazdego zbioru borelowskiego Y C X na ktérym f jest
roznowartosciowe, oznaczajac przez Iy funkcje charakterystyczna zbioru Y, 1 na
Y, 0 na uzupekieniu, uzywajac aproksymacji funkcjami ciagltymi, otrzymujemy
dla dowolnego funkcjonatu w C*(X), w szczegdlnosci miary m,

(15) (£ (m))(V)) = /

L(Iy)dm:/ exp ¢ o f|y+ dm.
X

()

Zatem (dodatnia) miara wlasna mg dla operatora £* ma Jakobian dla (f|y)~?
réwny exp(¢ o f \;1) /A, zatem f ma Jakobian exp(—¢) przemnozony przez A :=
exp P(¢).

Dowdd istnienia miary Gibbsa, niezmienniczej réwnowaznej z miara mg miary
[tg, jest nieco trudniejszy. Najpierw dowodzi sig istnienie dodatniej funkcji wiasnej
ug dla £, a potem definiuje pg = ugmg. Bardziej kompletny wstep do tej teorii
mozna znalezé np. w [60].

2. WSTEP DO WYMIARU 1

Formalizm termodynamiczny jest uzyteczny w badaniu samej przestrzeni X na
ktérej dziala f. W wymiarze 1, dla funkcji f rzeczywistej klasy C11¢ albo dla f
holomorficznej, dla expanding repellera X, z potencjalem ¢ = ¢y := —tlog | f’| dla
t € R, (1.3) daje

(2.1) pg, (fz " (B(f"(2),70))) ~ exp(Sn¢(z) — nP(¢y)) ~
diam f, " (B(f"(x),70))" exp —nP(¢).

Symbol = oznacza,ze wzajemne ilorazy sa ograniczone przez stala. Ostatnia
”prawie réwnos$¢” &~ wynika z poréwnania $rednicy z odwrotnoscia modutu pochod-
nej f* w x iz tzw. ograniczonej dystorsji.

Kiedy t = tg jest zerem funkcji ¢ — P(¢;), otrzymujemy

(2.2) fig,, (B) ~ (diam B)"

dla wszystkich matych kul B (tj. wlasnosé Ahlforsa miary z wyktadnikiem tg).
Otrzymujemy tzw. wzor Bowena na wymiar Hausdorffa:
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(2.3) HD(X) = to.
Ponadto miara Hausdorffa X w tym wymiarze jest dodatnia, skonczona.
Modelowym przykladem! zastosowania tej teorii jest nastepujace

Twierdzenie 2.1. Dla f.(2) := z?+c dla dowolnej liczby zespolonej ¢ # 0 dostate-
cznie bliskiej 0, niezmiennicza krzywa Jordana J bliska okregowi jednostkowemu
(zbidr Julii dla f.) jest fraktalem, tzn. ma wymiar Hausdor(fa wiekszy niz 1.

Szkic dowodu. top > 1 implikuje HD(J) = tp > 1 dzigki (2.2) (nie trzeba nawet
uzywac niezmienniczosci g, , tzn. wystarcza miara mg, ).

Przypadek ¢ty = 1 implikuje, dzieki (2.2), skoriczono$¢ miary Hausdorffa w
wymiarze 1, a zatem prostowalno$é (rectifiability) J. Stad wynika, Zze miary
niezmiennicze rownowazne miarom harmonicznym na J od wewnatrz i od zewnatrz,
sa rownowazne, wiec jako miary ergodyczne pokrywaja sie. Stad wynika, ze J jest
okregiem, a ¢ = 0.

Korzysta sie tu wiec z Ergodycznego Twierdzenia Birkhoff’a ,,serca” teorii er-
godycznej i uktadéw dynamicznych. Dowdd jest ,,echem” slynnego Twierdzenia
Mostowa o sztywnosci. Patrz [70] i [60, Theorem 9.5.5]. O

W wymiarze 1 (rzeczywistym lub zespolonym) nazywamy c¢ punktem kryty-
cznym jesli pochodna f/(¢) = 0. Zbiér punktéw krytycznych bedzie oznaczany
przez Crit(f).

W dalszym ciagu, w odréznieniu do dotychczasowych expandingéw, bedziemy
dopuszczali istnienie punktow krytycznych. Bedziemy sie koncentrowali gléwnie
na nastepujacych przypadkach:

1. (Przygadek zespolony) f jest funkcja wymierna stopnia co najmniej 2 sfery
Riemanna C w siebie. Rozwazamy f dzialajace na swoim zbiorze Julii K = J(f),
patrz 3 przyklady na Rysunku 1.

Dla funkcji catkowitych lub meromorficznych patrz np. [1, 2], Poréwnaj Stwierdze-
nie 5.2.

2. (Przypadek rzeczywisty) f jest uogdlnionym przeksztatceniem multimodal-
nym zdefiniowanym na otoczeniu Ux C R zwartego niezmienniczego zbioru K C
R. Zakladamy, ze f € C?, jego wszystkie punkty krytyczne (lokalne ekstrema i
punkty przegiecia) sa nieplaskie, spelnia wlasnosé ograniczonej dystorsji (bounded
distortion) dla iteracji, w skrécie BD, patrz [54], jest topologicznie tranzytywne i
ma dodatnia entropie topologiczna na K.

Ipodobny charakter ma twierdzenie (R. Bowen, C. Series, 1979) o tym, ze dla kozwarte]
grupy kwazi-Fuchsa zbiér graniczny A albo jest okregiem, a grupa jest Fuchsa, albo HD(A) > 1.
Jest to przyklad analogii teorii iteracji funkcji wymiernych i teorii grup Kleina — slownik
Sullivan’a. Podobne jest badanie brzegu np. platka $niegu, mozliwe dzieki konforemnemu
samopodobienstwu, [62, Rozdzial 6].
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FIGURE 1. Krélik f(z) = 22—0.12340.745i, dendryt f(z) = 22 +1,
bazyliko-krélik f(z) = j;ff, dla ¢ = HT\/TS, patrz [60, p.11].

Zakladamy, ze K jest maksymalnym f-niezmienniczym podzbiorem w sumie
skonczonej liczby parami rozlacznych domknietych odcinkéow I=1'u---uItcC
Uk, ktérych konce naleza do K. (Ta maksymalno$é odpowiada wilasnosci Dar-
boux, poréwnaj [54, Appendix A] i [36, page 49].) Piszemy (f, K) € sszD (+ oz-
nacza dodatnia entropig). W miejsce BD mozna zaklada¢ C? (i pisa¢ (f, K) € &)
i zakladaé, ze wszystkie orbity okresowe w K sa hiperboliczne odpychajace,
tzn. |(f™)(p)| > 1, gdzie f"(p) = p). Rzeczywiscie, zmieniajac odpowiednio f
poza K mozna otrzymaé (f, K) € o/BP.

Przypadek rzeczywisty zostal doktadniej opisany i zbadany w [54], [15] i [52].
Przyklady to zbiory bazowe w rozktadzie spektralnym [9].

Pytanie. Czy istnieja inne przyktady?

Problem. Uogdlnié¢ teorie w przypadku rzeczywistym, patrz nastepne rozdzialy,
do kawatkami ciagltych przeksztalcen, doktadniej: dopusci¢ zeby dla uogélnionych
przeksztalcen multimodalnych odcinki I/ miaty wspdlne kotice (rezultaty w tym
kierunku mozna znalezé w [22]).

W tym artykule bedziemy poréwnywaé stany réwnowagi z (uszczegélowionymi
— ang.: refined) miarami Hausdorffa w przypadku zespolonym. Dla przypadku
rzeczywistego odsytamy czytelnika do [21] i podanej tam bibliografii.

3. HYPERBOLIC POTENTIALS

Dla f: X - X i¢:X — R jak w (1.2) nastepujace wlasnosci sa znaczace [23]
1) P(f,$) > sup ¢,

2) P(fnv anb) > Sup x Sn¢a

dla pewnej liczby naturalnej n,

3) P(f,¢) > sup,exp) | ¢ dv,
4) Dla kazdego stanu réwnowagi i potencjatu ¢, entropia h,(f) jest dodatnia.

Warunki 2) — 4) sa wzajemnie réwnowazne, patrz [23, Proposition 3.1]. Po-
tencjalty ¢, ktére je speliaja nazwane zostaly hiperbolicznymi [23]. Warunek 1)
ma dhuzsza tradycje, patrz [11]. Intuicyjne znaczenie pojecia hiperbolicznego po-
tencjatu jest takie, ze zadna “mala” liczba trajektorii nie niesie na sobie calego
cis$nienia.
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Dla dowolnej funkcji wymiernej f : C — C stopnia przynajmniej 2 i kazdej
funkcji holderowskiej ¢ : J(f) — R nastepujacy warunek jest takze réwnowazny
2) —4):

5) Dla dowolnego ergodycznego stanu réwnowagi p dla ¢, wykladnik Lapunowa
x(p) :== [log|f’| du jest dodatni, tzn. dla p-prawie kazdego punktu z, x(p) =
x(2) == limy 00 L log |(f™)(z)| > 0. (Pierwsza réwnosé i istnienie granicy wynikaja
z Twierdzenia Ergodycznego Birkhoffa).

Warunki 2)-5) wydaja si¢ by¢ wzajemnie réwnowazne takze w przypadku rzeczy-
wistym dla (f, K) € #PP lub (f, K) € o/} jesli wszystkie orbity okresowe sa hiper-
boliczne odpychajace. Dowdd jest taki sam jak w przypadku funkcji wymiernych,
[23]. Patrz takze [28].

Twierdzenie 3.1. Niech f : C — C bedzie funkcjg wymierng jak wyzej. Wtedy
dla kazdego ¢ hélderowskiego hiperbolicznego potencjatu na J(f) istnieje doktadnie
jeden stan réwnowagi pis. Dla kazdej hélderowskiej funkcji w = J(f) — R, dla
ciggu zmiennych losowych wo f™ i pg zachodzi Centralne Twierdzenie Graniczne
(angielski skrot: CLT).

Dowéd mozna znalezé w pracy [44] 1 w poprzedzajacej ja pracy [11]. Zeby
znalezé ten stan rownowagi iteruje sie operator transferu dowodzac
L™(1)/ expnP(f,$) — ug. Zbieznosé jest jednostajna z szybkoscia exp —y/n, a
granica jest holderowska, [10]. Wreszcie definiuje sig 114 := ug - mg, jak na koncu
Rozdziatu 1.

Uwaga 3.2. Jedli g dana jest juz a priori, efektywna droga badan staje sig
metoda indukowania patrz [73], tj. uzycie przeksztalcenia powrotu (niekoniecznie
pierwszego) A 3 z + f®)(2) € A dla A i n(x) odpowiedniego dla j4 dla prawie
kazdego xz. Dowodzi sie wtedy nawet wyktadniczej zbieznosci, ktéra implikuje
wykladnicze mieszanie i w konsekwencji prawa probabilistyczne dla w o f™ dla u
funkcji holderowskiej, n.p. CLT, LIL, patrz Rozdzialy 9 i 10. Patrz takze Uwaga
5.4. Kluczowym zjawiskiem jest wykladnicze malenie py(Ay), gdzie A, = {z €
A:n(x) >n}.

Patrz takze [6] w przypadku rzeczywistym i silniejsze [27] i [28], ktére dotyczy
takze przypadku zespolonego i gdzie udowodniona jest wykladnicza zbieznosé¢ do
ug, zatem CLT and LIL. Patrz takze [72] dla endomorfizméw f wyzej wymiarowej
zespolonej przestrzeni rzutowej, gdzie 1) jest zastapione silniejsza nieréwnoscia.

4. NIEJEDNOSTAJNA HIPERBOLICZNOSC W RZECZYWISTYM I ZESPOLONYM
WYMIARZE 1

W tym rozdziale przedstawiamy szereg warunkéw, majacych sens zaréwno w
sytuacji rzeczywistej jak i zespolonej.

(a) CE. Warunek Collet’a-Eckmann’a. Istnieja A\cg > 1 and C' > 0 takie, ze
dla kazdego punktu krytycznego ¢ € K, ktorego trajektoria w przod nie zawiera
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innych punktéow krytycznych, dla kazdego n > 0, zachodzi
[(f") (f(e)] = CAEg.-

Ponadto wszystkie orbity okresowe w K sa hiperboliczne odpychajace.

(b) CE2(29). Drugi warunek Collet’a-Eckmann’a (w tyt) w punkcie zy € C.
Istnieje A\cgz > 11 C > 0 takie, ze dla kazdego n > 1 i kazdego w € f~"(2),

(") (w)] > CAEge
(w przypadku rzeczywistym dla kadego w blisko K, nie tylko w K).

(¢) TCE. Topologiczny warunek Collet’a-Eckmann’a. Istnieja M > 0,P > 1,
r > 0 takie, ze dla kazdego x € K istnieje Scisle rosnacy ciag liczb naturalnych n;,
j=1,2,..., takich ze n; < P-j i dla kazdego j (i dyskéw B(:) ponizej w C lub
R w przypadku rzeczywistym )

(4.1)  #{0<i<n;: Compyi(y FO=IB(fM (), 7)) N Crit(f) # @} < M,

gdzie ogdlnie Comp, V' oznacza skladowa zbioru V zawierajaca z. W przypadku
rzeczywistym zaklada sie dodatkowo, ze wszystkie okresowe orbity w K sa hiper-

boliczne odpychajace, co w przypadku zespolonym wynika z (4.1) automatycznie?.

(d) ExpShrink. FEzxponential shrinking of components. Istnieja Apxp > 117 >0
takie, ze dla kazdego x € K, kazdego n > 0 i kazde] sktadowej spjnosci Wi, zbioru
f™(B(z,r)) dla kazdego dysku (odcinka) B(z,r) w C (lub R), przecinajacego K

diam(W,) < A"

(e) LyapHyp (Lyapunov hyperbolicity). istnieje Aryap > 1 takie, ze wykladnik
Lapunowa x(p) kazdej ergodycznej miary p € M(f, K) spelnia x (@) > log Aryap-

(f) UHP. Jednostajna hiperbolicznosé na orbitach okresowych (Uniform hyperbol-
icity on periodic orbits). Istnieje Ape; > 1 takie, ze kazdy punkt okresowy p € K
okresu k > 1 spelnia

k k
’(f )/(p)| > )‘Per'
Wyréznijmy LyapHyp jako najbardziej pasujace do nazwy (silna) niejednosta-
jna hiperbolicznosé.?

Twierdzenie 4.1. 1. Warunki (c)-(f) oraz (b) dla pewnego zy s¢ wzajemnie
réownowazne w przypadku zespolonym. W sytuacji rzeczywistej te rownowaznosci
takze sq prawdziwe przy zatozeniu warunku stabej izolacji (f, K) (definicja ponizej),
[54].

2. W przypadku zespolonym suprema wszystkich statych Apxp, Acgz (supremum
po wszystkich z9) i Aper © ALyap $¢ takie same.

3. Zaréwno CE jak i CE2 implikujg (c)-(f).

2Jegli istnieje orbita O okresowa paraboliczna w J(f) tzn. taka, ze (f")(p) dla f"(p) = p
jest pierwiastkiem z 1, to O przyciga punkt krytyczny (spoza J(f)), wiec (4.1) nie moze byé
spelnione.

3Wtedy wszystkie holderowskie potencjaly sa hiperboliczne, patrz Warunek 5) in Rozdziale 3
i [23].
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4. Jesli jest tylko jeden punkt krytyczny w K, w szczegdlnodci jesli f jest
S-unimodalnym przeksztalceniem K = I w przypadku rzeczywistym, tzn. ma
dokladnie jedno ekstremum ¢ ujemng pochodng Schwarza poza nim, to wszystkie
powyzsze warunki s¢ Townowazne.

Wigcej szczegbléw mozna znalezé w [55], [64] 1 [54].

Definicja 4.2. (f, K) € o/ nazywa sie stabo izolowany jesli istnieje otoczenie U
zbioru K w dziedzinie f w R takie, ze kazda orbita f-okresowa O(p) w U musi
byé zawarta w K.

W przypadku zespolonym mozemy zamieni¢ (4.1) na

A8 (1" comp, 17331575 100) = M

dla pewnej statej M’. W przypadku rzeczywistym ten warunek jest stabszy niz
(4.1), bo f przeksztalcajace W41 w W, moze nie by¢ surjekcja. Moze mieé
“faldy”. 7Z tego powodu niektore trajektorie wstecz wzdluz Wy, w szczegdlnosci
napotkanych juz punktéw krytycznych, moga sie urywac.

W przypadku rzeczywistym dowéd CE=TCE zostal podany w [38]. W przy-
padku zespolonym w [57].

Implikacja TCE=CE zostala udowodniona w przypadku zespolonym w [49,
Theorem 4.1]. Uzyta zostala metoda “odwréconego teleskopu” J. Graczyka i S.
Smirnowa, patrz [16]. Przy §Crit(f) > 1 moze by¢ nieprawdziwa, [55, Appendix
C]. W przypadku rzeczywistym implikacja zostala udowodniona dla przeksztalcen
S-unimodalnych w [39].

Pytanie. Czy ta implikacja jest prawdziwa dla kazdego (f, K) € <. fD z jednym
punktem krytycznym, przy zalozeniu stabej izolacji? Wydaje sig ze tak.

Poniewaz warunek TCE jest napisany w terminach czysto topologicznych (wsréd
przeksztalcen o wszystkich orbitach okresowych w K hiperbolicznych odpychajacych),
jest on topologicznym niezmiennikiem. Stad

Whniosek 4.3. wszystkie réwnowazine warunki podane wyzej zachowujg sie przy
topologicznych sprzezeniach miedzy (f, K)-ami).

Inny dowdd topologicznej niezmienniczosci CE w sytuacji zespolonej zostat
przestawiony w [58] przy uzyciu kryterium dla kwazi-konforemnosci podanego
przez Heinonen’a i Koskele, [20].

Warto zauwazy¢, ze ta topologiczna niezmienniczo$¢ jest zadziwiajaca przy
warunkach wyrazonych w jezykach geometrycznym, rgzniczkowym, czy ergody-
cznym. Nie wiem jak wyrazi¢ CE dla przeksztalcenia unimodalnego odcinka w
jezyku topologiczno-kombinatorycznym (kodowania trajektorii w przéd punktu
krytycznego — kneading sequence — L lub R w zaleznosci od tego czy f"(c) jest na
lewo czy na prawo od c).

Waznym lematem uzywanym w tej teorii, np. CE=TCE, jest oszacowanie
sredniej odlegtosci w skali logarytmicznej dowolnej orbity od Crit(f), patrz [10].
Mianowicie
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Lemat 4.4.
n
(4.2) > —log|fi(x) — | < Qn
§=0
dla pewnej statej Q > 0, kaidego c¢ € Crit(f), kazdego x € K i kaidej liczby
naturalnej n. X' oznacza, Ze omijamy w tej sumie jeden indeks j gdzie | f7(x) — ¢
jest nagmmniejsze.

Dowd uzywa obserwacji, ze zbyt male | f*(c) — c| implikowaloby istnienie orbity
okresowej przyciagajacej, co blisko K nie jest mozliwe.

Roéwnowaznosci w Twierdzeniu 4.1 wygodnie jest dowodzi¢ w kolejnodci
CE2(z9) =ExpShrink=LyapHyp=UHP=-CE2(z2) i oddzielnie CE2(2y) <TCE.

Np., w przypadku zespolonym, zakltadajac UHP dowodzi si¢ CE2(zy) przez
aproksymacje (shadowing) orbitami okresowymi, poréwnaj poczatek Rozdziatu 6.

5. CISNIENIE GEOMETRYCZNE I STANY ROWNOWAGI

Wracamy do cis$nienia topologicznego, Definicja 1.2, ale dla ¢ = —tlog|f’|,
t € R, w sytuacji zespolonej K = J(f) lub rzeczywistej, gdzie ¢ moze przyjaé
warto$¢ +oo w punktach krytycznych f. Patrz poczatek Rozdzialu 2. To cisnienie
nazywamy ci$nieniem geometrycznym, jest bowiem uzyteczne w badaniu geometrii
przestrzeni K, jak w (2.3), poprzez dynamike f i stany réwnowagi dla ¢ dla
wszystkich ¢.

Definiujemy

P(t) = Pvar(t) = Pvar(fa —tlog ‘f/|)

jak w Definicji 1.2. To ma sens dzigki x(u) > 0 dla wszystkich p € M(f) w
szczegdlnosei dzigki catkowalnosci log | f|, patrz [45] i [64, Appendix A] gdzie jest
podany prostszy dowdd. Latwo wnioskujemy, ze ¢t — P(t) jest funkcja wypukla i
monotonicznie malejaca.

Podajmy teraz inna, réwnowazna definicje P(t), ktéra wyjasni geometryczne
znaczenie tego geometrycznego cisnienia, jak w Rozdziale 2.

Definicja 5.1 (Hiperboliczne geometryczne cisnienie).

Phyp(t) :=  sup  P(f|x,—tlog|f']),
XeA(f,K)
gdzie A(f, K) jest zdefiniowane jako przestrzen wszystkich zwartych f-niezmienni-
czych, tzn. takich, ze f(X) C X, hiperbolicznych podzbioréw K, repelleréw w
R.

7 tej definicji natychmiast wynika

Stwierdzenie 5.2. (Uogdlniony wzér Bowena, poréwnaj (2.3)) Pierwsze zero t
funkcji t — Poyp(K,t) jest réwne wymiarows hiperbolicznemu HDyyp, (K) zbioru
K, zdefintowanemu przez

HDpyp(K) := sup HD(X).
XeA(fK)
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P(t)

\
—Xsup

\\to ts Nlo=t:
N .t t
‘\ o
—Xinf

Ficure 2. Cisnienie geometryczne: LyapHyp ¢4 = oo,
LyapHyp t4+ < oo, non-LyapHyp. Rysunek pochodzi z [15], patrz
oznaczenia w Uwagach ponizej.

Dla dyskusji HDpyp,(J(f)) vs HD(J(f)), patrz [29, Section 2.13].

Ponizej formutujemy twierdzenie 5.3 udowodnione w [53] w przypadku zespolonym,
a w [54] w przypadku rzeczywistym.

Twierdzenie 5.3. 1. Przypadek rzeczywisty, [54]. Rozwazmy dowolne (f,K) €
o f:’ Zatozmy, zZe wszystkie orbity okresowe dla f zawarte w K sg hiperboliczne
odpychagjgce. Wtedy funkcja t — P(t) jest rzeczywista analityczna na otwartym
zbiorze parametréw (t—,ty) zdefiniowanym joko dziedzina gdzie

(5.1) P(t) > sup —t/log|f’\du,
veM(f)

Parametry t_ i t1 nie muszqg byé skoriczone. Dla kazdego t w tej dziedzinie ist-
nieje dla potencjatu ¢ = —tlog|f'| doktadnie jeden stan réwnowagi. Jest on
ergodyczny 1 bezwzglednie cigglty wzgledem odpowiedniej miary konforemnej mg,
z gestoScig ograniczonog z dotu prawie wszedzie przez dodatnig statg. Jesli pon-
adto f jest topologicznie doktadne na K (tzn. dla kazdego V' otwartego podzbioru
K istnieje liczna naturalna n taka, ze f*"(V) = K ), to ta miara jest mieszajgca,
spetnia warunek wyktadniczego malenia korelacyi i spetnia Centralne Twierdzenie
Graniczne dla funkcji probnych cigglych w sensie Lipschitz’a.

2. Przypadek zespolony, [53, Main Theorem|. Teza jest taka sama. Trzeba
dodatkowo zatoZyé jakies bardzo stabe rozcigganie, np.: istnienie dowolnie matych
dobrych par otoczen zbioru krytycznego Crit(f) (nice couples) V. € XA/, f”@VFﬂA/ =
& dla wszystkich naturalnych n, i hiperboliczno$é z dala od Crit(f), tj. |(f™) (z)| >
1 dla n dostatecznie duzych i x takich, ze fi(x) ¢ V,j =0,...,n. W szczegdlnosci
teza jest prawdziwa dla wszystkich wielomianow stopnia co najmniej 2, ktére nie
sq nieskorniczenie renormalizowalne.

Uwagi. 1) t_ it} sa nazywane parametrami przejscia fazowego. Poniewaz
P(0) = hiop(f) > 0, t— < 0 < t4, funkcja t — P(t) jest funkcja afiniczna na
lewo od t_, oile t_ > —oo i na prawo od ty, o ile t; < oo, rowne odpowiednio
t = —tXsup gdzie Xsup :=sup, x(v) dlat < 01t — —txinf, gdzie Xins := inf, x(v)
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dla t > 0. Oczywiscie P(t) nie jest rzeczywiste-analityczne w t_ i ¢4 (stad nazwa:
przejscie fazowe).

2) Dla f(z) = 22 — 2, f : [-2,2] — [-2,2] (wielomian Czebyszewa), mamy
f(2) =2,1(2) = 4,)((2\) = log?2, gdzie | probabilistyczna miara niezmiennicza
réwnowazng mierze dlugosci I. Mamy P(t) = log2 —tlog2 dlat > —11i P(t) =
—tlog4d dlat < —1, zatem t_ = —1, P(t) jest nierézniczkowalne w t_ idlat = —1
istnieja dwa nieréwnowazne stany réwnowagi: Dirac’a w z = 2 i [.

3) Dla f non-LyapHyp, t4+ = tg < oo, jednak t; < oo moze sie zdarzyé¢ takze
dla f LyapHyp, patrz [31] i [7, §].

4) Warto zauwazy¢, ze warunek (5.1) jest podobny do warunku 3) z Rozdziatu
3. Dla f LyapHyp i t > ¢, nie istnieje zaden stan réwnowagi, patrz [23].

5) Dla f rzeczywistego, jak w Twierdzeniu 5.3, spemiajacego LyapHyp i K = ./T\,
mamy to = 11idla ¢ = —log |f’| wnioskujemy, ze jedyny istniejacy stan réwnowagi
jest bezwzglednie ciagly wzgledem miary Lebesgue’a (a.c.im. tzn. invariant ab-
solutely continuous with respect to Lebesgue measure). W rzeczywistosci ten fakt
zachodzi takze bez zalozenia LyapHyp, przy t = tg = t1 = 1, przy zalozeniu
bardzo stabej hiperbolicznosci, np. |(f™)'(f(c))| — oo dla wszystkich ¢ € Crit(f),
patrz [5] i [67]. W przypadku zespolonym patrz [17] i silniejsze [65].

Uwaga 5.4. W dowodzie Twierdzenia 5.3, uzywamy (poréwnaj Uwage 3.2) przek-
sztalcenia powrotu (niekoniecznie pierwszego) F(z) = f™(*) do dobrej (nice, Markov)
dziedziny V jak w Twierdzeniu 5.3, pkt.2, w szczegélnosci f*(0V)NV = @. Jed-
nak, inaczej niz w [73], nie uzywamy w konstrukcji stanu réwnowagi pg, bo a
priori nie wiemy, czy istnieje. Konstrukcja jest geometryczna. F' (dokladniej
rodzina galezi F~1) jest Nieskoriczonym Ukladem Iteracyjnym (z nieskonczona
liczba symboli), patrz [33] [40] z podana tam bibliografia. Uzyskujemy rozciaganie
dzieki “przyspieszeniu” z f do F. Rozwazamy wtedy stan réownowagi P dla
(F,®) gdzie ®(x) := Z?g})_l é:¢(f7(x)) (i réwnowazna miare konforemna), patrz
Twierdzenie 1.3. Nastepnie rozprowadzamy te miare na wieze Lai-Sang Young:
{(2,7) : 0 < j < n(z)} i rzutujemy (x,7) — f7(z) do py na K. 4

Wiasnosci stochastyczne P pozostaja spelnione przy tej konstrukcji miary .
Analitycznos$¢ ¢t — P(t) wynika z wyrazenia P(t) jako zera cisnienia dla F' z po-
tencjalem zalezacym od dwdch parametrow i twierdzenia o funkcjach uwiktanych.
Patrz tez [69)].

Uwaga 5.5. Dla ciagu miar probabilistycznych pu, stabo* zbieznego do pewnej
miary /i, w obecnosci punktéw krytycznych [log|f’|du, nie musi zbiegaé¢ do
[ log|f'| dfi. Jedynie pélciaglosé z géry ma miejsce (mozna uzy¢ ciagu

max{—k,log |f'|} N\ log|f/| dla k — o0). Zatem, dla t > 0, ani stany réwnowagi
e, dla t, — t, ani ciggi miar p dajace supremum wolnych energii w Definicji
1.2 nie musza zbiegaé¢ do stanu réwnowagi dla —tlog|f’|. A priori wolna energia

4Metoda indukowania pomaga czasem zdecydowaé czy istnieje skonczonej miara a.c.i.m. dla
przeksztalceni odcinka z ptaskimi punktami krytycznymi lub dla funkcji catkowitych lub meromor-
ficznych na C w zaleznoéci od P-catkowalnosci pierwszego czasu powrotu, patrz prace N. Dobbs’a,
B. Skorulskiego, J. Kotus, G. Swigtka,
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w granicy moze spa$¢. Jednak pewne modyfikacje tych metod sa uzywane do
pokazania istnienia stanu réwnowagi, [12]°

Warto zauwazy¢, ze przejscie do stabej*-granicy srednich z miar Dirac’a w
{z,..., fM(2)} dowodzi imsup,,_,q sup,ex +5n(log|f)(2) < Xmax. Jednak ana-
logiczna nieréwnos¢ liminf - -+ > yiur jest w sposdb oczywisty falszywa. Te ob-
serwacje pomagaja w zrozumieniu spektrum Lapunowa:

Uwagi o spektrum Lapunowa Twierdzenie 5.3 pozwala wyrazié¢ tzw. spek-
trum wymiarowe dla wyktadnikéw Lapunowa przy uzyciu transformaty Legendre’a,
tj. dla kazdego a > 01 L(a) :={z € K : x(z) = a}

1
5.2 HD(L = —inf (P(¢ t).
(5.2) (£()) = 3 int (P(#) + o)
W dowodzie wykorzystuje si¢ rownos¢ Mané

(5-3) HD(p) = hyu(f)/x (1)

przy zalozeniu x(u) > 0, [60], gdzie HD(p) := sup{HD(X) : p(X) = 1}, zas-
tosowana do pg, .

Réwnosé (5.2) dotyczy punktéow regularnych x’s, tzn. takich, ze
X(z) = limp o0 L log|(f™)'(2)] istnieje. Jest mozliwe podanie formut lub przyna-
jmniej oszacowan na wymiary Hausdorffa zbioréw punktéw nieregularnych £(«, 5) :=
{zr € K : x(z) = a,X(x) = B} dla dolnych i gérnych wyktadnikéw Lapunowa,
gdzie zamieniamy lim odpowiednio na liminf i limsup. Patrz [14] i [15].

Niestety te prace nie méwia nic o wielkosci zbioréw punktow z zerowym gérnym
wykladnikiem Lapunowa.

Dla punktu z bedacego wartoscia krytyczna mozna udowodnié fakt analogiczny
do x(p) > 0:

Twierdzenie 5.6 ([26]). Jesli funkcja wymierna f : C — C ma tylko jeden
punkt krytyczny ¢ w J(f) i wszystkie orbity okresowe w J(f) sq hiperboliczne

odpychagjgce, to x(f(c)) > 0.

Dla S-unimodalnych przeksztalceri odcinka zostalo to udowodnione duzo wezesniej
przez T. Nowickiego i D. Sands’a w [39].

6. INNE DEFINICJE GEOMETRYCZNEGO CISNIENIA

Definicja 6.1 (punkt bezpieczny). See [60, Definition 12.5.7]. Punkt z € K nazy-
wamy bezpiecznym jesli z ¢ U;’;l(fj((]rit(f))) i dla kazdego 0 > 0 i n dostatecznie
duzych

B(z, exp(=dn)) N Uj_, (7 (Crit(f))) = 2.

7 tej definicji natychmiast wynika, ze wszystkie punkty oprécz nalezacych do
zbioru o wymiarze Hausdorffa 0, sa bezpieczne.

5En‘cropia nie sprawia klopotu, zachodzi pdlciaglo$é¢ z goéry, wynika to z asymptotycznej h-
ekspansywnosci wynikajacej z gtadkosci C* w przypadku zespolonym i z ciaglosci i kawaltkami
monotonicznosci w przypadku rzeczywistym [36, Twierdzenie 2]
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Definicja 6.2 (Ciénienie drzewiaste). Dla kazdego z € K i t € R definiujemy

(6.1) Preo(t) =limsup~log S (") (@)

— n
e fr(z)=z,2€K

Poréwnaj to z P(f,¢$) w Twierdzeniu 1.3. Przy odpowiednich zatozeniach, np
dla bezpiecznych z ta granica istnieje, nie zalezy od z i jest réwna P(t). Patrz
[48], [55] 1 [60] w przypadku zespolonym oraz [54] i [52] w przypadku rzeczywistym.
Kluczem dla dowodu jest rozszerzenie kazdej trajektorii dlugosci n koriczacej sie
w z, Tp(x) = {z,...,2} w przéd i w tyt razem o czas m < n i zbudowanie
Iterowanego Ukladu Funkcji dla galezi wstecz przeksztalcenia f?+™ i rozwazenie
jego zbioru granicznego X . Jego trajektorie przez czas n sa bliskie (Sledza, eng.
term “shadow”) blokom T;,(z). To dowodzi Piree(2,t) < Phyp(t). Przeciwna
nieréwnos¢ wynika natychmiast ze rozwazenia drzew Jpn ), Tn(z) wewnatrz
hiperbolicznych podzbioréw X.

Podobnie dowodzi si¢ Pyar(t) < Phyp(t). Przy danej mierze p spelniajacej
x () > 0, tapie si¢ zbidér hiperboliczny X metoda Katok’a-Pesin’a wzdluz blokéw
“regularnych” T,,(z).

z

Dla ciaglego potencjalu ¢ : X — R dla zwartej przestrzeni metrycznej (X, p),
rozwazmy

- 1
(6.2) Peep(f, 0) :== glg(l) llrrgsgp - log (Sl;p ;eXP Snd(y)),
y

gdzie supremum jest wzigte po wszystkich zbiorach (n,e)-rozdzielonych ¥ C X,
tzn. takich Y, ze dla kazdych réznych yi,y2 € Y, pn(y1,y2) > €, gdzie p, jest
metryka zdefiniowana przez p,(z,y) = max{p(f/(z), f/(y)) : 5 =0,...,n}. Sep
jest skrotem od “separated” — rozdzielone.

Dla ¢ = —tlog|f’| dla t > 0, w obecnosci punktéw krytycznych dla f, Psep jest
zawsze rOwne oo przez wziecie jako elementu zbioru rozdzielonego jakiegos punktu
krytycznego. Zastepujemy wiec te definicje przez ci$nienie drzewiaste.

Mozna jednak uzy¢ infimum po (n, €)-sieciach, definiujac Pspanning(f, @) (span-
ning thumaczymy na: sie¢). To jest sensowne pojecie czesto réwne innym ci$nieniom.
Przy wyborze sieci unikamy punktéw krytycznych. Zarys tej teorii podany jest w
[52]. Zwréémy tylko uwage na to, ze to ci$nienie jest réwne P(f, —tlog|f’|) dla
t > 0 w przypadku zespolonym, jesli

Definicja 6.3. f jest stabo stabilny wstecz w sensie Lapunowa to znaczy dla
kazdych 6 > 0 i e > 0, dla kazdego n dostatecznie duzego i kazdego dysku
B = B(x,exp —dn) o $rodku w = € K, dla kazdego 0 < j < n i kazdej sktadowej
V zbioru f~7(B) przecinajacej K zachodzi diamV < e.

Ten warunek jest spelniony dla wszystkich funkcji wymiernych z doktadnie jed-
nym punktem krytycznym, ktérego trajektoria jest w J(f) lub jest przyciagana
do J(f), dzigki Twierdzeniu 5.6.

Pytanie. Czy staba stabilno$¢ wstecz w sensie Lapunowa jest prawdziwa dla
wszystkich funkcji wymiernych?
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Na koniec zdefiniujmy Ppey, ci$nienie na orbitach okresowych, tak jak P ee
tylko, ze bierzemy z € Per,, (okresowe , okresu n) zamiast = € f~"(z). W [56],
Ppe,(t) = P(t) zostalo udowodnione dla wymiernych f (patrz takze [4] dla pewnej
klasy wielomianéw) dla K = J(f), przy zallozeniu

Warunek H. Dla kazdego ¢ > 0 i dostatecznie duzych n, jesli dla zbioru
P C Pery, dla wszystkich p,q € P i wszystkich i : 0 < i <n dist(f*(p), f*(q)) <
exp —on, to #Z < expon.

Pytanie. Czy ten warunek zachodzi dla dowolnych funkcji wymiernych stopnia
co najmniej 2 7 W szczegdlnosci, czy moga istnie¢ duze “wiazki” orbit okresowych
wykladniczo blisko punktu stalego Cremer’a (tzn. takiego, ze f/(z) = €™, a ¢ Q,
nie ma linearyzacji w otoczeniu z, tj. z € J(f)) ?

7. GEOMETRYCZNE DRZEWA KODUJACE, ZBIORY GRANICZNE. GIBBS SPOTYKA
HAUSDORFFA

Pojecie geometrycznego drzewa kodujacego, (po angielsku: geometric coding
tree, g.c.t.), pojawilo sie juz w pracy Jakobsona [25], gdzie pokazano, ze kodowanie
za pomoca tego drzewa jest skonczone-do-1 w przypadku expandingu. pdzniej
g.c.t. uzyte byly w [41, 42] i z cala sita w [61, 62] i pracach, ktére je kontynuowaty.
Podobne grafy byly pdzniej uzywane w celu topologicznej analizy nieodwracalnej
dynamiki, patrz [37, 18].

Definicja 7.1. Niech U bedzie otwartym spdjnym podzbiorem sfery Riemanna
C. Rozwazmy przeksztalcenie holomorficzne f : U — C takie, ze f(U) D U i
f U — f(U) jest przeksztalceniem wlasciwym. Zalézmy, ze zbiér Crit(f) jest
skoriczony. Rozwazmy dowolny punkt z € f(U). Niech punkty z', 22, ..., 2% beda
pewnymi f-przeciwobrazami punktu z i d > 2. Rzwazmy krzywe 47 : [0,1] —
fU), j =1,...,d, taczace z odpowiednio z 2/ (tzn. 47 (0) = z,77(1) = 27),
gdzie opuszczamy przeciecia i samoprzeciecia, takie, ze 47 N f*(Crit(f)) = @ dla
wszystkich jin > 0.

Dla kazdego ciagu o = (ap)ie, € »?¢ (gdzie X% to przestrzen symboliczna z
przeksztalceniem ¢ przesuniecia w lewo, patrz Rozdziat 1) definiujemy ~o(«) :=
70, Zatézmy, ze dla pewnego n > 0, dla kazdego 0 < m < n i kazdego o € ¥,
krzywe v () : [0,1] — f(U) sa juz zdefiniowane. Zalézmy, ze dla 1 < m < n
mamy £ 0 3 (@) = Y1 (5(c)), 1 3m(@)(0) = Ym_1(a)(1). Zdefiniujmy 41 ()
tak, zeby poprzednie réwnosci byly spelione takze dla n+1, biorac odpowiednie f-
przeciwobrazy (podniesienia) krzywych 7,. Dla kazdego oo € £¢ i n > 0 oznaczmy
20(0) 1= () (1),

Graf 7 = 7 (2,7',...,7%) z wierzchotkami z i z,(«) i krawedziami 7, () jest
nazywany geometrycznym drzewem kodujgcym z korzeniem z. Dla kazdego a € X4
podgraf skladajacy sie z z,z,(a) 1 v, () dla wszystkich n > 0 jest nazywany
nieskoriczong geometryczng galezig i oznaczany b(«). GalaZ jest nazywana zbieing
jesli ciag yn(a) jest zbiezny do punktu naleacego do clU. Definiujemy przek-
sztatcenie kodujgce zoo : D(z00) — clU jako zoo(ar) := limy o0 2 () na dziedzinie
9 = P(z~0) wszystkich takich a dla ktérych b(«) jest zbiezne.
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Oznaczmy A := 200(Z(200)). Jesli f rozszerza sig holomorficznie na otoczenie
domkniecia A to A nazywamy kwazi-repellerem, patrz [61].

Uwagi. Przy danym przeksztalceniu Riemanna R : D —  na jednospdjny
obszar 2 C C (biholomorficzne, tzn. R i R~! holomorficzne), mozna rozwazaé
rozgalezione nakrycie, np. g(z) = 22 naD, oraz f = RogoR™'. Wtedy, przy dowol-
nie wybranych z € Q (oprécz wartosci krytycznej dla f i krzywych 47 laczacych ten
punkt z jego f-przeciwobrazami w {2 mozemy rozwaza¢ odpowiednie drzewo 7.
Wtedy, zamiast rozwazaé R i jego rozszerzenie przez granice radialne: R, mozemy
rozwazaé granice wzdluz galezi drzewa, zoo : 3¢ — FrQ. To definiuje strukture
kodowania ciagami symboli, uzyteczna w dowodzeniu praw statystycznych

Kodowanie jest szczegdlnie uzyteczne przy badaniu miar, ktére przychodza z
0D via R, a nie sa stanami réwnowagi dla potencjaléw bezposrednio na Fr ().
Przykladem moze byé miara harmoniczna, ktéra jest R,-obrazem miary diugodci
I. Mozna rozwazaé podniesienie [ do %¢ przy kodowaniu drzewem .7/ = R™1(.7)
a nastepnie projekcje przy uzyciu (2o )« na Fr.

Geometryczne drzewa kodujace sa zawsze dostepne w obecnosci odpowiedniej
holomorficznej dynamiki, nawet pod nieobecnos$¢ 2, tzn. nieobecnosé przek-
sztalcenia Riemanna. Drzewa i wynikajace z nich kodowanie mozna uwazaé za
dyskretne uogélnienie lub zastapienie przeksztalcenia Riemanna i jego granicy ra-
dialnej.

W [59] zostalo udowodnione, ze dziedzing 2 jest cale ©¢ oprécz najwyzej
“cienkiego” zbioru. W szczegdlnosci dla miary Gibbsa v na £¢ dla holderowskiego
potencjatu, granica zo () istnieje dla v-prawie kazdego «, zatem obraz (2s0)« (V)
ma sens. Ponadto nasze kodowanie (., jest “cienkie”’-do-1. To jest “dyskretne
uogdlnienie” Twierdzenia Beurlinga dotyczacego brzegowego zachowania przek-
sztalcenia Riemanna. “Cienkie” oznacza jaki§ wariant zerowej pojemnosci loga-
rytmicznej (w zaleznoéci od whasnosci drzewa®. W szczegélnosci to kodowanie nie
zmienia entropii.

Dla v € M(s, %) i ¢ : ¥¢ — R, zakladajac [ dv = 0, definiuje si¢ asymptoty-
czng wariancje (oczywidcie mozna rozwazaé przestrzeni ogélniejsza niz %¢)

n—oo N

(71)  o?=0%(¢) = lim 1/(an/;)Qdy:/wzdu+2zw-(¢ogj)dy,
j=1

zaktadajac ze powyzsze skoriczone granice istnieja.

Twierdzenie 7.2. Niech A bedzie kwazi-repellerem dla geometrycznego drzewa
kodujgcego dla przeksztatcenia holomorficznego f : U — C. Niech v bedzie -
niezmienniczq miarg Gibbsa na £ dla holderowskiej funkcji ¢ - ©¢ — R. Zaldézmy,
ze P(s,¢) = 0. Niech p:= (200)x(V).

Wtedy, dla ¢ := —HD(p)(log |f] © 200)) — ¢, zachodzi [ du = 0 i asymptoty-
czna wariancja o? = 03(1/1) 1stnieje.

6Deﬁnicjau: zwarty X C C ma pojemnos$¢ logarytmiczng zero jesli [ log ﬁ dv(z)dv(w) = o0

dla kazdej miary probabilistycznej v o no$niku w X. W [59] rozwaza si¢ potegi logarytmu.
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Jesli 0® > 0, to istnieje zwarty, f-niezmienniczy, hiperboliczny repeller X C A
taki, ze HD(X) > HD(u). W konsekwencji HDyyp(A) > HD(p) (zdefiniowane po
(5.2)). B

Jesli 0% = 0, to 1) is kohomologiczne 0. Wtedy dla kaidych x,y € A nie post-
krytycznych, jesli z = f"(x) = f™(y) dla pewnych liczb naturalnych n,m, to
rzedy krytycznosci f™ w punkcie x i f™ w punkcie y muszg byé takie same. W
szczegdlnodei wszystkie punkty krytyczne ¢ € A muszg byé pre-okresowe, tzn. ist-
nieje n takie, Ze f™(c) jest punktem okresowym.

To ostatnie zdarza sie tylko w specjalnych sytuacjach, patrz np. Twierdzenie 7.3
ponizej. Wiecej szczegéléw mozna znalezé w [73], chociaz ¢ jest tam zdefiniowane
bezposrednio na J(f) (co jednak nie stwarza szczegdlnej réznicy). Patrz takze
Rozdziatl 10.

Przy danym przeksztatceniu f : X — X i funkcjach uw,v : X — R, nazywamy
u kohomologiczne v, w klasie C jesli istnieje h : X — R nalezace do C takie, ze
u—v = hof—h. Wazny lemat [61, Lemma 1] méwi, ze 02 = 0 powyzej implikuje 1)
kohomologiczne 0 w L%(p1), i czesto w wezszej klasie, w zaleznosci od v (sztywnosé
typu Livsic’a).

e Faktycznie [¢dv = —HD(u)x(p) — [ddv = —hu(f) — [ddv = —hy(s) —
[ ¢dv = P(s,¢) = 0. Teraz, zeby udowodni¢ Twierdzenie 7.2 zauwazmy, ze
2x(p) > hu(f) = hu(s) > 0, patrz [60, Ruelle’s inequality] (uzyte juz przedtem w
3)=5) Rozdziale 3) i w [41]. Zatem, uzywajac rozszerzenia naturalnego’ (X%, v,¢)
(tutaj przestrzen ciagéw dwustronnych) i teorii Katok’a-Pesin’a, otrzymujemy
zbiér hiperboliczny X z HD(X) > HD(u) — € dla dowolnego € > 0. Poréwnaj
komentarze dotyczace sledzenia w Rozdziale 6.

e 02 > 0 implikuje istnienie, dzieki Centralnemu Twierdzeniu Granicznemu,
duze fluktuacje (odchylenia) sum Z}l:_ol Yol odn- [dv (tutaj 0), co pozwala
znalez¢ X z HD(X) > HD(p).

Specjalnej troski wymaga znalezienie X bedacego podzbiorem A, patrz [50]
(bedaca kontynuacja [63]).

Powyzsze fluktuacje byly wykorzystane przez A. Zdunik dla udowodnienia, przy
¢ statlej,

Twierdzenie 7.3 ([74]). Niech f : C — C bedzie funkcjg wymierng stopnia
d>2. Jesli 0 > 0, to dla pimax(f), miary z maksymalng entropig (réwnag logd),
HD(J(f)) > HD(ptmax(f)). Jesli 0> = 0, to f jest post-krytycznie skoriczone, z
parabolicznym. orbifoldem, [35].

Mozemy pisa¢ fimax = (200 )x(Mogd), bo miara z maksymalna entropia jest jed-
noznaczna dla f.

A. Zdunik udowodnita de facto istnienie hiperbolicznego zbioru X C J(f)
speliajacego HD(X) > HD(pmax(f)), a zatem HDpyp,(J(f)) > HD(ftmax(f)).
Poniewaz w Twierdzeniu 7.3 A = J(f), jest jasne, ze X C A.

"Termin wprowadzony przez Rochlina przyjety w teorii ergodycznej — chodzi o granice
odwrotna, czyli przestrzend wszystkich trajektorii {z,,n € Z}.
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e W przypadku 0? =0, v: J(f) — R speiajacego réwnanie kohomologiczne
log|f'| = vo f— v+ Const na J(f) rozszerza si¢ do funkcji harmonicznej poza
J(f) (sztywnosé Livsic’a) dajac to réwnanie na skoriczonej sumie krzywych rzeczy-
wistych analitycznych zawierajacej J(f) (nazywamy to przypadkiem rzeczywistym)
lub na C. W twierdzeniu 7.2 na A i dla rozszerzenia w Twierdzeniu 7.3, the “rzedy
wzrostu” —log |(f™)'| w z i —log|(f™)’| w y musza by¢ takie same dzigki réwnaniu
kohomologicznemu i byé¢ réwne rzedowi wzrostu v w z (zjawisko “sprzezone”, w
sensie modutu i argumentu funkcji holomorficznej, do obecnosci niezmienniczego
pola kierunkéw). To implikuje paraboliczny orbifold w Twierdzeniu 7.3.

Twierdzenie 7.3 zastosowane do wielomianu f ze spéjnym zbiorem Julii (brzegiem
Qw, basenu przyciagania do nieskoriczonosci) dzieki
HD(pmax(f) = 1 [32], implikuje nastepujacy stynny wynik (poréwnaj modelowy
przyklad 22 4+ ¢ w Twierdzeniu 2.1):

Twierdzenie 7.4 (Zdunik [74]). Dla dowolnego wielomianu f stopnia co najmniej
2, ze spéjnym zbiorem Julii J(f), albo J(f) jest okregiem lub odcinkiem, albo jest
fraktalem, tzn. HD(J(f)) > 1.

8. BRZEG, WZROST RADIALNY, MIARA HARMONICZNA, A HAUSDORFFA

Dla wielomianéw ze spéjnym zbiorem Julii miara pmax(f) jest réwna mierze
harmonicznej w (z punktu co) Wychodzac z tej obserwacji A. Zdunik podata
inny dowéd Twierdzenia 7.4, szczegdlnie w czesci o? = 0, patrz [75]. Mozna
bowiem patrze¢ z wnetrza basenu (2o, i uzyé¢ drzewa w basenie, patrz Uwagi w
Rozdziale 7, i korzystajac z 02 = 0 udowodnié istnienie prawie wszedzie radialnej
granicy pochodnej przeksztalcenia Riemanna jego ciaglej rozszerzalnosci na 9D i
w nastepstwie gtadkosci, a nawet analitycznosci Fr (2.

Theorem 7.4 zostalo wzmocnione z tego punktu widzenia w [51], poprzedzone
przez [63], nastepujaco:

Twierdzenie 8.1. Niech f : C — C bedzie funkcjg wymierng stopnia co najmniej
2 1 Q bedzie jednospdjng sktadowq basenu bezposredniego przyciggania do orbity
okresowej przyciggajgcej (tzn. sktadowgq spdjnosci przycigganego zbioru przeci-
najgcg te orbite). Wtedy, przy zalozeniu, Ze f nie jest skoriczonym produktem
Blaschke w pewnych wspotrzednych holomorficznych na sferze, lub nie jest 2-do-1
holomorficznym faktorem produktu Blaschke, mamy HDyyp,(Fr Q) > 1.

Mozna zatozyé¢ f(€2) = Q biorac f™ zamiast f gdzie n to okres orbity.

Nowoscia w [51] bylo pokazanie jak znalezé duzy zbidér hiperboliczny X w zbiorze
Fr Q2 nie bedacym calym zbiorem J(f).

W rzeczywistosci nastepujaca “lokalna” wersja tego twierdzenia zostata udowod-
niona w [51]:

Twierdzenie 8.2. Zaldzimy, ze f jest zdefiniowane i holomorficzne na otoczeniu
W brzegu FrQ, gdzie Q jest spdjnym, jednospdjnym obszarem w C, majgcym co
nagmniej 2 punkty. Zatéimy, ze f(WNQ) C Q, f(FrQ) C FrQ i FrQ odpycha po
stronie Q, tzn. (72, f~"(W NclQ) = FrQ. Wtedy albo HDy,yp, (Fr(Q)) > 1, albo

FrQ jest analityczng krzywg Jordana lub analitycznym tukiem.
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Dziedzina (obszar) Q z f jak powyzej zostala nazwana RB-dziedzing (RB od
repelling boundary), nazwa wprowadzona w [42, 61] (ta definicja ma sens takze dla
obszaréw niejednospéjnych). Twierdzenie 8.2 (przynajmniej czeéé o2 > 0) wynika
bezposrednio z Twierdzenia 7.2. Niech R : D — ) bedzie przeksztalceniem Rie-
manna, i niech g : W' — D bedzie zdefiniowane przez g :== R~ o f o R na
W' = R} (W N Q). Rozwazmy g.ct. T = T(z,7',...,9) dlaziy wWNQ
dostatecznie blisko Fr () zeby ta definicja miala sens i oznaczmy d = deg f|wna
(sytuacja taka sama jak w Uwagach w Rozdziale 7 powyzej, ale z odwrotna kole-
jnoscia definiowania f i g). Rozwazmy g.c.t. .7’ = R™1(.7). Funkcja g rozszerza
sie holomorficznie poza JD, ktére dla tego rozszerzenia okazuje sie byé¢ odpy-
chajacym repellerem®Zatem przeksztalcenie kodowania dla .7 jest holderowskie,
a poniewaz log |¢| jest tez funkcja holderowska, to ¢ : ©¢ — R zdefiniowana jako
d(a) = —log|g'| o (R71(2))eo(a) dla drzewa F' jest holderowska. Istnieje wiec
miara Gibbsa v = vy.

Latwo zauwazy¢, ze P(¢) = P(—log|g'|) = 0, i istnieje dla —log |¢/| miara
Gibbsa [ € M(g), réwnowazna mierze dlugosci [ (a.c.im.). Wtedy v jest pod-
niesieniem [ to $¢ przy kodowaniu danym 7. R

W rezultacie i1 := 25, (V) jest réwne mierze @ := R,(l), ktéra jest f-niezmiennicza
i bedaca w klasie rownowaznosci miar harmonicznych w na Fr ) ogladanym z (2.

Zauwazmy teraz, ze HD(w) = 1 wynika z réwnosci (5.3), z réwnosci hg(f) =
hi(g), patrz [41, 42], i z réwnosci wykladnikéw Lapunowa [ log |f| di = [log|¢/| dl >
0. Ta ostatnia rownos$¢ wynika z nastepujacej réwnoéci dla prawie kazdego ¢ € JD:

i 108 [P (R(rQ))| ~log (") (rQ)) _ (. —log[R'(rQ)| _

8.1
( ) r—s1 log(]_ — 7‘) r—1 log(l — ’I”)

Pierwsza réwnosé dowodzi sie uzywajac f o R = Ro g w DD, najpierw dzialajac
R blisko 9D, nastepnie iterujac f, potem dzialajac R~! bedac gleboko w Q, na
koncu iterujac g wstecz.

Ostatnia réwno$é w ynika z harmonicznosci log |R/|, ktéra pozwala zastapié
calke po okregach o $rodku w 0 przez log |R'(0)|. Szczegdly mozna znalezé w [42].

Przytoczmy jednak zdumiewajacy fakt, ze HD(w) = 1 jest prawdziwe w pelnej
ogolnosci, bez zatozenia istnienia przeksztalcenia f, patrz Makarov [30].

Szkic dowodu Twierdzenia 8.2 przy o? > 0 jest zakoriczony. To, ze 02 = 0
implikuje analitycznosé¢ Fr 2 byto juz komentowane na poczatku tego rozdziahu.

9. WERSJE ZWIAZANE Z PRAWEM ITEROWANEGO LOGARYTMU

Wynikajace z Prawa Iterowanego Logarytmu (Law of Iterated Logarithm, w
skrécie LIL) do 9 : ¥ — R duze odchylenia S, od 0 prowadza do (patrz [61] i
[60]:

8Istnienie holomorficznego (konforemnego) rozszerzenia to tzw. zasada symetrii Schwarza.
Wtasnos¢ rozciagania dla g wynika z zalozenia RB dla f i z Lematu Schwarza.
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Twierdzenie 9.1. W sytuacji Twierdzenia 7.2, jesli 0* = o2(¢)) > 0, dla c(p) :=
202/x(p), & := HD (1) i ac(r) := r®exp(cy/log 1/rlogloglog 1/7)
1) pLH,,, tzn. jest singularna wzgledem szczegolnej miary Hausdorffa (refined
Hausdorff measure, [60, Section 8.2]) dla funkcji prébnej ae, dla 0 < ¢ < c(p);
2) p < Hy,,, tzn. jest absolutnie ciggta, dla wszystkich ¢ > c(p).

Rzeczywiscie, podstawiajac w LIL n ~ (log1/r,)/x(p) dla r, = [(f™)'(z)|7",
otrzymujemy dla p-prawie kazdego z

91)  Timsup BT

=xdlal<ec<e i ---=0forec>c
msup = s (1) (1)

(w tym drugim przypadku po obcieciu a priori dowolnie malej czesci p).
To jest tzw. Szczegdlny lemat o lokalnej objetosci (Refined Volume Lemma),
patrz [61, Section 4] i, trudniejszy przypadek: ¢ > c(u), [62, Section 5].7

Mozemy zastosowaé twierdzenie 9.1 do u = @ € M(f, Fr Q) réwnowaznej mierze
harmonicznej w jak w Rozdziale 8.

To daje szczegdlna informacje o radialnym wzroscie pochodnej przeksztatcenia
Riemanna, postepujac za (8.1):

Twierdzenie 9.2. Niech Q) bedzie RB-dziedzing w C z nieanalitycznym brzegiem
i niech R : D — Q bedzie przeksztatceniem Riemanna. Wtedy istnieje c(2) > 0
takie, Ze dla Lebesgue’a prawie kazdego ¢ € 0D

1 /
(9.2) G (¢) := limsup og | R'(r{)| = ()
r—>1 +/log(1/1 —r)logloglog(1/1 — 1)
Podobnie G~ () := liminf - -- = —¢(Q). Wreszcie: ¢(Q) = c(w)w Twierdzeniu 9.1.

W rzeczywistosci Twierdzenia 9.1 dla p = & 1 9.2 sa spelione dla kazdego jed-
nospéjnego obszaru  C C, wlacznie z ¢(2) = ¢(@). Dynamika nie jest potrzebna.
Oczywiscie trzeba doda¢ w obu definicjach esssup po odpowiednio ¢ € D i po
z € FrQ (dla ¢(z) = ¢(w) okreslonego wzorem (9.1), poréwnaj [60, Th. 8.6.1]
). Ess sup jest potrzebne poniewaz przy nieobecnosci ergodycznosci te funkcje
nie musza by¢ prawie wszedzie stale. Patrz [13, Th. VIIL.2.1 (a)] i podane tam
odsytacze do przetlomowych prac N. Makarowa, w szczegélnosci [30].

Istnieje uniwersalna stala Makarowa Cy; < oo szacujaca z gory wszystkie ¢(Q)
ic(@) w (9.2). Najlepsze oszacowanie z géry, ktére znalaztem w literaturze, to
Cv < 1.2326, [19]. W [43] znalaz}em oszacowanie stabsze, uzywajac naturalnej
metody przedstawiania log |R/| jako granicy szeregu stabo zaleznych zmiennych
losowych aproksymujacych martyngal na dD, i w rezultacie speliajych LIL.
Niestety kolejne aproksymacje prowadzity do strat w koncowym oszacowaniu.

Dla holomorficznego rozciagajacego repellera f : X — X i holderowskiego po-
tentialu ¢ : X — X, asymptotyczna wariancja dla miary Gibbsa p = py,4 dla

9Zwykly lemat o lokalnej objetosci (Volume Lemma) méwi, ze dla p-prawie kazdego z istnieje

log u(B(z;rn)) _
log -

niezalezna od z granica lim,_ K, 1 jest kluczowy np. w udowodnieniu (5.3),

patrz [60, Tw. 11.4.2].
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kazdego to € R spelia wzér Ruelle’a (patrz [60]):

d’P(tg)

93 o [oan =S50

Question. Czy (9.3) zachodzi dla dowolnej funkeji wymiernej i hiperbolicznego
potencjalu i jego stanu réwnowagi na zbiorze Julii? A jak jest dla RB-dziedziny
f:FrQ—>FrQipu=0x?

Dla RB-dziedziny Q dla f i dla ¢ = —log|f'|, jesli g(z) = 2%, np. dla basenu
nieskonczonosdci €2 = Q dla wielomianu f ze spéjnym zbiorem Julii J(f) = FrQ),
rozwaza sie spektrum $rednich caltkowych (integral means spectrum) zalezne tylko
od €,

1
9.4 Bal(t) = limsuplog/ R (r¢)| |d¢
(94) (@) =t oston | RGO 4
Okazuje sie, ze spelnia ono réwnanie
P(tg)
t)y=t—14+ ——=
falt) + logd’

patrz np. [60, Eq. (9.6.2.)].
Dla tg = 0 mamy p = @ i lewa strona (9.3) moze byé zapisana jako
(3logd)o?(log R') (3 bo mamy tu R', a nie |R'|), patrz (7.1) i (8.1), gdzie

o*(log R') := limsup Jow 1108 R'(tC)|* |d]

r—1 —2mlog(1 —7)|
Tak wigc (9.3) zmienia si¢ na o?(logR') = 2%&:0, patrz [24]. Ma wigc

analityczne, nie dynamiczne, znaczenie. Jest takze zwiazane z metryka Weil’a-
Petersson’a, patrz [34].

10. OSIAGALNOSC
Przypomnijmy nastepujace twierdzenie z [46].

Twierdzenie 10.1. Niech A bedzie kwazi-repellerem dla geometrycznego drzewa
kodujgcego dla holomorficznego przeksztatcenia f : U — C. Zaldzmy, Ze

(10.1) diam(y,(a)) = 0, dlan — oo

jednostajnie wzgledem o € $¢. Wtedy kaidy dobry punkt q € A0 jest granicg
zbieznej galezi b(), tzn. q € A. W szczegdlnosci teza jest prawdziwa dla kazdego
q, dla ktdrego x(q) > 0 i spetniony jest warunek odwrotnej lokalne niezmienniczosci
(patrz nizej).

10wy [46] rozwaza sie zbiér K, ktéry jest zbiorem wszystkich punktéw skupienia zbioru wierz-
chotkéw drzewa 7. Dla drzewa w RB-dziedzinie, lub ogdlnie w obszarze jednospdéjnym jak w
Uwagach w Rozdziale 7, zachodzi A = A. Nie wiem na ile ten fakt jest ogélny.
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Wiasnosé “dobry” zostala zdefiniowana w [46, Definition 2.5]. Chodzi o to, zeby
bylo wiele czaséw n (dolna granica dodatnia) z ktérych mozna doj$é od duzej skali
W,, wewnatrz U blisko f"(g) biorac wstecz kolejno W; sktadowa f~1(W;i11) w U
wzdtuz f7(q) (z dopuszczona duza krytycznoscia — inaczej niz w TCE) co daje
uzywajac kolejnych dobrych n i j odpowiednia rodzine “teleskopéw”. Mozliwosé
znalezienia tych sktadowych w U mona nazwaé odwrotng lokalng niezmienniczoscig
U dla q.

Kiedy U jest basenem bezposredniego przyciagania do punktu stalego przyciaga-
jacego (tzn. skladowa spéjnosci zbioru przeciaganego zawierajaca ten punkt) lub
po prostu jest RB-dziedzina 2, taka, ze f~1(W N Q) C Q, patrz Tw. 8.1), wte-
dy Twierdzenie 10.1 méwi, ze ¢ jest punktem koncowym (zbieznosci) krzywej w
U. To jest uogdlnienie twierdzenia Douady’ego-Eremenko-Levina-Petersena dla
wielomianu, gdzie ¢ jest punktem okresowym odpychajacym w brzegu U basenu
nieskoriczonosci, bo U jest wtedy catkowicie niezmienniczy, tzn. f~'(U) = U co
implikuje odwrotna lokalna niezmienniczo$¢.

Dzigki Twierdzeniu 10.1 mozna udowodni¢, ze dowolna miara probabilistyczna
na A, f-niezmiennicza, z dodatnim wykladnikiem Lapunowa podnosi sie do ¢-
niezmienniczej miary borelowskiej na 3¢, Dokladniej, zachodzi:

Whniosek 10.2. Kazda bezatomowa miara hiperboliczna p € M(f) na domknieciu
kwazi-repellera A, tzn. taka, Ze x(pu) > 0 (przy spetnionym warunku odwrotnej
lokalnej niezmienniczosci dla p-prawie kazdego punktu), jest (zoo)«-obrazem -
niezmienniczej miary v na L%, przy zatoZeniu (10.1) i Ze drzewo T nie ma samo-
przeciec. W szczegdlnosci, v istnieje dla kazdej RB-dziedziny.

W dowodzie korzysta sie z faktu, ze zbiér punktéw przynajmniej potréjnych, tj.
granic co najmniej trzech nieskoriczonych galezi drzewa 7 jest przeliczalny, wiec
ma miare u réwna 0. (wiecej szczegdtéw podano w wersji tego artykutu w Proc.
ICM).
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