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Streszczenie

Tutaj krotkie streszezenie.






Wyktad 1

Wstep. Zawieszenie 1 globalne ciecie
transwersalne. Twierdzenie
Poincaré’go-Bendixsona

Bedziemy zajmowali sie potokami ¢ : M — M dyfeomorfizméw, na ogét zwartej rozmaitosci
rozniczkowej M (precyzyjna definicja bedzie podana na nastepnym wykladzie). Trajektorie
¢'(x) speliaja rownanie rézniczkowe zwyczajne autonomiczne

do' ()
dt

— V(6 (@), ¢x) =,

gdzie zazwyczaj V jest polem wektorowym klasy co najmniej C'.
Potok ¢! mozna rozwazaé¢ jako homomorfizm grupy R w grupe dyfeomorfizméw Diff (M, M)
rozmaitodci M w siebie.

ts gt ghtt — gt ot 40 g

¢*(z) spetniajace powyzsze warunki dla ustalonego warunku pocz/atkowego X nazywa sie
czasem rozwigzaniem problemu Cauchy’ego. Zeby to rozwiazanie istniato, wystarczy zatozenie
ciagtosci V', wtedy jednak rozwiazanie nie musi by ¢ jednoznaczne. Potok nie jest wiec wtedy

dobrze zdefiniowany.
Dla pojedynczego dyfeomorfizmu f : M — M mozna rozpatrywaé iteracje f* = fo...o f
——

n razy

dlan>0,fO=id, f"=f'to...of tdlan<O.
— ————

|n| razy

Mamy homomorfizm grupy Z w Diff (M, M)
Nazywamy go kaskadgq.

Definicja 1.1. Zawieszenie. Jedli f : M — M jest dyfeomorfizmem to mosna rozwazac
iloczyn kartezjariski M x I, gdzie I to odcinek [0,1] i sklei¢ M x 0 z M x 1 utozsamiajac

(.’I?, 1) ~ (f(T)aO)

Powstaje nowa rozmaito$¢ wymiaru dimM + 1, M X I/ ~. (Precyzyjna definicja struktury
rozniczkowej na tej rozmaitosci zostanie podana na nastepnym wyktadzie.) Na niej mamy
pole wektorowe %, gdzie ¢ to zmienna z I.
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Rysunek 1.1: Zawieszenie

Zatem kaskada daje potok na rozmaitodci wymiaru o jeden wyzszego.
t
Odwrotnie, czasem dla potoku ¢!: M — M, %,(T) = V(¢*(z)) istnieje tak zwane

Definicja 1.2. Globalne ciecie transwersalne, to znaczy zanurzona podrozmaitosé¢ NV,
dim N = dim M — 1 taka, ze V(z) ¢ T, N (to znaczy V(z) @ T, N = T, M), gdzie T, N, T, M
oznaczajy przestrzenie styczne, odpowiednio do NV i do M, i taka, ze

Vo e M3t ity >0 ¢"(x), ¢ ()€ N.

M
Rysunek 1.2: Globalne ciecie transwersalne

Dla z € N oznaczymy przez t(z) > 0 najmniejsze dodatnie ¢ takie, 7e ¢'(z) € N.

Cwiczenie 1.3. Udowodni¢, ze takie ¢ istnieje, o ile rozmaitos¢ N jest zwarta.

Definicja 1.4. Przeksztalcenie
x — ¢"7)(z)

nazywamy przeksztalceniem pierwszego powrotu.

Jesli ¢! jest zawieszeniem f na M x I/ ~, to M x 0 jest globalnym cieciem transwersalnym
i f jest przeksztalceniem pierwszego powrotu.

Odwrotnie, zawieszenie N x I/ ~ 7 potokiem %, dla globalnego ciecia transwersalnego N C
M jest topologicznie réwnowazne wyjsciowemu potokowi, to znaczy istnieje homeomorfizm
(nawet dyfeomorfizm)

h: M — N x1I/~

przeprowadzajacy trajektorie ¢ na trajektorie 4! pola %

Czas nie moze by¢ na ogot zachowany, bo przeksztatcenie pierwszego powrotu do N x {0} dla
¢! ma t(x) = 1.



/
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Rysunek 1.3: Czas powrotu t(x) = 1 i czas powrotu dowolny

Komplikacja kaskad i potokéw rosnie wraz z wymiarem. Kaskady w wymiarze n odpowiadaja
potokom w wymiarze n + 1, chociaz te ostatnie moga byé¢ bardziej skomplikowane w sytuacji,
kiedy nie istnieje globalne ciecie transwersalne (na przyklad kiedy pole V' ma zera).

Nisko wymiarowa dynamika

e Potoki w wymiarze 1. Zbiér punktéow statych moze byé¢ dowolnym zbiorem zwartym.

Rysunek 1.4: Potok na okregu

W lukach trajektorie moga is¢ w dowolng strone.

Dyfeomorfizmy okregu.

Potoki w wymiarze 2 (bez punktow statych: na torusie lub butelce Kleina)

Dyfeomorfizmy powierzchni

Potoki na 3-wymiarowych rozmaitosciach

Wysoki wymiar

W wymiarze 2, dla potokéw, kluczowg role odgrywa twierdzenie Jordana.

Definicja 1.5. Dla potoku ¢! (lub dyfeomorfizmu, lub homeomorfizmu f) na rozmaitosci M
zbior zwarty A C M nazywa sie minimalny jesli jest niezmienniczy (to znaczy Vit ¢?(A) =
A, lub f(A) = A) i nie zawiera zadnego niepustego, wlasciwego, zwartego podzbioru niezmi-
enniczego.

Uwaga 1.6. Ta definicja jest uzywana takze dla potoku homeomorfizmow, kaskady lub iteracji
f™ n=1,2,... przeksztalcenia ciagtego dowolnej przestrzeni metryczne;j.



Twierdzenie 1.7. Kazdy zbior niezmienniczy, niepusty, zwarty zawiera podzbior minimalny.
Dowadd. Lemat Kuratowskiego-Zorna. U

Definicja 1.8. Dla potoku ¢ (lub homeomorfizmu, lub dyfeomorfizmu f) na rozmaitosci M,
dla kazdego z € M definiujemy zbidr

e w-graniczny
we)={yeM|It, > ¢'(z) >y}
lub fin(x) — v.
e q-graniczny
a(z) ={yeM|3t, = o0 ¢ "(z) >y}
lub f~in(x) — y.
Uwaga 1.9. Jesli z nalezy do trajektorii z, to znaczy 3t € R ¢'(z) = 2, to w(z) = w(z) oraz

Faktycznie, ¢ ' (x) — y implikuje

¢ (@) = ¢ (@M @) =" (2) =y

Zatem mozna méwié¢ o zbiorach granicznych dla trajektorii v = ¢/ (x), w(y) i a(y).
Z definicji widaé, ze w(z) i a(z) sa zbiorami zwartymi i niezmienniczymi (Jesli ¢ (z) — y,
to ¢* i (z) = ¢'(y), tn — F00).

Cwiczenie 1.10. Jedli y € w(7x), to w(y) C w(x).

Cwiczenie 1.11. W zbiorze minimalnym kazda trajektoria jest gesta. Wiecej, V2 € A w(z) =

a(z) = A.
Wracamy do potokéw na powierzchniach (wymiar 2).

Uwaga 1.12. Jesli nie zaktada¢ jednoznacznodci rozwigzan rownania rozniczkowego & = V(x),
w szczegolnosci nie zaktadac, ze V jest klasy C', to definiujac w nalezy ustali¢ krzywa catkows
zaczynajaca sie w 2 = xg. Definiujemy dla krzywej catkowej z(t), 0 < t < oo, 2(0) = =z,
oznaczonej dalej x!, zbior w(x!) w ten sam sposéb co poprzednio:

wzh) ={y |3ty = oo, z(t,) = y}.

Wygodnie bedzie jak wyzej uzywaé oznaczenia ¢ '(x) pamietajac jednak, ze mozemy nie miec
potoku, a ¢ () jest tylko pewng krzywa calkowa zt. Bedziemy tez te krzywa catkows nazywac
trajektoria.

Wracamy do po6l wektorowych na powierzchniach (wymiar 2) i badania ich krzywych
catkowych. W ponizszym twierdzeniu nie zakladamy jednoznacznodci rozwiagzarn.

Twierdzenie 1.13. Poincaré’go-Bendixsona

Jesli U jest otwartym podzbiorem sfery S%, V' cigglym polem wektorowym na U i ' = ¢*(z)
trajektorig, ¢°(x) = x, ktérej domkniccie zawarte jest w U, bez samoprzecie¢ i punktow za-
trzymania (to znaczy ¥ t1 # to ¢ (x) # ¢2(x)), i takg, Ze w(z') nie zawiera zer pola V,
to
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Rysunek 1.5: Trajektoria 2! i trajektoria okresowa -y

1. Istnieje y € U oraz trajektoria okresowa v = {y(t) |0 <t <1}, y = y(0) = y(t1),
minimalnego okresu t1 i bez samoprzecieé (to znaczy ¥V 0 < to < t3 <11 y(t2) # y(t3) 2
wyjatkiem pary to = 0,t3 = t1) taka, Ze w(x?) = v

2. Istnieje cigg 0 < 81 < So < ... taki, Ze Spy1 — Sp — t1, (s + $n) = y(s) jednostajnie
na kazdym zwartym odcinku 0 < s < sg

Dowdd. (czesci 1)

1. Jesli L to lokalne ciecie transwersalne, czyli tuk bez koricéw, transwersalny do pola V
(tzn. (Vz € L)(V(z) ¢ T, L)), to dla kazdego z € L istnieje otoczenie U’ C U punktu
z i€ > 0 takie, ze jedli y € U’ to dla kazdego (wysyconego) rozwiazania y' problemu
Cauchy’ego 7 y° = y istnieje dokladnie jedno ¢ € [—e¢, €] takie, ze ¢*(y) € L,

Dowdd. Mozna wybra¢ otoczenie U” 3 2z zawarte w U i taki uklad wspotrzednych
(z1,2z2) (gladkosci takiej jak L) zeby L C {z9 = 0} NU" i z = (0,0), oraz w tym
uktadzie Y = 0/0zy ("flowbox", patrz wyktady z RRZ). Wtedy mozna wybra¢ € > 0
takie, zeby B(z,2¢) (kula w tym ukladzie wspotrzednych) byta zawarta w U”. Wtedy
U' = B(z,¢€) speia teze tego punktu.

O

2. Zalozmy, ze t; < ty < t3 < ... to ciag kolejnych czasow (skoriczony lub nieskoriczony,
dla ktorych ¢! (z) € L. Zalozmy jak wyzej, ze L C {zo = 0}. Wtedy ciag ¢'"(z) w L
jest monotoniczny, to znaczy ciag pierwszych wspoélrzednych jest monotoniczny.

@"(x)
Rysunek 1.6: Lokalne ciecie transwersalne i ciagg ¢ '

Dowdd. Krzywa zbudowana z odcinka Ly C L miedzy ¢ ' (x) a ¢'»+!(z) oraz kawalka
trajektorii v9 = {¢'(z) | tn <t <tnp1}. jest krzywa Jordana, to znaczy homeomor-
ficznym obrazem okregu. Twierdzenie Jordana moéwi, ze wtedy S? \ vy ma dwie sktad-
owe spojnosci Dy, Dy, obie homeomorficzne z dyskiem. Oznaczmy przez D; sktadowa
nad Ly, Dy sktadowa pod Lg. Dla t > t,,1, ¢*(x) wchodzi w Dy i nie moze juz z
D; wyjé¢. Nie moze bowiem wyjsé przez vy, bo ¢(x) nie ma samoprzecie¢; nie moze



wyjéé przez Lo, bo musiatoby to zrobié¢ “pod prad” to znaczy w pierwszym punkcie zg,
w ktorym dotyka Lo musiatoby byé Va(zg) < 0. Zatem ¢ »+2(x) musi by¢ na prawo od
¢l (@), O

3. w(z!) ma co najwyzej jeden punkt przeciecia z L.

Dowdd. Gdyby byty dwa takie punkty yi, yo € L, to istniatby ciag s, < t, < spy1 <
tht1 < ... — oo taki, ze

¢ (2), ¢ (2) € L oraz ¢°"(z) = y1, " (z) = .

Dow6d istnienia tego ciagu czaséw korzysta z punktu 1. Jegli ¢%»(z) = v € w(z!) to
mozna s! zastapi¢ bliskim s, takim, ze ¢*»(z) € L. Podobnie znajdujemy t, blisko
t' gdzie ¢*n(x) — yy. Dokladniej, znajdujemy otoczenia U =U'(y1) wokot y 1 U’ =
U(y2) wokot yo jak w pkt. 1 dowodu i rozpatrujemy ¢*n (x) € U'(y;) i ¢t= () € U'(y2).
(W dalszych czesciach dowodu bedziemy ten punkt rozumowania opuszczac.)

Ciag ¢ (x), ¢t (x), ¢*n+1(z), ¢ "+ (x), ... nie moégtby by¢ monotoniczny w L. O

/// P3(x) ‘/‘/(/ <P[”(X)L

Rysunek 1.7: Ciggi ¢ i ¢'»

Y1

4. w(z') zawiera trajektorie okresowa.

Dowdd. Wezmy z € w(z!) i trajektorie 2! = ¢?(z) bedaca granica trajektorii ¢(z,,),
Tn — 2, Tp = ¢l (x). Mozna w tym celu wybra¢ podcigg trajektorii jednostajnie
zbiezny na zwartych rosnacych do nieskoriczonogci, odcinkach czasu, korzystajac z jed-
nakowej (’i@gloé(‘i rodziny funkcji {d) (’I’n)} !

Niech y € w(z!). Wtedy y € w(z'), wiec V(y) # 0. Istnieje wiec lokalne ciecie tran-

Rysunek 1.8: Trajektoria 2!

swersalne L przez y. 2! musi wiec przecina¢ L dla nieskonczenie wielu czasow s,. Z (3)

wszystkie ¢ *(2) przecinaja L w y. Zatem w(z') zawiera okresows trajektoria zawarta

w 2!, mianowicie 2! dla s, <t < Sn+1 dla dowolnego n. O

!patrz dowod tw. Peano.



5. w(z!) jest trajektoria okresowa.

Dowad. Zatozmy, ze

y={yt)|0<t <}, y=y(0)=y(t)

jest trajektoria okresowa minimalnego okresu #;, bez samoprzecie¢ (krzywa Jordana)
zawarta w w(z'). Przypusémy, ze w(z') \ v # 0. Wtedy ze spojnosci w(z!) (éwiczenie)
wynika, ze istnieje y € 7 (niekoniecznie to samo co wyzej, ale wygodnie jest uzy¢ tego
samego oznaczenia) bedace punktem skupienia w(z?) \ 7.

Jedli L 3 y jest lokalnym cieciem transwersalnym, to istnieje y; € w(a?) \ 7 takie,
ze dla pewnego tg =~ 0, ¢ (y;) € L dla pewnej trajektorii ¢!(y;) C w(z!) (granicy
pewnego ciggu trajektorii ¢t(¢'"(z)), ¢! (z) — y1, t, — 00). Zatem z punktu (3)
(jednoznacznoéé przeciecia w(z') z L)

() =y €.

Zatozmy, ze ty > 0 (podobnie opisujemy przypadek t; < 0).
Niech t; bedzie najmniejsza liczbg dodatnia taka, 7e

yo = ¢" (y1) € 7.

Wtedy dla t5 < t; odpowiednio bliskiego #; ciecie transwersalne L; 3 ¢ (y;) przecina

takze 7, co daje sprzecznosé z jednoznacznoscia w (3). O
WEW(X')
=
Y

Rysunek 1.9: Ciecia transwersalne L i L1

Punkt 5 koriczy dowdd czesci 1 Tw. Poincare’go-Bendixsona. O

Uwaga 1.14. W punkcie 5 dowodu zawarty jest dowdd jednoznacznodci rozwigzan problemu

Cauchy’ego dla warunkow poczatkowych i rozwigzan w w(z!).

L
Rysunek 1.10: Rozgalezienie rozwiazan

Faktycznie, rozgalezienie nie jest mozliwe z punktu 3 dowodu. Wiemy juz nawet wiecej:
w(x) jest trajektorig okresowa 7.
Jedli trajektorie y1(t) i y2(s) pokrywaja sie jako zbiory, to
dn _ dr

== V(z) jesli y1(t) = ya(s).
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co przy zatozeniu, ze y1(0) = ¥2(0) daje jednoznacznosc.

Skorzystalismy tu z zalozenia, ze V z € v V(z) # 0; bez tego rozumowanie bytoby btedne,
a teza fatszywa. Trajektoria mogtaby na pewien czas zatrzymaé sie w zerze V, a potem is¢
dalej wzdtuz .

Dowdd. (czeSci 2)

Dlaz € LNat, 2 — y € v, zbieznoé¢ ¢!(z) (trajektorii zawartych w z!) do vy wynika z
jednoznacznogci, podciagi zbiezne zbiegaja bowiem do trajektorii zawartych w w(z!). Za s,
mozna przyjaé cigg kolejnych przecie¢ x! z L. ]

‘Whnioski

1. W przypadku V € C! (jednoznacznoéé rozwigzan) udowodnili$my, ze zwartymi podzbio-
rami minimalnymi moga by¢ tylko punkty (zera V') i trajektorie okresowe. Zbiér mini-
malny jest postaci

A=w(z), z€ A,
jesli nie zawiera zer V jest trajektorig okresows z Tw. P-B.

2. Jesli V € C' to Tw. P-B jest prawdziwe dla obszaru U pola V w plaszczyznie rzutowej

P? = SQ/.’I} ~ —.

Dowdd. Podniesmy trajektorie ¢*(z) do S?. Bedzie to jedna lub dwie trajektorie. Ich
zbiory graniczne 71 lub 71, v2 rzutuja sie na P? (przez utozsamienie 2 ~ —z) do jednej
trajektorii y okresowej na P? (bo 71 = —72, bo podniesienie potoku komutuje z z ~
—). O

Uwaga 1.15. Jedli nie zaktada¢ V € C', przy braku jednoznacznodci rozwigzan, v moze
mie¢ samoprzeciecie, w(z!) moze byé¢ “6semky”.

e

Rysunek 1.11: Gérna poétsfera

Wréémy teraz do 2t C S?

Twierdzenie 1.16. Zatézmy, ze V € C'. Od strony, z ktorej ¢ '(x) nawija sie na trajektorie
okresowag v = ¢ '(y) mamy stabilnosé asymptotyczng.
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Rysunek 1.12: P?

Dowdd. Niech E, bedzie obszarem ograniczonym krzywa Jordana zbudowana z

¢f(7") ) tn < t < tn+2

oraz tukow

(67 (), 611 @) § (85 (), 6+ () w L

Doktadniej: to nie jest krzywa Jordana bo jest sklejenie w ¢ i»+1(x), ale to nie psuje dowodu.

Rysunek 1.13: Obszar F;

U E, U¢'(x) wypeia jedna strone trajektorii okresowej.

Dla z € E,, ¢!(z) dla t — oc ucieka z F,, do E, 1 (i dalej do Ej, k — o0). W przeciwnym
razie w(z) C E,. Poniewaz w E, nie ma punktéw stalych dla duzych n (bo jeste$my blisko
¢t (y)) w(z) jest trajektorig okresowa w FE, i jedna ze sktadowych, na ktére rozcina S? lezy
w E,. Wtedy ¢! ma w niej punkt staly ¢; V¢ > 0. Punkt skupienia ¢; dla t — 0 musi by¢
zerem pola V', bo

¢t(Qt)

_qt—>0.

Vigr) = Viat) — t

Sprzecznosé. O

Uwaga 1.17. Mozna nie zaktadaé¢, ze V € C'. Wtedy na przyklad wystarczy zalozy¢, ze w
z! jest jednoznacznosé rozwigzan, lub przynajmniej, ze 2! nie ma samoprzecie¢, zastepujac w
tezie ¢ (z) — 7 teza, ze istnieje trajektoria ¢(2), ¢ (2) = 2 taka, ze ¢! (2) — 7.

Cwiczenia:



Cwiczenie 1.18. Dla réwnania rézniczkowego
=V (x),V ciagte,

ciaggta zaleznosé rozwiazan od warunku poczatkowego jest rownowazna jednoznacznosci rozwiagzan
przy danym warunku poczatkowym (to znaczy jednoznacznodci rozwigzan problemu Cauchy’ego).

Cwiczenie 1.19. (Tw. Knesera, patrz [Hartman|, trudne dla m > 1) Pokazaé, 7e dla réwnania
rézniczkowego zwyczajnego

i =V(x,t),z € R,V ciggle i ograniczone na R™*!

Vit {x(t) | (to) = mo} jest zwarty i spojny.

(zbior wszystkich punktow z, dla ktorych istnieje rozwigzanie x(s) problemu Cauchy’ego
x(tg) = mo przy ustalonych tg .,z takie, ze 2:(t) = x.)

10



1.1. Dodatek. Twierdzenie Hadamarda-Perrona, A\-lemat Palisa.

Przypomnienie z roéwnan rézniczkowych zwyczajnych (z II roku)

Twierdzenie 1.20. Hadamarda-Perrona
Jesli V' pole wektorowe klasy C™ na R™ , r > 1,0 € R™ 4 dla DV (0) wartosci wtasne majg
niezerowe czesci rzeczywiste, tzn. 0 jest zerem hiperbolicznym dla V', to

WS={zeR"|Vt>0 ‘(ﬁt(x)‘ < €}

We={zeR"|Vt<0 |p'(z) <€}

sq zanurzonymi rozmaitosciami rézniczkowymi klasy C” dla € > 0 dostatecznie matego. (¢!
to potok %‘f =V).

Jesli w bazie postaci Jordana dla DV (0) E® to suma podprzestrzeni odpowiadajgcych klatkom
Jordana wartosci wlasnych { Re < 0}, a E*-{ Re > 0}, to

[}
W7 jest styczne do E*®
lo Ha
Ve € W7, limsup M <)\,
' t—o0 t
gdzie \* = max { A | A wartosé wtasna DV , ReX < 0}
[ J

WE jest styczne do E*

1 t
Ve € W! limsup M

t——o0 ‘t‘

<A,

gdzie X' = —min{ X | X\ warto$é wtasna DV | ReX\ < 0}

Rysunek 1.14: Wartosci wtasne DV (0)

Analogiczne twierdzenie prawdziwe jest dla dyfeomorfizmu f klasy C” w otoczeniu 0 € R,
f(0) = 0. Wtedy zaktadamy, ze dla D f(0) wartosci wlasne majg moduty # 1.
Szkic dowodu byt podany na wyktadzie z Réwnan Rézniczkowych Zwyczajnych wiosng 2000

r.

Twierdzenie 1.21. M-lemat Palisa

Jesli
®: D" - R™

jest u = dimE"-wymiarowym matym dyskiem zanurzonym w R™ transwersalnie przecinajg-

cym WE, to
¢ (®(D™)) = W w C" pray t — oo.
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Rysunek 1.15: Obrazy dysku D" pod dziataniem ¢?

(Dla duzych t przez ¢! (®(D%)) rozumiemy obraz przy ¢! dysku ®(D") obciety tak, zeby
mie¢ wykres z E* do E?).
¢! “rozplaszcza” ®(D") na W

Uwaga 1.22. W powyzszych rozwazaniach dotyczacych Tw. Hadamarda-Perrona, nalezy roz-
patrywac szczegdlng norme |-| w R™ | na przyktad pochodzaca od iloczynu skalarnego takiego,
ze E® 1 E" sa do siebie prostopadle i

ID¢" s | < 1,8 >0

ID¢" [

<1,t<0

Wystarczy na przykltad wziaé¢ dla kazdej klatki postaci Jordana DV baze taka, ze klatka jest
postaci

A€ 0 0
0 X € 0
0 A€
0 A

i w niej euklidesowy iloczyn skalarny (e odpowiednio male), a przestrzenie odpowiadajace
roznym klatkom prostopadte do siebie 2.

Definicja 1.23. V pole klasy C! na rozmaitosci M, V(z) = 0.

e Globalna rozmaitosé stabilna

Ws:{y|¢t(y)—>.7;dlat—>oo}

e Globalna rozmaitosé niestabilna

W“:{y|¢t(y)—>xdlat—>—oo}

Twierdzenie 1.24. Zalézmy, zZe x jest punktem statym (zerem) hiperbolicznym, to znaczy
dla DV (x) wartosci wtasne majqg niezerowe czeSci rzeczywiste. Wtedy W*(x), W*(X) sq
immersyjnymi zanurzeniami przestrzeni euklidesowych.

2Porownaj konstrukcje funkcji Lyapunowa, Wyktad 12, Réwnania Rézniczkowe Zwyczajne wiosna 2000
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Dowdd.
W*(z) = U o' (WE(z))

t<0
W(z) = |J ¢ (W (@)
t>0

gdzie W(z) : ¢~ (W?) dla ¢ mapy przeprowadzajacej # na 0 € R (mapy beda oméwione na
nastepnym wyktadzie).
Wiecej szczeg6téow bedzie podanych w Wyktadzie 5. U

Analogiczna definicje mozna podaé¢ dla dyfeomorfizmu f i punktu statego f(z) = x.

Przyktad 1.25. Zaburzamy z okresem 1 réwnanie wahadta

{4

Przed zaburzeniem przestrzenig fazows jest S' x R, z € S, y € R. Po zaburzeniu dochodzi
czas t, 7 uwagi na okresowos¢ zaburzenia t € S', czyli przestrzenia fazowa jest S' x R x
S'. 8! x R jest globalnym cieciem transwersalnym, powr6t po czasie 1. Mozemy otrzymad
nastepujacy obraz fazowy:

wa)
WY

waq)

Rysunek 1.16: Obraz fazowy zaburzonego réwnania wahadla
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Wyktad 2

Rozmaitosci rézniczkowe. Indeks pola
w punkcie.

Opisze dokladniej konstrukcje zawieszenia (suspension).
Najpierw przypomne

Definicja 2.1. Rozmaitos$é rozniczkowa (bez brzegu). Niech M to przestrzen topolog-
iczna, Hausdorffa. M nazywamy rozmaitoscia rézniczkowa wymiaru m, klasy C", r > 1. jesli
istnieje rodzina homeomorfizméw ¢, : Uy — V;, gdzie U, to otwarte podzbiory M, V; to kule
w przestrzeni euklidesowej R™ (moze by¢ to kula jednostkowa ||z| < 1) takie, ze

Uvi=Mm vi, ¢ gpog, ' €C”,
t

gdzie ¢y o ¢, ! jest rozwazane tam gdzie ma sens, to znaczy na ¢;(U; N Uy ).

v Dy

Rysunek 2.1: Mapy ¢! na zbiorach U;

Przeksztaltcenia ¢, : Uy — V; to tak zwane mapy. Rodzine { ¢;} nazywa si¢ atlasem.
Jedli oznaczamy rozmaitosé przez M™, to oznacza to, ze jej wymiar jest roéwny m.

Uwaga 2.2. Czasem zaklada sie w definicji rozmaitosci parazwartosc (patrz Dodatek 1).

Definicja 2.3. Wektor styczny do M w punkcie x € M to klasa réwnowaznosci krzywych
v:(—€,€) = M, v(0) =z, v ~ v jesli dla pewnej mapy ¢, : Uy — V; takiej, ze Uy D v1, 72

mamy

o (0) = ———(0).

Po obtozeniu rézniczka D(¢y o (;5;1) widaé, ze ta rownosé zachodzi w kazdej mapie, ktorej
dziedzina zawiera x. Mozna zatem zbiér wektoréw stycznych w z € M zdefiniowaé jako
zbior wektorow stycznych do V; C R™ w ¢4(x). To daje na tym zbiorze strukture przestrzeni
liniowej. Poniewaz D(¢y o QS;I) jest liniowe, ta struktura nie zalezy od mapy.
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Definicja 2.4. Przestrzen styczna T, M to zbiér wektoréw stycznych do M w x 7 opisanna
wyzej struktura przestrzeni liniowe;j.

Definicja 2.5. Pole wektorowe V (z) to przyporzadkowanie kazdemu z € M wektora sty-
cznego V(z) € T, M.

Moéwimy, ze pole jest klasy C7, jesli w kazdej mapie przyporzadkowanie jest klasy C.
Mowimy, ze krzywa () spelnia rownanie rozniczkowe

V() = V(1)

jesliVitg v(t+to) € V(v(to)), t € (—e,€). Traktujemy tu V(y(t9)) jako klase rownowaznosci
krzywych. Mozna tez bylto napisac¢ d¢; o y/dt = V(¢ o y). (Pechowo w tym wzorze t jest
uzyte w dwoch réznych znaczeniach.)

Definicja 2.6. Dzielenie przez dzialanie grupy
Zal6zmy, ze na C"-rozmaitosci dziata grupa C"-dyfeomorfizméw G w sposdb catkowicie nieciagty,
to znaczy

Ve e M AU, > z, otwarte otoczenie, takie, ze

VgeGg#id, g(Us)NU, =0.

Mozna wtedy rozwazaé rozmaitosé ilorazowsa M/G. Jesli oznaczymy utozsamienie symbolem
P:M— M/G, toVz € M/G mozemy wzig¢ dowolne x € P~!(z) i mape 1, : P(U;) — V;
gdzie ¢, = ¢,0 P~ dla dowolnej mapy ¢; : U; — Vi, U; 3 z; doktadniej zamiast U; rozwazamy
U;NU,. P! oznacza galaz P! taky, ze P~'(z) = 2. Korzystamy z tego, ze P na U, jest
1—1.

Jedli Vg € G mamy tez dla pewnego pola wektorowego V na M

to mozna to pole przeniesé na M/G.

Definicja 2.7. Zawieszenie f : M — M definiujemy jako rozmaito$¢ M x R/G, gdzie G to
grupa automorfizméw iloczynu kartezjariskiego M x R w siebie, iteracji dyfeomorfizmu

Poniewa Dqﬁ(%) = % otrzymujemy pole wektorowe, wiec i potok na M x ]R/G.

Przyktad 1.
Bierzemy osmiokat hiperboliczny w dysku

{z]lzl <1} =D
o katach 7. Dla grupy G generowanej przez 4 homografie zachowujace D takie, ze
gala) =d’, go(b) =V, ge(c) =, ga(d) = d’

otrzymujemy
]D/G =" precelek”.

Przyktad zawieszen:
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Rysunek 2.3: O$miokat hiperboliczny

Rysunek 2.4: Precelek

/—f\
x)

X

Rysunek 2.5: Zawieszenie obrotu na okregu
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1. Zawieszenie obrotu okregu o kat niewymierny daje obmotke na torusie

T = S!' x St

2. Zawieszenie f : £ — —z na S' daje potok na butelce Kleina. Tak jak f mamy jedna
orbite okresu 1, a pozostate maja okres 2.

Twierdzenie 2.8. Jesli M jest zwartqg spdjng rozmaitoscig i zwarta rozmaitosé N C M jest
cieciem transwersalnym dla pola V- na M i

Vz € N 3t ¢! (z) € N,
to N jest globalnym cieciem transwersalnym, to znaczy
Ve € M 3ty, ty >0 ¢ (z) €N, ¢ 2(z) € N.

Dowdd. Czas pierwszego powrotu: ty(z) > 0 dla 2 € N taki, ze ¢"'(*)(z) € N jest funkcja
ciagta, zatem ograniczong. Funkcja

f(x) = ¢" D (x)

jest ciaglym injektywnym przeksztatceniem (nawet C” jesli V€ C") N w N. Stad wynika,
ze f jest “na”.

(Faktycznie, f jest regularne, to znaczy Df(z) jest izomorfizmem Vx € N (éwiczenie), za-
tem f(N) podrozmaitoscig zwarta w N, bez brzegu, wymiaru takiego jak N. Wtedy, jesli
zatozymy, ze f nie jest ia"i N jest spojna to f(IN) na niepusty brzeg topologiczny i wokot
punktu takiego brzegu nie moze by¢ w f(N) otoczenia, na ktorym jest mapa. Jesli N nie jest
spojne, to f permutuje jego sktadowe, ktorych ze zwartodci N, jest skoriczenie wiele.)

Zatem na N okreslony jest ciagly i ograniczony czas pierwszego powrotu w tyt

¢ 2(z) € N, ta(z) > 0.

Mamy
Z={yeM|3teR, P (y) € N} otwarty.

Ten zbiér jest tez jednak domkniety, bo jest postaci
{¢'(2) |z € N. |t <O},
gdzie C jest dowolng stata, taka, ze

C > sup ti(x), sup ta(x).
zeN zeN

Zatem Z jest otwarto-domkniety, jest wiec réwny M.
Wreszcie, jedli ¢’ (y) =z € N to

p'otin(y)) € N, gdzie t, to n — ty czas powrotu z do N w przod lub w tyt.

Przy n dostatecznie duzym ty + t,, jest dodatnie lub ujemne. O

Bedziemy dowodzili na nastepnym wyktadzie
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Twierdzenie 2.9. Dia pola klasy C' bez zer (potoku bez punktow statych) na torusie T2, przy
dodatkowym zatozZeniu, Ze nie ma orbit okresowych, istnieje globalne ciecie transwersalne.

Uwaga 2.10. Rozmaitos$¢ zwarta wymiaru 2, na ktorej istnieje pole bez zer musi by¢ torusem
lub butelka Kleina.

Wynika to z nastepujacego

Twierdzenie 2.11. Poincaré’go-Hopfa
Dla ciggtego pola V na zwartej orientowalnej rozmaitosci M, ktore ma tylko izolowane zera
(zatem skoriczenie wiele zer) zachodzi wzor

> ind,V =x(M)
z: V(z)=0
Definicje
1. x(M) to charakterystyka Eulera
X(M) = 3 (= 1)¥Bs,
i

gdzie B to liczby Betti’ego. (i to wymiar k-tej grupy homologii o wspotczynnikach w
R, Hy(M,R).
(Mozna tez na przyktad policzy¢ x(M) przedstawiajac M jako wieloscian. Wtedy

x(M) =Y (=1)fay,
k

gdzie ay to liczba $cian wymiaru k.)

2. ind,V to indeks pola V w punkcie z.
W dowolnej mapie, przyjmujac, ze £ = 0 € R™ i V jest funkcja z otoczenia 0 w R™,
bierzemy dowolnie male r > 0 i przeksztalcenie z sfery jednostkowej S™~! w siebie

Virz)
D(2) = DPgm-1(2) = ————.
[V (rz)]l
(To przeksztalcenie ma sens, bo V(rz) # 0 jesli ||z|| = 1 i r jest dostatecznie mate, bo

x jest izolowanym zerem V.)
Definiujemy ind,V jako stopienn przeksztatcenia @, tzn. ind,V := deg®.
Cwiczenie 2.12. ind,V nie zalezy od mapy i nie zalezy od r.

Ta definicja nie zalezy od przyjetej na §™~' orientacji. Definicje stopnia przeksztalcenia oraz
dowdd twierdzenia Poincaré’go-Hopfa sg podane w Dodatku 2 do tego wyktadu.
Przyktlady:

e Dla siodta w 0 € R? mamy indyV = —1.
e Dla centrum lub ogniska w 0 € R? mamy indyV = 1.

e Jedli V' (nieliniowe) ma k sektorow eliptycznych, to indV = % + 1. Np. V(z) = 2% dla
z = & 4 iy € C ma indeks indyV = s, bo stopieri przeksztatcenia okregu e’ — e*7 jest
rowny s.

Prosze sprawdzi¢, ze dla V(z) = z° mamy indyV = —s.
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Rysunek 2.7: Sektory eliptyczne

Twierdzenie Poincaré’go-Hopfa wynika z nastepujacego wzoru Lefschetza

Twierdzenie 2.13. Jesli f: M — M jest homeomorfizmem orientowalnej zwartej rozmaitosci
w siebie i ma tylko izolowane punkty state (oznaczmy zbior punktéw statych przez Fiz(f)), to

> inde(f) = (=1)Ftr(fur: He(M,R)).

(tr(fur: Hp(M,R)) oznacza $lad operatora liniowego f.x, generowanego przez f w grupie
homologii wymiaru k o wspotczynnikach w R.)
W mapie, gdzie mozna przyjaé z = 0 definiujemy

ind,V = deg®, gdzie ®(z) = M przeksztalcenie S™ ! w ™1,

1f(rz) — ]|

Wynikanie twierdzenia Poincare’go-Hopfa z wzoru Lefschetza

Dowdd. (przy zalozeniu, ze blisko x nie ma orbit zamknietych o dowolnie krotkim okresie.)
Mamy dla z takiego, ze V(z) =0

ind,V = indy¢' | gdzie ¢t =V (2.1)

dla ¢ dostatecznie matych, zeby nie bylo blisko 0 orbit zamknietych okresu < .
Faktycznie, dla dowolnie ustalonego matego r > 01 |y| =1

t — |4
Plry) —ry jest homotopijne 7041/)

16" (ry) — ryll IV (ry)ll

skad wynika (2.1). Przeksztalcenie ¢' jest homotopijne identycznosci na M, wiec ¢!, jest
operatorem identycznosciowym,

tr(¢l,) = dim Hy(M,R) = By
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Zatem wzor Lefschetza dla ¢! daje dla V wzoér Poincare’go-Hopfa

Y ind,V = (1) B = x(M).
k

z: V(z)=0

2.1. Dodatek 1. Parazwartos¢é

W definicji rozmaitosci rézniczkowej M™ oprocz wlasnodci Hausdorffa i istnienia atlasu ¢q: Uy —
R takiego, ze qS;} da, sa gltadkie zaklada sie czasem parazwartosé M" jako przestrzeni topo-
logicznej. (W tym cyklu wyktadéw nie bedziemy tej wlasnosci wykorzystywac).

Bibliografia:

R. Engelking, K. Sieklucki “Wstep do topologii”.

Definicja 2.14. Rodzine {A;} podzbioréw przestrzeni topologicznej X nazywamy lokalnie
skoniczona, jesli

(Vz € X) (3U) otoczenie otwarte x takie, ze zbior {t | U N U, # 0} jest skonczony.

Definicja 2.15. Przestrzen topologiczng X nazywamy parazwarta jesli jest przestrzenia
Hausdorffa i w kazde pokrycie zbiorami otwartymi {U;} mozna wpisa¢ pokrycie zbiorami
otwartymi {V;} lokalnie skoniczone.
(Wpisaé to znaczy Vs3It Vs C Uy.)

Jako éwiczenie proponuje udowodnié:

Twierdzenie 2.16. Przestrzen topologiczna z przeliczalng bazq (otoczen) lokalnie zwarta (to
znaczy V& AU otoczenie x takie, ze domkniecie U jest zwarte) jest parazwarta.

Twierdzenie 2.17. Kazda przestrzen parazwarta jest normalna, to znaczy
(V A, B domknietych AN B =0) (3U, V otwarte) takie, 22 UNV =0 i ACU, BCV.
Troche trudniej udowodnié

Twierdzenie 2.18. Przestrzen metryzowalna jest parazwarta.

Parazwarto$é jest potrzebna do istnienia tak zwanych rozbi¢ jednosci o dowolnie matych
nosnikach.

Definicja 2.19. Rodzine {f;} funkcji ciagltych przestrzeni topologicznej X w odcinek [0, 1]
nazywamy rozbiciem (rozkladem) jednosci, jesli > f; = 1.
Rozbicie jednosci nazywamy drobniejszym od pokrycia {U,} jesli V¢ nosnik

supp fr = {z € X | fi(z) > 0}

jes zawarty w pewnym Us.

Twierdzenie 2.20. Jesli X parazwarta to dla kazdego pokrycia {U;} zbiorami otwartymi
istnieje drobniejsze od niego rozbicie jednosci z rodzing nosnikow lokalnie skoriczong.

W przypadku parazwartej rozmaitosci rozniczkowej mozna skonstruowaé rozbicie jednosci
7z funkcjami f; klasy C" (o ile rozmaitosc¢ jest C™, r =1,..., 00).
Rozbicie jednodci stuzy do przeprowadzania roznych konstrukeji globalnych, lokalnie (“po
kawaltku”). Przyktadem jest dowod nastepujacego waznego twierdzenia:

Twierdzenie 2.21. Whitneya
Kazdag rézniczkowq rozmaitosé M™ mozna zanurzyé w R2HL
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2.2. Dodatek 2. Tw. Poincare’go-Hopfa

Definicja 2.22. Rozmaitosé rozniczkowa M"™ nazywa sie orientowalna, jesli istnieje atlas
¢a: Uy — R taki, ze wszystkie przeksztatcenia ¢;11¢a2 zachowujg orientacje w R", to znaczy

det(D (g da)) > 0.

Dla uporzadkowanego ukladu n wektoréw liniowo niezaleznych w T, M uzywa sie nazwy
n-reper (dla k < n wektoréw liniowo niezaleznych k-reper). Dwa takie uktady nazywa sie
rownowaznymi, jesli wyznacznik macierzy przejscia od jednego do drugiego jest dodatni. Klase
rownowazno$ci nazywamy orientacja w T, M. Mozna tez orientacje utozsamiaé¢ z iloczynem
zewnetrznym vy A ... A vy bazy w T, M 7 doktadnoscia do dodatniej statej.

Definicja 2.23. Orientacja w wiazce stycznej TM (i na rozmaitosci M) to ciagla klasa
rownowaznosci pol n-reperow, gdzie dwa pola n-reperéw nazywamy réwnowaznymi jesli s
rownowazne w kazdym x € M.

Te pojecia uogdlniaja sie do dowolnej wiazki wektorowej £ nad M. Ciagtosé klasy rownowazno$ci
moze by¢ zdefiniowana np. jako mozliwo$¢ ciaglego wyboru v (z) A ... Avy(z). (To jest whas-
no$¢ stabsza niz mozliwo$¢ ciagtego wyboru repera, co ozaczatoby tzw. paralelizowalnosé
wiazki !)

Cwiczenie 2.24. Pokazac, 7e orientowalnos¢ M™ jest rownowazna istnieniu n-formy rozniczkowe;j
na M", nie znikajacej w zadnym punkcie.

Definicja 2.25. Stopien przeksztalcenia f: M" — N” klasy C', dla rozmaitosci zwartych
M"™ N"™ obu wymiaru n, z ustalong orientacja (zorientowanych), to

degf= Y sgn Df(y),
yef(x)
gdzie x jest dowolng wartoécig regularng, to znaczy Yy € f~ (=)

Df(y) jest izomorfizmem T, M" w T, N".

sgn Df(y)=11lub —1

zaleznie od tego, czy D f(y) przeksztalca n-reper zgodny 7z orientacja w T, M™ na n-reper
zgodny z orientacja 1, N™ lub niezgodny.

Uwaga 2.26. 1. Tw. Sarda mowi, ze prawie kazdy (w sensie miary Lebesgue’a w mapach)
punkt z € N jest wartodcia regularna.

2. Stopien deg f moze by¢ zdefiniowany dla dowolnej funkcji cigglej f: M™ — N™ jako
stopien gladkiej funkcji g, C° blisko f. Niezalezno$¢ od wyboru g wynika z tego, ze
stopieri jest taki sam dla funkcji homotopijnych (funkcje C° bliskie sa homotopijne).
Wyjadnimy to dalej.

3. Sprawdzimy dalej, ze ta definicja nie zalezy od =.

Definicja 2.27. M" nazywamy rozmaito$cia rézniczkowa z brzegiem 0M", jesli oprocz
map ¢q: Uy — R" istnieja mapy

ba: Ua = {(21,..., 24) ER" |2, 20} =R

Brzeg OM" to zbior punktow, ktore przez ¢, sa przeksztalcane w brzeg R} = {z,, = 0}.
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Jesli na TM™ jest ustalona orientacja, to dla kazdego € OM™ na T,0M" ustalamy
orientacje dang przez (n — 1)-reper vy,..., vy,—1 € T,OM"™, ktory uzupeliony wektorem
vy, € Ty M™ skierowanym “na zewnatrz” M™ daje reper (vq, ..., v,) zgodny z orientacja T, M".
Te orientacje nazywamy orientacja indukowana na 9M" przez wybrang orientacje na M".

xeS=58 B3-kulaw R

Rysunek 2.8: Kula w R3

Lemat 2.28. Jesli f: M = M"t' — N" jest klasy C%, M"™t', N™ to zorientowane roz-
maitosci, M™ 1 ma brzeg OM™ 1 2 orientacjg indukowang przez orientacje na M™, a N™ to
rozmaito$é bez brzegu, to

degf‘aMn+1 =0.

Dowdd. Silny wariant Tw. Sarda moéwi, ze jesli f: M™ — M™ jest przeksztatlceniem
klasy C* rozmaitosci ni-wymiarowej w ng-wymiarowa (moze byé¢ ng < nq), to jesli k — 1 >
max(0, n; — n9), to prawie kazdy punkt w M"™ jest wartoscia regularng (to znaczy Vy €
f ' (x) rzad Df(y) jest rowny min(ni, ng)). W lemacie ny = n + 1, ng = n, wiec k = 2
spelnia zalozenia Tw. Sarda. Wezmy x wartos¢ regularng dla f i f‘aMnH' 7 tw. o funkcjach
uwiktanych wynika, ze f'(z) jest rodzing krzywych klasy C?, Jordana lub z koricami w
8M”+1.

Kazda sktadowa v zbioru f~!(z) jesli ma konce w OM"™*!, to dwa. Pokazemy, ze w nich

O
(%

Rysunek 2.9: Rozmaitos¢ 7 brzegiem

f
Mn+1 /\

6Mn+l

sgn D f ma przeciwne znaki. Wybierzmy w jednym koricu y; reper vy,..., vy, Up11 zgodny z
orientacja M™*!, taki, 7e v,, jest skierowany na zewnatrz i styczny do «y. (7 nie moze by¢
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styczne do OM™ !, bo jesli jest, to ker Df‘aMnH (y1) # {0}, wiec x nie jest wartoscia regularna
f‘(‘)MTH'l') Zatem v1,...,v, ma orientacje zgodna z orientacja M™F!. Mozemy zalozy¢, ze
Df(v),..., Df(v,) ma orientacje zgodna z orientacja N". (Np. zmieniajac orientacje na
N™ jesli trzeba.) Wybieramy wzdtuz v reper v1(y), ..., vn(y), vnt1(y) taki, ze zaleznosé od
v jest ciagla oraz v,11(y) jest styczny do . Wtedy w drugim koricu -y, punkcie yy, reper
v1(y2), -+, Un(y2), Vny1(y2) jest zgodny z orientacja M™*! ale v, 1(y2) jest skierowany do
wewnatrz M1 zatem v (y2),. .., v,(y2) ma orientacje niezgodng z OM™F!. Jednoczesnie
Df(vi(y)),..., Df(vn(y)) ma orientacje zgodna z N, z ciaglosci Df i cigglodci orientacji
wzdtuz krzywej. Zatem skoro, jak wyzej, sgn D f(y1) = 1, to sgn D f(y9) = —1. O

Whiosek 2.29. Jesli fo i f1: M™ — N" sq homotopijne i x jest wartoscig reqularng dla fy
1 f] B to
> sgn Dfo(y)= D sgn Dfi(y)

yef(;l('r) yeffl(fr,)

Dowdd. Przyblizamy homotopie miedzy fo i fi homotopia klasy C?, F: M™ x [0, 1] — N™,
taka, ze
Fo = F‘MTLX{U} ~o fo, F1= F‘MTLX{I} ~o fi-
Blisko z istnieje wartosé¢ regularna dla F'. Korzystamy z lematu (2.28). Nalezy zauwazy¢, ze
orientacje na M"” = M" x {0} i M™ = M™ x {1} indukowane przez orientacje na M" x [0, 1]
sa przeciwne (niezgodne).
Nalezy jeszcze zauwazy¢, ze przy malej zmianie z, sumy Zyefo” (z) 581 D f(y) nie zmieniaja

f1

Rysunek 2.10: Homotopia f;
sie. Rowniez C''-mala zmiana f; na Flnmx iy, dlai = 0,1 nie wplywa na te sumy. O
Whiosek 2.30. Zyef”(a:) sgn Df(y) nie zalezy od wartosci reqularnej x.
Y<lo
Dowaod. Jesli x1, xo to wartosci regularne f, to taczymy x1 i zo krzywa bez samoprzecieé,
bierzemy jej otoczenie U, topologiczny dysk i homotopie ¢;: N* — N taka, ze ¢ = 1id,

¢1(x2) = x1, ¢ = id poza U i ¢ dyfeomorfizin. Wtedy z; jest wartoscia regularng dla f i
¢10 f, i f jest homotopijne ¢1 o f. Z Wniosku (2.29) i z tego, ze

Z sgn Df(y) = Z sgn D(¢1 0 f)(y),

yef—(x2) yef—topy ' (z1)

bo ¢ zachowuje orientacje na N™, otrzymujemy teze. O
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Rysunek 2.11: Otoczenie U
Stad wynika poprawno$é definicji stopnia i indeksu pola w zerze. Mozemy teraz udowodnié¢
Tw. Poincaré’go-Hopfa.

Lemat 2.31. (Poincaré.) Zalézmy, ze M"™ jest podrozmaito$cig z brzegiem, zwartg, w R".
Niech V' bedzie polem ciggtym na M™, bez zer na OM"™ i ktdrego wszystkie zera w M" sq
1zolowane. Wiedy

Y ind,V =degGy(M"), (%)
zeM™,V(x)=0

gdzie dla x € OM™ definiujemy

 V(x)
@ = e

Zatozmy dodatkowo, ze V na OM™ jest skierowane “na zewngtrz”. Wtedy

Y ind,V =degG(M™), (%)
zeEM™, V(x)=0

gdzie G = G(M™) to przeksztatcenie Gaussa

z s n(z), z € M, G: OM" — ™!

oraz n(x) to wektor normalny do OM™ skierowany “na zewngtrz”.

@®©

Rysunek 2.12: Kule o érodkach w zerach pola

Dowdd. (*) wynika z lematu (2.28), zastosowanego do

M=u"\ |J B0,
V(z)=0
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gdzie r tak male, zeby jedynym zerem w B(z, r) byl punkt x, oraz z definicji indeksu pola
w punkcie. Dla uzyskania (**) mozna zastapi¢ Gy przez G bo sa homotopijne (Wniosek

(2.29)). O

Kontynuujemy dow6d Tw. Poincarego-Hopfa.

Dowdd. Zanurzamy gtadko M™ w R?"*1 (jest to mozliwe z Tw. Whitneya). Niech h(z) =
dist(x, M™), gdzie dist oznacza odlegtos¢ w metryce euklidesowej w R2"*1. Wtedy h? jest
gtadka funkcja w odpowiednio matym otoczeniu M™. Oznaczmy 7(x) najblizszy do z punkt
w M", znowu mamy jednoznacznos¢ i gtadkosé¢ m w maltym otoczeniu M™. Przy danym polu
V', stycznym do M™, pole

W (z) = grad(h®) + V(z),

gdzie V (z) jest zdefiniowany jako wektor prostopadly do ker(Dm(z)), taki, ze Dr(z)V () =
Vi(n(z)).
Niech U = {x € R>"*! | dist(z, M") < €}. Dla odpowiednio matej liczby €, U jest

Rysunek 2.13: Otoczenie U rozmaitosci M™

rozmaitodcia gtadka, z brzegiem, wymiaru 2n + 1. Stosujemy do U i pola W na U Lemat
(2.31). Pole W jest skierowane “na zewnatrz” U w punktach 0U, bo grad(h?) jest skierowany
na zewnatrz, a V jest styczne do OU (Cwiczenie). Zatem

> ind,W = deg G(U),
W (z)=0

nie zalezy od V.
Zauwazmy w koncu, ze wszystkie zera W leza w M", gdzie V = W oraz ind,V = ind,W.

Faktycznie, jesli vy,...,v, 1 € Ty M™, gdzie ' € S" !(z) (mala sfera wokot z w M™)
daje reper zgodny z orientacja S" !(z) indukowana orientacja M™ (dokladniej orientacja
kuli o §rodku z, ktorej brzegiem jest S"~ '), oraz vy, ...,ve, € TpR**! s prostopadie do
Ty M™, to D®g2n(v;) = vja dla a > 0 oraz dla j = n...,2n (® zdefiniowane w definicji
indeksu). Zatem dodanie reperu vy, ..., v9, do vy, ...,v,_1 i obrazu D®(v,),..., D®(vy,) do
D®(vy),...,D®(v,_1) nie zmienia znaku Jakobianu.

Zatem ZV(m):O ind,V nie zalezy od pola V. Dla dokoiiczenia dowodu wystarczy, wiec podac
przyktad pola V takiego, ze

D ind,V o= x(M™).
V(z)=0

Takie pole mozna tatwo znalezé jako pole gradientowe, patrz np.Milnor “Teoria Morse’a”. [
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Wyktad 3

Twierdzenie Siegela. Zbiory
minimalne potokéw na powierzchniach

Tak jak obiecalem na poprzednim wyktadzie udowodnie

Twierdzenie 3.1. Siegel, 1945 Dia pola V klasy C' na torusie T2, bez zer i bez trajektorii
zamknietych, istnieje globalne ciecie transwersalne (to znaczy istnieje gtadka krzywa Jordana
v taka, Ze

Vo eT? 3ty to >0 ¢ (x), ¢ 2(x) €y orazVa € vy wektor V(z) ¢ Tyy ).

Podobne twierdzenie prawdziwe jest dla pola V na butelce Kleina. Poniewaz 7 jego tezy
wynika, ze potok jest po ewentualnej zmianie czasu, zawieszeniem dyfeomorfizmu okregu
zmieniajacego orientacje, zatem majacego punkt staly, uzyskamy wbrew zatozeniu, 7e istnieje
trajektorig zamknieta. Mozemy zatem to twierdzenie sformutowaé nastepujaco:

Twierdzenie 3.2. Dia potoku pola wektorowego V klasy C' bez zer, na butelce Kleina K,
istnieje trajektoria okresowa.

Potoki na torusie: sklejamy linie {y = 0} i { y = 1} utozsamiajac na plaszczyznie (z,y)
z (z,y +n), oraz linie { z = 0} i { & = 1} utozsamiajac (z,y) z (z + n,y), n liczba catkowita.
Przerywane linie dajg krzywa Jordana <y transwersalna do pola. Jednak zaden punkt z €
nie wraca do <y, ani dla t < 0, ani ¢ > 0.

Przyktad 3.3. (rysunek 3.1)

Vi(z,y) = (cos(2my), sin(27y))

Przyktad 3.4. (rysunek 3.2)

V(z,y) = (cos(2my), — sin®(my))

Przyktad 3.5. Potok na butelce Kleina: sklejamy {y = 0} i {y = 1} ze zmieniona orien-
tacja (z,0) ~ (—z,1).
V(w.y) = (cos(my), sin®(my))
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0.1)

=

(0,0) (1,0 (2,0)

Rysunek 3.1:

0.1)

e

(0,0) (1,0 (2,0)

Rysunek 3.2:

>

V(x,y)=(cost y, sim )

Rysunek 3.3:

Lemat 3.6. Jesli M jest 2-wymiarowq gtadkg rozmaitoscig (powierzchnig) riemannowskq i
V jest polem wektorowym klasy C' na M z nieokresowym punktem rekurencyjnym wprzod (to
znaczy x € w(x)), to istnieje na M gladka krzywa Jordana ~y transwersalna do V taka, zZe
zbior punktow nalezgcych do vy, ktére wracajg do v w czasie dodatnim jest niepusty, wreszcie
taka, ze

Ve ey L(V(x), Tyy) <€
dla dowolnego ustalonego wczesniej €.

Dowaod. Niech t1,t9,... — oo bedzie ciaggiem najblizszych powrotéw z jednej strony x do
ciecia transwersalnego L 3 x, to znaczy na L ¢ () lezy miedzy = a ¢ '»~1(x), a zadne ¢*(z),
0 <t < t, nie lezy na L miedzy x a ¢ '»~1(z). Zalozmy, 7e 7 tej strony ¢! (z) — z (to znaczy
cigg t, jest nieskonnczony). Parametryzujac L przez L(s), L(sg) = = rozwazmy wektory
Dd)t(%(s(])). Jedli istnieje ciag t,; taki, ze przy s, takich, ze L(s,) = ¢ (z), orientacja
pary

P, = (00" (Ge0) Vo™ )
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Rysunek 3.4:

jest taka sama jak orientacja pary

@, = (G0 V8™ )

patrz rys. 3.5, to bierzemy <y jak na rysunku 3.6 ponizej. Bierzemy j dostatecznie duze, zeby

Rysunek 3.5:

L(V,Tv) < e.

Jedli dla wszystkich duzych n orientacje P, sg inne niz @Q),,, to dla kolejnych n, n+1 orientacje
P, i P,y1 sg takie same, ¢ (z) jest dowolnie blisko ¢+ (z) i konstrukcja v jest taka sama
((¢"(z), ¢+ (2)) zamiast (z, ¢' (z)).

Poniewaz z jest rekurencyjny w przod, ¢!(z) tez jest rekurenciny w przéd. Zatem punkt
Yy €, y=¢"T(z) wraca do 7. O

Whiosek 3.7. Jesli V jest polem wektorowym klasy C' bez zer na T? lub K to istnieje gltadka
krzywa Jordana v transwersalna do V.

Uwaga 3.8. Mozemy straci¢ wlasno§é¢ istnienia punktu x € -y, ktéory wraca do . Patrz
przyktady 1,2,3.
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Rysunek 3.6:

Dowadd. wniosku. Jesli istnieje nieokresowy punkt rekurencyjny to za <y bierzemy krzywsg z
Lematu (3.6). Jesli nie istnieje, to w przypadku T? bierzemy pole V1 (prostopadte do V,
na przyktad takie, ze (V, V1) jest zgodne z orientacja torusa T?). Jezeli istnieje trajektoria
okresowa 7 dla V+ to bierzemy ja jako szukana krzywa Jordana. Jezeli nie to dowolny punkt
zbioru minimalnego dla V' jest rekurencyjny w przod dla V. Znajdujemy wec v dla V' 2z
lematu powyzej. Jesli zalozymy w nim, ze € < w/2, to v bedzie transwersalne do V.

W rzeczywisto/sci nie korzystalismy z wtasnosci krzywej 7, uzyskanej w Lemacie 3.6, ze
7 jest transwersalna do V. W takiej wersji Lemat 3.6 jest latwiejszy; nie trzeba zajmowac
si¢ zgodnoscia orientacji Py, 1 (Q; bo mozna dopusciw konstrukeji krzywej v jej stycznosé do
pola (tu pola V1)

W przypadku nieorientowalnym K postepujemy inaczej (nie mozemy zdefiniowaé¢ V). Jesli
vo oznacza trajektorie okresowa dla V', to dla matego ciecia transwersalnego L 3 zq, 29 €
Y0, rozwazamy f przeksztalcenie pierwszego powrotu L 3 z — ¢'*)(z) € L (inna nazwa
przeksztatcenie Poincaré’go). Jesli f (jesli U po pogrubieniu ~yg jest zwykla wstazka) lub f?
(w przypadku wstegi Mobiusa) jest rozne od identycznodci, to tak jak w lemacie (3.6), biorac
trajektorie ¢ !(z), ktorej zbior w- lub a-graniczny jest trajektorig okresowa w U, konstruujemy
zadang krzywa . Jesli f? = id dla kazdej trajektorii okresowej, to K jest sumg trajektorii
okresowych. Teraz nalezy pokaza¢, ze potok jest zawieszeniem symetrii S' (w odpowiednich
wspOtrzednych i po ewentualnej zmianie czasu). Pozostawiam to czytelnikowi. ]

Udowodnimy teraz jeszcze jeden ogélny lemat, pozyteczny nie tylko w dowodzie Tw. 3.1
i Tw. (3.2).

Lemat 3.9. Niech V bedzie polem klasy C' na powierzchni zwartej riemannowskiej. Niech
L bedzie cieciem transwersalnym (otwartym tukiem lub krzywq Jordana). Niech Ly bedzie
zbiorem punktow w L, kitore wracajg do L, to znaczy

Ly={zeL|3t>0¢"(z)€e L}
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Niech Ly bedzie Ly bez co najmniej dwdch punktow, ktorych trajektorie przed powrotem do
L przecinajg kovice Ly. Wtiedy L{ jest suma tukéw, ktérych kazdy koniec p albo ma w(p)
sktadajgcy sie tylko z punktow statych, albo p jest jednym z konncéw L, albo wraca do konncow
L dlat > 0.

Dowdd. Zatozmy, ze y € w(p) 1 V(y) # 0. Niech L; bedzie sktadowa Lj, ktorej jednym
koncem jest p. Wybierzmy dwa rézne punkty z1, z9 € Ly (kolejnos¢ w Li: 21 < z9 < p). Zbior
trajektorii ¢!(z), 0 < t < #(2), dla z € Ly miedzy 21 a 29, gdzie t(2) to czas pierwszego powrotu
do L jest topologicznym dyskiem. Mozemy go nazwaé “prostokatem” K w nastepujacym
sensie:

Definicja 3.10. Prostokat to topologiczny dysk, ktérego brzeg sktada sie z kawatkéw dwdch
trajektorii vy, y2 i dwoch cie¢ transwersalnych. Szerokos¢ prostokata to infimum dlugosci
krzywych taczacych ;1 1 9 wewnatrz prostokata (to wymaga ustalenia metryki Riemanna).
Korzystamy 7z tego. ze t(z) jest funkcja ciagla na L;.

Kontynuujemy dowdd. Oznaczmy szerokosé K przez d. Niech L3 bedzie cieciem transwer-
salnym zawierajacym yz i wg, wi, wy € Lz N ¢ (p) po jednej stronie y, blizej y niz §. Wezmy
23 € L3 miedzy 23 i p tak blisko p, zeby ¢!(23) € L3 bylo blisko wy, zatem miedzy wq i ws
i 7eby czas pierwszego powrotu do L, t(z3), byt wickszy niz ¢; (korzystamy 7z tego, ze ¢*(p)
t > 0 nie przechodzi przez konnce L).

Mamy szerokosé¢ prostokata o bokach

{o'(z) | 0<t<t(z1)} , {@'(23) | 0<t < t(23)},

Y

tuk w L miedzy 2z a z3, tuk w L miedzy ¢**1)(z1) a ¢4*3)(z3), wieksza od szerokosci K,
czyli > §. Punkt ¢!(z3) lezy na jednej z dwoch trajektorii brzegu K i przechodzi przez ten
punkt ciecie transwersalne Lo, ktére z obu stron ma punkty wy i wo nie nalezace do Ky, bo
nalezace do trajektorii ¢ !(p), ktora nie wraca do L, w odleglodci < . Sprzecznosé, bo wq lub

wy € Ky, bo jego szerokosc jest > 4. O

¢“e)

\>2
Rysunek 3.7:

Mozemy teraz zakonczy¢ dowod tw. (3.1) i tw. (3.2)
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Dowdd. Wezmy -y, krzywa Jordana z lematu (3.6). 7 lematu (3.9) wynika, poniewaz  nie ma
konicow, ze

{ze713t() > 04 (2) €7} =

Ten zbior nie moze by¢ pusty, bo z lematu (3.6) istnieje punkt powrotu do 7. Stad wynika
(Wyktad 2), ze
VeeM=T?1lubK3It>0¢'(z) ey

czyli v jest globalnym cieciem transwersalnym. ]

Uwaga 3.11. Badanie potokow dla C! pél bez zer i trajektorii okresowych na T? udalo sie wiec
sprowadzi¢ do badania dyfeomorfizméw okregu. Jedli pole jest klasy C? na T?, to dyfeomor-
fizm f okregu (przeksztalcenie pierwszego powrotu do globalneg ciecia transwersalnego, zwane
czasem przeksztalceniem Poincare’go) jest, w przypadku niewymiernej liczby obrotu p(f),
topologicznie sprzezone z obrotem (tw. Denjoy). W przypadku wymiernej liczby obrotu ma
orbite okresowa, co najmniej jedna (patrz ¢wiczenia do poprzedniego wyktadu). Zatem wyjs-
ciowy potok, przy braku trajektorii okresowych jest topologicznie rownowazny obmotce na
T? jako zawieszenie f.

Uwaga 3.12. Dla twierdzenia (3.1) zamiast nieistnienia trajektorii okresowych wystarczy za-
tozenie istnienia nieokresowego punktu rekurencyjnego. A posteriori implikuje to jednak
nieistnienie trajektorii okresowych. Gdyby bowiem byta trajektoria okresowa, to przeksz-
talcenie Poincare’go mialoby wymierng liczbe obrotu i poza punktami okresowymi nie bytoby
punktow rekurencyjnych (¢wiczenie).

Uwaga 3.13. Mozna poda¢ dowod tw. (3.1) bez uzywania lematu (3.9) (taki dowod podat
Siegel). Opieramy sie na wniosku (3.7). Zauwazmy, ze krzywa -y nie jest brzegiem topologz-
icznego dysku w T?2. W przeciwnym razie w tym dysku byloby zero pola V. Nalezy teraz
zauwazy¢, ze T? \ « jest dyfeomorficzne z walcem S' x (a,b) = A (to zostawiam jako niezbyt
tatwe ¢wiczenie). A mozna zanurzy¢ w sferze, a pole mozna gltadko rozszerzy¢ do otoczenia
A. Zatem z twierdzenia Poincare’go-Bendixsona jesli € v nie wraca do 7, to w(z) C A jest
orbita okresowa, wbrew zalozeniu, 7e taka orbita nie istnieje. Zatem wszystkie punkty 7 ~
wracaja do v 1 mozemy dokoriczy¢ dowdd tw. (3.1) jak poprzednio.

Uwaga 3.14. Uzyskaliémy “po drodze” pelng klasyfikacje potokéw na T? dla pol C! bez zer.
Albo sa to zawieszenia dyfeomorfizmow okregu zachowujace orientacje, albo, w przypadku
nieistnienia globalnego ciecia transwersalnego T? jest wypelniony trajektoriami okresowymi,
a walce miedzy nimi maja obrazy fazowe jak w przyktadach (3.3)-(3.4).

Ta teoria w wymiarze 3 prowadzi do stynnego

Twierdzenie 3.15. Nowikowa.
Foliacja klasy C? na sferze S3, kowymiaru 1, ma lisé zwarty.

Definicja 3.16. Rozbicie rozmaitodci M™ na immersyjne podrozmaitosci [ wymiaru m — k
nazywa sie C"-foliacjg kowymiaru k jesli Vo € M™ istnieje mapa klasy C" ¢: U — R,
x € U taka, ze kazda sktadowa INU jest przeprowadzona na pewna podprzestrzen {z,, i1 =
const, ..., Ty, = const}.

Powstaja tak zwane foliacje Reeba w pelnych torusach. S moze by¢ przedstawiona jako
sklejka tak sfoliowanych torusow.

1) . 1
{21,22 e C? | |21\2 + \22|2 =1, \21|2 < 5} i {21,22 e C? | |21\2 + \22|2 =1, \zg|2 < 5}
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Rysunek 3.8:

Twierdzenie 3.17. Arthur Schwartz, 1963

Jesli M jest gtagka, spdjng powierzchnig (niekoniecznie zwartg), V polem klasy C' na M i A
zwartym zbiorem minimalnym, to A jest albo punktem statym potoku ¢' (gbt =V ) albo
orbitg okresowq, albo A = M.

Uwaga 3.18. Jesli A = M, to M jest zwarta i, poniewaz A jest minimalne, nie ma punktow
stalych, V nie ma zer, zatem M = T?. Nie moze by¢ M = K, bo bylaby orbita zamknieta,
co znowu przeczy minimalnosci A. Potok jest wiec “obmotka” na M = T? 7 tw. (3.1) i tw.
Denjoy.

Dowdd. (twierdzenia (3.17))

Pokazemy, ze zalozenie, ze A # M, nie jest trajektorig okresowa, ani punktem stalym prowadzi
do sprzecznosci.

Zauwazmy, 7ze A jest brzegowy. Jesli bowiem zawieralby zbiér otwarty U, to

Vo e ATt ¢'(z) € U bo ¢'(z) jest gesty w A

Zatem otwarty zbior ¢ t(U) C A zawieralby x i A bylby otwarty. Poniewaz jest tez
domkniety, ze spojnosci M bytoby A = M, sprzecznosc.

Poniewaz A jest brzegowy, istnieje gtadkie ciecie transwersalne L o konncach poza A. Oz-
naczmy K = LN A. K jest zwarty i niezmienniczy dla przeksztalcenia pierwszego powrotu
f (to znaczy f(K) = K = f (K)), ktore jest okredlone na otoczeniu K. f jest klasy C?.
Poniewaz f nie ma punktow okresowych w K 7 minimalnosci A, K jest w sobie gesty (K
jako zbior zwarty jest wiec homeomorficzne ze zbiorem Cantora). W dziedzinie okreslonosci
f mozna wziaé¢ U, otoczenie K w L, bedace skoniczaona suma otwartych tukéw. Na kazdym z
nich f jest cisle monotoniczne, doktadniej: jest dyfeomorfizmem klasy C? na obraz. Mozemy
przyja¢, ze L to odcinek, np. L = (0,1). Mozemy ustali¢ € > 0 i zdefiniowaé

U={ze€L|dist(z,K) < €}

(e tak mate, zeby U bylo w dziedzinie f). L\ K jest suma ciagu odcinkow (a;, b;), gdzie a;, b; €
K U{0,1}. Nazwijmy a; lub b; “dobrym” jesli |a; — b;| < €. Oznaczmy zbiér dobrych a;, b
przez D, a zbior wszystkich a;, b;, oprocz {0, 1} przez D'. Mamy f(D') = D’. Zbior D'\ D jest
skoriczony. Wezmy dowolne a; = a;,. Wtedy istnieje N takie, ze Vn > N f"(a;,) = a4, € D.
Zatem |a;, — b;, | < €, wiec f jest zdefiniowane na wszystkich odcinkach [a;,, b;, ]; zawarte sa
one w U, f(lai,,bi,]) = [ai,,,,bi,.,] inie przyblizaja si¢ do brzegu, U bo ich korice sg zawarte
w K. Odcinki te sa parami roztaczne, w przeciwnym razie 3k, n f¥([a;, ,b; ]) = | b
a;j, byltby okresowy (okresu k lub 2k).

Luk (odcinek) o powyzszych wlasnosciach (roztacznosé obrazow i zawieranie sie w dziedzinie
f) nazywamy bladzacym. Formalnie mozna wprowadzi¢ nastepujaca definicje

Ayt in+k]7

Definicja 3.19. Jedli f: U — X jest przeksztatceniem podzbioru U C X w X, to zbior B C U
nazywamy bladzgcym, jesli Vn > 0 f*(B) C U i Vny, no, ny # no f™(B) N f"2(B) = (.
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(W tej definicji nie trzeba nawet zaktadac¢ ciaglosci f.)
Dalej dow6d twierdzenia (3.17) wynika z nastepujacego

Twierdzenie 3.20. A. Schwartz

Jesli f: U — [0,1] jest klasy C' ilog(|f'|) jest funkcjq Lipschitzowskq, na otwartym podzbiorze
U odcinka [0,1] bedacym sumg roztgcznej rodziny odcinkéw otwartych (to znaczy bez koncéw),
lubU C SYif: U — 8, gdzie U = S', lub jest sumq roztgcznej rodziny tukéw (bez koricow) (w
szczegdlnodci f jest dyfeomorfizmem na obraz na kazdej sktadowej U ), jesli J jest otwartym
odcinkiem btgdzqgcym w U, jesli ponadto suma |Ji~, fE(J) jest zawarta w pewnym zbiorze
zwartym W, zawartym w U, to J mozna rozszerzy/é do odcinka otwartego J' zawierajgcego
domkniecie J, takiego, ze Yk f*(.J') C U oraz dlugosci f*(.J') zbiegajg do 0 (co wiccej szereg
tych dtugosci jest zbiezny).

Dowdd. Oznaczmy przez L stala Lipschitza log(|f’|) na U, przez eg = dist(W,0U) > 0.
Pokazemy, ze e, > 0 takie, ze

Vo 20 () C (f"(I)°,
gdzie dla dowolnego odcinka (a,b) = Pie >0
P ={zel0,1]|a—(b—a)e<z <b+ (b—a)e}.

W szczegolnosci wszystkie f(J¢') sa zawarte w dziedzinie f.

Faktycznie, przypuéémy, ze N jest pierwsza liczba naturalng, taka, ze fV(J¢) Z (f™(J))co.
Pokazemy, 7e jesli €; byto ustalone dostatecznie mate, otrzymamy sprzecznosé.

Mozemy, oznaczajac przez | P| dlugosé odcinka P, dla lewej i prawej sktadowej J¢ \ J, oznac-
zonych odpowiednio Jr,, Jp

fN(IL)
| 71|

N (JIp)
| Jp|

= (") (wr) = (fY)(zp) i

)
|7

Korzystajac z tego, ze f7(J) C (f7(J))® C U dla wszystkich 0 < j < N, mozemy oszacowaé

= (fN)'(z) dla pewnych zj, € Jr,, zp € Jp, z € J

10g< (f¥)(2) ) - jzologﬂf (F1 (@) = 1 (1 () <

N—-1 N—-1
LI (xn) — F(2) < LD (1+2€0) |[f1(T)] < L(1+ 2€) (3.1)
j=0 Jj=0

bo odcinki f7(.J) sa z zatozenia rozlaczne, suma ich dtugosci nie przekracza wiec liczby 1.
Z drugiej strony, jesli na przyktad fN(J.) € (fN(J))%, to

JSN(In)
V()

Jr,
Z €0y, a u = €1,

7]

zatem

PN I ) @) e
0 T e Y

co przy €1 dostatecznie matym daje sprzecznosc z (3.1).

34



Wreszcie Y < 1, z roztacznosci, zatem

o0

ST < (14 2€), wiec

n=0
(T = 0.
O

Uwaga 3.21. Po drodze udowodnilismy, nie tylko, ze wszystkie odcinki f™(J) sg zawarte w
U, ale takze, ze
(f")' ()

Ve,ye J9Vn > 00—~ < oL(142€0)
(f™)'(y)
inaczej, dla kazdych odcinkéw P, P, C J

(P () < oL0+20)
Pl TPy

Supremum wyrazen z lewej strony nazywa sie dystorsja f”. Okazalto sie wiec, ze Vn dystorsja
f™ jest ograniczona przez stala niezalezng od n.

Mozemy teraz dokonczy¢ dowod twierdzenia (3.17).

Zmniejszajac, jesli trzeba, U mozemy zatozy¢, ze |f'| jest na U oddzielone od 0, zatem log(|f'|)
jest funkcja Lipschitzowska. Dla J = (ai,,biy) spelnione sa zalozenia twierdzenia (3.20).
Rozwazmy odcinek J', o ktorym mowa w tezie tw.(3.20). Mamy J' N K # (. Poniewaz K
jest minimalny dla f, istnieje z € J'N K i n > 0 takie, ze f"(z) € J', zatem f*(J)NJ # 0.
Wtedy cigg f*” jest monotoniczny, bo wszystkie te punkty naleza do sktadowej U zawierajjace;
spojny zbior JpS, fE(J"). Zatem f¥"(2) — 2o, gdzie 29 € K jest punktem okresu n. Mamy
sprzeczno$é, bo f nie ma w K punktéw okresowych. ]

Uwaga 3.22. 7 twierdzenia (3.17) wynika twierdzenie Denjoy (patrz zadania do wyktadu 2),
mowiace, ze dla dyfeomorfizmu okregu, stopnia 1, f: S' — S, z niewymierna liczba obrotu,
nie ma tukéow bladzacych. W twierdzeniu Denjoy zaklada sie, ze wariacja funkcji log(|f']) jest
ograniczona.

Zeby skorzystaé 7 twierdzenia (3.17) trzeba zatozy¢ wiecej: Lipschitzowskosé log(|f'|). To jest
cena za to, ze nie korzystaliSmy z kombinatoryki, mianowicie kolejnosci punktéw trajektorii
w okregu.

Cwiczenie 3.23. Korzystajac z twierdzenia Schwartza (3.20), pokaza¢, ze dla dowolnego przek-
sztalcenia f klasy C? odcinka [0, 1] w siebie jegli J jest otwartym odcinkiem btadzacym, nie
przycigganym do trajektorii okresowej, to w(J) zawiera punkt z, gdzie f'(z) = 0.

Uwaga 3.24. Prawdziwe jest nastepujace

Twierdzenie 3.25. Jesli f jest klasy C? odcinka [0,1] lub okregu S' w siebie i punkty krytyczne
[ (to znaczy takie, ze f'(c) = 0) nie sq ptaskie (to znaczy Ja > 03a > 2 |f(z) — f(c)| >
alx —c|), to nie istniejq odcinki (tuki) btgdzqce, opricz byé moze przycigganych do trajektorii
okresowych.

Patrz: de Melo, van Strien “One-Dimensional Dynamics”.
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Wyktad 4

Tw. Grobmana-Hartmana, 1

Zajmiemy sie badaniem potoku pola wektorowego w poblizu zera V(z) = 0 lub kaskady w
poblizu punktu statego f(z) = =.

Definicja 4.1. 1. Dla V stycznego pola wektorowego klasy C'! na skonczenie-wymiarowej
rozmaitosci M™, (w szczegolnosei R™) punkt z € M™, w ktorym V(z) = 0 nazywa sie
punktem stalym (potoku) hiperbolicznym jesli wartosci wlasne operatora rézniczki
DV (z) maja niezerowe czesci rzeczywiste.

2. Dla dyfeomorfizmu f(z) = x zdefiniowanego na otoczeniu punktu z, ktory jest punktem
stalym, z nazywa sie punktem stalym hiperbolicznym jesli warto$ci wtasne operatora
Df(z) maja moduty # 1.

W przypadku x € B dla przestrzeni Banacha B hiperboliczno$¢ oznacza
spec(Df(z)) N S' =0,

gdzie spec oznacza widmo, to znaczy A € spec(D f(xz)) jesli A\I — D f(x) nie jest operatorem
odwracalnym. Dla pola V tez nalezy wtedy mowi¢ o widmie DV (z) zamiast o warto$ciach
wtasnych.

(Oczywiscie wartosci wlasne naleza do widma, ale moga by¢ elementy widma nie bedaca
wartosciami wlasnymi).

Ogolnie, operator liniowy L : B — B nazywa si¢ hiperboliczny, jesli spec(L) N S' = ()

Cwiczenie 4.2. Zero pola klasy C! jest punktem hiperbolicznym wtedy i tylko wtedy, gdy jest
punktem hiperbolicznym dla dyfeomorfizmu ¢ ¢, Vt # 0.

Wskazowka: D¢' jest opisane przez réwnanie rézniczkowe w wariacjach. W z, zerze pola,
D¢t(z) = etPV(®) Patrz wyktady z Rownan Rozniczkowych Zwyczajnych.

Twierdzenie 4.3. 1. Dla pola wektorowego V

Zatozmy, ze 0 € R™ jest punktem statym hiperbolicznym. Wtedy potoki ¢'(y) dla V (y)
i pt(y) = ePVOy dia liniowego pola DV (0)y sq topologicznie sprzeione w otoczeniach
z 10 € T,B, to znaczy istniejg otoczenia U > x 1V > 0 i homeomorfizm H: U - V
taki, ze Vt,y jesliy, ¢'(y) € U to

Hog¢'(y)=1"oH(y)
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2. Dla dyfeomorfizmu f

Zatdzmy, ze x jest punktem statym hiperbolicznym. Wtedy f i przeksztatcenie liniowe
Df(x) sq topologicznie sprzezone w otoczeniach x 1 0 € T, B, to znaczy istniejg H: U —
V' jak wyzej takie, ze

Ho f(y) = Df(x) e H(y),

jesliy, f(y) €U

Lemat 4.4. Jesli L jest operatorem liniowym, ciggtym hiperbolicznym na przestrzeni Banacha
B to istnieje rozktad B na sume prostqg dwdch domknietych podprzestrzensi

B=FE'@®FE" E'NE"=(
niezmienniczych dla L, takich, ze jesh
spec(L) = specs(L) U specy, (L),

gdzie
specs(L) = { X € spec(L) | |A| < 1}
specy (L) = { X € spec(L) | |X| > 1}

to
spec(L|gs) = specs(L) , spec(L|gv) = specy (L)

Dowdd. Omijam. W przypadku B skoriczenie wymiarowej mozna zdefiniowa¢ E° i E" za
pomocg bazy zwiazanej z postacia Jordana operatora L. U

Definicja 4.5. Promien spektralny operatora L definiuje sie jako

||L||spec := limsup /|| L"|
n—0C

Lemat 4.6.
sup = [|L|p,
Xéespec(L)
Dowdd. Patrz np. A. Alexiewicz “Analiza funkcjonalna” str. 366. U
Lemat 4.7. Dla kazdego € > 0 istnieje norma || - || réwnowazna wyjiciowej normie na

przestrzeni Banacha B, taka, Ze dla zwigzanej z nig normy operatora L, (|| L||e = sup)_ [|Lv][¢))
mamy
||L||E < ||L||Spec + €

Dowdd. Dla dowolnego ||L|| < n < 1 zdefiniujmy dla e =n — ||L]|,

Vo e B\{0} [[v]c:=> n "IL"(v)l|
n=0

Mamy

oo o
1Zolle =D n 1L @)l < n Y n " FIILH ()] < ol
n=0 n=0

Udowodnie teraz twierdzenie, 7z ktorego tw. G-H tatwo wyniknie
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Twierdzenie 4.8. Zatézmy, ze L: B — B jest operatorem ciggtym, liniowym hiperbolicznym.
Wtedy istnieje g > 0 takie, ze jesli f, g: B — B to funkcje ciggte, ograniczone i Lipschit-
zowskie, ze statq Lipschitza Lip(f), Lip(g) < €o, f(0) = g(0) =0, to istnieje doktadnie jedna
ciggta funkcja ograniczona h: B — B, h(0) = 0 taka, Ze

(I+h)o(L+f)=(L+g)o(I+h), I— identycznosé (4.1)

I + h jest homeomorfizmem.

Dowdd. Roztézmy B na E'@® E? (lemat (4.4)) i wnich L = Ly + Lo, f = fi + f2 9 = g1 + go.
(To znaczy L; = P; o L, gdzie P; to rzutowanie na E?, to znaczy dla v = v + v, v; € E',
vy € E?, Plv = vy, Pyv = vy. Cigglosé P; wynika z domknietosci E'). Jezeli h zapiszemy
jako hy + hg, h;: B — E' to réwnanie (4.1) zapisuje si¢ jako para rownari

Li+ fi+hio(L+f)=Li+Liohi+gio(I+h), i=12

lub
A ~ —1 ~ —1
hi=Li(hi+Li ogio(I+h)—Li ofi)(L+f)" (4.2)

A1
ho =Ly (fo+hao(L+f)—g20(I+h)),
gdzie L; = Li|pi = L|gi. (W pierwszym rownaniu wyliczyliSmy hq z lewej strony, w drugim
ho z prawej.)
Cwiczenie 4.9. Pokaza¢, ze (L + f)~! istnieje jesli Lip(f) < [[L~]~!

Okazuje sie, ze przeksztalcenie
L(h) = h = (hy, hs),
zadane wzorem zwigzanym 7z (4.2):
- - A1 A1 _
hi=Li(hi+L ogio(I+h) L ofi)(L+f)"

ho =Ly (fot+hoo (L+f)—gao(I+h)),

L przeksztatca przestrzeni C funkeji ograniczonych, z norma sup| - ||, h: B — B, h(0) = 0
w siebie i jest kontrakcja. Nalezy tu rozpatrywaé norme ||v||’ na B bedaca maksimum norm
| Py ()] i ||P2(v)] odpowiednio na E' i E? dla operatorow Ly, Ly ' (lemat (4.7)).
Faktycznie, dla h, k € C mamy

sup thl(v) — k}(v)Hl <
veB

~ ~ =1 .
IL1|l" - (sup [|h1 (v) = Bx (o) ||+ | Ly |- Lip(gr) - sup [|h(v) — E(v)])),
vEB veEB

co daje Lipschitzowskos¢ P L ze staly ||Li||' + Lip(g1), zatem kontrakcje, o ile Lip(g) <

V=Ll

Rachunek dla ho — k9 przeprowadza sie podobnie, uzyskujac Lipschitzowskos¢ P L za staly
~ =1 . . . . ~ =1 . R

ILs " ||'(1 + Lip(g2)), co daje kontrakcje, o ile |[Lo "||'(1 + Lip(g2)) < 1, czyli Lip(gs) <
A =1

(IZ2 I""—1. )

L = (h1,hs) to funkcja ograniczona, bo hi, g1, f1 7z prawej strony wzoru na hy sa ograniczone

i ha, go, fo, z prawej strony wzoru na ho sg ograniczone.

Zatem z twierdzenia Banacha o punkcie stalym, dla £: C — C istnieje doktadnie jeden punkt
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staly, tzn. h spelniajace rownanie (4.2), zatem (4.1).
Oznaczmy skonstruowane dla f i g przeksztalcenie h przez hy,. Podobnie znajdziemy h ;.
Mamy wiec

(I+hgp)o(I+hpy)=I+h

I + h spetania rownanie (4.1) dla L+ f i jeszcze raz L+ f. Ale wtedy (4.1) jest spetnione tez
przez hy; = 0. Zatem z jednoznacznosci h = hy r = 0 wigc

(I + h‘.q,f) o (I + hf,g) =1

(I+hpg)o(I+hgy) =1,

zatem [ + hf’g to homeomorfizm B na B. O
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Wyktad 5

Twierdzenie Grobmana-Hartmana,
dokonczenie.

Dowdd. (Tw. Grobmana-Hartmana dla dyfeomorfizmu)

Mozna zatozy¢ (przez wziecie odpowiedniej mapy), ze f przeksztalca otoczenie 0 w otoczenie
0eR™.

Niech p: Ry — [0, 1] taka gtadka funkcja, ze

1 dlaog<t< i
p(t)—{ 2

0 dlat>1
dp
—| <3
dt
Zdefiniujmy f: B — B wzorem
N z
7@ =psoz+ o (1) o0
gdzie ¢ := f — Df(0).
Oznaczmy ¢(z) = p (@) #(2).
Dla ||z|| > r mamy ¢(z) = 0. Jedli norma ||-||:  — ||z| jest funkcja rozniczkowalna, to mozna
napisa¢, zakladajac, ze |z|| < r i zauwazajac, ze dla x(z) := ||z|| zachodzi || Dx|| < 1,

ipia = (o (1) 60) | <

Isroa + o (L20)[- 104

Poniewaz D¢(0) = 0 mamy ||¢(2)] = o(]|z]])-
Szacujemy wiec dalej

< O(T)_ + O(r) = 0, gdy r — 0, jednostajnieV z.
T

Przyjmujac w definicji r odpowiednio male uzyskujemy ||D¢|| < € dla € z twierdzenia (4.8) z
wyktadu (4). Zatem ¢ jest Lipschitzowskie, Lip(¢) < .
Moze sie zdarzy¢, ze norma ||z|| nie jest funkcja rézniczkowalna, np. |z]| = |z| + |y| dla
z = (z,y) € R2. Wtedy w powyzszym rachunku zastepujemy ||D(-)| przez Lip, korzystajac z
faktu, ze

Lip(hy - he) < (Lip(h1)) sup [|ha| + (Lip(h2)) sup ||h1]]
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Dowdd. (faktu)

[(h1 - ho)(2) = (A1 - ho)(w)]| _

Iz = wl| h
1 (21| - [h2(2) = ha(w)l] | [Ih2(2)] - lIh1(2) = b (w)l]
Iz = wl| Iz = w]| h

(Lip(ha))(sup |[h1]])) + (Lip(hi))(sup [|h2|)))

O
Z tw. (4.8) z wyktadu (4) wynika wiec istnienie homeomorfizmu H: B — B
Hof=Df(0)oH, H(0)=0.
Ale blisko 0 f = f, wiec
Hof=Df(0)oH
O

Dowdd. (Tw. Grobmana-Hartmana dla potoku ¢°!)
Najpierw trzeba udowodni¢ wersje twierdzenia (4.8) dla potoku

Lemat 5.1. Jesli ¢! jest potokiem rozwigzujgcym réwnanie rézniczkowe

Wyt

dt
w przestrzeni Banacha B 1 V(x) = Ax + F(x), gdzie A to operator liniowy, ciggly z widmem
roztgeznym z osig urojong. Wtedy istnieje € > 0 takie, ze jesli sup |DF| < e i F jest
tozsamos$ciowo rowne 0 poza pewnym otoczeniem 0 € B to istnieje homeomorfizm h taki, ze
dla potoku ¢ (x) = ez mamy dla kazdego t

Hog¢'=9'oH.

Dowdd. Ustalmy dowolnie t = tg > 0. Zauwazmy, ze ¢ (z) —1p 0 (x ) ]mt funkcja ogranl(‘zonat
Wynika to stad, ze jesli ||z|| jest odpowiednio duza, to 1 ‘(z) = e**(z) dla 0 < t < tg ma
tez duza norme (wiekszg lub rowng |le ** ||~ - ||2||) zatem dla wszystkich punktow y = e,

0 <t < tg mamy pola Ay i Ay + F(y) takie same, wiec ¢*(z) = 1! (z).

Sprawdzmy teraz warunek Lipschitza i oszacujmy Lip(¢% — %), zeby moc zastosowad tw.
(4.8). Mamy

Xto(z.y) = [(¢"(z) — 9 "(2)) — (" (y) — ™ W) <

[ / ” AP (@)~ (V(#' (1) ~ A% ()t =
|| / ( )= Ag" (@) +(Ag (@)~ A" (2))) ~ (V6" (1))~ A" () +(A0" () - Av ' ())) ) dt]| <
/0 1764 @) = P e+ [ 141 16" (@) = () = (6" = 6 )] <

to
to- Lip(F) - sup |6'(x) — &' ()] + / 1 Allx (o, )t
0<t<to 0
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Zauwazmy, 7e

t
|W%ﬂ—¢%wﬂ<H$—MFFAOMMV%H¢%H—¢WMWB

wiec z nierownosci Gronwalla (wykltady z Rownan Rézniczkowych Zwyczajnych)

I¢(z) = ' (9)] < llz =yl P,
Zatem "

Xu(a.1) < (1o~ Lip(F) - 7)oy + [ Al )
Znowu 7 nieréwnosci Gronwalla |
Xto (2, 9) < to - Lip(F) - e LV — g - eloll Al
Zatem ¢ ' — o)’ spelnia warunek Lipschitza ze stala:
to - Lip(F) - eloLpV) . gtoll Al (5.1)

co jest dowolnie mate jesli Lip(F') < ||[DF| jest dostatecznie mate.
Mamy teraz dwie drogi dokoriczenia dowodu:

Dowdd. (droga 1)

Przypomnijmy z dowodu Twierdzenia (4.8), ze warunkiem dostatecznym dla istnienia
homeomorfizmu h = hy, zeby (I + hy)p' = (I + hy) jest ograniczonosé ¢! — 4!, gdzie
P !(x) = eMa jest czescig liniowa ¢ () w 0) oraz

Lip(#" = ") < eo(t) < min ([l 7" 1~ [|e!

31 - HeiAQtui]) 3

gdzie Ay, Ay to obciecia A do E', E?. To ostatnie wynika z oszacowania przez wyrazenie w
(5.1), o ile Lip(F') < ||DF| jest dostatecznie mate, dla kazdego 0 < ¢ < 1.
Ograniczonosé ¢! — 4! wynika stad, ze daleko od 0, F' = 0.
Dlat = % mamy
(T+hi)opn =¢no(l+h),

czyli

S=

(I+hi)ogno(l+hi) " =4
Sktadajac te lewe i prawe strony n razy otrzymujemy

(I+hi)op o(I+hi)t=q!
Poniewaz (I +hi)o¢'o (I +hy)~' =4 ! otrzymujemy z jednoznacznosci dla kazdego n

)
hi = hy.
Podobnie jak wyzej
k 1 k
(I+hi)ogpno(l+hi) =t¢n YVOLELn, keN.

Poniewaz {%} jest gesty w [0, 1], z ciagtodci ¢, 9 otrzymujemy dla H = I + hy i dla kazdego
0<t<1
Hog!=¢'oH,

wiec, jak wyzej, te samg rownosé dla kazdego t € R. O
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Dowdd. (droga 2)
Wystarczy uzywaé tylko hy, = h dla ustalonego tg np. tg=1. Z (I +h)og¢' =4 ' o (I +h)
wynika bowiem dla kazdego ¢
¢ to(I+hjoglod! =9 toylo(I+h)og,
czyli
(o (T+h)ogt)od! —plo(pto(l+h)op).

Odleglosé ¢ ~to(I+h)og! od I jest ograniczona, bo daleko ¢! = 9. Zatem z jednoznacznodci
hy otrzymujemy dla kazdego ¢

p to(I+h)opt=T+h

O
Lemat (5.1) zostal wiec udowodniony (nawet dwoma sposobami).
Twierdzenie Grobmana-Hartmana udowodnimy teraz zatepujac pole V(z) przez
V(z)=p (M) (V(z) = DV(0)z) + DV (0)z
r
jak w wersji dla dyfeomorfizmu. O

(Ten dowod znowu jest poprawny o ile z — ||z| jest gltadkie. W przeciwnym razie, V
moze nie by¢ rozniczkowalne i trzeba zmodyfikowa¢ szacowanie Lip(F'))
Uwaga 5.2. Sprzezenie H zalezy od rozszerzen f (dla dyfeomorfizmu) lub V. Dopiero przy
zadanych rozszerzeniach jest jednoznaczne. Te dowolnosé¢ wida¢ z tatwego dowodu tw. G-H
jesli z jest §ciekiem, to znaczy dla A € spec(D f(x)) mamy |A| < 1 (w wersji dla dyfeomorfizmu,
flz) = z).

Dla r > 0 odpowiednio maltego mam

f(B(z,r)) C B(z,r) i

Df(x)(B(0,7)) € B(0,r)

Definiujemy H: B(z,7)\ f(B(z,r)) = B(0,7)\ Df(z)(B(0,7)) jako dowolny homeomorfizm,
taki zeby przeszly na brzegi i na brzegu 0B(z,r)

DfoH=Hof

(Znalezienie takiego H nie jest calkiem trywialne).
Dalej rozszerzamy H na otoczenie x wzorem

H(z) = Df"(x) o Ho f"(2).

gdzie n > 0 to najmniejsze n takie, ze

f"(2) € B(x,r) \ f(B(z,r))

Mozna znalezé H gladkie, tak jak f, wszedzie poza punktem x.

Whiosek 5.3. 7 tw. G-H wynika twierdzenie Hadamarda-Perrona w stabej wersjii:
zbiory W (x) i Wr(z) (lokalnie stabilne i niestabilne) sq topologicznymi rozmaitosciami (prze-
jécia pomiedzy mapami gb;lgbl sqg homeomorfizmamsi
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Rysunek 5.1:

Dowad.
Wi (z) = H(E*™ N B(0,¢€))

€

O

Uwaga 5.4. Na wyktadzie (1) wspomniatem, ze globalne rozmaitosci stabilne i niestabilne
punktow statych W**)(z) sg immersyjnymi obrazami R**) . Rozumowanie z uwagi (1) daje
dowod tego faktu.

Dowaod. Wychodzac z homeomorfizmu

H: B(0,r)\ Df(B(0,r)) = W;(z) \ f(W;(z))

B(0,7)\ DF(B(0,7)) C B*(s) C T, M
takiego, ze dla z € dB(0,r)
HoDf(z) = foHl(z)

definiujemy dla z € B(0,r), n > 0 takiego, ze

Y

Df"(z) € B(0,r) \ Df(B(0,r))

H(z) = f"o Ho Df "(2).

Wychodzac z odpowiedniego h na “pierscieniu” B(0,7)\ D f(B(0,r)) mozna uzyska¢ H gtadkie
(poza 0).
Mozemy jednak H zdefiniowaé takze dla z € E* poza B(0,r) takim samym wzorem

H(z) = f"oHoDf "(2),

gdzie n > 0 najmniejsze takie, ze D f"(z) € B(0,r). O

Uwaga 5.5. Jesli ¢*(x) = O(z) jest orbita okresowa hiperboliczng dla potoku, to podobnie
dowodzimy, ze

W:(“’)(qst(m)) ={¢'(z) > O(z), t & co(—0c)} = U ¢ ' (W) (z))

t<0(¢0)

dla f przeksztatcenia pierwszego powrotu do L, ciecia transwersalnego przechodzacego przez
 jest albo immersyjnym zanurzeniem R? x S! albo uogélniong wstega Mobiusa, tzn. zawiesze-
niem f: R~ — R® izomorfizmu zmieniajacego orientacje. W#(O(z)) nazywamy rozmaitoscia
stabilng orbity okresowej O(z). Podobnie W*(O(z)) nazywamy rozmaitoscia niesta-
bilng orbity O(z).
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Jesli okresem z jest g > 0 to mozna zdefiniowa¢ rozmaito$é stabilng (niestabilng)

punktu x jako
Wi(z)={z|p(¢'(z),¢"(z)) = 0dlat— oo}

Wtedy jest ona immersyjnym zanurzeniem przestrzeni euklidesowe;j i

(¢wiczenie) O

Rysunek 5.2: rozmaitodci stabilna i niestabilna

Nie zawsze daje sie znalezé linearyzacje H w tw. G-H gladka. Wyjasnimy to na nastepnych
wyktadach.

5.1. Uzupelnienie Wyktadu 3: obmotka na torusie i rozbicie na
prostokaty.

Wroémy do lematu (1) z wykltadu (3). Przesledzmy jak moze wyglada¢ przeksztatcenie f
pierwszego powrotu do odcinka L bedacego cieciem transwersalnym dla obmotki torusa.
Poniewaz wszystkie trajektorie sg geste, kazdy punkt wraca do L i jedynie w punktach, ktérych
trajektorie przed powrotem do L przechodza przez korice L czas powrotu £(z) moze nie by¢
ciggly. Moga to byé albo 2 rézne punkty, albo jeden, jesli jego trajektoria w przéd najpierw
przejdzie przez jeden koniec L, potem przez drugi, a dopiero potem wréci do L. Inaczej
mowigc to sie zdarza, kiedy korice L lezg na czesci trajektorii, ktéra po drodze miedzy nimi
nie przecina L. Przeksztalcenie pierwszego powrotu

f(2) = ¢"(z)

to przeksztalcenie przekladania odcinkéw (tutaj 3 odcinkow).
To jest uog6lnienie obrotu na okregu. Jesli okrag rozciaé robigc z niego odcinek to obrot staje
sie przeksztalceniem przektadania dwoch odcinkow.

Definicja 5.6. f:[0,1] — [0,1] nazywa si¢ przeksztalceniem przektadania odcinkow, jesli
[0,1] mozna roztozy¢ na skoniczong sume odcinkow stykajacych sie brzegami [0,1] = U I, f
na kazdym I; jest izometria, obrazy f(I;) sa parami roztaczne, oprocz brzegow.

Twierdzenie 5.7. Dla prawie wszystkich (w sensie miary Lebesgue’a) uktadow liczb aq, ..., ap >
0, Z_’;:] aj = 1, przy ustalonej permutacyi, przeksztatcenie przektadania odcinkéw I o diu-
gosciach a; = |I;|, zgodne z tq permutacjq, jest ergodyczne.
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Rysunek 5.3: schemat
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} /31

Rysunek 5.4: Wykres obrotu o kat « (przektadanie 2 odcinkow)

Dowo6d jest trudny, omijamy go. (Dowdd ergodycznosci dla obrotu na okregu o kat
niewymierny byt na ¢wiczeniach, tw. Weyla - von Neumanna).

Doktadniejsze ilustracje przeksztalcenia pierwszego powrotu do L dla obmotki na torusie
daje geometrycznie interesujace rozklady torusa na 3 lub 2 prostokaty. (Na rysunkach to sg

(0,1 1
iy =
L
& o o 3
(0,0) (1.0)
Rysunek 5.5:

rownolegloboki. Beda prostokatami, jesli L jest prostopadte do trajektorii obmotki).
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Rysunek 5.6:
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Wyktad 6

Przyktad 6.1. Potok Cherry’ego na torusie

Zaczynamy od pola V statego, z niewymiernym stosunkiem wspotrzednych, zatem da-
jacego potok ¢!, obmotke. Ustalamy dowolny punkt i zmieniamy pole w jego otoczeniu tak,
zeby uzyskaé nastepujacy obraz fazowy dla nowego pola W. We wspoétrzednych z,y o osi-

y kS
/// o/ /

Rysunek 6.1:

ach réwnoleglych i odpowiednio prostopadlych do trajektorii obmotki mozna to pole opisaé
wzorami

=(f,9), f=1lnaly >e

F(@.y) = folw) ma wykres
Ogolnie

Rysunek 6.2:
f(z,y) = py) folz) + (1 = p(y)) -y
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dla gtadkiej funkcji

1 dlay=0
=10 o

Podobnie g = 0 na |y| > € i ogdlnie

P(y)
y
Rysunek 6.3:
9(z,y) = go(z)p()
dla go(x) o wykresie
Mamy
9o(y)
Y
—& €
Rysunek 6.4:

9o g >0 0
DV(Q):<80I %):<0 <0>’
Y

DV (p) = ( <00 0 )

<0

wiec ¢ jest zZrodlem.

wiec p jest $ciekiem.

Mozna wzigé okrag S', globalne ciecie transwersalne, jak na rysunku (6.1), ((7)? = S' x S')
i rozpatrywaé przekéztalcenie pierwszego powrotu do S' zdefiniowane na S\ [4, B].
Mozna je rozszerzy¢ do przeksztalcenia ®@: §' — S' definiujac je dla kazdego punktu nalezgcego
do tuku [A, B] jako punkt z przeciecia separatrysy niestabilnej | wychodzacej z punkty gq.
Wtedy @ jest przeksztalceniem monotonicznym S' w S' majacym “plateau” (to znaczy staly
warto$¢) na odcinku [A, B].

Cwiczenie 6.2. Jaka jest pochodna lewostronna w A i prawostronna B ?.

Mozna wzigé¢ dwa okregi w T? daleko od p, q postaci S' x {y1}, S' x {2} i pomiedzy nimi
zastapi¢ W polem W) dajacym potok jak na rysunku: Oznaczmy przeksztalcenie pierwszego
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Wykres @

A B
Rysunek 6.5:
powrotu do S' przez ®,. Mamy
Py =Ry0?,

gdzie R, to obrot o kat A. Poniewaz A moze si¢ zmienia¢ od 0 do 1 i wtedy liczba obrotu
p(®,) zmienia sie monotonicznie (®) to podniesienie ®) do R zalezne od A w sposob ciagly)
oraz

p(®1) = p(Pg) + 1

to wszystkie liczby obrotu moga by¢ przyjete, w szczegolnosci niewymierne.
Jedli p(®,) jest niewymierne, to istnieje hy: S' — S! funkcja ciagla, monotoniczna, taka, ze

HAo(I))\:R)\Oh,)\.

Stad wynika w szczegdlnosci, ze kazda trajektoria pola Wy, oprocz przechodzacych przez [A, B|
(dla nich @ bylo zdefiniowane sztucznie i nie odpoiwiada trajektorii potoku wracajacej do S*)
jest gesta w

M =T\ ({¢"(z) | = € (4,B), t € R} Uny),

gdzie 7y to separatrysa niestabilna z ¢ do p (rys. (6.1)).
“Rozdmuchana trajektoria” { ¢*(z) | z € (4, B), t € R} jest tez gesta w T2 Zbiér M jest
quasi-minimalny.

Definicja 6.3. Zwarty niezmienniczy dla potoku zbiér X nazywa sie quasi-minimalny,
jesli zawiera skoriczenie wiele punktow statych i dla kazdego z € X albo w(z) = X albo
w(x) = punkt stally.

Cwiczenie 6.4. (Katok-Hasselblatt) Pokazaé¢, ze na zwartej orientowalnej powierzchni M,
liczba brzegowych zbioréw minimalnych, ktore nie sa punktami stalymi lub orbitami zamknie-
tymi, dla pola klasy C', moze by¢ réwna g = genus(M), ale nie wieksza.

Pokazaé, ze dla pola klasy C", r > 2 liczba zbioréw quasi-minimalnych nie bedacych punktami
staltymi lub orbitami zamknietymi moze by¢ réwna g, ale nie wigksza.

Uwaga 6.5. Jesli w konstrukcji pola W dla potoku Cherry’ego zastapi¢ funkcje fy funkcja fs,
gdzie fs = (1 — s)fo + s to otrzymamy 1-parametrows rodzine pol Wy (2-parametrowa jesli
dodaé¢ parametr A zmieniajacy liczbe obrotu, jak poprzednio).

Dla parametru s = % mamy topologiczng zmiane obrazu fazowego, tak zwang bifurkacje

siodlo-wezel. Inny przyktad bifurkacji siodto-wezet

{.7';:7;2—!-3
y=-y
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Rysunek 6.6:

.............. f
N ﬂx) 10 1)

Rysunek 6.7:

Przyktad w wymiarze 3

t=1z>4s
y=-y
z2=z
// - |od3
/\ //5 wez 3
S>1/2 S= 1/2

g "siod3o-wéze3"

Rysunek 6.8:

Uwaga 6.6. W przyktadzie Cherry’ego obszar U w T? miedzy dwiema separatrysami siodta
q jest kolejnym przyktadem (obok przyktadow sktadowych Reba z wyktadu (3)) gdzie Vz, y
w(zr) = w(y), a(z) = a(y). U sklada sie z punktéw nierekurencyjnych i w(z), a(z) C 9U.

Mozna napisa¢ Twierdzenie Klasyfikacyjne dla potokow na zwartych powierzchniach (
Aronson, Grines “Flows on 2-dimensional manifolds”).

52



Najpierw

Definicja 6.7. Trajektorie osobliwe na powierzchni M to nastepujace trajektorie
1. punkty stale
2. separatrysy (definicja ponizej)

3. trajektorie okresowe, takie, ze przeksztatcenie Poincare’go (to znaczy pierwszego powrotu
dla ciecia transwersalnego przecinajacego trajektorie) jest rézne od identycznosci dla
dowolnie matego ciecia.

4. trajektorie nieokresowe y rekurencyjne w przéd lub w tyl, majace nastepujaca wtasnosé:
Yz € v 3 otoczenie otwarte U 3 z i tuky; Cy, v1 3z

rozcinajacy U na 2 sktadowe w jednej,z ktérych nie ma trajektorii nieokresowych nierekuren-
cyjnych.

Definicja 6.8. Trajektoria potoku ¢!(x) nazywa sie separatrysa jesli dla t — oc (lub
t — —o0) ¢t(x) — p, gdzie p to punkt staly, istnieje otoczenie U > p oraz cigg punktow
Tn, — X oraz S, — oo, t, > S, (odpowiednio s, — —oo, t, < s,) takie, ze ¢°*"(x,) — p,

b (1) ¢ U.

rozmaitofee
s3abo stabilr

7/ \
rozmaitofee
s3abo niestabilna

parametr s=

Rysunek 6.9:

Uwaga 6.9. Trajektorie nieokresowe rekurencyjne nie moga istnie¢ na sferze, ptaszczyznie
rzutowej i butelce Kleina.

Twierdzenie 6.10. (Twierdzenie klasyfikacyjne)

Zatozmy, dla potoku ¢, C'-pola wektorowego, na zwartej powierzchni M jest skoticzenie wiele
trajektorii osobliwych typu 1), 2). Wtedy po wyjeciu z M wszystkich osobliwych trajektorii,
pozostaty zbior rozpada sie na sktadowe niezmiennicze dla potoku nastepujgcych typow:

1. Sktadowa otwarta ptaska (to znaczy zanurzalna w R?) jednospdjna lub dwuspdjna (to
znaczy homeomorficzna z pierscieniem {z € C | 1 < |z| < 2}. Wszystkie punkty tej samej
sktadowej majg ten sam zbidr w-graniczny i ten sam zbidr a-graniczny, lezazce w OU .

2. Sktadowa otwarta bedgca sumg trajektorii okresowych. Jest to albo obszar dwuspdjny
albo torus.

3. Sktadowa bedgca sumq nieokresowych trajektorii rekurencyjnych. Jest to albo torus (ob-
motka), albo tez zbior drugiej kategorii w swoim domknieciu, ktdre w przecieciu z cieciem
transwersalnym, z konncami poza nim jest Cantora (uogdlnienie zbiordw minimalnych
Denjoy i quasi-minimalnych, patrz def (1)).
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Uwaga 6.11. Jedli U mozna C'-zanurzy¢ w R? (lub U = 52 i pole V rozszerza sie na C' w
otoczeniu U w R? to dla z € U w(x) i a(z) sa okresowe lub sa cyklami separatrys i punktéw

statych lezacych w OU. Wynika to z Tw. Poincare’go-Bendixsona (wersji z punktami statymi,
patrz ¢wiczenia).

V()

Rysunek 6.10:

Przyktad 6.12. e Typ 1

Jedli U nie mozna zanurzy¢ jak wyzej, to U jest “uogdlniong” sktadowa Cherry’ego lub
“uogodlniony” szczeling Denjoy.

Uogodlnienie w tym sensie, ze pole V na osiagalnych z U trajektoriach w U moze

>\-7
é\

Rysunek 6.11:

by¢ pomnozone przez funkcje majaca zera, rozbijajac taka trajektorie na ciag punktow
statych i separatrys.

e Typ1c.d
Sktadowe majace w osiagalnej czesci brzegu trajektorie rekurencyjne nieokresowe.

— “szczelina” Denjoy
— “uogodlniona” szczelina Denjoy

— obszar Cherry
o Typ 2

Potok jest zawieszeniem symetrii okregu zaznaczonego przerywang, linia.
Uwaga 6.13. Sktadowych typu 3 jest co najwyzej g w przypadku gdy M jest orientowalna i

CO Najwyzej [92;1} gdy M jest nieorientowalna ([-] oznacza czes¢ catkowita). g oznacza genus
M to znaczy
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Rysunek 6.12:

Rysunek 6.13:

Rysunek 6.14:

Rysunek 6.15:

e w przypadku orientowalnym przy przedstawieniu M jako sfery z raczkami: liczbe
raczek.

e w przypadku nieorientowalnym przy przedstawieniu M jako sfery z wycietymi
dyskami, w ktore wklejone sa wstegi Mobiusa, liczbe tych dyskow (wsteg Mobiusa).

Przyklejenie kazdych dwéch wsteg Mobiusa, oprocz pierwszej, to to samo co przyklejenie

. L. . , . L. , 1
raczki, a w kazdej raczce moze byé najwyzej jedna sktadowa typu 3. Stad wzor ["T] .

Zajmiemy siie teraz klasa potokéw zwanych gradientowymi. Niech M bedzie rozmaitoscia
rozniczkowalng i h: M — R funkcja ciagla. Ustalmy na M metryke Riemannowska < -, - >.
Wtedy mozna zdefiniowaé¢ na M pole grad h jako pole spetniajace rownosé

< grad h,v >= Dh(v)
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dla kazdego wektora stycznego v € T, M, ¥V, x € M. W przypadku M = R™ i euklidesowej

metryki
oh oh )

dh=(—, ... =
= (e g

Fakt 6.14. grad h jest prostopadty do poziomic h.
Dowdd. Jesli v jest styczny do poziomicy, to Dh(v) = 0. Wtedy
< grad h,v >= Dh(v) = 0.
O

W mapie < v,w >= ) a;jvjw;, gdzie a;; to macierz symetryczna dodatnio okreslona.
Zalozmy, ze (grad h)(z) = 0. Rozniczke D(grad h)(x) nazywamy Hesjanem. Mamy w mapie
dla gradh = (v1,...,v) = Y7~ vje; w dowolnym punkcie y, gdzie e; to wersory bazowe

i=1
.0
6_7—%]_WTyM,

“ h
< grad h,e; >= ;aiﬂ)j = 3—7',’ czyli
oh oh
dh=A"(—, ..., —
gra (83:]’ ’8xm)

Wreszcie w zerze pola, punkcie x mamy Hesjan

0%h
D =4
(grad h)(m) (Bmiaflf'j)

To jest macierz symetryczna, wiec wszystkie jej wartosci wlasne sa rzeczywiste.

Zatozmy, ze dla kazdego z takiego, ze (grad h)(z) = 0 macierz [8?-28};]} jest rzedu m (mowimy,

ze 1 jest niezdegenerowanym punktem krytycznym funkcji h).

Taka funkcje h nazywamy funkcja Morse’a. Wtedy wartosci wlasne Hesjanu w kazdym
x, zerze grad h sa niezerowe. Zatem wszystkie zera gradientu funkcji Morse’a sa punktami
hiperbolicznymi.

Przyktad 6.15.
h = — wysoko$¢,

na sferze w R?, zanurzonej jak na rysunku.

(Trajektorie pola grad h mozna sobie wyobraza¢ jako trajektorie Sciekajacej po powierzchni
kropli wody, dlatego wziatem w tym przyktadzie h = —wysoko$¢ a nie h = +wysokos¢.)
Mamy zrodta ps i pg, siodlo po, $ciek pq.

Uwaga 6.16. Funkcje Morse’a zostaly uzyte do dowodu hipotezy Poincare’go w wymiarze
m > 5.

Hipoteza 6.17. (Poincare’qgo)

Rozmaitosé topologiczna M wymiaru m, homotopijnie réwnowazna sferze 8™, to znaczy ist-
niejg ¢1: M — S™ i pg: S™ — M, ¢y 0 o ~ id, ¢o 0 ¢1 ~ id, jest homeomorficzna z S™ (~
oznacza: homotopijna).

Przebudowuje sie funkcje Morse’a tak, ze w koncu mamy funkcje tylko z dwoma punktami
krytycznymi, gradh = 0 maksimum i minimum; patrz ksigzka J.Milnor “Twierdzenie o h-
kobordy7mie”.
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Rysunek 6.16:

Rysunek 6.17:

Rysunek 6.18:

Przyktad 6.18. Pionowo postawiony torus.
p1 to Sciek, po, p3 to siodla, py to zrodio.

W*(p2) \ p2 = W"(ps) \ ps

to przeciecie W#(py) 1 W"(p3) nie jest w zadnym punkcie transwersalne.

Dla potoku transwersalne przeciecie 1-wymiarowych separatrys oznacza po prostu roztgcznosé.
Jesli pole troche zmienimy, np. pochylimy torus, to otrzymamy roztacznosc. pl, p, ph, pjy to
nowe punkty krytyczne dla nowej funkcji h = —wysokog§é. Suma okregéw Iy Uly rozcina T? na
czesé przednia P i tylna (Q, pochylanie to obrot wokét osi L. Plaszczyzna styczna w dowol-
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R
Rysunek 6.19:

nym z € l; o do T? “przechyli sie”, to znaczy wektor styczny v do wyjéciowej poziomicy h w
kieunku Q bedzie skierowany w dot. Zatem grad h' jest skierowany do (). Zatem separatrysa
niestabilna W (p}) nie moze dojs¢ do pf, bo ph € Q, p,, € P, musialaby przejs$¢ przez I; lub
ly 7z Q do P, w przeciwna strone niz pole grad h'.

nowa poziomic

grad h’

Rysunek 6.20:

Uwaga 6.19. Potok gradientowy nie ma orbit okresowych ani punktéw rekurencyjnych (tzn.
x € w(x)) oprocz punktow statych. Faktycznie pochodna h w kierunku grad h

Dh(grad h) =< grad h,grad h >> 0

(=0 w punktach krytycznych), zatem wzdluz niestatych trajektorii h jest $cile rosnace.

h peni tu role funkcji Lyapunowa. Przypominam, ze punkt z staly jest asymptotycznie
stabilny wtedy i tylko wtedy gdy istnieje funkcja rozniczkowalna k > 0, k(x) = 0 taka, ze

Dk(v) < 0.
Rowniez zbior punktow niebtadzacych Q(grad h) sklada sie jedynie z punktow statych.

Definicja 6.20. e Dla dyfeomorfizmu (homeomorfizinu) f: M — M punkt niebtadzacy
to taki punkt z € M, ze VU > z otoczenie otwarte x istnieje n > 0 takie, ze

FUUYNU £ 0.

e Dla potoku ¢’ pola V punkt niebladzacy, to taki punkt z, ze

Ve >0VU 3 z otoczenia otwartego 3t > e (U)NU # 0
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Zbior punktow niebtadzacych oznaczamy symbolem Q(f) lub (V).

Uwaga 6.21. Moze sie zdarzy¢, ze dla dyfeomorfizmu f zbior Q(f) jest skoriczony, a dla C'°-
bliskiego g Q(g) jest bardzo duzy.

Uwaga 6.22. Q(f) # 0 boVz w(z) C Q.

Inna definicja Q(f):

xz € Q(f) jeshi
Vedye M3In >0 p(z,y) <e plz, f"(y)) < e

Przyktad 6.23. (Q-eksplozja)
Wnetrze serca jest takie samo jak zewnetrze.

u

) B

Rysunek 6.21: ¢! - Potok na sferze S?

VEQ(pY) ={pi|i=1,...,4} U{q1,q}

p1, pg4 to Scieki, po, pg 7rédla, qq, go siodta.
Ustalmy t = 1, f = ¢! i na otoczeniu jakiego$§ punktu z € W4(q1), separatrysie laczacej

q1 1 qo zastapmy f przeksztalceniem ¢ jak na rysunku. Mamy ¢(J) C W"(q1,g) (rozmaitosc

7

Rysunek 6.22:
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niestabilna punktu ¢; dla g), f(J) C W*(g2,g). Punkt z i wszystkie punkty ¢"(z) to punkty
transwersalnego przeciecia W"(q1,9) i W*(qq, g). Separatrysa niestabilna z punktu go do ¢
jest zawarta teraz w €(g). Korzystamy z A-lematu Palisa, z ktorego wynika “rozptaszczenie”

Rysunek 6.23:

fM(U) wzdhuz W"(q1), ktore (wraz z f"(U)) “rozptaszcza” sie wzdtuz W"(qq).
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Wyktad 7

Uogolnieniem niektorych potokéw gradientowych (jak ten na pochylonym torusie, wyktad
(6)) sa potoki Morse’a-Smale’a. Podobnie jako uogdlnienie dyfeomorfizméw ¢¢ dla potokow
gradientowych, definiuje sie dyfeomorfizmy Morse’a-Smale’a.

Definicja 7.1. f: M — M dyfeomorfizm rozmaitosci zwartej nazywa sie Morse’a-Smale’a
jesli

1. Q(f) =zbior orbit okresowych jest zbiorem skoriczonym.

2. Kazda orbita okresowa O(z) = (z, f(x),..., f"(x) = x) jest hiperboliczna, to znaczy z
jest punktem stalym hiperbolicznym dla f™.

3. Dla kazdych orbit O(z), O(y)

W*(O(2)) MW" (O(y)),

to znaczy kazdy punkt przeciecia jest punktem transwersalnego przeciecia, to znaczy
jesli z € W*(O(x)) N W*(O(y)), to

T.W*(O(z)) ® T.W*(O(y)) = T- M.

Definicja 7.2. ¢! potok dla pola V nazywa sie Morse’a-Smale’a jesli

1 Q(ph)
2. jw.
3. jw.

Przypominam, ze orbita okresowa, ktéra nie jest punktem stalym potoku nazywa sie
hiperboliczna, jedli przeksztalcenie pierwszego powrotu do ciecia transwersalnego przez te
orbite jest hiperboliczne.

Twierdzenie 7.3. (J. Palis, S. Smale)
Zbior dyfeomorfizméw Morse’a-Smale’a jest otwarty w topologii C' na dowolnej rozmaitosci
zwartej] M. Podobnie dla pol wektorowych.

Twierdzenie 7.4. (J. Palis, S. Smale)
Dyfeomorfizmy i potoki Morse’a-Smale’a sq C'-strukturalnie stabilne.

Przypominam:
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\

Rysunek 7.1:

Definicja 7.5. 1. f jest C"-strukturalnie stabilny jesli
30Vg € C" por(f,g) <6
i f, g sa topologicznie sprzezone, to znaczy

dh: M — M homeomorfizm, taki, ze ho f =goh

2. Potok ¢! pola V jest C"-strukturalnie stabilny jegli
AVW € C" por (V,W) < 0
i potoki ¢! i 4! maja rownowasne obrazy fazowe, to znaczy
dh: M — M homeomorfizm

przeprowadzajacy trajektorie ¢ w trajektorie ¢ (niekoniecznie zachowujac czas).

Uwaga 7.6. Zadanie dla potokéw, zeby czas byl zachwany przez h byloby zbyt silne. W
przypadku istnienia trajektorii okresowej, r6znej od punktu stalego, zaden potok nie bytby
stabilny strukturalnie bo nieco zmieniajac czas (na przyktad mnozac pole przez funkcje ~ 1,
ale Z 1 mozemy zmienié¢ okres trajektorii okresowe;j.

Uwaga 7.7. W definicjach strukturalnej stabilnosci mozna zazadaé
VedoVg...

oraz
pco(h,id) < e.

Moéwimy wtedy o e-strukturalnej stabilno$ci. We wszystkich dowodach strukturalnej sta-
bilnogci konstruuje sie h bliskie identycznodci. Nie sg znane przyklady dyfeomorfizméw lub
potokéw strukturalnie stabilnych, a nie e-strukturalnie stabilnych. Na nastepnym wyktadzie
bedrie podana charakteryzacja uktadow strukturalnie stabilnych: Aksjomat A + silny warunek
transwersalnosci. By¢ moze wynika z niej rownowaznosé strukturalnej stabilnodci i e-strukturalne;j
stabilnogci.

Udowodnimy Tw. 1 dla dyfeomorfizméw. Dowdd dla potokéw jest podobny. Dowdd Tw. 2
jest trudniejszy i opuszcze go.

Dowdd. (Tw. 1) Dla dyfeomorfizmu f Morse’a-Smale’a.

62



1. Krok
Zdefiniujemy w zbiorze orbit okresowych relacje cze$ciowego porzadku.

O(z) < O(y) jesli W*(O(x)) N W*(O(y)) # 0

(a) Zwrotnosé wynika z W*(O(x)) N W*(O(x)) D O(z).

(b) Antysymetrycznosé. Jesli W#(O(z))NW*(O(y)) 3 2z oraz W*(O(x))NW"(O(y)) #
0 iO(x) # O(y) to punkty f™(z1) sa niebladzace 7 transwersalnosci przeciecia.
Dowod jak na wyktadzie (6). Zatem Q(f) jest zbiorem nieskoriczonym, sprzecznosé
7 zalozeniem, ze f jest Morse’a-Smale’a. Zatem O(z) < O(y) i O(z) > O(y) imp-
likuje O(z) = O(y).

(¢) Przechodnio$é¢ wynika podobnie jak antysymetrycznosé z A-lematu Palisa. [ C

Wo(p,) |
W4 (p,)

Rysunek 7.2:

W*(p1) przecina transwersalnie W*(p2) w punkcie ¢, z A-lematu f" (1) dla pewnego
I C I jest prawie rownolegte do duzej czesci W"(ps), wiec przecina, nawet tran-
swersalnie W*(ps3).

Te relacje czesciowego porzadku mozna powiekszyé do relacji porzadku liniowego.
Mozemy wiec ponumerowaé wszystkie orbity okresowe.

01 <0y <... <0,y

2. Krok
Udowodnimy istnienie filtracji, to znaczy ciagu rozmaitosci z brzegiem (zwartych),
m = dimM wymiarowych

0cMyCcMiCMyC...CM,=M,
gdzie n to liczba orbit okresowych, takich, ze

M;_ 1 CimtM; dlal<i<n
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f(My)c M;dlal<i<n

ﬂ fn(Mi\Mp]):Oi dlal1<i<n
nez

Przyktad 7.8. Dla ¢!, przeksztalcen potoku gradientowego, pola grad h jesli wszystkie
wartosci h(x;) dla punktow krytycznych z; s parami rozne, to mozna wziac

Mi={ze M |h(z) <a;},

gdzie a; to dowolne liczby spelniajace
h(z1) < a1 < h(zg) < az < ... < h(zy) =ay,

Lemat 7.9.

w(0:)\ 0; | W*(0;) (7.1)

J<i

Dowdd. Dla z € W"(0;) \ O; mamy w(z) C Q(f) C Ui, O;. Gdyby istnialy ciagi

ki <l <ky<lp<...—= 00
takie, ze f¥s(z) — Oj,. fls(z) — Oj,, s = 00, j1 # j2 to istnialby ciag r;, k; < r; <l;

taki, ze

fli(z) € B(O,Y'NL(S) \ B(Ojlvé) =D

dla pewnej malej liczby § i L stalej Lipschitza dla f. Wtedy istnialby punkt w €

Rysunek 7.3:

w(z) N D zatem Vn f™(w) € Q(f), wiec Q(f) jest nieskoriczony, sprzecznosc¢. Zatem 3j
f™(z) = O;. Zatem z € W*(0O;), a poniewaz z € W"(O;) mamy j < i, co dowodzi
(7.1). O

Bedziemy teraz konstruowac filtracje {M;} przez indukcje.

Mozna zacza¢ od My = ) i dalej konstruowa¢ M; przez indukcje. Wykonam jednak
oddzielnie, dla ulatwienia zrozumienia, pierwszy krok i skonstruuje M;.

Za M; mozna wzia¢ otoczenie Oy takie, ze f(M;) C intM;. M, istnieje, bo O; jest
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orbita przyciagajaca, Sciekiem. Jesli wybraé¢ dowolnie z; € O; i oznaczyé okres przez
n1 to mozna za M wziaé

ni—1

Uf B(0,2%8)) dla A > 1, A~ 1,

matlej liczby 6 > 0 i h sprzezenia Df™ (1) i f™ w otoczeniu 7 z tw. Grobmana-
Hartmana.
Gdyby O; nie bylo orbitg przyciagajaca, to

W*(O1)\ O1 # 0
wiec z lematu (7.9)
37 <1WH(O0;) NW"(Or) #0

sprzecznosé, bo Op jest najmniejsze. Mamy oczywiscie
(f™"(My) = Oy i f(M;) C intM,

(do tego byta potrzebna A > 1.

Dalej dla uproszczenia oznaczen bedziemy przyjmowaé O; = {x;}. Zalozmy, ze My,
k < i spelniajace teze twierdzenia sg juz skonstruowane. Zbudujemy M;. Na W*"(z;)
bierzemy dziedzine fundamentalna

D =h(Df(B(0,4))) \ h(B(0,)).

(Kazda trajektoria zawarta w W*(O;) \ O; przecina D} dokladnie jeden raz. h to
sprzezenie Df i f w otoczeniu z; 7 tw. Grobmana-Hartmana. Poniewaz 7 lematu (7.9)

DY U W*(O U U FWE (O U f " (intM; 1),

Jj<i 7<in>0 n>0

bo intM;_1 D> W _(0;), bo zawiera O;. Mamy z tego, ze f~(intM;_) D intM;_1 i D¥
zwarty, oraz

Ik; DI C fRi(intM; ).

Definiujemy teraz

gdzie R; to “raczka”
h(B"(0,0d) x B*(0,y)), gdze

B"(0,6) C E"(x;)
B*(0,y) C E*(z:)
i y jest bardzo male. Dla y odpowiednio malego mamy

f(Ry) CintR; Uintf % (M; ).

Mamy tez
FOF R (M) € P (M)

zatem f(M;) C intM;. Wreszcie

U v\ vy = JnlJ v =

ne7z neZ nezl

U £1(R) = Wb () N W () = 4
ne’
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X: Du u
L X i W7 (x;)

W (x; )
Rysunek 7.4:

3. Krok. Stabilno$¢ filtracji.
Jegli g jest C¥ blisko f to f(M;) C intM; implikuje g(M;) C intM;. Mamy tez

g RN (M_q) D fR (M),

wiec
M; \ gfki_l_l(Mifl) C R;.

Okazuje sie, ze jesli ¢ jest C'! blisko f to Mnez 9" (R;) jest punktem statym dla g (orbita
okresowa O;(g))). To wynika z odpowiedniego wariantu tw. Hadamarda—perrona: Jesli
g jest C' blisko f i z jest punktem stalym hiperbolicznym dla f, to

{z|p(g"(2),2) <€ n <Ot =W(g)
to rozmaitosci bliskie w Ct do W (z, f) i W(z, f).
{z1p(g"(2),2) < e} =W(g) N Wi(g)

to 1 punkt. Poniewaz
9(We(g)) € We(g)

g™ (W) C W(g)
to jest to punkt z, staty dla g (ogolniej orbita okresowa O;(g)). Stad wynika stabilnog¢

X
- S T

W (x, f) X W (g)
We (x, )| | We (9)

Rysunek 7.5:

filtracjii, to znaczy filtracja dla f jest tez filtracja dla kazdego g C' bliskiego.
4. Krok. Otwartosé M-S.
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(a) Istnienie filtracji {M;} dla g natychmiast implikuje
n
2g) = J 0y
j=1

Faktycznie, jesli z € M; \ g(M;) dla pewnego i, to otoczenie otwarte
U, =int(g (M) \ g(M;) 5 =

spehia
g (U,)NU, =0Vn > 2.

Stad wynika, ze z nie jest punktem stalym, wigc dla odpowiednio mniejszego U,
mamy tez ¢"(UL) NU, = 0, wiec z ¢ Q(g). Zalozmy teraz, ze z € Q(g). Niech i
bedzie takim indeksem, ze z € M; \ M;_1. Wtedy

VkeZz¢ gb(M)\ g" T (M)

iz¢g"(Mi_1)\ ¢" T (M;_1),

wige z € ﬂ 9" (M \ M;—1) = O;
nezs

(b) Orbita O;(g) okresowa (patrz krok 3) jest hiperboliczna, bo

Wil (04(9)) = W™ (0,(1)),

loc

wiec YV € O;(f) i bliskiego 24 € O;(g) mamy D f(z) = Dg(x).

(c) Nalezy jeszcze sprawdzic, ze Vi, j

W?(0i(g))hW*(0;(g))-

Pozostawiam to na éwiczenia.
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Wyktad 8

Twierdzenie 8.1. Pola wektorowe (potoki) Morse’a-Smale’a rozmaitosci zwartych wymiaru
1 (to znaczy okregu) sq geste w C™, r =1,2,...,00.

Dowdd. Wystarczy zaburzyé¢ F: S — R tak, aby zera nie byty osobliwe to znaczy F(z) = 0
implikuje F'(z) # 0 O

Rysunek 8.1:

Twierdzenie 8.2. Dyefeomorfizmy Morse’a-Smale’a okregu sq geste w C" w przestrzeni
wszystkich dyfeomorfizmdéw okregu.

Dowdad. 1. Sktadajac dyfeomorfizm f 7z dowolnie matym obrotem S, mozna uzyskac¢ dla
S o f liczbe obrotu wymierng (zaktadamy, ze f zachowuje orientacje). Faktycznie
trajektoria f™(x) jest gesta w S!, jesli p(f) ¢ Qi f € C? (¢wiczenia). Jesli f(z) jest
blisko z, powiedzmy na prawo od z (rysunek) to dla obrotu S, o kat a miedzy f™(x)
a r mamy (S, o f)"(x) na lewo od z, bo S, o f*(z) = x (dzieki monotonicznosci f).
Istnieje wiec 0 < 8 < « takie, ze (Sgo f)"(z) = z.

(Precyzyjnie ten dow6d mozna zapisa¢ uzywajac podniesienia f: R — R).

2. W przypadku, kiedy p(f) = 0 wystarczy f zastapi¢ C" bliska funkcja tak, zeby jej wykres
przecinat przkatna i w kazdym punkcie przeciecia, zeby przeciecie bylo transwersalne.
To jest latwe ¢wiczenie. Dla p(f) # 0 p(f) = % f9 mozna zaburzy¢ tak samo, ale
chcemy zaburzyé f. To jest troche trudniejsze ¢wiczenie.

3. f zmienia orientacje. Wtedy f? zachowuje orientacje, p(f?) = 0, zaburzenie robumy
jak wyzej.
Szczegoly:| Nitecki, R.1.2 |. O

Twierdzenie 8.3. (Peizoto)
Pola wektorowe (potoki) Morse’a-Smale’a na 2-wymiarowych orientowalnych zwartych roz-
maitosciach (to znaczy powierzchniach) sq geste w C", r =1,2,... 0.
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Rysunek 8.2:

Dowod jest dogé¢ skomplikowany. Mozna go znalezé¢ na przyktad w [Palis, de Melo|. Dla
r = 1 dowdéd mozna oprzeé¢ na lemacie o zamykaniu, patrz nizej. Zostanie on podany w dalsze]
czesci wyktadu. Nie trzeba dla r = 1 zaktadaé¢ orientowalnogci M.

Elementem dowodu Tw. (8.2, punkt 1) i Tw. (8.3) jest tak zwany lemat o zamykaniu (Closing
lemma)

Twierdzenie 8.4. (Pugh, lemat o zamykaniu)

Jesli dyfeomorfizm f (pole V') jest klasy C' i x jest punktem niebtgdzqcym, to dowolnie C!
blisko f istnieje g (pole W) takie, zZe x: jest punktem okresowym dla g (nalezy do trajektorii
okresowej lub jest zerem pola W)

Uwaga 8.5. Dla C° dowod jest bardzo tatwy. W przypadku dyfeomorfizmu sktadamy f z h
gdzie, h(f™(y)) =y i h =id poza U (rysunek). U-otoczenie y i f"(y), gdzie y, f™(y) sa bliko

Rysunek 8.3:
z, fi(y) ¢ U dla j = 1,...,n — 1. Nastepnie zmieniamy wspolrzedne tak, zeby y przeszedt
na .

Dla C! dowod jest trudny, nalezy do Charlesa Pugh. Nadal zaburzenie f wystarczy robi¢
blisko z.

Dla C", r > 1, problem jest otwarty. Zaburzenie f trzeba proébowaé¢ konstruowaé¢ wzdtuz calej
orbity f/(y), j =0,...,n.

Uwaga 8.6. Dla dyfeomorfizmoéw rozmaitosci wymiaru > 2 i potokéw w wymiarze > 3 uktady
Morse’a-Smale’a nie sg geste w C'.

Przyktad 8.7. Przeksztatcenie torusa

TQ _ RQ/ZQ

(i)
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Zbior punktow niebtadzacych Q(f) jest calym torusem. Okaze sie, ze dla g ~c1 f tez Q(g) =
T?. Zatem istnieje otwarty w C! zbiér dyfeomorfizméw, ktére nie sa Morse’a-Smale’a

Okaze sie, ze f jest strukturalnie stabilne, to znaczy dla g C' blisko f istnieje homeomor-
fizm h taki, 7ze ho f = goh. f jest przyktadem dyfeomorfizmu Anosowa. Niech E° oznacza
podwigzke wigzki stycznej do T? wektoréow réwnolegtych do wektora wiasnego macierzy

(71)

odpowiadajacego wartosci wlasnej Ay = 3*2‘/5, \A1] < 1. Niech E" oznacza podwiazke wek-

torow rownolegltych do wektora wtasnego wartodéi wtasnej Ay = HT‘/E |A2] > 1. Mamy
Df(E°)=FE*i Df(E") = E",

D f skraca wektory nalezace do E*, a wydtuza wektory nalezace do E".

Rysunek 8.4:

Uwaga 8.8. Okazuje sie, ze pewne wtlasnosci “hiperboliczne” sa spetnione dla gestych
zbioréw uktadéw dynamicznych.
Definicja 8.9. Méwimy, ze wlasnosé¢ G jest typowa w topologii C7, jedli jest spelniona dla

gestego G5 zbioru C"-dyfeomorfizmow (pol wektorowych).
(Zbior gesty G5 nazywa sie czasem zbiorem residualnym).

Uwaga 8.10. Poniewaz zbior dyfeomorfizmow (pol) z metryka dajaca topologie C” jest przestrzenia
zupelna, z wlasnodci Baire’a wynika, ze przeciecie ciagu zbioréw otwartych gestych jest

zbiorem residualnym.

Podam teraz wazne twierdzenie, ktorego dowdd opuszcze.

Twierdzenie 8.11. (Kupki-Smale’a, wersja dla pdl wektorowych)
Nastepujgce wtasnosci sq typowe w topologii C", r =1,2,...,00 (Wtasnosi K-S):

1. Wszystkie punkty stale i orbity okresowe (okres>0) sq hiperboloczne.

2. Rozmaito$ci stabilne i niestabilne orbit okresowych 1 punktow statych przecinajg sie tran-
swersalnie (w kazdym punkcie przeciecia).
3. W topologii C* typowa jest wtasnosé Q = Per (zbidr punktéw nieblgdzgcych jest domknie-
ciem zbioru punktéw okresowych,).
Uwaga 8.12. C! typowosé whasnosci 0 = Per wynika z lematu o zamykaniu. Nietrudny

dowod mozna znalez¢ w ksiazce [Szlenk, str. 139-140 (Wniosek 3.8.1)]. W tej ksiazce mozna
znalez¢ dowod catego Tw. Kupki-Smale’a.
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Definicja 8.13. Niech A bedzie zwartym podzbiorem zwartej rozmaitosci M i niech f bedzie
C' dyfeomorfizmem okreslonym na otoczeniu U zbioru A, f: U — M, takim, ze f(A) = A.
Mowimy, ze A jest zbiorem hiperbolicznym, jesli istnieje rozktad wigzki stycznej do M, nad
A, na dwie niezmiennicze podwiazki E* i E%, takie, ze D f|gs skraca wektory, D f|gu rozciaga
wektory,

Df|ps = E*, Df|gu=FE", TA\M = E*&® E"

oraz istnieja stale ¢ > 0, A < 1 takie, ze Vn > 0

{ D ()| < eA[lv]|  Vve E*
IDf ()| < cA"|jv|| VYo e E*

dla normy || - || zwiazanej 7z jakas metryka Riemannowska na T'M . Bedziemy dalej przyjmowali
¢ = 1. Mozna to uzyskac¢ przez odpowiednig zmiane metryki.

E* nazywa sie¢ podwiazka stabilna.

E" nazywa sie podwiazka niestabilng.

Uwaga 8.14.
B =B,

TEA

podwiagzka jest suma podprzestrzeni stycznych T, M (E*(z) C T,,M), wszystkich tego samego
wymiaru, ktéry oznaczymy przez s. Podobnie

B — U EU(x)’
TEA
dimE"(z) = u.

Nie trzeba zaktada¢ ciaglosci E5(")(z) w zalesnosci od  (w mapie, gdzie wszystkie E5()(z)
sa podprzestreniami tej samej przestrzeni R™). Cigglosc wynika bowiem automatycznie z
definicji (¢wiczenie). Mozna tez tatwo wykazac, ze kat miedzy E* i E" jest oddzielony od 0.

Definicja 8.15. Dla pola wektorowego (potoku) zbiér A nazywamy hiperbolicznym jesli pole
nie ma na nim zer.

Nazwijmy trajektorie rekurencyjng w przod lub w tyl (to znaczy taka, ze jej punkty sa
rekurencyjne) trywialng jesli jest punktem statym lub orbita okresowa.
Bedziemy korzystac z

1. Lematu Pugh
2. Tw. Kupki-Smale’a
3. Wniosku 7z Tw. Klasyfikacyjnego (Wyktad 6) mowiacego co nastepuje

Whiosek 8.16. Jesli nie ma nietrywialnych trajektorii rekurencyjnych @ punkty state ¢
trajektorie okresowe sq hiperboliczne, to nie ma punktow niebtqdzgcych, oprocz punktow
statych, trajektoris okresowych lub cykly separatrys.

Dowdd. 7 zalozen wynika, ze mozemy mieé¢ tylko sktadowe U typu I. Jesli z € U, to

dla € > 0 dostatecznie matego B(z,e) C U (domkniety dysk) i ¢*(B(z,€)) — U dla
t — oo, zatem ¢*(B(z,€)) N B(z,¢e) = 0 dla t dostatecznie duzych. Stad z ¢ Q. O
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Dowdd. (Tw. Peixoto, r = 1)

Wystarczy udowodni¢, ze dla kazdego pola wektorowego V na M klasy C! istnieje pole C'!
bliskie, speliajace warunki 1, 2 z Tw. Kupki-Smale’a, dla ktorego wszystkie trajektorie
rekurencyjne sg trywialne. Z C wynika bowiem, ze ) sktada sie tylko z trajektorii okresowych
(z Wniosku (2) Kupki-Smale’a, nie ma cykli separatrys).

Cwiczenie 8.17. Pokazaé¢, ze dla potoku Kupki-Smale’a na M?, punktow stalych i trajektorii
okresowych jest skoriczenie wiele.

Hiperboliczno$é punktéow statych i trajektorii okresowych i transwersalnosé, wystepujace
w def. Morse’a-Smale’a, zapisane sa juz we wtasnosciach 1, 2 Kupki-Smale’a.
Przypus$émy, ze x jest nietrywialnym punktem rekurencyjnym. Wtedy z lematu (1) z wyktadu
(3) wynika, ze istnieje krzywa Jordana L C M, transwersalna do V', zawierajaca nietrywialny
punkt rekurencyjny y (y € ¢*(z)). Z A istnieje V; C! blisko V takie, 7e y jest okresowy.
Oznaczmy jego trajektorie okresowy dla Vi przez v. Mozna zalozy¢, ze L jest transwersalne
do Vi i jeszcze, ze Vi jest Kupki-Smale’a. -y nie moze ogranicza¢ topologicznego dysku D (to
znaczy M \ 7 nie moze mie¢ sktadowej bedacej topologicznym dyskiem). Co wiecej M \ 7y nie
moze mie¢ dwoch sktadowych, z ktérych jedna, D, jest orientowalna. Zatézmy bowiem, ze y
ogranicza takie D.
Sparametryzujmy L, ¢: [0,1] — L, ¢(0) = ¢(1) tak, zeby (%(t),Vl(t)) byto zgodne z ori-
entacja D dla ty < ¢t < ty, gdzie ty to parametr wejscia L w D, a t1 to pierwszy po %y czas
wyjscia.
Mamy w ¢t (tg), 7ze orientacja (nw (to), Vi (to)) zgadza sie 7 orientacja (%(to), Vi(to)), zatem

oft)
Rysunek 8.5:

z orientacja D, gdzie ny to wektor normalny do v w kierunku do wewnatrz D.
Powinnis$my wiec mie¢ zgodne z orientacja D, wiec zgodne, orientacje (nyw (t1), Vi (t1)) oraz
(4(t1), Vi(t1)), sprzecznosé, bo 9(t) jest skierowane na zewnatrz D.
Poniewaz «y nie ogranicza dysku, M \ v ma albo jedna N, albo dwie sktadowe, ale suma ich
genusow jest mniejsza niz genus M. (Sa to rozmaitodci z brzegiem, ale mozna “dziury” zaklei¢
dyskami, w ktorych V; rozszerzamy tak, zeby byty $cieki).

Jedli w N jest nietrywialna trajektoria rekurencyjna to robimy kolejne zaburzenie V; do

ﬁ = -
Y

N
Rysunek 8.6:

V5, otrzymujemy trajektorie okresowa <y, i po analogicznej jak wyzej operacji znowu zm-
niejsza sie genus. Po skonczonej liczbie krokéw juz nie ma trajektorii rekurencyjnych bo
genus powierzchni nie moze spa$é¢ ponizej 0. O
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A jest niezmienniczy, to znaczy ¢'A = A i T\M = E* @ E° @ E", gdzie
vVt D¢'(E®) = E*, D¢'(E") = E“

E? jest wigzka jednowymiarowa wektoréw stycznych do trajektorii.
Spetniona jest wlasnosé skracania i rozciagania w def. (2), gdzie n > 0 jest zastapione przez
t>0i Df" przez Dt

Definicja 8.18. Jesli A = M, to méwimy, ze dyfeomorfizm (potok) jest dyfeomorfizmem
Anosowa (potokiem Anosowa)

Dla doktadnejszego zbadania zbioréw hiperbolicznych i uktadow Anosowa przyda sie
nastepujacy

Lemat 8.19. (o0 jednostajnym zaburzeniu)
Niech fp: R™ — R™ n € Z bedzie ciggiem dyfeomorfizmdow klasy C", r > 1 4

A <A <1<y < pog
oraz L, : R™ — R™ to przeksztatcenie liniowe takie, ze dla R™ = R* @ R*
Lo(R) = R", L(R")=R"
VneZVveR v =1 A < ||[Ln(v)] < Ao

iVo e B ol =1 1 < 1La()] < po

Wiedy
Ve3d jesli VnLip(f, — Ly) <0 1| fn(0)] <6

to istnieje cigg C"-rozmaitosci W € R™ | s-wymiarowych, bedgcych wykresami funkcji z R*
do R® ze statq Lipschitza < €, zachodzi niezmienniczosé, to znaczy

Fa(W) = Wi, i dist(W,0) < e.
Istniejq takze rozmaitosci W, spetniajgce analogiczne wtasnosci, W2 sq wykresami funksji z

R® do R".

fn rozcigga na W i skraca odlegtosci na Wj.

W,f(u) sq wyznaczone jednoznacznie.
Dowdd. Rozpatrzmy przestrzen W"(e) ciagow wykresow
{¢n: B" >R, n=...,-1,0,1,..., Lip(¢,) <€ ||dn(0) < €|}.
B" to kula jednostkowa. Jegli § jest odpowiednio male, to przeksztatcenie
{¢n|n=...,-1,0,1,...} > {fuldp)|n=...,-1,0,1,...}

przeprowadza W"(e) w W"(e) i jest kontrakcja w normie sup, gu. Okazuje si¢, 7e ciag
wykresow { W'} bedacy punktem stalym tej kontrakcji jest wykresem funkeji klasy C.
Dowdd jest taki sam jak tw. Hadamarda-Perrona (Wyktad (1)). Analogicznie znajdujemy
ciag {W;}. Jednoznacznos¢ wynika z kontrakeji. O
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Whiosek 8.20. Jesli A jest zbiorem hiperbolicznym dla C" -dyfeomorfizmu f, to istnieje € > 0
takie, Ze

Vee A Wo(z) ={ye M[Vn =0 p(f"(y), f"(2)) <€}

jest rozmaitoscig klasy C", C"-bliskg B(0,e) C E*, styczng w x do E* (utoZsamiamy tu
otoczenie 0 w przestrzeni stycznej z otoczeniem x w M, mozemy ustali¢ mape wokdét x).
Ponadto przy dowolnie ustalonym X' : X < X < 1 mozna wybrac € tak, zeby

Vy,z € Wi(z) p(f(y), f(2) < Np(y,2).

Mamy w szczegdlnosci
Vo €A f(WH)) C WA (2)):
Analogiczne fakty zachodzq dla

Wi (z) ={yeM[Vn>0 p(f "(y).f "(z)) <e}

Uwaga 8.21. To twierdzenie mdéwi o istnieniu zgodnej rodziny lokalnych stabilnych i niestabil-
nych rozmaitodci i uogélnie tw. Hadamarda-Perrona o istnieniu takich rozmaitosci dla statego
punktu hiperbolicznego. Punkt zastapiony jest przez zbioér hiperboliczny.

R® R* RS
U wes D dwe F T we
% .u
fn fn+1 fn+2
R" 24 R"

Rysunek 8.7:

Uwaga 8.22. Jesli f jest okreslone na calym M, to mozna zdefiniowaé globalne rozmaitosci
stabilne (niestabilne)

= U £ (@),

n>0

ktore sa immersyjnymi obrazami R® i

FW?(z)) C W2 (f(x)) i W*(z) = {y e M| p(f"(x), f"(y)) = 0, n — oo}

Mielismy juz na poprzednich wyktadach przyktad rézny od A—(jeden punkt). Byla to hiper-
boliczna orbita okresowa.

Whniosek 8.23. (Shadowing lemma, lemat o przyblizaniu e-trajektorii, trajektorig)

Vn > 0 Je > 0 takie, ze jesli x, € U dostatecznie matego otoczenia zbioru hiperbolicznego
A dla dyfeomorfizmu f i cigg ©, jest e-trajektoria, to znaczy VYn p(f(xn), f(yn)) < €, to
istnieje taka f-trajektoria yn, f(yn) = ynt1 (nirkoniecznie w A), ze p(zn,yn) < 1

Dowdd. Y x,, wybierzmy bliski z,, € A i wspolrzedne (mape) taka, zeby E*(z,), E"(z,) prze-
chodzity na R*, R*. Wtedy w otoczeniach zer, w tych mapach f jest C'-bliskie rézniczkom
Df(z,), ktore sa bliskie jakim§ przeksztalceniom L, o ktorych mowa w lemacie (?7). Stad
wynika (lemat (??)) istnienie f-niezmienniczego ciagu W,¥. Analogicznie otrzymujemy niezmi-
enniczy ciag W,?. Definiujemy

Yn = er N W#
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0eT(z)

E'(z)

Rysunek 8.8:

Twierdzenie 8.24. Zbidor dyfeomorfizméw Anosowa jest otwarty w topologii C*.

Dowdd. Niech f bedzie dyfeomorfizmem Anozowa i g bedzie C'-blisko f. Wtedy dla dowolnej
g-trajektorii x, mamy

Dg(zn) ~ Df(zn) i B (f(2)) ~ B (2041)

(E*™) to podwigzka stabilna (niestabilna) dla f). Zatem mozna znalez¢ L, takie, ze Dg(z,)
jest bliskie L,, i L, sa jak w lemacie (??). Istnieje wiec ciag stabilnych (niestabilnych) roz-
maitosci EZ("), Dg(mn)(Efl(")) = E;(:% Poniewaz Dg(zy,) sa liniowe, ol sa podprzestrzeni-
ami liniowymi.

(Mozna byto skorzysta¢ z “Shadowing lemma”, przyblizy¢ x,,, ktore jest e-trajektoria, jesli
pco(f,g) < €, przez f-trajektorie y, i wziaé za L, rozniczki Dg(y,), we wspolrzednych, w

ktorych E*(y,) L By .) O

Udowodnimy teraz e-strukturalng stabilnosé¢ dyfeomorfizméw Anosowa. Najpierw wprowadz-
imy jednak nowe pojecie

Definicja 8.25. Homeomorfizm f: M — M nazywamy ekspansywnym jesli

Vr>0VoyeM, o #yInel p(f(z), fM(y) >

Lemat 8.26. Na zbiorze hiperbolicznym A jest ekspansywny.

Dowdd. Przypusémy, ze mamy dwie f-trajektorie w A (x,) i (yn) oraz p(x,,yn) < €. Wtedy
w odpowiednich wspotrzednych wokol z, w otoczeniach (zawierajacych y,) mamy f ~cn
Df(xy) = Ly.

Z lematu (??) (jednoznacznos$c) otrzymujemy w tych otoczeniach

W) () = W) (), zatem @, = yn.

Twierdzenie 8.27. Dyfeomorfizmy Anosowa sq e-strukturalnie stabilne.

Dowdd. Ustalmy f dyfeomorfizm Anosowa. Jegli g jest CC-bliskie f, poo(f,g) < € to kazda

g-trajektoria (x,,) jest e-trajektoria y,, p(xn,yn) < 1, (shadowing lemma).

Zdefiniujmy hg¢(zn) = yn. h jest ciagle, bo jesli g jest bardzo blisko zj to diugie bloki g-

trajektorii sa bliskie sobie, powiedzmy 7-bliskie, wiec dtugie bloki f-trajektorii y, = hqr(zn),
!

Y, = hgr(z,) sa 3n-bliskie, to znaczy p(yn,y,) < 31 dla |n| < N. Stad wynika (¢wiczenie), ze
p(yo, y() jest bardzo bliskie 0, p(yo,y;) — 0 gdy N — oco. (Mozna w ten sposob udowodni¢
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Holderowska ciaglos¢ hgr). Poniewaz hgpog = fohgp z tw. (8.24) wynika, ze jesli g jest
C'-blisko f to ¢ tez jest Anosowa. Mozna zatem skonstruowac hy, takie, ze

M-t M

h‘fgl lh‘fg
M — M
g

Zatem hypy: = hygohgs sprzega f z samym sobg. Z jednoznacznosci wynika, ze hyp = id, bo id
tez sprzega f z samym sobg. Podobnie hyy = hypohy, = id. Zatem hy, jest homeomorfizmem
M. O

Jednoznacznosé, z ktorej skorzystaliémy mozna sformuowaé nastepujaco

Lemat 8.28. Jesli f jest ekspansywnym homeomorfizmem zbioru A C M na A oraz hy i ho
to przeksztatcenia pewnego zbioru A C M w A, g to przeksztatcenie A w A 4

hiog=fohy, hgog= fohytop(hi,hy) <r
(stata) ekspansywnosci z def. (8.25) implikuje hy = hs.

Dowasd. Jesli hy(z) # ha(2) to In € Z

p(h(g"(2)), ha(9" (2))) = p(f"(h1(2)), " (h2(2))) = 7.
O

Twierdzenie 8.29. Jesli Ay jest zbiorem hiperbolicznym dla dyfeomorfizmu f 1 g ~c1 f to
istnieje blisko Ay 2bidr niezmienniczy dla g Ay, hiperboliczny dla g i homeomorfizm

hpg: Ay — Ay taki, ze

h‘fgof‘Af :g‘/\g ohgg
h bliskie id.

Dowdd. Jedli (z,) to f-trajektoria As to jest to e-g-trajektoria. Stosujgc lemat (8.19) tak
jak w dowodzie “Shadowing lemma” znajdujemy blisko (z,) g-trajektorie (y,) i definiujemy

hig(zn) = yn O
Uwaga 8.30. Analogiczna teoria prawdziwa jest dla potokdw.

Przyktad 8.31. Niech dla dyfeomorfizmu f powierzchni ma punkt homokliniczny, transwer-
salny, to znaczy W*(p) przecina W"(p) w punkcie = transwersalnie. Wtedy istnieje dla f
nieprzeliczalny niezmienniczy zbioér hiperboliczny.

Faktycznie, jedli “prostokat” K jest odpowiednio niski (krotki w kierunku W*(p)) to n, dla
ktorego f™(K) otacza W"(p) az do punktu a, jest duze, wiec pasek f"(K) cienki.

Wtedy
) (&) = A
keZ

jest zbiorem hiperbolicznym dla f.

Zbadajmy to doktadniej w sytuacji idealnej (modelowe;j):
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Rysunek 8.9:

f1 (K)
Zginamyf, (K)

o)
i

Rysunek 8.10:

Przyktad 8.32. (Podkowa Smale’a)

Niech f: K — R? przeksztaltca kwadrat K dyfeomorficznie na swoj obraz w R?, w ten sposob,
ze jest zlozeniem najpierw przeksztalcenia afinicznego f1, a potem takiego fo, ze f1(K) jest
przeprowadzone przez fo na “podkowe”.

Robimy to tak, zeby f na Iy i I} bedacymi przeciwobrazami przy f~! sktadowych Jy, J;
zbioru KN f(K) byto afiniczne i przeksztatcalo linie poziome w poziome, a pionowe w pionowe.
Widaé, ze

A=) 1K)

to iloczyn kartezjanski dwoch zbioréw Cantora, poziomego i pionowego.
Zbadajmy A doktadniej.
Oznaczmy %2 przestrzen ciagow 0, 1 z metryka p((an), (Bn)) = 27V, gdzie N = min { |n| | o # B}
Przporzadkujmy ciagowi «,, zbior
N /"),
neZ
Ciag (ay) nazywamy kodem tego punktu z. f"(z) € I,,. «, dla n > 0 opisuja przysztos¢
tego punktu, a o, dla n < 0 przesztosé.
To przyporzadkowanie h jest homeomorfizmem. A jest zbiorem hiperbolicznym. Rozmaitosci
stabilne w K to linie poziome, niestabilne to linie pionowe.
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%

f

RACE )

/ }& f(3,)=F (1)

f(3,)=F (b )

Rysunek 8.11:
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Wyktad 9

Na przestrzeni %2 ciggéow o, = 0lub 1, n = ..., —1,0,1,... mozna wprowdzi¢ przesuniecie w
lewo

VEk U((G’n)n)k = Of41-

Wtedy kodowanie h: 32 — A zbioru niezmienniczego A dla podkowy Smale’a spelnia wlasnogé
f‘A oh=hoo.

Przyktad 9.1. Mozna bada¢ uogoélniona podkowe Smale’a gdzie zamiast jednego jest kilka
kwadratow Ki,...,K; a liczba sktadowych f(K;) N Kj jest dowolna.  Jedli Iy,..., I to

(K,)

N

|| b f(Ky)

Rysunek 9.1:

== 1K)

MMMMMMMWMMHsfF%Kﬂ
(AT, <

(I Ko

Rysunek 9.2:

sktadowe f~'(K;) N K, 4,5 =1,...,1, to

A=) Uk

nez
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moze by¢ zakodowane przez przestrzen ciggéw symboli o, = 1,...,d. W takim ciaggu jako
kolejne symbole, moga pojawiaé sie tylko pary apap41, dla ktérych

fa,) N oy #0

Definicja 9.2. Niech A bedzie macierza d x d z wyrazami a;; = 0 lub 1. Topologiczny
taricuch Markowa Y (A) to przestrzen ciagow

(an)n:___,,],[]’],___, Qap, € {13 .- 7d} )

takich, ze
Vn aa,an, =1

o(5(4)) = Z(A).
W poprzednim przyktadzie skonstruowaliémy homeomorfizm h: $(A) — A dla odpowied-
niej macierzy A.

Uwaga 9.3. A mozna utozsamiaé 7 grafem skierowanym I'4, ktorego wszystkie wierzchotki
odpowiadajg I, 7 = 1,...,d. Krawedzie od I; do I; liczbom a;; = 1. Punkty A to nieskoric-
zone $ciezki po grafie.

Mozna zaczaé¢ od grafu I', ktérego wierzchotkami sg K, a od K; do k; jest tyle krawedzi ile
sktadowych K;Nf~1(K;). Wtedy I 4 bedzie grafem pochodnym, to znaczy jego wierzchotkami
sg krawedzie I', a krawedziami, pary krawedzi takie, ze koniec pierwszej to poczatek drugiej.

Zajmiemy sie teraz analogiczng konstrukcja dla zbioréw hiperbolicznych.
Definicja 9.4. Méwimy, ze zbiér zwarty X, niezmienniczy dla homeomorfizmu f, okreslonego

na jego otoczeniu, jest izolowany (inna nazwa: lokalnie maksymalny) jedli istnieje w
dziedzinie f otoczenie U zbioru X takie, ze

N fw)=x
ne’

(Inaczej mowiac: jesli z € X \ U to jego trajektoria, albo w przod, albo w tyt ucieka z U.)

Definicja 9.5. X jest atraktorem jesli

Lemat 9.6. Jesli A zbior hiperboliczny dla dyfeomorfizmu f jest izolowany to ma lokalng
strukture iloczynu, to znaczy

Va,yz bliskoy Wi .(z) NWji.(y) € A.

oc

Dowasd. WE(x) N Wk(y) dla e dostatecznie matego, to doktadnie jeden punkt, bo E* i E* sa
podwigzkami ciggtymi na A i W:'(u) (z) jest w z styczne do E*(W(z), bliskie C' w otoczeniu
B(xz,€), niezalezne od x. (Patrz Lemat (8.1) o jednostajnym zaburzeniu). Mamy wiec dla
{z} = We(x) n W (y)
Vn >0 p(f"(z), f"(y) <e (= 0)i
V20 p(f " (2), " (y) <e

Zatem cala trajektoria f™(z) n € Z pozostaje blisko A, nalezy wiec do A z definicji z. O
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Cwiczenie 9.7. Udowodni¢ Lemat w druga strone, to znaczy, ze lokalna struktura iloczynu
implikuje, ze A jest izolowany.

Oznaczamy W} (x) N W} (y) przez [z,y].

Definicja 9.8. Zwarty podzbior R C A nazywamy prostokatem jesli Vz,y € R mamy
[z,y] € R, oraz R = IntR.

Dla z € R oznaczmy W} (z) = W (z) N R.
Oznaczmy brzegiem stabilnym, 0°R, zbior

0°(R) = | Orrws (o) Wi()
TER

gdzie indeks przy brzegu 0 oznacza przestrzen topologiczng, w ktorej brzeg jest rozwazany.
Analogicznie definiujemy brzeg niestabilny 9"R.

Definicja 9.9. Rozbiciem Markowa zbioru A hiperbolicznego, izolowanego, nazywamy
takie skoriczone pokrycie A prostokatami R;, j =1,...,d, 7ze IntR; N IntR; =\ dla i # j.

1. Dla kazdego = € IntR;, jesli f(z) € IntR; to
Wa (F(x)) C FOWR () i F(W, (2)) C W, (f(2))

oraz

fW(x)

/

X f(x)
®

Rysunek 9.3:

2. f(Wg, (7)) zawiera dla kazdego j najwyzej jeden zbior W}%j (y) (to znaczy jesli zawiera
Wi (1) 1 Wi (y2) to Wi (y1) = W (y2))-

Uwaga 9.10. Wida¢ 7e warunek 1 implikuje, 7e dla 8° = J%, 8*R; i 8" = UL, 0"R;

mamy

F@) corifl (oY) c o

Odwrotnie to moze nie by¢ prawda, jesli na przyktad 951 sa puste, warunek 3 jest pusty.
Jesli jednak Vi, x € R; IntWp")(2) jest spojny, to 3=>1 (éwiczenie).
Dla dyfeomorfizmu Anosowa, bedacego algebraicznym, hiperbolicznym automorfizmem torusa
T2, to znaczy danym hiperboliczng macierza

AR )7 - R 77
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(przeksztatceniem liniowym) o catkowitych wspolczynnikach i det(A) = 1 “porzadne” rozbicie
Markowa mozna skonstruowaé bezposrednio. Nazywa sie ono rozbiciem Adlera-Weissa
(de facto byto ono juz skonstruowane na wyktadzie 5).

Dla 0 < Ay < 1 A9 > 1 wartodci wlasnych A rozmaitosé stabilna punktu statego 0 to prosta
w kierunku wektora wtasnego odpowiadajacego A1, niestabilna w kierunku wektora wtasnego
odpowiadajacego Ay (patrz Wyktad 8). Niech [ bedzie odcinkiem W*(0) taczacym 0 i punkt
a € W*(0) taki, ze odcinek I* taczacy w W*(0) a i 0 nie przecina [. Przeksztalcenie pierwszego

a a a

Rysunek 9.4:

powrotu wzdtuz stabilnej foliacji W* do odcinka [, (przy ustalonym kierunku), moze mie¢
najwyzej 2 punkty nieciggtosci, przeciwobrazy koncéw [, ale tu dzieki specjalnemu doborowi
a jest tylko 1 punkt b (poréwnaj Wyktad 5.). Otrzymujemy rozbicie T? na dwa prostokaty
Ry iRs.
Mamy

0" =1, 0° = odcinek[b,c] C W?*(0)

Oczywiscie

fle") cav, f(o7) c o
Warunek (3), a zatem (1) (patrz Uwaga 2) jest speliony. Nie jest niestety spetniony warunek
(2), bo Ry i Ry sa za duze (poréwnaj K; i Ko w przyktadzie 1).
Za prostokaty dajace rozbicie Markowa nalezy wzig¢ sktadowe R; N f ! (Rj), i, =1,2. Dla
uzyskania drobniejszego rozbicia Markowa mozna powtérzyé te operacje itd.
Uwaga 9.11. Dla dyfeomorfizméw Anosowa rozmaitosci wymiaru > 3 na ogét 9° i 0" sa
fraktalami (nie sg rozmaitosciami rozniczkowalnymi).

Uwaga 9.12. W przykladzie 1 rozbiciem Markowa jest

{IL,..., 14}

Uwaga 9.13. Przy ustalonym rozbiciu Markowa { R;};_, ,niech dla macierzy A = (a;j;), i=1..d

Lo jesli f(IntR;) N IntR; # 0
L0 jesli f(IntR;) N IntR; =

Wtedy
h: B(A) = A, hl(om)n=...1.01..) = [ | f " (Ra,)
neZ
jest dobrze zdefiniowanym przeksztalceniem ciggltym i hoo = f o h.
(Ponadto dla kazdej miary ergodycznej o-niezmienniczej u na 3(A), he: p — hy(p), gdzie
hi(p) := po h~' jest izomorfizmem teorio-miarowym. To bedzie blizej wyjasnione na
wyktadzie 7z uktadow dynamicznych.)
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Konkluzja:
Rozbicie Markowa pozwala na prawie 1-1 kodowanie topologicznym taricuchem Markowa.

Przyktad 9.14. Wréémy do podkowy Smale’a. Rozszerzymy f do dyfeomorfizmu catej sfery
S?. Do kwadratu K dolepione sg dwa potkola P; i P,. Dysk topologiczny Py U K U P jest

Py

P2 ql
Rysunek 9.5:

przeksztalcony w siebie, P;, P na zakreskowane obrazy w P;. ¢q; to $ciek. Mozna wtedy
rozszerzy¢ f do S?, tak, zeby oprocz zrodla ¢ kazda trajektoria wpadata w Py U K U P;.
Zbiér punktoéw niebtadzacych to

Q={q}U{gtUA (9.1)

gdzie jak poprzednio A =, ., f"(K). Kazdy ze zbioréw {q1} U {g2}, A to izolowany punkt
niezmienniczy, hiperboliczny. Punkty okresowe sa geste w Q (¢wiczenie). Jest to przykltad
przeksztalcenia spelniajacy tak zwany Aksjomat A (Smale’a)

Definicja 9.15. Dyfeomorfizm f: M — M rozmaitosci zwartej spetnia Aksjomat A jesli
1. Q jest skoniczong suma zbioréow hiperbolicznych.

2.

Per(f) = Q(f)

Uwaga 9.16. Dla dimM = 2 (1)=>(2), jesli dimM > 3 to tak by¢ nie musi. Przyktad nie
jest prosty.

Jegli f spelnia Aksjomat A to mozna wprowadzi¢ relacje rownowaznosci na punktach okre-
sowych: z ~ y jedli istnieja punkty p1, pe, w ktorych W#(z) przecina W"(z), transwersalnie.

Cwiczenie 9.17. Sprawdzi¢, ze to relacja rownowaznosci. Wsk: A-lemat.

Domkniecia tych klas rownowaznosci daja rozbicie Q(f) na skoniczona liczbe zbioréw hiper-
bolicznych, tak zwane rozbicie spektralne (skoriczone bo punkty okresowe blisko siebie
muszg by¢ rownowazne).

W przyktadzie 2 rozbicie €2 jak w (9.1) jest rozbiciem spektralnym.

Wezmy rozbicie @ = Qq U ... U Q, na wieksze zbiory, orbity zbioréw rozbicia spektralnego
(musza to by¢ orbity okresowe bo rozbicie spektralne jest skoriczone).

Mozemy podobnie jak dla dyfeomorfizmu Morse’a-Smale’a wprowadzié relacje

O <y, jesli Fz € O, y € LW (z) N Wh(y) # 0.

85



Zalozmy, 7e jest to relacja czesciowego porzadku ( to znaczy nie ma cykli €; < ... < €.
Dla Morse’a-Smale’a nie trzeba byto tego zaktadaé, wynikato to z tego, ze zaktadaliémy tran-
swersalnosé przecie¢ W5 i W"). Wtedy jak w przypadku M-S dowodzi sie, ze istnieje filtracja.
Dzieki temu, podobnie jak dla M-S nie ma dla matych zaburzen f Q-eksplozji. Co wiecej
otrzymujemy nastepujace

Twierdzenie 9.18. Aksjomat A i brak cykli implikuje C' — Q-stabilnosé, to znaczy jesli g
jest Cl-bliskie f, ktore spetnia aksjomat A i brak cykli, to istnieje homeomorfizm

h: Q(f) = Q(g),

taki, ze

ho Flogsy = 9lag) ©
Poza tym g tez spetnia Aksjomat A i warunek braku cykli.

Prawdziwe jest tez nastepujace twierdzenie uogolniajace twierdzenie o strukturalnej sta-
bilnogci uktadéw Morse-a-Smale’a.

Twierdzenie 9.19. Aksjomat A i silny warunek transwersalnosci (to znaczy kazdy punkt
przeciecia W3(z) i W¥(y) jest punktem transwersalnego przeciecia) implikujg C -strukturalng
stabilnosé.

Dowdd. Trudny. Mozna znalezé w pracy C. Robinson, “Journal of Differential Equations”
22(1976), str. 28-73. O

Prawdziwe sy tez twierdzenia odwrotne do twierdzen (9.18) i (9.19), to znaczy C' —
Q-stabilnog¢ (odpowiednio C'-strukturalna stabilno$é¢) implikuje Aksjomat A i brak cykli
(odpowiednio silny warunek transwersalnosci).

Mamy wiec pelng charakteryzacje uktadéw C' — Q-stabilnych i C'-strukturalnie stabilnych.
Glownym autorem dowodoéw tych twierdzen byt Ricardo Mane, w latach 80-tych. Do dowodéw
potrzebne byty nowe metody: teorii ergodyczne;j.

Na koniec jescze kilka waznych przyktadéw zbioréw hiperbolicznych

Przyktad 9.20. (Solenoid)
Niech K bedzie pelnym torusem w R?. Sparametryzujmy go jako iloczyn kartezjariski okregu
i dysku jednostkowego w R? (¢, z,y). Zdefiniujmy f: K — K wzorem

Rysunek 9.6:

flo,z,y) = (2¢, 10 sing + Az, g cos ¢ + Ay),

gdzie rg + A < 11 X <ry.
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Widac, ze f jest 1 — 11 f(K) jest cienkim, podwojnie nawinietym pelnym torusem.

A= ﬂ f™(K) nazywamy solenoidem.
n>0

Jest to zbiér hiperboliczny, atraktor. W#(zy) w K to dysk z ustalonym ¢ = g, gdze

20 = (()007$07y0) € A.
W"(2p) to linia “mniej wiecej” w kierunku ¢. (Isnienie E* trzeba udowodnié¢, ¢wiczenie.)

Ustalonemu ciggowi @g, ¢ _1,...,¢_, takiemu, ze 29, (mod2r) = ¢_, 11 mozna przyporzad-
kowacd

N 1"0,).

n>0

To jest jeden punkt, bo f jest kontrakcja na dyskach.
Mamy wigc homeomorfizm z S' na A, gdzie S' jest przestrzenia wyzej opisanych ciggow.
S jest grupg, granicg odwrotng systemu

L

(zastosowatem tu zapis multiplikatywny).

(o, 0-15---) - (%o, 9—1,...) = (oo, p-1%-1,...)

To jest element granicy odwrotnej (trajektoria wstecz dla z +— 22), bo z +— 22 jest homomor-
fizmem

(on¥n)? = @ptb = Pni1¥ni1.
Na A udato sie wiec wprowadzié¢ strukture grupy.

Przyktad 9.21. Zaburzymy (mocno) przeksztalcenie f torusa, Anosowa, dane macierza

(F1)

Zmienmy f w otoczeniu 0 tak, zeby zero, ktore jest siodtem, stalo sie Zrodlem. Bedziemy

N

Rysunek 9.7:

zmienia¢ f tak, zeby proste stabilne (blisko 0) nadal przechodzity w te same proste stabilne.
Dla f na W _(0) mamy kontrakcje. Nizej rysuje wykres fo = f‘ws ) i nowego, po zaburze-
loc

Na W7 .(0), € W} _(0) to zaburzenie gtadko wygaszam. We wspotrzednych (z,y), w

loc
ktorych W* = {x = const}, W" = {y = const}, w otoczeniu 0, mozna g zapisac¢ jako

g(z,y) = (F(z), p(z)g0(y) + (1 — p(x)) fo(y)),
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Rysunek 9.8:

W) 7,

VANGA(0))

Rysunek 9.9:

Wioc (0)

Rysunek 9.10:

gdzie F(x) to pierwsza wspolrzedna f(z,y). Nie zalezy ona od y. p(z) jest gtadka z wykresem
Jedli U to otoczenie 0, mamy atraktor hiperboliczny

A=) FHT*\D),
n>0

Niezmiennicza podwigzka F® jest na A taka jak poprzednio. Podwigzke E" na A uzyskujemy
jako granice Dg"(E") dla starej wiazki E*. Mamy bowiem kontrakcje Dg na przestrzeni
wigzek bligkich staremu E" na A.

Uwagi:

1. Taki sam dowdd daje hiperbolicznosé solenoidu.

2. Porownaj dowod tw.(8) z wyktadu (8).

Jesli z T? wyjmiemy [ = W} (0) dla f, to f dziala na przestrzeni A sktadowych W;lob(x) \!

(to znaczy sktadowe przeprowadza w sktadowe, czasem w jedna).
Podobnie jak dla solenoidu A jest granica odwrotng systemu

oot ASE A,
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gdzie F' to przeksztalcenie indukowane przez f na przestrzeni sktadowych A. Tutaj sktadowe
odgrywaja role dyskéw w konstrukeji solenoidu.
Mozna nada¢ A strukture rozgalezionej rozmaitosci (krzywej). Wtedy F jest rozciagajaca

A

Rysunek 9.11: Zlepka dwo6ch okregéw

(podobnie jak 22 na S' dla solenoidu).
Cwiczenie 9.22. Zanurzy¢ A w T? \ [ tak, zeby kazda sktadowa byta przecieta transwersalnie.

Uwaga 9.23. Uzyskane g nazywa sie DA-dyfeomorfizmem (Derived from Anosov). Kon-
strukcja topologicznie polegata na tym, ze rozmaito$é W;lob(O) rozdmuchalismy do “szczeliny*
gestej w T? (poréwnaj ze zbiorem minimalnym zawieszenia C'-dyfeomorfizmu okregu z niewymierng
liczbg obrotu bez gestych trajektorii, to znaczy z btadzacym tukiem - przyktad Denjoy).

Twierdzenie 9.24. (R.F. Williams)
Kazdy hiperboliczny rozciagajacy atraktor (Erpanding attractor) jest granicqg odwrotng sys-

temu
ol AT A,

dla f rozciggajgcego przeksztatcenia pewnej rozgalezionej rozmaitosci A.

Definicja 9.25. Rozciggajacy znaczy, ze wymiar topologiczny A jest réwny u = dimE".
Intuicyjnie: wzdluz A jest tylko rozcigganie.

Definicje rozgatezionej rozmaitosci przedstawia rysunek:
Przerywane, to linie rozgalezien.

7

Rysunek 9.12: Rozmaitosé¢ rozgateziona

Modyfikujac DA-dyfeomorfizmy mozemy udowodni¢

Twierdzenie 9.26. Dyfeomorfizmy strukturalnie stabilne nie sq geste w topologii C' w przestrzeni
dyfeomorfizmow torusa T?

Dla gy istnieje y € A taki, ze W*(y) jest styczna do W*(0). Taka stycznosc¢, stabilna przy
C'-zaburzonych g1 (zmienia sie y) powoduje brak strukturalnej stabilnogci. Mozna skorzystac¢
7z tw. odwrotnego do tw. (9.19), ale mozna to tatwo pokazac¢ elementarnie, ¢wiczenie.
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ks

Rysunek 9.13: g DA-dyfeomorfizm i g;-zmodyfikowane g

Przyktad 9.27. (Plykin)
Rozciaggajacy atraktor hiperboliczny mozna skonstruowaé¢ na plaszczyznie. Wtedy jednak

wigzka Ei(u) musi by¢ nieorientowalna i liczba sktadowych R2 \ A > 4. A jest wspolnym
brzegiem tych sktadowych.
Inny przyktad typu Plykina.

To jest
pogrubienie

A=

Rysunek 9.14:

Rysunek 9.15:
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Wyktad 10

Zajmiemy sie badaniem osobliwo$ci p6l wektorowych, to znaczy pél wektorowych V' w
otoczeniu x, gdzie V(z) = 0. W szczegolnosci zbadamy, czy w tw. Grobmana-Hartmana nie
mozna linearyzujacego homeomorfizmu h zastapi¢ gtadkim dyfeomorfizmem.

Najpierw podam pewne og6lne rozwazania.
Niech ¢! bedzie potokiem dyfeomorfizméw generowanym polem X

M

() = X(8'(2))

Oznaczmy

Viz) = D¢ V(' (2)). (10.1)

Pole jest V we wspotrzednych ¢ ~*, chcemy bada¢ zmiane pola przy zmianach wspotrzednych
dyfeomorfizmami tego potoku.
Mamy

av'! Dy V(=) - V()

dt ‘t:[] (z) t—0 4

To ostatnie wyrazenie nazywa sie iloczynem Liego [X, V](z). Te¢ operacje V.Arnold nazywa
operacja rybaka. Potokiem ¢ ~! plyng wektory pola V' (lub inne obiekty). Rybak siedzi na
brzegu, towi je i rézniczkuje.

Dla dowolnego

W) () =t RS DI VGG ) — DY V()
dt 't=to t—to t— 1o

Zatem pole V! spetnia czastkowe réwnanie rézniczkowe
X,V =V (10.2)

Rownanie (10.2) jest liniowym réwnaniem rézniczkowym, wiec (formalnie) mozna napisac¢

T

X

Rysunek 10.1: Przeksztatcenie rybaka
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rozwiazanie
o
1
V=N W) = Y IX XL X V] )=t (10.3)
o n!
Oznaczmy przez J® przestrzen pol wektorowych V' zdefiniowanych na otoczeniu 0 € R™,
takich, ze V(0) = 0 i ponadto

N
: S S
V= E ¢7:—8T_, gdzie ¢; = E Ay 5,0 2™
=1 e $1+...+8m=s

Qgq...8m € R.

(to znaczy wspoélczynniki ¢; przy % sa wielomianami jednorodnymi stopnia s). Czasem
przez J* bede po prostu oznaczal rodziny wielomianéw jednorodnych stopnia s.

Lemat 10.1. Jesli
X =X +o(z|*), V=V, +o(z|")

dla © € R™ blisko 0, X, € J*, V. € J", to
(X,V] = [X,, V] + o)1) i [X,, V] € IS L
W szczegdlnosci (pordwnaj formalne (10.3)),
V=V +[Xe, Vi) + oz (10.4)
jesli s, > 1 4 jesli V., X sq analityczne.

Przed udowodnieniem lematu (10.1), zatrzymajmy sie jeszcze nad ogdlnymi wlasnogciami
iloczynu Liego. _
[X,X]=0boVt D¢ 'X¢'(z) = X() jesli X = ¢.

Zatem

1.
[X,Y]=—[Y, X]

2. Mozna tez udowodnié¢ nastepujaca tozsamosé Jacobiego:
(X, [Y,Z]|+ [Y,[Z,X]| + [Z,[X,Y]] = 0.
Przestrzen liniowa X z dwuliniowym przeksztalceniem
AxX =X, (X,)Y)— [X,Y]

spelniajacym warunki (i)(ii) nazywa sie algebra Liego. (Tutaj X to przestrzen pol
wektorowych nad R).

Zauwazmy, ze u nas z definicji dla f € C! mamy dodatkows wlasnosé:
(X, fY] = (Dx [)Y + f[X,Y]. (10.5)

We wspotrzednych x4, ..., z,, mozna policzy¢, ze dla
m m
0 0
X = 2y = g
g ¥ =D
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Mozna to zapisaé¢ jako
[X,Y]=DxY — DyX. (10.6)

Dowdd. (lematu (10.1)). Wzor na
[X, V] = [X,, Vi] + o[ )

wynika natychmiast z (10.6).
Wzor na V! wynika 7 analitycznosci X, V i z (10.3), w odpowiednio malym otoczeniu 0
zapewniajacym zbieznos¢ szeregow (¢ = 1). O

Z tego lematu nie bedziemy dalej korzystaé, mial on tylko wyjasni¢ o co chodzi. Bedziemy
bowiem zamiast zmienia¢ wspotrzedne dyfeomorfizmem ¢ ~!, po prostu zmienia¢ wspotrzedne
piszac X =y — X (y).

(Mamy dla X € J*, jesli s > 2,

X — (¢ " —id) = o(|X|*), gdzie ¢' = X (¢1), wiczenie).
Przyda nam sie jeszcze nastepujacy wariant twierdzenia o istnieniu funkcji odwrotne;j.

Lemat 10.2. Jesli x = y+ h(y), y € R™, gdzie h(y) = (h1(y), ..., hm(y)) to wielomiany
jednorodne stopnia v > 2 (lub ogdlniej h to funkcje analityczne, h = H + K, gdzie H to
wielomiany jednorodne stopnia v, K = o(|y|")). Wtedy w otoczeniu 0 € R™ istnieje funkcja
odwrotna, ktora jest postaci

y =z — h(z) + o),

gdzie « to funkcja analityczna a(z) = o(|z|").

Dowdd. Mamy
y =1 hiy) (10.7

Rozwazmy ciag funkcjii
yo(z) = x

Ynt1(2) =z — h(yn(z))

Jesli istnieje granica y = lim,_, o Y, to jest rozwiazaniem (10.7).
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Mamy .
Ynr2(2) = Y1 (@) = [~(yn+1(2)) = hlya(2))] < 5lYnr1(2) = yn(2)]

o ile Liph < % Mozna to sobie zapewni¢ zmieniajac h poza pewnym otoczeniem 0, B(0, ).
Wtedy yn(z) = y(z), o ile |z| < 6, wtedy bowiem y,(z) € B(0,6), wiec w dziedzinie gdzie
stare h jest rowne nowemu. ]

Zbadajmy blizej funkcje y(x). Oznaczmy yn11 = yn + . Wtedy

nt1 = h(yni1) — h(yn) = h(yn + an) — h(yn)-

Oznaczmy przez s(a,) najmniejszy stopien jednomianu, w sumach dajacych wielomiany a,.

Wtedy

1 r—2 2

hi(yn + o) — hi(yn) = ay,, "an + by, “a;, + ...

Zatem s(ap41) =17 — 1+ s(ay), wiec s(apt1) > s(an). Stad kazdy wspotezynnik rozwinie-
cia (formalnego) Taylora y(z) jest taki sam jak y,(z) dla duzych n, w szczegélnosci mamy
zbieznosé wspotczynnikéow po n.

Jeszcze nie wiemy, czy ten formalny szereg Taylora dla y(z) jest zbiezny w jakiej$ kuli wokol
0. Mozna to sprawdzi¢ szacujac wyrazy szeregu. Mozna tez wywnioskowacé analitycznosé
rozwazajac ciag yn(x) dla zespolonych z, y,(z) € C™. Tak jak dla funkcji jednej zmiennej
zbiezno$¢ punktowa funkcji analitycznych implikuje analitycznosé granicy (wzor Cauchy’ego

_ 1 (G, Gn)dCr - d
flz) = (2mi)™ /C1z161 o /cmzmam (&1 —21) - (Cm = 2m)
)

Lemat 10.3. Niech h = (hq, ..., hy) to wielomiany jednorodne na R™ stopnia r > 2. Wtedy
rownanie rézniczkowe, liniowe

y=Ay
przechodzi przy zamianie zmiennych © =y + h(y) w otoczeniu 0 na réwnanie
&= Az + W(zx) + k(x),

gdzie
W(z) = Dho A(z) — Ah(z) € J",

k(x) jest analityczna, k(z) = o(|x|").

Dowdéd. Po podstawieniu i skorzystaniu z lematu (10.2) mamy

& = (Id + Dh)y = (Id + Dh)Ay(z) = (Id + Dh)A(z — h(y) + a(z)) =

= Az — Ah(z) + Dh(Ax) + B(z),

gdzie f(z) = Aa(z) — DhAh(z) + DhAa(x) jest analityczna, S(z) = o(|z|").
(Podkreslone wyrazenie zgadza sie z (10.1), przy czym h odpowiada —zx). O

Uwaga 10.4. Mozna to zapisaé jako
& = Ax + [Az, h(z)] + B(z), (10.8)
bo z wzoru (10.6)
[Az, h(z)] = Dagh(z) — Dy(y)Az = Dh(z)(Az) — A(h(z)).
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Konkluzja. Majac dane rownanie rézniczkowe

g = Ay + a(y) + k. (y) + By) +o(yl*),

gdrieac J?@®...0J Lk cJ,peJ N @...@J% gdzie s =2,3,..., 00,w (00 oznacza
dla o(|y|*), ze funkcja jest plaska, to znaczy o(|y|') V¢ < oo, w oznacza, ze o(|y|*) = 0), i
chcac pozby¢ sie k. (y) wystarczy rozwigzac tak zwane réwnanie homologiczne

[Ay, h(y)] = —k:(y) (10.9)

Jedli h spelnia to rownanie, to zmiana wspotrzednych z = y + h(y) zmienia rownanie na
i = Az + az) + y(z) + o(|z]*), gdzie y € " @ ... @ J*.

Jesli
[Ay, h(y)] = —I(y),l € J"

to otrzymamy
&= Az + ofx) + (kr(2) = U(2)) + 7v(2) + o(|2]*).

Oznaczenie
YV r > 2 oznaczmy operator liniowy przestrzeni J" w siebie

h w— [Az, h], przez L.
Twierdzenie 10.5. Jesli B, € J" to przestrzenie liniowe takie, ze
Im(L))@® B, =J", toVr=2,3,...

réownanie rozniczkowe
y = Ay +k(y) +o(lyl"), (10.10)

gdzie k =" ks € J?® ... ® J", moina wielomianowa zamiana zmiennych zamienié
na réowanie w tak zwanej postaci normalnej

& = Az + h(z) + o(|z|"), - postaé¢ normalna

gdzie h =3""_, hs, hy € By,
W szczegolnosci, jesli wszystkie L'y przeksztatcajg na J", to

&= Az + o(|z]").
Formalna zamiang zmiennych mozna uzyskaé

oo
&= Az +h(z), h=_h,, h, € B,
s=2

a jesli wszystkie L") sqg na, to mozna zlinearyzowaé formalnie do

Tz = Az.

Dowdéd. Rozktadamy ko = kb + kb, gdzie kb, € Im(L")), ki € B2 Z Konkluzji (rozwiazujac
(10.9) dla kb)), otrzymujemy w nowych zmiennych (10.10), gdzie ky € B? (k,, r > 2 zmieniaja
sig). Dalej (rozwiazujac (10.9) dla kj}) uzyskamy (10.10), gdzie k3 € B3 (nie zmienia si¢ ko),
itd .. .. U
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Uwaga 10.6. W tym twierdzeniu czes¢ liniowa pola Az jest “maszynka”, ktora dzieki zmianom
wspOtrzednych pozwala zredukowaé wszystkie h € ImL’,. Okazuje sie, ze “czesto” czedé
nieliniowa pola, € B" jest “maszynka”’ pozwalajaca na dalsze redukcje. (Nie bedziemy rozwijac¢
dalej tego pomystu patrz R.Roussard “Modeles locaux de champs et de forms”, Asterisque

30(1975)).

Zbadajmy dokladnie operatory L";. Zal6zmy dla uproszczenia, ze wszystkie klatki Jordana
sa 1 x 1. Wybierzmy wspohrzedne takie, ze (%7(0) to baza wektorow wtasnych A, moga to
by¢ wektory w C”, wtedy nierzeczywiste sa parami sprzezone.

Liczymy z wzoru (10.6), r1 + ...+ 71y =1

0
[ E i ,’I‘r1 rm_] =
14 ] 1 m
= 0 0
S 0
_ T ri—1 r r1 'm _
= g NiTiTi Ty T, T"T—B Ajry Ty 9
- J Ty
1=1
m
0
= E Xiri) — XNzt ——.
(( - l) 7) 1 m 8$7
1=

Widac wiec, ze wszystkie jednomiany z7* ... x’,",;”% sa wektorami wlasnymi L7, : J" — J".
) J
Wartosciami wtasnymi sg

m
(Z)\iri) —Xj, Ty T 20, Zri =r.
=1

Definicja 10.7. Uktad wartosci wtasnych Aq,..., A, parami r6znych, nazywamy rezonan-
sowym, jedli istnieja liczby caltkowite

m

T1yeeeyTm = 0, Zm}Z,

i=1

taki, ze
D ridi =X (10.11)

dla pewnej liczby j € {1,...,m}. Rownanie (10.11) nazywamy rezonansem.
7 twierdzenia (10.5) wynikaja nastepujace twierdzenia:

Twierdzenie 10.8. (Poincare) Jesli wartosci wlasne macierzy A nie sq uktadem rezonan-
sowym, to réwnanie

g = Ay +k(y) +o(lyl"),

gdzie k(y) € J2® ... ® J", zamiang zmiennych klasy C" mozna zamieni¢ na réwnanie i =

Ax +o(|lx|"). Jezelig = Ay + k dzie k to szereg, to formalng zamiang zmiennych mozna
b . b ). ) o D

uzyskaé

T = Azx.
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Twierdzenie 10.9. (Poincare-Dulac) Réwnanie

y=Ay+k(y) +o(lyl"),
mozna zamiang zmiennych klasy C" sprowadzi¢ do réwnania

&= Ay + h(y) +o(lyl"), gdzie
h=> hg hs="(hs1,.. hym),
s=2

J— S1 Sm
hsj = g Ay .5, L] - Ty
S11~~~1Sm,2072 §i=S$

ostatnia suma po uktadach s; dajgcych rezonans

i SiNi = >\j
i=1

Dowdd. Dla r skonczonych, jak i wariancie formalnych zmian zmiennych twierdzenia 2, 3
wynikaja natychmiast z Tw. (10.5). Dla r = oo nalezy skorzysta¢ z Tw. Borela, o tym, ze
kazdy ciag liczb mozna zrealizowaé jako ciag pochodnych w 0 funkeji klasy C*°. (o(|z|") dla
r = oo oznacza funkcje “ptaska” to znaczy jej wszystkie pochodne w 0 sg réwne 0. Réwnowazna
definicja jest podana w Konkluzji).

Nalezy jeszcze zwroci¢ uwage na to, ze dla nierzeczywistych wartosci wtasnych A, wys-
tepuja one parami A\, A\. Wtedy przestrzenie Im L’ majg parami sprzezone wektory bazy i
to samo dotyczy uzupehiajacych wektorow bazy B®. Zatem zmiany wspotrzednych i h(z)
mozna uzyska¢ rzeczywiste. O

Definicja 10.10. Hiperptaszczyzne w C” = { (A1,..., An)} okreslona przez rownanie
m
Soridi=X, Y riz2 120, n€l
i=1

nazywamy hiperplaszczyzna rezonansowa (poréownaj (10.11))
Takich plaszczyzn jest nieskoniczenie (przeliczalnie) wiele.

Definicja 10.11. Uktad (\q,...,Ay,) € C™ nalezy do obszaru Poincare’go P C C™ jedli
uwypuklenie Conv(Aq,...,A;,) w C, nie zawiera 0 € C.

Definicja 10.12. (Aq,..., A;,) € C™ nalezy do obszaru Siegela S C C™ jesli Conv(Aq, ..., Ap) D
0w C.

Twierdzenie 10.13. 1. Kazdy punkt obszaru Poincare’go lezy najwyzej w skoriczonej licz-
bie hiperplaszczyzn rezonansowych 1 ma otoczenie nie przeinajgce sie z innymi hiper-
ptaszczyznami rezonansowyms.

2. Kazdy punkt obszaru Siegela jest punktem skupienia ciggu réznych ptaszczyzn rezonan-
sowych.
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Dowdd. 1. Jesliistnieje ciag (AF, ..., AE)iciagukladow (r¥, ... rk) k=1, 30" rkXk =
Y

m

ko
7

Z—Zm A ko0 0,

i=1 24j=1"i

bo Y rF —¢ s 0. Wybierajac podciagi zbiesne

k
ko Ti
Si = ﬂ — S,
D1 Ty
mamy
m
E %)\7 == 0, S; 2 0, E S; — 1,
i=1
wiec (A1,..., Ap) nalezy do obszaru Siegela, wiec nie Poincare.

2. Jesli istnieja s; > 0, D" s = 1 takie, ze Y ;" siA; = 0, to mozna przyblizy¢ s;
nieujemnymi liczbami wymiernymi

;Z_;I:: — Sis qk — 00, pf,qk calkowite.
Wybierzmy j takie, ze s; > +, i zalozmy tez, ze
) 4 pfﬁ
e

V k1 # kb i dla pewnego j' # 7. Wtedy istnieja )\"; — \; takie, ze

ok 2k
PSS (10.12)
i=1 q q

gdzie \F = \; dla i # j (trzeba wziaé

k
pi—1.,

). Zatem
m
3t =
1=1

i dzieki (10.12) to sa hiperptaszczyzny parami rozne.
O

Podam teraz twierdzenie dotyczace analitycznej linearyzacji (zbiezno$¢ formalnej zamiany
zmiennych w Tw.10.8), bez dowodow.

Twierdzenie 10.14. (Poincare)
Jesly warosci wtasne czesci liniowej pola analitycznego w R™

& = Az + k(x)

(k to nieliniowa cze$é analityczna. Mozna ogdlnie przyjeé, ze A to macierz zespolona, k
holomorficzne w C" ) nalezg do obszaru Poincare i sqg nierezonansowe, to istnieje linearyzacja
analityczna w otoczeniu 0.
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Twierdzenie 10.15. (Siegel)
Jesli wartosci wtasne czesci liniowej spetniajg nieré6wnosé diofantyczna

m
C
A S A
’ ZZ] TS

dla pewnych statych C > 0, v > 2 1 kazdych r,....7 > 0, catkowitych, > " ri > 2, to
istnieje linearyzacja analityczna w otoczeniu 0.

>

O pozbywaniu sie czesci o(|z|) w Tw. 10.8 moéwi nastepujace

Twierdzenie 10.16. V¥V n 3 N(n) takie, zZe jesli wartosci wtasne macierzy rzeczywistej A nie
sq uktadem rezonansowym do rzedu N, to znaczy

m

domhi— A £0, Vjri20,2<) r <N,

i=1
to dowolne réwnanie rézniczkowe
& = Az + k(x), gdzie k(0) = DEk(0) =0

i k jest klasy CN mozna zlinearyzowaé dyfeomorfizmem klasy C™, to znaczy otrzymaé po
zamianie zmiennych takim dyfeomorfizmem réwnanie

T = Azx.

Uwaga 10.17. Jedli istnieje warto$¢ wlasna A, Re A = 0, to istnieje rezonans. Faktycznie, jesli
A=0, to 2\ = X. Jesli A # 0, to takze A jest wartoscig wtasng, wiec 2A + X = A.

Zatem dla © = Az + ..., jedli wartosci wlasne sg nierezonansowe, to 0 jest punktem hiper-
bolicznym tego réownania rézniczkowego.

Przyktad 10.18. Dla siodla uktad wartosci wtasnych jest w obszarze Siegela, bo jesli A\ <
0< A, t00€ CODV()\I,)\Q).
Dla zrédta lub Scieku uktad wartosci wtasnych jest w obszarze Poincar’ego, bo

ViReA; < 0=> Conv(};) C Rez <0, wiec 0 ¢ Conv();).

ViReA; > 0=> Conv(};) C Rez > 0, wiec 0 ¢ Conv();).

W R? dla ogniska nie ma tez rezonanséw.
Dla wezla moze by¢ rezonans, na przyktad Ay = nhs.
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Wyklad 11

Metoda usSredniania

Arnold “Teoria rownan rézniczkowych” r. 16. Ta metoda sluzy do badania réwnari rézniczkowych
na rozmaitosci M bedacej lokalnie iloczynem kartezjanskim bazy B, wlékna N, M = Bx N,
wlokno jest czesto torusem (w szczegdlnosci okregiem). Szybki ruch odbywa sie w kierunku
N, powolny w kierunku B.

Oznaczmy wspohrzedne punktu przez (¢,I), ¢ € N, I € B.

Definicja 11.1. Réwnanie niezaburzone

¢ =w(l) (11.1)
I1=0
N jest torusem T”, ¢ = (¢1,...,dyn) to wspolrzedne katowe, na kazdym torusie { I = const}
pole jest state, w(I) = (wi(I),...,wp(I)) nazywa sie wektorem czestosci.
Definicja 11.2. Réwnanie zaburzone
¢ =w() +ef(I.¢.¢) (11.2)
I'=eg(I,¢,¢)

f, g maja ten sam okres 2w wzgledem ¢.

Definicja 11.3. Réwnanie usrednione

J =eG(J), (11.3)
gdzie

cn=1 guf 3;:)d¢’

(na T" [d¢ = (2m)") to srednia warto$¢ g na wloknie.

Przyktad 11.4. Roéwnanie zaburzone: _
p=w
I =¢€(a+bcos ).

Roéwnaie usrednione ma wtedy postac

2
J =¢€a, bo / (a + bcos p)de = 2rwa.
Jo

Poréwnajmy rozwiazania obu réwnan:
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e dla rowania zaburzonego, przyjmujac to = 0, ¢(0) =0

sinwt

I(t) = 1(0) + eat + €b
w

e dla réwnania udrednionego

J(t) = J(0) + eat.

Oba rozwigzania réznig sie tylko matym sktadnikiem oscylujgcym, oto ich wykresy:

1, J(®)

1(®)

J(0)=1(0)

t

Rysunek 11.1:

Uwaga 11.5. Rozpatrzmy w ogdlnej sytuacji odcinek czasu 1T', duzy w poréwnaniu z 1, ale duzo
mniejszy niz % W tym czasie przemieszczenie trajektorii rownania zaburzonego w kierunku
bazy B (zmiana I(t)) jest rzedu €T' << 1. W przyblizeniu mozemy wiec zamiast eg(1, ¢, €)
rozwazaé €g(I, ¢,0). Podobnie ¢ mozemy uznaé¢ za zmieniajace sie zgodnie z réwnaniem
niezaburzonym. Wtedy dla przemieszczenia po czasie T' w kierunku B otrzymujemy

Al = eT (% /UT_q(I, d)(t),())dt) + o(eT)

Cwiczenie 11.6. Udowodni¢ to doktadnie.

W przypadku kiedy wlokno jest torusem, a trajektorie ¢ = w(I) sa w nim geste (liczby

Wi, ...,wn, 1 sa niezalezne nad cialem liczb wymiernych, ¢wiczenia) mamy
1 J9(I,¢,0)d¢
lim — 1,¢(t),0)dt = ————F—— =G
Tgr;OT/O g1, ¢(t),0) Tds (1),

czyli granica §rednich funkcji g po kazdej trajektorii jest rowna $redniej g po przestrzeni. Taka
wlasno$é¢ nazywa sie §cista ergodyczno$é.

Widaé ze ta rownosé érednich (przynajmniej dla prawie kazdej trajektorii rownania niez-
aburzonego w kierunku ¢, nazywa sie to ergodycznos¢ potoku q'S, wtlokno nie musi by¢ torusem,
nalezy ustali¢ miare 4 na wioknie, niezmiennicza dla ¢ i catkowaé [ g(I, ¢, 0)du(4)) jest kluc-
zowa dla poprawnodci metody przyblizania rozwiigzan réwnania zaburzonego rozwigzaniami
rownania usrednionego.

Oto konkretne twierdzenie w szczeg6lnej, tatwej sytuacji:

Twierdzenie 11.7. Jesli wiéknem jest okrgg 1 w(I) # 0, to dla dowolnej statej Cy > 0
istnieje Cy > 0, takie ze jesli dla Jy € B rozwigzanie réwnania usrednionego J(t), J(0) = Jy,
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pozostaje w B dla 0 < t < %, to dla rozwigzania 1(t) réwnania zaburzonego I(0) = J(0) = Jy
mamy
1(5) = J(1)] < Cae

dla kazdego € dostatecznie matego.

Dowodu nie podaje. Mozna go znalez¢ w ksigzce: Arnold “Teoria Rownan Rozniczkowych”,
str 138-139. Prosze zauwazyé, ze w poprzednich rozwazaniach bylto t << } Doktadniejsze
twierdzenie zawierajace rowniez ponizsze Tw. 11.8, mozna znalez¢ w ksiazce J. Guckenheimer,
P. Holmes “Nonlinear Oscitations , Dynamical Systems and Bifurcation of Vector Fields”, Th.
4.1.1.

Twierdzenie 11.8. Zaldzmy, jak wyzej, ze wtoknem jest S', a baza jest takze 1-wymiarowa,
B C R'. Zatéimy, ze G(Iy) = 0 i %G(Ig) # 0. Wiedy istnieje otoczenie U wlokna I = I
takie, ze dla kazdego € dostatecznie matego istnieje dla réwnania zaburzonego (11.2) doktadnie
jedna orbita okresowa w U.

Dowdd. Istnienie orbity okresowej jest tatwym wnioskiem z Tw. 11.7. Wybierzmy a > 0
takie, ze %G > C3 > 0 (lub < —C3) dla pewnej statej C5 > 0. Przyjmijmy dalej Iy = 0.
Wtedy dla pewnej statej ay: %a < a1 < a i dla wszystkich dostatecznie maltych € mamy

J0)=4 => J(%)E(aha)
0 =5 => J(%)E(fa,—al).

Z Tw. 11.7 wynika wiec, ze dla rozwiazan réwnania zaburzonego

a

1(0) = 5 1 1(0) = 3,

1 a 1 a
I(=) > a1 — coe > 3 i odpowiednio I(=) < —a1 + ¢ < 2
€ €
To samo uzyskamy gdy zamiast czasu } rozwazymy dowolny, rzedu ]; czas powrotu do B.

Jezeli @, to przeksztalcenie pierwszego powrotu dla réwnania zaburzonego, to dla T' ~ %

mamy
a a a a
" ([-=,2]) D [-=. =
(-5.50 35,51
wiec dla ®7' istnieje w [— 5, §] punkt staty. 7 twierdzenia Jordana wynika, 7e istnieje orbita

okresowa, z okresem réwnym czasowi pierwszego powrotu. Nie widaé jednak, jak opierajac
sie tylko na Tw.11.7 udowodni¢, ze taka orbita jest tylko jedna. Podam wiec inny bezpogredni
dowo6d Tw.11.8. Zamiast dtugiego czasu bede rozpatrywal pierwszy czas powrotu, ale skale w

B zmienial czynnikiem %

Najpierw pomné6zmy pole zaburzonego rownania przez funkcje - 7- Wtedy otrzymujemy
rownania _ w
= = 114
¢ = (w+ef) ot el w (11.4)
. w
il=e9(l,¢,€) ————— =
M) S eF T

6g(I7¢7€) + 6291(17¢7€) = h(17¢7€)

dla pewnej funksji g1 o okresie 2w ze wzgledu na ¢. Mozna to réwnanie traktowacé jako
nieautonomiczne réwnanie rézniczkowe, dla 1-wymiarowej zmiennej I. Oznaczmy przez Wl =
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Rysunek 11.2:

21

(T!, wt) potok dyfeomorfizméw (zmiennych I, ¢) dla (11.4), a przez ®, = I przeksztalcenie
pierwszego powrotu do B.
Liczymy dla kazdego I:

27

1 w
lim — leg(I%,ws, €) 4+ €2g1 (I?, ws, €)]ds =
e—0 € | 0

2
/ ) g(I,ws,0)ds,
Jo
s 27
bo [I7 —I| < Const-edla0 < s < —.
w
Zbieznosé jest jednostajna ze wzgledu na 1.
Otrzymujemy w koncu zamieniajgc zmienne ¢ = ws

1 I 27
lim —(®.(I) - I) = — I, ¢)dp = —G(I).
lim 2@~ 1) = 2 [ a(Td)ds = ZG(D)
Stad wynika istnienie puntu stalego dla ®.(I) (zera dla 1(®.(I) — I)), blisko zera G.

Dla pokazania, ze jest to jedyne zero trzeba zbada¢ rownanie w wariacjach wzdtuz trajek-
torii rownania (11.4).

Mamy oznaczajac pochodne w kierunkach z, I przez D,, Dy i uzywajac oznaczenia h z
(11.4):

0

EDI(I:)(Ia 0) = DT(h)(I:(Ia 0)7twa€) DI(IZ)(L O)a

a w postaci catkowe]
t
D(I1)(1,0) = Tdt / (Dh)(I2(1,0), sw, €)ds.
0
Ustalmy ¢t = %ﬂ, czas pierwszego powrotu. Rozpisujac h wedtug definicji w 11.4, otrzymujemy
. Do (I)-1
lim ———— =
e—0 €

27

li wa [fD'rQ(IrS (Ia O)a Sw, 6) + 621).7:.(]1 (Irs (Ia O)a Sw, ()](]9 -1
1m —

e—0 €
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27

= 2
/ Dag(I, sw,0)ds = —~D;G(I).
Jo w

Poniewaz zbieznosc¢ jest jednostajna dla funkcji zmiennnej I mamy na odcinku, gdzie D;G # 0
(oddzielone od zera stata C3), dla e dostatecznie matych

Dy (1) # 1.

®, jest wiec na tym odcinku rozcigganiem, lub kontrakcja, ma wiec co najwyzej jeden punkt
staly. O

Uwaga 11.9. Prostszy dow6d mozna znalez¢ w ksigzce A. Palczewski “Réwnania Rézniczkowe
Zwyczajne” str. 308-309.

Przyktad 11.10. Réwnanie Van der Pola
i=-—z+e(l 2% (11.5)
zapisane w postaci uktadu réwnan rrzedu 1
T=y
§=—z+e(l—a’)y
we wspolrzednych I = “PQLUQ ¢ kat (z = V2Icosp, y = V/2Ising) ma postac
I=zi+yg=ilz+—z+el—a%)y) =

i2e(1 — 22) = 2eI sin® ¢(1 — 21 cos? )

d=... (konkretny wzor nie jest nam potrzebny)
Roéwnanie niezaburzone ma posta¢ (e = 0) & = —x, cayli
=0
¢=—1

Dla réwnania usrednionego J = G(J) liczymy

1 1
G(J) = o /2Jsin2 $(1 —2.J cos® p)dp = J — 5.12,

wiec roéwnanie usrednione ma postac

12

Prawa strona ma zera w J = 01 J = 2, to wowczas sa punkty state (stany rownaowagi)
réwnania usrednionego, 0 jest niestabilny (zrodto), bo %(J — 5J2)‘J:0 > 0, 2 jest stabilny
($ciek), bo L (J — 5J2)‘J:2 =-1<0. Mamy & (J - 3J?)=1-J<0dlaJ > 1, wicc na
mocy poprzedniego Tw. 11.8 w obszarze I > 1 + a (albo dla ustalonego a > 0, a =~ 0) dla €
dostatecznie malych réwnanie zaburzone ma doktadnie jedna orbite okresows, przyciagajaca.
Dla J < 1 mamy d%(.] — %JQ) > 0 wiec zn6w na mocy Tw. 11.8 w obszarze —a < I < a,
0 < a < 1, réwnanie zaburzone ma doktadnie jedng orbite okresowa, odpychajaca. Ale I =0

jest taka orbitg. We wspoétrzednych z,y to jest punkt z =y = 0.
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oe
N

J(t)

Rysunek 11.3:

Rysunek 11.4:

Miedzy a i 1 4+ a orbity rownania uérednionego idg do obszaru I > 1+ a. To samo z Tw.11.7
zajdzie tez dla rownan zaburzonych.

Konkluzja

0 jest szrodtem, ogniskiem, dla kazdej orbity zbiér w-graniczny to orbita zamknieta blisko
I =2, okregu o promieniu 2.

Przyktad 11.11. Czasem réwnaniem Van der Pola nazywa sie réwnanie

i=—w'z+ (e — )i (11.6)
(E. Ott “Chaos in Dynamical Systems”, str 12)
L dla e > 0, to otrzymamy

Ve
Vel = —wVey + (e — ey?)Vey,

Jedli zmienimy zmienne: y =

czyli

j=—w'y+e(l -y,

a to jest rownanie (??) (tam w = 1, ale mozna bylo z dowolng w # 0).

Zatem dla € > 0 istnieje doktadnie jedna orbita okresowa dla (11.6), przyciagajaca, blisko

okregowi o srodku 0 i promieniu y/e. Poniewaz cze$¢ liniowa (11.6) ma macierz

0 1
()

(jako uktad 2 rownan rzedu 1) mamy iloczyn wartosci wtasnych
det A= MXg =w? trA=X + Xy =c¢,

dla, matych |e| A\; = Xy sg nierzeczywiste. Dla € > 0 leza w prawej polptaszezyznie, wiec 0
jest zrodtem.

Poniewa7 cze$¢ nieliniowa —xz?4 jest skierowana do wnetrza dyskow o érodku 0 (oprocz 4
punktéw), dla e = 0 punkt 0 przyciaga wszystkie punkty z R?. Tym bardziej przyciaga dla
€ < 0, gdzie decyduje cze$é liniowa, a czesé nieliniowa pomaga.

Mamy wiec nastepujace zjawisko: Dla e < 0 punkt 0 przyciaga R?, dla € > 0 punkt 0 odpycha
i oddziela sie od niego przyciggajaca orbita okresowa.

1-parametrowa rodzina réwnar rézniczkowych w otoczeniu 0 € R?, gdzie tak zmienia sie obraz
fazowy réwnania, nazywa sie bifurkacja Hopfa.
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Rysunek 11.5:

Uwaga 11.12. Zastosowana metoda szukania orbit okresowych jest standardowa dla réwnan
rozniczkowych z parametrem. Przypomnijmy kolejne kroki postepowania z (11.6), ktore w
ogblnej sytuacji wygladaja nastepujaco

1. Zmieniamy wspoélrzedne, zaleznie od parametru, tak zeby nowa rodzina maita postaé
uktadu hamiltonowskiego +e(jekie§ pole), to znaczy:

{ &=L +efi(r,y).9 = G + efolz,y). (11.7)

2. W obszarze niezmienniczym dla czesci hamiltonowskiej (11.7), to znaczy & = %—ZI, Y=

%, gdzie H nie ma punktéw krytycznych, mamy wszystkie orbity okresowe: H =

Const. Liczymy dla uzyskania réwnania u$rednionego

dH (f145 + fogs)dt
G = /{ H=T} okres(I) — (11.8)

gdzie t to parametryzacja krzywej { H = I} czasem dla rozwiazania rownania hamiltonowskiego
bedacego ta krzywa.

G(I) czesto, dla pol wielomianowych, wyraza sie za pomoca catek eliptycznych, trzeba umie¢
znajdowad ich zera i dowodzié, ze sg niezdegenerowane, to znaczy %G(Io) # 0 dla G(Ip) = 0.
Wtedy 7 Tw. (11.8) otrzymujemy informacje o orbitach okresowych dla rownan zaburzonych
(11.7). Jesli zera sa wielokrotne, to trzeba mie¢ twierdzenie subtelniejsze od Tw. (11.8).
Liczenie zer pojawiajacych sie catek eliptycznych stanowi obszerna teorie. Przyktad (2) byt
wyjatkowo prosty. Specjalista w Warszawie w tej dziedzinie jest prof. H. Zotadek.

W przyktadzie (3) para wartosci wlasnych czesci liniowej przechodzi przez o urojona, gdy
e przechodzi przez 0. Zobaczmy jakie zjawiska towarzysza temu w sytuacji bardziej ogoélne;j.
Najpierw taka rodzine sprowadzimy zamiana zmiennych do postaci normalnej upraszczajac
cze$¢ nieliniowa (patrz wyktad 10).

Zalézmy, ze mamy dla czesci liniowej pare sprzezonych, nierzeczywistych wartodci wtasnych
A1(€) = Aa(€). Jesli Re Aj(e) = 0 to mamy rezonanse

’I’I)\l + (TI + 1))\2 = )\2

1 (n—l— 1))\] +n>\2 = )\]

dlan > 1.
Zatem we wspolrzednych w C?, takich, ze wektory bazowe to wektory wlasne odpowiadajace
A1,2 posta¢ normalna ma wyglad:

2= M(e)z1 + ar(€)2dz + as()2i2 + ..
4y = Ma(€)z1 + bi(€)z123 + ba(e)2izs + ...
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LLatwo policzy¢, 7e punktom w R? odpowiadaja w tych wspohrzednych pary z; = 73, to
znaczy punktowi o wspotrzednych z,y w standardowej bazie w R? odpowiadaja wspotrzedne
z1 = x + ky, z9 = z + ky w nowej bazie, dla pewnej liczby nierzeczywistej k.

Wystarczy wiec rozpatrywaé jedno z dwoch rownan (11.8), ktore daje dwa rownania: na
cze$¢ rzeczywista i urojona. Dla z; = z mozna wiec napisac

5= Me)z + ai(€)z|z]* + ag(e)z|z|* + ... (11.9)
Zbadajmy nastepujace uproszczone roéwnanie:
2= Ae)z + a(e)z|z|?. (11.10)
We wspotrzednych I = |z|2, ¢ daje ono:

¢ =ImA(e) + (Ima(e)) - I

. 11.11
I = (ReX(e) + I Re(a(e))) - 21. ( )
W drugim réwnaniu nie ma ¢. (Mozna je tatwo uzyskac¢ z obu rownan (11.8) 11 = (2z) = ....).
Zera funkcji (pola) z prawej strony (11.11) to I =01
Re A
[ = ReAld) (11.12)
Rea(e)

Stad wynika, ze jesli Rea(0) > 0, to dla ReA(e) < 0 istnieje odpychajaca orbita okresowa,
0 przyciaga; dla Re A(e) nie ma tej orbity, 0 odpycha. Jesli Rea(0) < 0, to odwrotnie,
dla ReA(e) < 0, 0 przycigga R?; dla Re A(e) > 0, 0 odpycha, istnieje orbita przyciagajaca
(poréwnaj sytuacje € > 0 w Przyktadzie (3)).

Nieuproszczone rownanie (11.9) daje zamiast (11.11), réwnanie

I = 2I(Re A(€) + I Rea(e)) + O(I?),

gdzie, jesli zlikwidowalismy w wyjsciowym uktadzie czesci nierezonansowe do stopnia 3, O(1?)
to funkcja zalezna od I i ¢.

Przy Rea(0) # 0, wiec Rea(e) # 0 dla € ~ 0, ta cze$¢ nie ma wplywu na obraz fazowy
blisko 0 € R?.

Zalozmy teraz konkretnie, ze Re A(0) =0 i

dRe \(e)

d€\>0

e=0 :
Wtedy
1. Przy Rea(0) > 0 mamy tak zwana ostra utrate stabilnosci w 0.

2. Przy Rea(0) < 0 mamy tak zwang miekka utrate stabilno$ci w 0. Otrzymujemy
bifurkacje Hopfa jak w przyktadzie (3).

Definicja 11.13. Ustalmy rownanie rozniczkowe z = V(z) (inaczej mowigc: pole wektorowe
V(z)), z, V € R?> w otoczeniu 0 € R™. Rodzina n-parametrowa réwnan rézniczkowych
z=V(z,€e), 2 € R" €= (e1,...,€6,) € R" nazywa sie wersalna (lub wersalna deformacja
V') jesli jest zdefiniowana na pewnym otoczeniu (0,0) € R x R", V. € TR™ V(-,0) = V(+)
i jedli dla kazdej innej takiej n'-parametrowej rodziny W (z,d) istnieje ciagle przeksztalcenie
1 otoczenia 0 € R” w R” takie, ze p(0) = 0 i istnieje ciagla funkcja h: U x V. — R™,
h(0,0) = 0, gdzie U to pewne otoczenie 0 € R™, V otoczenie 0 € R" | taka, ze V& € V h(-,6)
jest homeomorfizmem i przeprowadza trajektorie pola W (-,d) w trajektorie pola V (-, u(d)).
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Rysunek 11.6:

O

€<0 e=

ysunek 11T.7; ¢
L
N
J

Rysunek 11.8:

OE

€<0

Rysunek 11.9:

Uwaga 11.14. Nie zaktadamy, ze h(0,d) = 0.

Zamiast deformacji pola V mozemy dyskutowaé¢ wersalne deformacje pdl ze zbioru V.
Wtedy zamiast V (-,0) = W(-,0) = V zaktadamy V (-,0), W(-,0) € V.
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Czasem zamiast kazdej rodziny W, rozwazamy tylko “typowe” rodziny (podany jest wtedy
warunek). Zadamy wtedy, zeby p byto 1 — 1. Mowimy wtedy, ze V(x,€) jest 1 — 1-wersalna.

Uwaga 11.15. Wersalnos$é V(x,€) oznacza w szczegolnodci, ze obrazy fazowe wszystkich pol
bliskich V', blisko 0 € R™, mozna zobaczy¢ juz w rodzinie V (z, €).

Uwaga 11.16. Wszystkie rozwazana wyzej obiekty sa zdefiniowane tylko w pewnych otoczeni-
ach 0 € R™ lub (0,0) € R™ x R". Mozna wiec te definicje przepisa¢ w jezyku kietkow tych
funkcji w 0.

Kietek funkcji (R¥,0) — R! to klasa rownowaznosci dla relacji

f ~ g jedli istnieje otoczenie 0, w ktorym f = g.

Dla bifurkacji Hopfa otrzymujemy nastepujace

Twierdzenie 11.17. Jesli V to pole zdefiniowane w otoczeniu 0 € R?, takie, Ze wartosci
wlasne czesci liniowej to para sprzezonych liczb urojonych X, X i w postaci normalnej (11.8)
Reay > 0, to deformacja 1-parametrowa, bifurkacja Hopfa

5 =iz + ez + z|z2]? (11.13)

jest wersalna dlaV © 1 — 1-wersalna dla rodzin

0
50 ReA(€)| g > 0.

Jesli Reay < 0 to (11.13) nalezy zastapié¢ przez bifurkacje Hopfa

5 =iz + ez — z|z|% (11.14)

Dowdd. Nalezy zauwazy¢, ze sprowadzenie do postaci normalnej (11.8), dla e € R™ polegajace
na redukcji czesci nierezonansowych gtadko (algebraicznie) zalezy od € (sprawdz procedure 7
wyktadu 10). Poza rezonansami wypisanymi przed (11.8) nie ma innych dla zadnych € ~ 0.
Dla rodzin w postaci normalnej obraz fazowy juz jednoznacznie opisatem. ((11.13)1 (11.14) sa
rownowazne, to znaczy dla ich pol V i W istnieje h takie jak w definicji (??) i u odwracalne,
o ile pozwoli¢ h zmienia¢ kierunek czasu na trajektoriach). O

Uwaga 11.18. Na ogol V jest podrozmaitoscia w przestrzeni kietkow pol V', V(0) = 0, zadana
uktadem k réwnan i jakich§ nieréwnogci. Kowymiar V jest réwny liczbie réwnax k. Wtedy
czesto rodzing wersalng jest rodzina transwersalna do V, zatem wystarczy k parametréow. Tak
jest na przyktad dla bifurkacji Hopfa. Terminologia wrieta jest z teorii bifurkacji osobliwosci
funkcji (inna nazwa: teoria katastrof).

Wtedy wprowadza sie jeszcze pojecie deformacji uniwersalnej: liczba parametréw n minimalna
mozliwa. Stowo wersalna jest przecieciem stow : transwersalna i uniwersalna. Patrz T.L.
Brocker, L. Lander “Differentiable germs and catastrophes”.

Uwaga 11.19. Przy badaniu bifurkacji juz lokalnie dla kietkow V' (z,€) w (0,0), pojawiaja sie
zjawiska globalne: na przyktad orbita okresowa dla bifurkacji Hopfa. Gdybysmy badali kietek
V(z,€) jako funkcji x w 2 = 0 dla kazdego e oddzielnie to bySmy tego zjawiska nie wykryli.
Wykryliby$my tylko zrodto lub $ciek (by¢ moze nieliniowy) w 0.
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Przyktad 11.20. (bifurkacja Bogdanowa-Takensa)

LE.] = T2
Lo = €1 + €921 + 'r% + x1729

(b o)

LE.] = T2

Czes¢ liniowa dla ey = e = 0 ma postaé

.'I/:Q = ’I'% + xr1T2

Dla pewnych €1, e mamy stabilno - niestabilng separatryse, ktéra moze bifurkowaé¢ dajac
orbite zamknieta, ktéra potem niknie w bifurkacji Hopfa. To jest zjawisko globalne.

Rysunek 11.10:

Rysunek 11.11:

Rysunek 11.12:
@}f
Rysunek 11.13:
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Wyklad 12

Na wyktadzie 11 oméwilem 1-parametrows wersalng deformacje osobliwosci pola w 0 € R?
przy przejsciu pary nierzeczywistych wartosci wtasnych czesci liniowej przez o§ urojong w C,
tak zwana bifurkacje Hopfa.

Teraz omowie inng 1-parametrows rodzine wersalng, bifurkacje siodlo-wezel w 0 € R!.
Wartosé wlasna czesci liniowej dla € = 0 jest rowna 0.

Twierdzenie 12.1.
&=+’

to wersalna deformacja dla kietkow pol

i = az® + o(|z)?), gdzie a # 0.

[ ]
i=e+
Ve zerapolasawz =1—¢
€
X
0
—
=
Rysunek 12.1:
[ J
i =e— 1’

zera w T = +4/€

Obie deformacje & = € + 22 i & = € — 22 s3 rownowazne, trzeba wzigé € = —e iz — —x jedli
chcemy zachowania czasu.
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€
- ==
X
0
Rysunek 12.2:
Dowdd. Ogblna postaé deformacji to
& = ble) + c(e)x + x%d(e, 1), (12.1)

gdzie d(0,0) # 01 b, ¢, d to funkcje gtadkie.
Ro6zniczkujemy prawa strone po x, zeby Ve znalez¢ ekstremum po z.

(e, x) = c(e) + 2xd(e, z) + 22 dd(e, )
Oz
LiCZymy
0¢ B
5 (0,0) = 2d(0,0) # 0,

wiec mozna rownanie ¢(e,z) = 0 rozwiktac, ¢(e,z(e)) = 0 dla odpowiedniej funkcji z(e€).
Przesunmy wspotrzedne tak, zeby Ve punkt krytyczny po x prawej strony (12.1) byt w 0, to
znaczy podstawmy y = 2 — x(e).

W nowych wspoétrzednych (12.1) przyjmuje postac
@ = b(e) + x2d(e, ), d(0,0) # 0 (12.2)

dla nowych funkcji b, d.
Zalozmy, ze d(0,0) > 0, przypadek d(0,0) < 0 bada sie analogicznie.
Oznaczmy prawa strone (12.2) przez W (e, z).

Przeksztalcenie h(-,€): R — R, Ve, homeomorfizm zachowujacy orientacje, przeprowadza-
jacy zera Wi(e,z) dla b(e) < 0 w punkty ++/—b(€), afiniczne miedzy zerami, afiniczne z

pochodng 1 po zewnetrznych stronach zer oraz afiniczne na R!, zachowujace 0, przy b(e) > 1.
Homeomorfizm (z,€) — (h(z,€),b(€)) przeprowadzajacy trajektorie W (e, x) na trajektorie
pola b(e) + 2 O
Uwaga 12.2. Mozna tatwo uzyskaé wyzej h zachowujace czas wzdl6z trajektorii.

Cwiczenie 12.3. Czy & = ex + 22 jest deformacja wersalng ?

Cwiczenie 12.4. Czy mozna uzyska¢ wyzej h zachowujace czas i klasy C1 ?

Tw.12.1 ma swéj odpowiednik w dowolnym wymiarze
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Twierdzenie 12.5. W rodzinie kietkow réwnar (pél W) w0 € R™, ktérych cze$é liniowa ma
jedng jednokrotng warto$é wtasng réwng 0, a pozostate wartosci wltasne (s sposréd nich < 0,
u sposrad nich > 0) majg niezerowe czesci rzeczywiste (to znaczy operator im odpowiadajgcy
jest hiperboliczny), oraz takich, ze |W (x)| > Const|z|?, Const > 0, rodzina wersalna to

t=c+1®> ek

y=y yeR
z=—z z € R

Analogicznie sytuacja wyglada przy przejéciu pary sprzezonych nierzeczywistych wartosci
wlasnych przez o$ urojona (bifurkacja Hopfa).

Twierdzenie 12.6. Wersalng deformacjq kietkéw pél wektorowych w 0 € R™ | typowych, z
jedng parg czysto urojonych sprzezonych wartosci wtasnych czesci liniowej, s wartoSciami
wtasnymi (z wwzglednieniem krotnodci) o czeSci rzeczywistej < 0, u o czedci rzeczywistej > 0

jest deformacjq
T=z(+et|z]?) zeC

U] = U7 v € RY
g = —1g v9 € R?
24u+s=m

Oba twierdzenia wynikaja z Tw.12.1 i odpowiedniego Tw.11.3 7 poprzedniego wyktadu o
bifurkacji Hopfa, oraz nastepujacego

Twierdzenie 12.7. (o redukcji do czeSci centralnej)

Niech & = F(x,€) bedzie kietkiem réwnania rézniczkowego (to znaczy F kielkiem funkcyi
gtadnkiej), =, F(x,€) € R™ z parametrem e € R¥ | w (0,0) € R™ xR¥ . Niech R™ = R* R* ®R
bedzie rozktadem R™ na sume prostq podprzestrzeni, ktore sq niezmiennicze dla rézniczki
D,F(0,0) i D,F rs Ma wartodci wtasne o czesciach rzeczywistych ujemnych, DmF‘Ru - do-
datnich, Dy F'|p. ma wszystkie wartosci wtasne czysto urojone.

Wtedy istnieje na otoczeniu (0,0) € R™ + k ciggla funkcja h(x,€) o wartosciach w R™,
homeomorfizm dla kazdego ustalonego € i réwnanie rézniczkowe

U] = G(’U] s 6),

G gtadkie, v1 € R® takie, ze Ve h przeprowadza orbity & = F(x,€) na orbity dla réwnania:

U] = G(’U],G) v € R¢
Vg = V1 v9 € R® (12.3)
Uz = —U3 vz € RS

Uwaga 12.8. Prosze zauwazy¢, ze w szczeg6lnodci niezmiennicza jest rozmaitosé {vy = vy = 0},
a jej otoczenie rozbite jest na foliacje rozmaitodciami vy = Const, e = Const tak, ze potok
pola (12.3) przeprowadza kazda taka rozmaito$¢ na taka rozmaitosé (by¢ moze inna).

Uwaga 12.9. Wygodnie do (12.3) dotozy¢ rownanie ¢ = 0 i podobnie rozwazac¢ & = F(x,¢€), é =
0. Wtedy R¥ mozna dotgczyé do R® w zatozeniach, bo w rozkladzie R™ = R* @R @ (R @ RF)
mamy dla F = (F,0)

D, F|,, 0 0
DT — 0 D,F|,, 0
N 0 0 < DyF|g. 0 )
0 0

wartosci wtasne w kierunku e sg 0. Mozemy wiec zapomnie¢ o parametrze.
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Tw.(12.7) zawiera w sobie nastepujace

Twierdzenie 12.10. Jesli dla & = F(x) mamy jak wyzej rozktad R™ = R®* & R* & R°, to
istniejg rozmaitosci niezmiennicze dla potoku pola F', gtadkie W ., W[ Wy W= WS sty-
czne w0 odpowiednio do R* R R® R°@R®’, R°®R". Te rozmaitosci nazywajqg sie odpowied-
nio: stabilna, niestabilna, centralna, centralno-stabilna, centralno-niestabilna. Dla
F Klasy C", r < 2, W, WY sq klasy C"~™, W¢, W, W< klasy C"~'. Dla r = oo, W*®
sq klasy C™°, ale W, W, W skoniczonej gtadkosci, tym wickszej 1m mmniejsze otoczenie ()
bierzemy.

Uwaga 12.11. W} 1 W sa wyznaczone jednoznacznie jako
W*={zeU|¢"(z) 2500 0 wykladniczo}

W' ={z€eU|¢"'(z) =100 0 wykladniczo}
U to otoczenie 0 € R™, ¢! potok pola F.

Wes (i W) uzyskuje sie jako punkty stale na przestrzeni wykresow funkcji R® @ R® — R" i
przeksztatcenia f = ¢ !'. Iterowanie f~! jest kontrakcja (poréwnaj Tw.Hadamarda-Perrona).
Gdyby nie bylo R® to rzut f~'(W) na R® zawieralby rzut W i przeksztalcenie f~! byloby

W
/\—/\
—— ='W

R R

Rysunek 12.3:

.

Rysunek 12.4: Df~! zmniejsza kat

dobrze zdefiniowane na przestrzeni wykreséw nad ustalona dziedzing U® € R®. Istnienie R°
powoduje, ze dziedzina moze powoli male¢ i nic w granicy nie dostaniemy.

Nalezy wiec rozszerzy¢ f na cate R* @ R®* @ R® jak w dowodzie Tw.Grobmana-Hartmana i
rozwazaé przestrzen wykresow funkcji na calym R @ R* w R%. Wtedy jednak W€ zalezy od
rozszerzenia.

Definiujemy w koricu W= W N W,

Przyktad 12.12. (niejednoznacznosé W¢)

{ e
y=-y
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Rysunek 12.5:

Rozwigzania sa postaci
1

S
y(t) = e 'Cq , Cy = y(0).
W€ moze by¢ zbudowane z trajektorii z(¢) dla z(0) > 0, y(¢) = 0, trajektorii z(t) = y(t) =0

i dowolnej trajektorii 2(0) < 0.
Kazde W€ jest klasy C°.

x(t) L Ot =2(0),

WS

WC

S

w

Rysunek 12.6:

Uwaga 12.13. Wystarczy zaktada¢ w Tw.12.10, ze wartosci wtasne speliaja Re A < aq na R?,
Re)X > as na R*, by < Re A < by na R® dla pewnych a7 < by < 0 < b < ay. Wtedy okazuje

sie, ze gladkodci W#, W" W€ sa co najmniej takie jak
Przyktad 12.14. (Wezel)

a3z 1. ai
ba , MIN;=1 2 b; |-

ay
b1 |?

{ T = ar
y=by
a<b<0
R* = sp(mg, R = span—, s=c=1
oz oy
Za rozmaito$¢ niezmienniczag W styczng do R® mozna wzigé¢ sume trajektorii (Cpe®, —eb)

dla dowolnych Cy, Cy < 0 (Coe®™, eb?) dla dowolnych Cy, Cy i trajektorii statej () = y(t) = 0.
Mamy #(t) = Cily(#)!5.

Z wyjatkiem C1 = Cy, § € Z oraz x = 0 wszystkie rozmaitodci W€ sg klasy 7, ale nie
gladsze.
Klasy 7 jesli § nie jest calkowite oznacza klasy [%] gdzie [
catkowita < «, a [%] pochodna Holdera 7z wyktadnikiem ¢ — [%

| oznacza najwieksza liczbe
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<

Rysunek 12.7:

Cwiczenie 12.15. Poda¢ przyklad z tg sama czedcig liniowa, zeby zadna W¢ nie byta gladsza
niz klasy 7.
Uwaga 12.16. (do Tw.(12.6) Stowo typowych oznacza, ze na rozmaitosci centralnej, w postaci

normalne;j
5 =iwz+azz)* + ...,

mamy a # 0.
Cwiczenie 12.17. a # 0 nie zalezy od rozmaitosci centralnej ani od postaci normalnej.

Tw.(12.7) ma swoj odpowiednik globalny

Twierdzenie 12.18. (o normalnej hiperbolicznosci)
Niech N C M bedzie zwartqg podrozmaitosciq i pole V () styczne do M okreslone w otoczeniu
N, na N styczne do N. Zalozmy, ze istnieje na N rozklad wigzki stycznej do M

TnM =TyN @ E° ® E*
na wigzki niezmiennicze dla D¢', ¢! to potok pola V, takie, ze dla pewnych liczb
0< )\ < U1 <1<u2<)\2

1 kazdego t > 0 mamy dla pewnej metryki Riemanna

t
% <A dla v € EF,
v
t
% >\, dlav € B,
v
D t
uﬁgmgug dlav e TN.

vl

Wtedy istnieje dla © € N rodzina rozmaitosci lokalnie stabilnych W*(x) 1 W"(x), stycznych
do E*, E" niezmiennicza, to znaczy ¢ (W*(x)) C W5(¢'(x)), ¢ "{(W"(x)) C W¥(p (z)).

Uwaga 12.19. Zalozenie zwartosci N wustarczy zastapi¢ ograniczonoscig rdézniczki potrzeb-
nego rzedu w otoczeniu V.

To Tw.(12.18) jest uogodlnieniem Tw. Hadamarda-Perrona, gdzie N jest jednym punktem lub
trajektorig okresowg dla potoku. Jest wariantem twierdzenia o istnieniu lokalnie stabilnych i
niestabilnych rozmaitosci dla zbioru hiperbolicznego, patrz Wyktad 8, definicja 2.
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Uwaga 12.20. Dla pola W bedacego matym C'-zaburzeniem V istnieje C'-rozmaitos¢ Ny
bliska N, niezmiennicza dla potoku pola W (to znaczy styczna do W), normalnie hiper-
boliczna, to znaczy taka, ze istnieje rozktad Tw M = T' Ny @& E" & E° o wlasnosciach jak dla
V.

Uwaga 12.21. Ta teoria dla potokéw pdl wektorowych ma odpowiednik dla dyfeomorfizméw.
Badanie pola w otoczeniu orbity okresowej i deformacji, sprowadza sie do badania defor-
macji dyfeomorfizmu, przeksztatcenia pierwszego powrotu do matego ciecia transwersalnego
(inne nazwy: ciecie Poincare’go), odwzorowanie Poincare’go).

Bedziemy badaé kietki dyfeomorfizmow f: R™ — R™ w 0, f(0) = 0 i ich deformacje f(z,¢),
e € RF,
Analogicznie do Tw. 12.5 mamy nastepujace

Twierdzenie 12.22. Dla kietkéw dyfeomorfizméw R™ — R™ w 0, takich, ze f(0) = 0 1
Df(0) ma jedng jednokrotng wartos$é wtasng réwng 1, a pozostate majg moduty # 1 oraz
f(v)| > Const - |v|?, Const >0, v € R™ wersalng deformacja jest

1
_U)a

(2,9, z,u,v) = (. + 22 + €2y, —22, 5

—u,

2
gdzie © € R!.

Uwaga 12.23. Dokladniej trzeba w sformutowaniu powyzszego twierdzenia ustali¢ dla kietkdw,
ktorych deformacje badamy, wymiary s,u przestrzeni E*") odpowiadajacych wartosciom
wlasnym o module > 1 i < 1, oraz to czy Df(0) obciete do nich zachowuje orientacje.
Wtedy y € R* lub y € R*~!, zaleznie od zachowania lub zmiany orientacji przez D f PR
odpowiednio z € R, z € R'. Analogicznie v € R® lub R*~! i odpowiednio v € R lub v € R!.

Cwiczenie 12.24. Sprawdzi¢, ze dla punktu statego hiperbolicznego u, s i to co sie dzieje z
orientacja (jak wyzej) to pelny niezmiennik topologicznego sprzezenia.

Dowdd. (Szkic dowodu)
Prawdziwe jest twierdzenie analogiczne do Tw.12.7 (o redukcji do rozmaitosci centralnej).
Wystarczy wiec badaé¢ deformacje w wymiarze 1. Jest ona postaci

f(Ta 6) =T C(E) + z? - (](’I‘,F) + b(€) ) d(0,0) # 0.
Dalej mozemy postepowaé jak w dowodzie Tw.12.1 uzyskujac
f(z,€) =be) + 2% d(z,€) + = , powiedzmy d(0,0) > 0.

Nie mozemy jednak dalej wzig¢ h kawatkami afinicznych, bo moga nie byé¢ sprzezeniami.
Zamiast tego postepujemy nastepujaco:
Oznaczmy g(z,b) = 22 + b+ z. Ustalmy zy < 0

1. Dla b(e) > 0 definiujemy
hf"(zo,€) = g"(z0,b) , n > 0.

Okazuje sie, ze w granicy to definiuje jednoznacznie h(z,€) dla b(e) = 0, € € { b(e) > 0}.
(Zatozmy, ze wtedy € osiggany jest tukiem z { b(e) > 0}). YV > 0 bierzemy ciag € — e,
taki, ze istnieje ciag ny spetniajacy f"*(xg, €x) — . Wtedy definiujemy

hw,e) = lm_g™ (0, ex)
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b>0

Rysunek 12.8:

2. Niech W, bedzie polem takim, ze jego potok po czasie 1 daje dyfeomorfizm ¢' = f(-,0),
dla b(e) = 0, a V daje po czasie 1 dyfeomorfizm g(z) = = + z?. Wtedy dla b(e) = 0
h sprzega, z zachowaniem czasu, potoki dla W, i V. Te pola W, i V, gtadkie, sa
wyznaczone jednoznacznie, W, gtadko zalezy od e. Zatem dla b(e) = 0 h nie zalezy od
€ — €.

3. Rozszerzamy h dla b(e) > 0 na odcinki y € (xg, f(zo,€)) dowolnie tak, zeby rozszerzato
h dla b(e) = 0, a dalej h (f"(y,e) = g"(h(y),b(e))). Rozszerzenie na b(e) < 0 jest tez
tatwe.

O

Zanim przejde do badania innych deformacji podam twierdzenie dotyczace postaci nor-
malnej i rezonanséw dla kietkéw dyfeomorfizmoéw, analogicznej do teorii dotyczacej pdl wek-
torowych z Wyktadu 10.

Zobaczmy jak zmienia sie liniowe przeksztatcenie x — Az, jesli zmienimy wspolrzedne
przeksztatceniem H(z) = z + h(x), gdzie h € J", r > 2, to znaczy h = (h1,..., hy,), gdzie h;
to wielomiany jednorodne stopnia 7.

H(A(H '(z))) = (Id+h)o Ao (Id — h)z + ...

— Az — Ah(z) + h(A(z)) + ...

(wielokropek oznacza wyrazy rzedu wyzszego niz r)
Przeksztalcenie
M (h) = hA — Ah

jest operatorem liniowym J" w J".
Zalozmy, ze

A=| + -
0 ... A\
w odpowiedniej (zespolonej) bazie. Wtedy dla

h=,...;2" -....x™ ...,0),r1+...+rp=r

MU(R) = (0, .. Nl'a™ AT g,
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Zatem wektorami wlasnymi sa jednomiany (0,...,z" -...-z"™ ..., 0), a odpowiednimi wartos-
clami wlasnymi [[;", A7 — X;, Y r; > 2, r; > 0.Podobnie jak dla pél wektorowych przez zmi-
any wspo6trzednych mozna pozby¢ sie wszystkich wyrazen z™' ...z"™ z wyjatkiem by¢ moze

tych, dla ktorych jest rezonans

HATZ_Aja TP 2 ari>0-

Twierdzenie 12.25. Deformacja
z— —(e+ 1)z + 23

jest wersalna dla kietkéw dyfeomorfizméw w 0 € RY, dla ktérych f(0) = 0, f'(0) = —1 i
magjgcych nastepujgcg postaé normalng

T —z+ar’+ ..., a#0.

Analogiczna wersja jest prawdziwa w R™ | gdzie jedna wartosé wtasna czesci liniowej jest réwna
1, inne majg moduty # 1 (jak w Tw. 12.22).

Dowdd. Zauwazmy, ze dla A = —1, mamy rezonanse A" = X dla n nieparzystych, wiec wyzej
rzeczywiscie jest podana posta¢ normalna (z — —z + a;z® + agz® + ...). Dla deformacji
postaé¢ normalna to

f(z,€) = Xe)z + a(e)z® + ..., M0) = —1,a(0) # 0.
Rysunek: Punkty state dla f o f

b e )€

\l/><
}
V
\l/><

Rysunek 12.9: a(0) > 0, 8‘/\‘ > 0, miekka utrata stabilnosci oraz a(0) < 0, 8‘/\‘ > 0 ostra
utrata stabilnosci

fof(x,e) =AMz +ax’®) + a(dz +az®)® + ...
= N2z 4 2a)z® + .. ..

Topologiczna rownowaznosé f(z,€) i x — g(z,€) — A€e)z £ 23 gdzie

jest tatwa do pokazania: na przyklad h(zi,e) = (y“)\( ), gdz1e zi, 1 =1,2,3 (lubi =1) to

punkty stale f, y; punkty state g, h(2z;) = 2y;, h(5zi) = $ui, h(f"(z)) = g"(h(y)), gdzie h
na x € (z;, f(z;)) zdefiniowane jakkolwiek tak by zgadzalto sie z h(z;) = yi, h(f(x;)) = g(vi).
(Tu jest o wiele tatwiej niz w Tw. 12.22.) O
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Uwaga 12.26. W sytuacji Tw.12.22 mamy bifurkacje siodto-wezet dla orbity okresowej. W
szczegdlnosci dwie orbity okresowe, przyciagajaca i odpychajaca w R? mogg sie zlaé i zniknaé.
W Tw.12.25 orbita okresowa nie moze zniknaé. Moze sie od niej odtaczyé orbita okresu 2
razy dluzszego, a wyjdciowa orbita zmienia sie ze stabilnej na niestabilng lub odwrotnie. W
wymiarze 2 (w rozmaitosci centralnej) moze sie to zdarzy¢ tylko gdy otoczenie tej orbity to
wstega Mobiusa.

Wartosci wtasne czesci liniowej przeksztalcenia Poincare nazywa sie czasem multiplika-
torami. Zbadaliémy sytuacje przejécia jednego multiplikatora przez 1 lub -1. Zobaczmy
co sie dzieje gdy para sprzezonych multiplikatorow przechodzi przez okrag jednostkowy (ale
nie przez 1, -1).

Sprawdzmy najpierw rezonanse:

~n+1

Mamy \"A" =X, n=1,2,...

AN =\

Zatem nie znikaja jednomiany 2"t .Z". Jedli A = €2™®, gdzie a ¢ Q, to wiecej rezonansow

nie ma. Jesli a = %, P, q € Z, wzglednie pierwsze to mamy rezonanse
A= A=)
¢+l ~ ~a-1
AT =X, AT =,

nie znikaja wiec 29t i z9-1,

Twierdzenie 12.27. Przy przejsciu pary multiplikatoréw prez S', ale nie przez pierwiastki z
1 stopnia < 4 od 0 oddziela sie (lub niknie w nim) niezmiennicza krzywa zamknicta.

Dowadd. Posta¢ normalna to
F(5.6) = M(e)2(1 + ale) I + O(|2/).
Gdyby nie byto O(|z|*) to dla r = |z|, ¢ kat mieliby$my
= Me) - (1 +2Rea(e)r? + |a*r?),
(bo |1 +ar?)? = (1 +ar®)(A +ar?) =1+ (a +a)r’ + |a]>r")

i mieliby$my niezmienniczy okrag |z| = r, gdzie

Al -1
|Real

r =

Uwzglednienie (O(r*)) moze popsué¢ niezmienniczoéé tego okregu, ale blisko bedzie istniata
gtadka niezmiennicza krzywa zamnknieta. (Mozna na przyktad sprawdzié, ze spelnione sg
zalozenia o normalnej hiperbolicznosci i blisko N = { |z| = r} znalez¢ niezmiennicza dla f(-, €)
krzywa Ne = Ny (. ). Patrz Uwaga 6’.). Mozna tez przeprowadzi¢ dowdd tak jak dla bifurkacji
Hopfa, Wyktad 11. ]

Uwaga 12.28. Przy zmianie e nie wiemy nic o f. = f(-,€) na N.. Na przyklad i e i O(r?)
moga mie¢ wplyw na liczbe obrotu p(fe). Dla € — 0 mamy p(fe) — a. Jesli wiec a ¢ Q
to p(fe) powinno przechodzi¢ przez otoczenie «, gdzie tuki parametrow e dla deformacji 1-
parametrowej maja stata wymierng liczbe obrotu, a f. na N, jest Morse’a-Smale’a. Daje to
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Rysunek 12.10:

RN

7/ )
/( y,
N

Rysunek 12.11:

szanse podania warunkoéw na wersalng deformacje, jednak wydaje sie to trudne. Jedli a = £,

q > 5 (slaby rezonans) to w plaszczyznie parametrow Re «, Im « istnieje “jezyk Arnolda”,

w ktorym na N, (€™ = A(e)) mamy taka dynamike Morse’a-Smale’a:

Doktadniejszy opis i bibliografie mozna znalez¢ w ksigzce Arnold “Teoria Rownan Rozniczkowych”
str 271.

Uwaga 12.29. Posta¢ normalna dla a = % formalna i C" to

00 oo oo
F2r0) = 2+ (3l )+ 3 0041 43 0,
n=1 n=1 n=1

ktora jest niezmiennicza ze wzgledu na obroty e « . Takie przeksztalcenia mozna wtaczyé
w potoki. Zatem poprawny w diugim czasie obraz dynamiki iteracji f"(-,€) mozna uzyskaé

273
badajac deformacje osobliwosci p6l wektorowych komutujgcych z obrotami o kat e qp, tak

zwanych deformacji ekwiwariantnych, Arnold “teoria Réwnan Rézniczkowych” str 279.

W sytuacjii silnych rezonanséw, g < 4, deformacje moga by¢ niezmiernie skomplikowane,
patrz rysunki w ksigzce Arnolda.

Przyktad 12.30. g =4, czyli
f(2) = Az + az|z|* + ¢z

Oba wyrazy po prawej stronie sg stopnia 3. Dla stabych rezonanséw tego nie byto. (Arnold,
str 273-279).

Drgania relaksacyjne
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Rozwazmy rownanie Van der Pola

. .1,.3
{x.y‘o‘x TS0 (12.4)

Y = —€x

Po zrézniczkowaniu pierwszego i podstawieniach drugiego uzyskamy
o 2. . 2. .
T=Y—2r+T=—€ —2 T+

cryli

T =z
{ 2= —exr+ 2(1 — 2?2) (12.5)

Mamy dla trajektorii (z(t),y(t)) réwnania (12.4) odpowiadajaca jej trajektorie réwnania
(12.5):

2(t), 2(t) = i(z) = y(t) — %ﬁ(t) +a(t).

Zatem trajektoria (12.4) przechodzi w trajektorie (12.5) przy zamianie wspolrzednych

1
(2,y) = (2,9 = 307 +2)),

Zamienmy jeszcze w (12.5) czas, mnozac prawg strone przez #, oraz podstawmy v = =-.

Ve
Otrzymamy

{ b= —x+ ;\/;(1 ~ 1?2 (12.6)

4

To jest réwnanie Van der Pola z Wyktadu 11, tylko zamiast e mamy NG

. Bedziemy badaé¢
(12.4) gdy € — 0, to znaczy gdy dla starego Van der Pola € — oo.

Poniewaz obrazy fazowe (12.4) i (12.5) sa homeomorficzne, to (12.4) ma takze orbite
okresowg, przyciggajaca i punkt staty w 0 € R2.

Mozna patrze¢ na (12.4) jak na réwnanie zaburzone; poréwnaj Wyktad 11.

Dla € = 0, dla réwnania niezaburzonego mamy nastepujacy obraz fazowy: Réwnanie Van

X i ¢ v v

<

1

Rysunek 12.12:

der Pola niezaburzone, € = 0

. 1,3
{ Py (12.7)

y=0
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Trajektoria
okresowa

Rysunek 12.13: Réwnanie Van der Pola zaburzone, € > 0

Cata krzywa y = %.7;3 —x sktada sie z punktéw statych. Dla e = 0 mamy jedynie ruch szybki
w kierunku z, “Przyciggajacy do {y = %xz — gc} = [. Dla € > 0 dochodzi powolny ruch
wzdhuz krzywej 1. Punkt na trajektorii okresowej porusza si¢ wzdluz [ powoli w lewo, gdy
dojdzie do korica gatezi wiezy puszczaja (relazation) i nastepuje “skok” na dot do dolnej gatezi
. Potem porusza si¢ powoli wzdtuz | w prawo przycidniety do | “wiezami”, a gdy dojdzie do
ekstremum wiezy puszczajg i punkt skacze do gory, do gornej gatezi [.

Drgania relaksacyjne pojawiaja sie w teorii obwodoéw elektrycznych. Palczewski “Réwnania
Ro6zniczkowe Zwyczajne”.
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Wyktad 13

Atraktor Lorenza

Bedziemy bada¢ uklad réwnan rézniczkowych w R3

z=o(y—z) (i)
y=pr—y—xz (i1) , (13.1)
Z2=—Pz+axy (i)
gdzie o, p, B > 0 to parametry.
Ustalmy B, o powiedzmy [ = %, o = 10 (parametry Lorenza) i bedziemy badali portret
fazowy 1 jego zmiany gdy p ro$nie. Oznaczmy pole wektorowe z prawej strony (13) przez

F = (Fy, F,, F5). Dywergencja F jest rowna —o — 1 — 8 < 0 wiec Jakobiany przeksztatcen
potoku ¢! s mniejsze niz 1 dla ¢ > 0 (Tw. Liouville’a):

det(Dg () = elo tr DF@*@)ds — o[ =F(6%)ds

wiec ¢! dla t > 0 zmniejszaja miare Lebesgue’a (wykltadniczo dla t). Jezeli znajdziemy U
taki, ze ¢*(cld) C U to
(e'@)

t>0

jest atraktorem o mierze réwnej 0.
Napiszmy

—0 o 0

Df(:c,y,z): p—z -1 —z )

y x© p
aw0ecR

-0 o 0

Df(0,0,0) = p —1 0
0 0 -p

Wielomian charakterystyczny dla lewej gornej klatki 2 x 2 t
M (e +DA+0o(1 - p).

Zatem wartosci wiasne w 0 to

~(o+ 1)+ /(6 +1)2—4o(1 - 0)

—B, A2 = 5

Dla p < 1 mamy A2 < 0 wigc 0 jest Sciekiem.
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Cwiczenie 13.1.
VoeR ¢t(v) =500 0.

Dla p = 1 mamy —f, Ay < 0, ale A\; = 0. Przez 0 przechodzi 1-wymiarowa rozmaitosé
centralna W niezmiennicza dla ¢, styczna do wektora wlasnego (1,1,0) odpowiadajacego
wartosci wlasnej A\; = 0 (patrz Wyktad 12).

Policzmy gdzie s zera pola F'. Réwnania

oly—z)=0
pr—y—xzz=0
—Bz+ay=0

dajacx:y,z:%ziwkoﬁcux:O, lub,o—l—"%2 =0,czyliz=y==%/Blp—1),z=p—1.
Dla p < 1 jedyne zero jest w 0 € R3. Stad wynika, ze jedli 0 przycigga (stabo) otoczenie
w W ., to mozna rozwazy¢ rozmaitos¢ centralng dla réwnania z parametrem p =~ 1 V(p),
WE.(p), ktora jest gltadka (C"). Dla p < 1 na W _ jest przyciaganie do 0 wiec z ciagtodci jest
przyciaganie na W, (1) (bo na W¢(1) oprécz 0, nie ma punktow statych ¢, zer V(p), p = 1).
Wzdtuz W mamy

|F3| = O(|F1 %) - ... (13.2)

gdyby na Wt z < 0, lub nawet tylko Bz < exy, F3 > (1 — €)2? co przeczy (13.2) bo
[Fi | = O(2?), |F1 2> = O(a*).
Zatem W[  zawarte jest w gérnej poiprzestrzeni z > 0, a nawet z > exy, € < 1.

Cwiczenie 13.2. Pokazaé¢ uzywajac argumentu o cigglosci V(p), ze dla p = 1, 0 jest (stabym)
Sciekiem na W[ .

Doktadniejsze rachunki mozna znalez¢ w ksigzce Guckenhaimer, Holmes str. 129.
Dla p > 1 na W _(p) pojawiaja sie 2 §cieki, 0 staje sie zrodtem w W _(p). (Poréwnaj Wyktad
12, bifurkacja dyfeomorfizmu z multiplikatorem -1). Dla

W°(p)

p=1

Rysunek 13.1: Bifurkacja "widly" (pitchfork)

oo+ 5+3)

~~ 24,74
c—p-1 ’

p=pn=
wartoéci wiasne DF(g%), to
A=—(c+B+1)i
Mo =Fiy/20(0+1)(0 — B —1).

Przy naszym zalozeniu, ze 0 > 3+ 1 A2 to para sprze¢zonych urojonych wartosci wtasnych.
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p>1

Mozna by mysle¢, ze w p = pp, nastepuje bifurkacja Hopfa w ¢*, miekka utrata stabil-
nosci, od ¢t oddzielaja sie w 2-wymiarowych centralnych rozmaitosciach przyciggajace orbity
okresowe. To jednak nie jest prawda. Bifurkacje Hopfa daja dla p, ostre utraty
stabilnosci !

Cwiczenie 13.3. Sprawdzi¢ to numerycznie.

Sprobujemy przesledzié co naprawde dzieje sie miedzy parametrami p = 11 p = pp. Wezmy

* @

al

I
I
I
I
I
I
I
A
I

ciecie transwersalne ¥ orbity zbiegajacej do 0 wzdtuz osi z (z = y = 0). Przeksztalcenie
pierwszego powrotu do X wyglada nastepujaco

=)
fZ)
-~
il 5"

Trajektorie punktéw z [ daza do 0 i nigdy nie wracaja do 3. Odcinek réwnolegly do [ bliski [
podchodzi blisko 0 i zostaje bardzo skrcony. Dlatego obrazy f(X7), f(X7) maja na rysunku
ostrza.
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Dalej bedziemy badac¢ f przy zatozeniu, ze zachowuje foliacje 3 na liscie (rozbicie na
liscie) prawie rownolegle do [, to znaczy liscie przechodza w liscie. Wtedy f faktoryzuje sie
do przeksztatcenia f na zbiorze tych linii (ktory mozna utozsamic z odcinkiem poziomym).

A

q 0 q*
Rysunek 13.2: Wykres f 0 odpowiada linii /.

Dla p > 10 f'(0) = oo (pochodne prawostronna i lewostronna). Wynika to 7

§:5<)\1(0): (U+1)+\/(U;1)240’(10’) z%

Wynika to stad, ze na powierzchni W niezmienniczej stycznej do wektoréow odpowiadajacych
wartosciom wtasnym —f3, A; przeksztatcenie miedzy cieciami Poincare’go k, ¢ w punkcie a ma
pochodng oc.

w

B
Al (0) .

Cwiczenie 13.4. Pokazaé, 7e jest to funkcja Holdera z wyktadnikiem
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=
=)

o 0 q*

Dla pewnej liczby p; &~ 13.926 mamy W*(0)\ 0 ¢ W*(0) (f(I) C 1). Kiedy robi sie p > p;
mamy
Dla f powstaly dwa nowe punkty state rT, zrodta. Dla f daje to w odpowiednich lisciach dwa
siodl, a dla potoku pola V(p) dwie orbity okresowe, siodtowe (wymiary rozmaitosci stabilne;
i niestabilnej = 2). Oznaczajac f’, f+ odpowiednio lewg i prawa gataz f rozszerzong ciagle
do 0 mamy

f~>rT, ff <7, bo fl(0)=cc.

Zatem

{7’ | f"(T) €lr ,rf];Vn> 0}

to zbiér Cantora. To dla potoku pola V(p) daje niezmienniczy zbiér hiperboliczny (na
[r=,rT] f jest rozciagajace; | f'| > 1, w kierunku wtokien jest kontrakcja.)

Dla pewnej liczby p = p, = 24.06 mamy

fro=rt =1,

zatem f([r—,rt]) C [r—,rt].

Dla p > p, nawet f([r,r"]) C (r—,r*). Mamy atraktor

Ep = m fn([ria"ﬂ—])

n>0
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A

")
f(Z7)

zawarty w [f(0), ft(0)] € (r—,r%). Ten atraktor istnieje nadal, gdy staje sie p > pp.
Bifurkacja Hopfa, ktéra wtedy zachodzi pochlania r—, 7%, ale nie wplywa na odsuniety od
r—,rT atraktor L. Dla potoku pola V(p) daje to atraktor L,, 2-wymiarowy chaotyczny (to

I
I
— ~._ ~ q+
a (0 f(0)

znaczy taki, ze “prawie kazda” trajektoria jest w nim gesta).

Cwiczenie 13.5. Pokazac, 7e dla f prawie kazdy punkt w [f*((]), f+(0)] ma trajektorie gesta.
Pokazac, ze punkty okresowe sg geste w L.

Uwaga 13.6. Atraktor Ep nazywa sie geometrycznym atraktorem Lorenza, a badany

132



vov@ Y
I

potok geometrycznym potokiem Lorenza.

Rzecz w tym, ze zatozyliSmy istnienie niezmienniczej foliacji dla f. Nie wiadomo czy ten
model odpowiada rzeczywistosci, to znaczy czy zawsze, lub dla jakich parametréw p, taka
foliacja istnieje.

Obecnie trwaja intensywne badania dotyczace tego jakie zjawiska dla geometrycznego potoku
Lorenza i dla jakich p zachodza dla prawdziwego potoku Lorenza (to znaczy spekiajacego
13).

Przypomne jeszcze parametry:

e p=1
0 staje sie zrodtem, powstaja dwa Scieki g*.

e p=p; ~ 13.926
Powstaja orbity okresowe (nawet zbiér hiperboliczny, wiec nieskoniczenie wiele orbit
okresowych).

e p=p, ~24.06
Powstaje geometryczny atraktor Lorenza.

e p=pp=24.74
Bifurkacja Hopfa w ¢, ostra utrata stabilnogci, atraktor Lorenza nadal istnieje.

Uwaga 13.7. Dla geometrycznego potoku sytuacja jest podobna, chociaz trudniejsza niz dla
expanding atraktorow Williamsa (solenoid, DA-atraktor, atraktor Plykina - Wyktad 9), gdzie
takze f zachowuje niezmiennicza foliacje, na ktérej jest kontrakcja, a f rozciagga na roz-
galezionej rozmaitosci (krzywej) N. Atraktor byt wtedy granica odwrotng

...—>fN—>fN—>f....
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Cwiczenie 13.8. Czy atraktor Lorenza jest tez granica odwrotna f?

Trudniejsza sytuacja niz dla geometrycznego potoku Lorenza pojawia sie dla tak zwanego
atraktora Henona.
fala,y) = (1 — az® + by, z), a,b>0.

Policzmy
Dfa(w,y) = ( N 8) det Df, = b.

Przyjmuje sie b < 1 i ustala. Wtedy rozwaza sie rodzine f, z parametrem a. f, zmniejsza
miare Lebesgue’a (o czynnik b). Dla y = 0, 0 < a < 2, odcinek [—1,1] przechodzi w siebie
przy funkcji 1 — az?. Oto wykres

1

f(0)=1-¢

Obraz [1,1] x {0} przy f, wyglada nastepujaco Obraz K = [~1 — 2b,1 + 2b] x [~b, 1 + b]
1

-1 1

jest zawarty we wnetrzu K dla a > %, b < % Poziome kraski to obrazy pionowych odcinkéw
x = const. Pytanie (Problem) Dla jak wielu parametrow a istnieje

K, C K, f(K]) C int K,
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taki, ze atraktor
Aa = ﬂ f(;l(Kl)

jest chaotyczny (to znaczy na przyklad zawiera orbite gesta). (A, = () f2?(K) na og6t nie
jest chaotyczny, zawiera siodta, w ktorych W* zbiega do mniejszego atraktora A, = () 7' (K1)
jak dla dyfeomorfizméw Morse’a-Smale’a.) Na ogol (czy zawsze 7) ten atraktor nie jest
hiperboliczny. Udowodniono jednak (Benedicks, Carleson), ze dla bardzo matych b zbior
takich parametrow a, ze A, jest chaotyczny niejednostajnie hiperboliczny, ma dodatnig miare
Lebesgue’a.

Niejednostajnie hiperboliczny oznacza istnienie rozktadu TAR? na mierzalne podwigzki
E* @ E" iliczby A > 1, mierzalnej funkcji C' > 0 prawie wszedzie takich, ze

I1Df3 (0)| = Cz)A" dla v € E*(x),

IDfr ()| < C Y x)A ™" dla v € E*(x).

Prawie wszedzie wrgledem tak zwanej miary Sinaja-Bowena-Ruelle’a na A,

1
— 1' — n
pspr = lim-— E fi(6y),

0, to delta Diraca, y Lebesgue’a prawie kazdy punkt w K (zamiast §, mozna wzia¢ po
prostu maire Lebesgue’a na K). Trzeba zamiast Leby bra¢ miare uspr bo miara Lebesgue’a
Leby(A,) = 0. Miara uspr zastepuje nam miare Lebesgue’a, miary warunkowe na rozmaitos-
ciach niestabilnych

{ HSBR |W;;C}

w A, sg rownowazne miarom Lebesgue’a jednowymiarowych, na lisciach W} , to znaczy

(s) C A,
(analogicznie dla ezpanding- atraktorow, Wyktad 9).

Czescig twierdzenia jest istnienie pugpg i niezalezno$é granicy od y, dla dodatniej miary zbiotu
parametrow a.

Rozwaza sie b bardzo mate po to, zeby mozna byto zastosowaé teorie iteracji przeksztatcen

odcinka (to odpowiada b = 0)

istniejg dla prawie wszystkich punktow w A, i W}

miarom dhugosci, przy tym Wzﬁ toc

galz) =1— amZ’ 9o [-1,1] = [-1,1]
(Swigtek, Lyubich, Nowicki, Martens)

Twierdzenie 13.9. W rodzine g,, 0 < a < 2 zbior A paramiréw a takich, Ze istnieje orbita
okresowa przyciggajgcea, a w uzupetnieniu zbior na ktorym g > 1, skoriczony lub Cantora, jest
gesty w [0,2]. [0,2] \ 4 ma dodatnig miare Lebesque’a i dla prawie wszystkich a € [0,2] \
A istnieje miara pspr, niezmiennicza dla g,, réwnowazna mierze Lebesque’a na Ay. Dla
dodatniej miry zbioru parametréw a zachodzi niejednostajne rozcigganie na atraktorze Ay,
nosniku mmiary pspr (nie wiadomo czy dla prawie wszystkich) a € [0,2] \ A). Dla prawie
wszystkich a € [0,2] \ A, A, jest chaotyczny.

Niejednostajne rozcigganie oznacza
(9" (x) = C(z)\"|, A > 1, C — pgpr-mierzalna, C > 0.

Zjawiska prowadzace do pojawiania sie straktoréw Henona, lub podobnych czesto wys-
tepuja dla ogélnych 1-parametrowych rodzin dyfeomorfizmow (lub réwnan rézniczkowych).
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Przyktad 13.10. Atraktor Henona pojawia sie “po drodze” do podkowy Smale’a.

Przyktad 13.11. Bifurkacja siodto-wezet w R? przy istnieniu krytycznego cyklu Po pchnieciu
w prawo w punkcie p otrymujemy atraktor Henona.

Uzupelnienie Wyktadu 12. Kaczki.
W réwnaniu Van der Pola

. 1.3
t=y—z°+z =F(z,y) =y f(x) _
{ )= —ex = Fy(x) F=(F,F),

dla f(z) = Lo3 — 1z, zero Fy lezy blisko jednego z punktow krytycznych f. Zbadajmy wiec

3
nastepujaca 2-parametrowa rodzine rownan rézniczkowych (parametry to €, a):

& =y— f(z)

y=ela—m),

gdzie f ma minimum lokalna w 0 i maksimum lokalne w punkcie Zp., < 01 sa to jedyne
ekstrema f. Bediemy bada¢ dwa prypadki

1. f(0) > 0, na przyktad f(z) = 2* + 22 (jak w réwnaniu Van der Pola, po afinicznej
zmianie wspotrzednych ,7). Ogoélnie f(z) = #2423 +... w otoczeniu 0. Ustalmy mate
e > 0 i zmiennmy a. Zero pola przesunie sie po krzywej y = f(z) i jest w £ = a. Mamy

Lo
DF—(
(—ex 0)7

a w zerze p(a)



tr DF(p(a)) =0,

gdy a jest punktem krytycznym f, czyli dla a = 0, doktadnie gdy a = 0. Wtedy
mamy pare urojonych sprzezonych wartosci wlasnych. Sprawdzimy , 7e jest to bifurkacja
Hopfa. Mozna policzy¢ postaé normalna, ale jest to dosé ktopotliwe. Mozna tez postapié
nastepujaco: Uklad

&=y — %) = —ex } = Fy(z,y)

daje dla rézniczki exdz + (y — 22)dy = 0. To nie jest rozniczka zupelna, ale ma czynnik
calkujacy postaci ¢(y). Otrzymujemy bowiem réwnanie rozniczkowe

0¢ B
8—y-e7’+¢(y) 2z =0,
czyli 5
) 1
8_y —ZQS(ZJ),

na przyktad ¢(y) = cosh(%y). Otrzymujemy catke pierwszg H = %6.’1,'2 + %yQ +...(czesc

wyzszego stopnia). Obszary ograniczone krzywymi H = const dla z,y =~ 0 sa wiec
wypukle i pole G = (—z3,0) zaburzajace (y —z?, —ex) jest skierowane do $rodka. Mamy
VY h>0istatej C >0

/ dH(G)dt < —Ch*.
H=h2, 0<t<t

To szacuje ubytek H po czasie t; wzdtuz trajektorii pola Fy + G (Poréwnaj Wyktad 11).
Zatem

\h%(t1) — h?| > Ch* | wiec h — h(t;) > Ch?.

Jest to wiec bifurkacja Hopfa, miekka utrata stabilnosci gdy a przechodzi od a > 0
doa <0 (tr Df(pa) = —2a + o(a)).

Dla ¢ < 0 mamy sytuacje taka jak dla drgan relaksacyjnych (Wyktad 12).

2. Dla f"”(0) < 0, na przyktad f(z) = 2* + 22 + 2% mamy dla a = 0 G skierowane na
zewnatrz krzywych catkowych H = const i bifurkacja Hopfa 7 ostra utrata stabilnosci
gdy a przechodzi od liczb dodatnich do ujemnych. Widocznie co§ musialo si¢ staé juz
dla a > 0. Przesledzmy bifurkacje zaczynajac od a < 0. Wybierzmy dwie dowolne
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555
BE5

925

krzywe a(e) takie, ze gdy € — 0 mamy a — 0 a i dla €, a(e) istnieja rozwigzania, ktore
w granicy zawieraja krzywa Wtedy dla dwoch takich aq(€), ag(€) mamy

138



dla statej ¢ > 0. Ten fakt to

Twierdzenie 13.12. Zycie kaczek jest krotkie.

a
€
()
4:90? ) .
a,(¢) } &t
a
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Wyktad 14

Zajmiemy sie kaskadami i potokami zachowujacymi miare Lebesgue’a, w przypadku wymiaru
2, lub forma symplektyczna

w:de A dp;

i=1
w przypadku wymiaru 2n, wspotrzedne to ¢;, p;, ¢ = 1,...,n. Potok dla rownan hamiltonows-
kich
dq OH
ot op
dp  OH
ot 0q

spetnia te wlasnosé. Zachowanie w implikuje zachowanie miary Lebesgue’a, bo

wA...A=mnldpy Ndq, N ...dp, A\ dg,
n razy

Forma symplektyczna to 2-forma zamknieta w taka, ze X — w(X,-) w kazdym punkcie z jest
izomorfizmem T, — T, (przestrzeni stycznej w kostyczna). Tw. Darboux moéwi, ze lokalnie,
w odpowiednich wspotrzednych forma symplektyczna ma postaé Y. dg; A dp;.
Na ostatnim wyktadzie z Réownan Rézniczkowych Zwyczajnych méwitem o rownaniu wa-
hadta
&= —asinz, a>0, z € R/277Z. (14.1)

Obraz fazowy y = & na S!' x R

p = (0,0) centrum (nieliniowe),

g = (m,0) siodlo. Jedli do prawej strony dodamy funkcje zalezna okresowo od czasu to
otrzymamy nadal réwnanie hamiltonowskie (nieautonomiczne). Oznaczajac okres przez T
otrzymamy dyfeomorfizm S' x R zachowujacy miare f = ¢! . Separatrysy W"(q) i W*(q)
moga przecinac sie transwersalnie. Moze powstaé¢ stynny obrazek:

z wieloma krzywymi zamknietymi niezmienniczymi i okresowymi orbitami eliptycznymi
(para sprzezonych urojonych wartosci wtasnych czesci liniowej) i siodtami z homoklinicznymi
punktami przeciecia (co implikuje istnienie podkéw Smale’a i hiperboliczno$é¢ zbioréw niezmi-
enniczych; Wyktad 8, przyktad 1).

Podam podstawowe fakty opisujace zachodzace tu zjawiska w wymiarze 2 i dla wyzszych
wymiarow.
Teoria KAM (Kolmogorov, Arnold, Moser) mowi, ze po zaburzeniu dodaniem funkcji do
sity —asinz w 14.1 wiele niezmienniczych okregéw pozostanie niezmienniczymi krzywymi
zamknietymi (moga nieco zmieni¢ polozenie).
Teoria Birkhoffa méwi, ze powstanie miedzy nimi wiele orbit okresowych.
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y=X

w'(q) W*(q)
X
_—
q q
p
Rysunek 14.1:
Wa)
WY
Wa)
WH(q

Rysunek 14.2:

Teoria Aubry’ego-Mathera moéwi, ze chociaz niektore okregi znikng, pozostana w ich miejscu
zbiory Cantora z przeksztalceniem obrotu na nich.

Wiele sposrod powstatych orbit okresowych to orbity eliptyczne wokdt ktorych znowu wiele
miejsca jest zajetego przez krzywe zamkniete niezmiennicze, ale w szczelinach miedzy nimi sa
siodta i punkty homokliniczne, sg tez orbity okresowe, eliptyczne itd.

Problem: Czy uzupemienie zbioru wszystkich krzywych zamknietych wokot punktow elip-
tycznych wszystkich rzedéw w powyzszym opisie ma dodatnig miare? Czy istnieje dodatniej
miary niezmienniczy zbiér chaotyczny?

Zbadajmy najprostszy model dyfeomorfizmu:

f: 8" %x[0,1]

zachowuje miare Lebesgue’a, jest obrotem na S' x {0} i S' x {1} i spelnia warunek skrecenia
(twistu):
af2

dla f = (fl((}{,’l“),fg((l{,’r)) 8—0/ > 0.

Twierdzenie 14.1. (Birkhoff) Jesli na S* x {0} i S' x {1} f jest obrotem odpowiednio o
katy ag < ay 1 jesh utamek g spetnia ag < g < ay to istniejg co nayjmniej 2 orbity okresu
q. Kazda z tych orbit jest tak zwang (p, q)-orbitq Birkhoffa, to znaczy wszystkie punkty orbity
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a o+

1
| 0
0
o a+d,
Rysunek 14.3:
majq parami réine wspotrzedne « i jesli je uporzadkowaé jako (ov,r1),...,(ag—1,r¢-1) tak,

zeby na S’ ap <ag < ... < o1 <apto

flag,ri) = (a(H-p) mod ¢> T'(i+p) mod q)-

Funkcja a; — r; jest funkjqg Lipschitza, ze statq Lipschitza zalezng od inf%.

Rysunek 14.4:

Dowdd. na ¢wiczeniach. O

Uwaga 14.2. Analogiczne twierdzenie bylto na ¢wiczeniach udowodnione dla przeksztatcenia
okregu stopnia 1, gdzie [ag, a1] to odcinek obrotu.

Uwaga 14.3. Jesli ay < 0 < a1, f homeomorfizm, to nawet bez zalozenia “twistu” mozna
udowodni¢ istnienie dwoch punktéw statych. Ten fakt to Geometryczne Twierdzenie
Poincare’go (zwane tez: Ostatnie Tw. Poincare’go; Poincare udowodnit je niedtugo przed
$miercig). Precyzyjny dow6d podat dopiero Birkhoff: George D. Birkhoff “Dynamical Sys-
tems”, 1927 r.)

Twierdzenie 14.4. (Aubry, Mather)

Jesli f spetnia zatozenia twistu, jak wyzeji oy < o < ap, o ¢ Q, to istnieje funkcja Lipschitza
$: S' —[0,1] taka, Ze jej wykres zawiera zbidr X niezmienniczy dla f, zwarty, minimalny, f
zachowuge na nim porzqdek (w sensie porzadku w S') i liczba obrotu jest réwna a. Zbidr X to
albo zbior Cantora, nazywa sie wtedy zbiorem Aubry’ego-Mathera albo (topologicznie) okrag.

Dowdd. (idea, ksigzka Katok, Hasselblatt)

a = lim Z—Z. Znajdujemy (py,q,) orbity Birkhoffa X,,, laczymy punkty kazdej z nich tamana
jak na rysunku (??). Ze wspolnej Lipschitzowos$ci wynika istnienie podciggu zbieznego. W
wykresie granicy jako X bierzemy granice podciagu X,, (w metryce Hausdorffa miedzy zbio-
rami zwartymi). O
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Twierdzenie 14.5. (KAM)
Niech dla X\, hy, hg € C" (r > 5)

fela,r) = (a4 A(r) + €hi(a,r,€),r + eha(a,T,€)), (14.2)

gdzie % > 0 4 fe zachowuje miare Lebesque’a Lebs. Wiedy dla € dostatecznie matego istnieje

2bior fe-niezmienniczych minimalnych krzywych zamknictych (wykreséw funkcji z S* do [0,1])
v (liczba obrotu na vy; jest réwna p) i

Leby (U 7;) /Lebg (S’1 x [0, 1]) — 1, gdy e — 0.

Jesli takze N zalezy od €, A = X(r,€), to nalezy zalozyé, ze

€
X

Oe

— 0, gdy € — 0.

Uwaga 14.6. Dla kazdego p moze istnie¢ co najwyzej jedna krzywa 7y, (warunek twistu %

powoduje, ze na nig liczba obrotu na takich krzywych jest > p, pod nia < p). Dla e = 0 uktad
jest catkowalny, to znaczy istnieje funkcja, r, niezmiennicza wzdhuz trajektorii, vy, to okrag
A(r) = p. Gdy zaburzamy fy, € oddala sie od 0, czes¢ okregow, dla p wymiernych lub szyblo
aproksymowalnych liczbami wymiernymi rozsypuje sie dajac (p, ¢)-orbity Birkhoffa lub zbiory
Aubry’ego-Mathera. Najdtuzej pozostaja v, takie, ze |gp — p| > 5.

Przyktad 14.7. Przeksztalcenie standardowe
felayr) = (a+r,r+ esin(a+r)).
(Dla tego przyktadu problem (77) jest takze nierozwigzany).

Twierdzenie 14.8. Jesli f jest CT-dyfeomorfizmem otoczenia 0 € R2 w R?, f(0) =0, r > 5,
punktem eliptycznym, D f(0) ma pare A\, X wartosci wtasnych sprzezonych o module 1, N4 # 1
qg =1,2,3,4 zachowujgcym miare Lebesque’a i pierwszy wspolczynnik Birkhoffa aq jest
niezerowy, to w otoczeniu 0 istniejq niezmiennicze krzywe zamkniete (o indeksie 1 wokdl 0),
ktorych suma ma miare dodatnig @ 0 jest punktem gestosci.

Definicja 14.9. Posta¢ normalna f w 0 to
f(z2) =Xz +aizla* + ...
Pierwszym wspo6lczynnikiem Birkhoffa nazywa sie liczbe a4

Dowdd. (idea)

Zauwazmy, ze Ray # 0, w przeciwnym razie f (lub fA’]) przeprowadzatoby maty dysk w
siebie. Zatem f (lub f~!) przeprowadzaloby jakie$ otoczenie (0 w siebie, co przeczytoby
zachowywaniu mairy Lebesgue’a przez f. Zate czesé rzedu 3 dyfeomorfizmu f, ,7'3]‘? zachowuje
miare Lebesgue’a, jest obrotem na kazdym okregu |z| = Const.

Mozna znalezé dyfeomorfizm H taki, ze H o f = f o H zachowuje miare Lebesgue’a. (To
nie jest calkiem proste: Siegel, Moser “Lectures on Celestial Mechanics”). Wtedy takze f
zachowuje miare Lebesgue’a.

Funkcja

(2.9) = (Arg(z. ). 50 + )

takze zachowuje miare Lebesgue’a.
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Cwiczenie 14.10. Policzy¢ Jakobian funkcji odwrotne;.

We wspotrzednych o = Arg(z,y), I = %(7‘2 +1?) funkcja g powstata z f jest matym zaburze-
niem gy powstatej z 7% f, tym mniejszym im blizej I = 0. Jednoczesnie go(ev, I) = (a+Say, I),
gdzie Say # 0, speliony jest wiec warunek fwistu. Mozna skorzystaé¢ z Tw. KAM.

(Doktadniej: Nalezy dla € — 0 wprowadzi¢ wspohrzedne (a, I) — («, %) i V e rozpatrywac g i
go na pierscieniu I < €, a w nowych wspotrzednych na niezaleznym od e pierscieniu I < Const.
Oznaczmy g i go w tych wspotrzednych przez ¢, gi. Spelniaja one zatozenia dla fc i fo 7 tw.
KAM (dla fo X zalezy od €). Szczegoly: Siegel, Moser.) O

Whiosek 14.11. Punkt 0 jest stabilny w sensie Lyapunowa.

Dowdd. Trajektorie nie moga przekroczy¢ krzywych zamknietych niezmienniczych, wokot 0.
O

Dla uktadu réwnan hamiltonowskich na podzbiorze R?™ mosna ograniczy¢ sie do hiper-
powierzchni o stalym hamiltonianie H (bo H jest calka pierwsza). Na niej ukltad jest nadal
hamiltonowski, w tym sensie, ze mozna wziaé ciecie transwersalne wymiaru 2(m — 1) i roz-
patrywaé¢ uktad we wspolrzednych tego ciecia z hamiltonianem zaleznym od czasu (to
znaczy nieautonomicznym). Mozna tez rozwazaé przeksztalcenie pierwszego powrotu.

Jesli m = 2 to otrzymujemy przeksztalcenie pierscienia jak w Tw. KAM na pierscieniu. Stad
wniosek, ze jesli uktad ma dostatecznie wiele catek pierwszych (w inwolucji: bedzie o tym
mowa w I semestrze), ze sprowadza sie do uktadu na hiperpowierzchni wymiaru 4, to przy
odpowiednich zaltozeniach twistu istnieje wiele niezmienniczych torusow T? (topologicznych)
niezmienniczych. W szczegdlnodci trajektoria okresowa jest stabilna w sensie Lyapunowa. Na
tym opieraja sie tak zwane “putapki magnetyczne”.

Ogolne twierdzenie mozna sformuowaé nastepujaco:

Rysunek 14.5:

Twierdzenie 14.12. (KAM)
Dla funkcji hamiltona

H = Hy(I)+eH(¢p,I), IT€e GCR™, ¢eT™ (torus),

9*H,
8I7;8Ij) i,j=1,..,m

ma rzgd m, dla € odpowiednio matego, wiekszosé torusow niezmienniczych uktadu

przy zatozeniu, zZe macierz

_ 2

; 0

T

0
I

=0

I <

T

<
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jest “zachowywana” dla uktadu

_ OH _ 0Ho , OH:
¢ =51 = a1 T a0
[ =90 — _om
- 99 T ¢
(“Zachowywana” oznacza, ze blisko toruséw z polem w(I) = % istniejq torusy niezmiennicze

z potokiem réwnowaznym topologicznie potokowi pola w(I). Najtrudniej “zepsucé” torusy, na
ktorych dla w(I) = wi(I),...,wn(I)

i S Const
W5
=T (Il )Y

dla wszystkich ry,...,rym € Z, > |ri| # 0 i matych statych liczb naturalnych v.)

Twierdzenie 14.13. (KAM w otoczeniu potozenia réwnowagi)

Dla pola hamiltonowskiego w R*™ dla funkcji Hamiltona H istnieje w otoczeniu 0 wiele toruséw
niezmienniczych wymiaru m, przy zatoZeniu niezdegenerowania det(w;;) # 0, gdzie w;; to
wspotczynniki postaci normalnej hamiltonianu:

H:Zwk1k+zwijfi1j+---a I = (pj, + q2)-

(Méwige o postaci noramlnej jak wyzej zaktada si¢ brak rezonanséw Y riw; # 0 dla r; € 7Z,

0< > |rl <4.)

Uwaga 14.14. Dla m > 1 istnienie tych toruséw nie zapewnia stabilnosci Lyapunowa, torusy
T™ nie rozcinaja bowiem R?*™. Mozliwa jest ucieczka miedzy torusami: tak zwana dyfuzja
Arnolda.

Dalsze warianty TW. KAM mozna znalezé w ksiazce “Metody Matematyczne Mechaniki
Klasycznej” Uzupetnienie 8.

14.1. Dodatek do wyktadéw o Tw. Poincare’go-Bendixsona

XVI problem Hilberta

Twierdzenie 14.15. (Dulac)

Zatézmy, ze dla rzeczywistego analitycznego pola wektorowego na R% mamy cykl separatrys.
(Na rysunku sq siodla, jednak mozna rozwazaé dowolne zera pola z hiperbolicznymi sek-

torami. )

Wtedy dla dowolnego ciecia transwersalnego | przeksztatcenie pierwszego powrotu do | rozwija
sie w koricu | (punktu xo na rysunku) w szereg Dulaca:

[e.e]
fx) =cx”™ + Y Pi(logz)r"™ + czesé ptaska.
7108 ¢
J=1
(Przyjelismy xo = 0) vy < v1 < ..., Pj to wielomiany.
Prawdziwe jest nastepujace:

Twierdzenie 14.16. (Dulac, Ilyasenko) xq jest punktem statym izolowanym dla f.
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Rysunek 14.6:

Rysunek 14.7:

Dowdd. (idea dowodu Tw. Dulaca-Iljasenki)
Gdyby nie czes¢ ptaska, moznaby to twierdzenie wywnioskowaé z rozwiniecia w szereg (podob-

nie jak dla funkcji analitycznych). Gdyby mogto sie zdarzy¢ na przyktad f(z) = gte s sin(2)

z
twierdzenie bytoby nieprawdziwe. Okazuje sie jednak, 7e cze$¢ ptaska moze by¢ przedstawiona

1
jako e N1 gdzie f; przedstawia sie jako szereg Dulaca + czes¢ ptaska. Ta procedura konczy
sie po skoniczonej liczbie krokdw. ]

Dowdd. (idea dowodu Tw. Dulaca)
PrzesledZzmy przynajmniej przeksztatcenie f przejécia wzdhuz trajektorii potoku od ciecia 1 do
lo dla siodta. Gdyby to byto siodto liniowe 7 wartosciami wtasnymi Ay < 0 < Ay to mielibyémy

I

.

l1

Rysunek 14.8:

oznaczajac przez t(z) czas przejécia od z € I do lo, f(z) = M oraz z = e M)A czyli
fz) =2 dla vy = 3L

Wyrazy wyzszego rzedu w rozwinieciu f pojawiaja sie w przypadku istnienia rezonanséow.
Pracuje sie wtedy z postacia normalna. ]

Uwaga 14.17. Tw. Dulaca-Iljasenki jest waznym krokiem w probach udowodnienia (rozwigza-
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nia) XVI problemu Hilberta, jego wersji dla pol wektorowych:

Problem: Czy V n 3 N(n) takie, 7e dla kazdego réwnania rézniczkowego w IR?

gdzie Pi to wielomiany stopnia < n istnieje najwyzej N(n) izolowanych trajektorii okre-
sowych.

Na ile mi wiadomo, udato sie udowodni¢ jedynie, ze dla n = 2 kazde réwnanie rézniczkowe
ma skoriczong liczbe izolowanych trajektorii okresowych (to nie wyklucza N(2) = oo). Ist-
nieje przyktad dla n = 2 réwnania rézniczkowego 7 czterema izolowanymi trajektoriami okre-
sowymi.

Tw. Dulaca-Iljasenki implikuje, ze w otoczeniu cyklu separatrys liczba trajektorii okresowych
jest skoriczona.

KONIEC

(Niektore tematy beda kontynuowane, po przypomnieniu poczatkow, na wyktadzie z uktadow
dynamicznych)
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