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Wstep. Hipoteza Palisa

Wyktad bedzie przegladem niektérych wynikéw i probleméw
dotyczacych iteracji wielomiandw i funkcji wymiernych P/Q na
sferze Riemanna C. lteracje funkcji daja dziatanie pétgrupy Z+.
To jest dziat uktadéw dynamicznych: dziatanie Z*, R* lub grup Z
lub R. (To ostatnie to na ogdt potok difeomorfizméw rozwigzujacy
zwyczajne réwnanie rézniczkowe). Bada sie zachowanie trajektorii
gdy t € R lub n € Z dazy do nieskonczonosci.

Definicja

f:M— M, féeK jest strukturalnie stabilne w klasie K jeéli dla
kazdego matego zaburzenia g istnieje homeomorfizm h: M — M
taki, ze hof = go h. (K to moga by¢ np. wielomiany, funkcje
wymierne, analityczne, C".)

Definicja
Dla f: M — M, zbiér A C M, f(A) C A nazywa sie hiperboliczny

jesli TaM = EY & E°® rozktada sie na dwie niezmiennicze
podwiazki, Df na E® jest kontrakcjg, na EY rozcigganiem.



Definicja
Zbiér punktéw niebtadzacych:

Q={x€M: Votwartego U > x,3n >0 f"(U)N U # 0}

Przyktady

Zatézmy, ze zbidr 2 jest hiperboliczny.

e f jest Morse'a-Smale’a jesli zbidr €2 jest skonczony i wszystkie
punkty przeciecia rozmaitosci stabilnych i niestabilnych s3
transwersalne. Przyktady: przeksztafcenia potoku gradientowego
funkcji Morse'a.

e f jest Anosowa, jesli Q = M. Przyktad: dziatanie macierza (f })
na torusie.

e f spetnia Aksjomat A Smale'a, jesli oprocz hiperbolicznosci €2,
punkty okresowe s3 geste w 2.

Twierdzenie (Maié, Palis)

f jest Cl-strukturalnie stabilne wtedy i tylko wtedy gdy spetnia
Aksjomat A i silny warunek transwersalnosci,



P, q

Rysunek: Podkowa Smale'a



Rysunek: Atraktor Plykina

Strukturalnie stabilne dyfeomorfizmy nie s3 geste!



Hipoteza

Hipoteza Palisa Na kazdej zwartej gfadkiej rozmaitosci istnieje
gesty (w C") zbiér D uktadéw dynamicznych takich, ze istnieje
skonczona liczba atraktoréw, ktérych baseny przyciagania
pokrywaja prawie cafa (w mierze Riemanna) rozmaitos¢. Kazdy
atraktor jest nosnikiem miar fizycznych (SRB), ktérych baseny
prawie pokrywaja basen atraktora. Ukfady z D sa w jakims sensie
stabilne, np. stochastycznie stabilne.

Definicja
Miara fizyczna (Sinai'a, Ruelle’a, Bowena) to taka miara m, ze dla
kazdej funkgji ciagtej ¢ : M — R
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dla x ze zbioru dodatniej miary Riemanna. Ten zbiér ma nazwe
basen miary m.



Przeksztatcenia odcinka

Dla gtadkich przeksztatcen odcinka f : | — | hipoteze Palisa
nazywa sie rzeczywista hipoteza Fatou. Zostafa juz ona prawie
catkowicie udowodniona.

Twierdzenie (gwiqtek, Graczyk, Lyubich, van Strien,
Kozlovsky, Shen)

Zbidr przeksztatcen hiperbolicznych jest gesty w C". Gestos¢
zachodzi tez np. wsréd wielomianéw nierenormalizowalnych
dowolnego ustalonego stopnia oraz wsréd wszystkich wielomianéw
kwadratowych.

Definicja
Przeksztatcenie unimodalne (z jednym punktem krytycznym)
f : I — | nazywa sie renormalizowalne jedli istnieje odcinek J C /

zawierajacy punkt krytyczny c i n > 1 takie, ze f"(J) C J oraz
Rf := "] jest unimodalne.



X— X x—=x -1

Rysunek: Renormalizacja okresu 2 Renormalizacja okresu 3



Przeksztatcenia wymierne

Niech f : C — C bedzie przeksztatceniem holomorficznym sfery
Riemanna w siebie. Wtedy f = P/Q, tzn jest funkcja wymierna,
ilorazem dwéch wielomianéw. Zatdézmy, ze f ma stopien co
najmniej 2.

Definicja

Zbiér

J(f) = {z € C: V otwartego U 3 x,
rodzina funkcji f"|y,n=1,2,... nie jest normalna},

gdzie normalna oznacza, ze z kazdego podciagu mozna wybrac
podciag jednostajnie zbiezny na zwartych podzbiorach dziedziny U.

J(f) nazywa sie zbiorem Julii
Hipoteza

Zespolona hipoteza Fatou. Funkcje wymierne hiperboliczne sa
geste w zbiorze funkcji wymiernych.



Hiperboliczno$¢ oznacza dla funkcji wymiernych, ze f jednostajnie
rozcigga na zbiorze Julii (expanding), tzn. ze istnieje k > 1 takie,

ze |fk| > 1. Wtedy zbiér Fatou czyli F(f) := C\ J(f) sktada sie z
basendw przyciagania okresowych orbit przyciagajacych.

Zeby udowodni¢ hipoteze Fatou trzeba umie¢ dowolnie matym
zaburzeniem funkcji f zepchnaé punkty krytyczne f/(c) =0 ze
zbioru Julii. Niestety przy ruszeniu punktéw krytycznych rusza sie
tez zbiér Julii.

Twierdzenie (Mané, Sad, Sullivan)

Strukturalnie stabilne sa geste w zbiorze funkcji wymiernych.



Rysunek: Pierre Fatou, 1878-1929 Gaston Julia, 1893-1978



Wtasnosci zbioru Julii J(f):

f=1(J(f)) = J(f) (catkowicie f-niezmienniczy), zwarty, w sobie
gesty, nieprzeliczalny, J(f) = Per(f), J(f) jest cata sferg lub jest
brzegowy. Zbiér Julii mozna uwazaé za duzy chaotyczny zbiér
odpychajacy.

WHtasnosci zbioru Fatou:

Ten zbiér sktada sie z przeliczalnej liczby sktadowych, to obszary
normalnosci rodziny iteracji f". Jest to skonczona liczba
sktadowych okresowych oraz ich przeciwobrazy przy f=".



Twierdzenie (Julia, Fatou)

Kazda sktadowa okresowa U : f¥(U) = U zbioru Fatou jest
jednego z 4 typdw:

1. jest przyciaggana do orbity okresowej przyciagajacej okresu k
lezacej w UJI-(Z_Ol 1 (U),

2. jest przyciaggana do orbity okresowej parabolicznej,
(p, .., F5"Y(p)), (F¥)'(p) jest pierwiastkiem z 1, lezacej w

k=1 ¢}

brzegu | J;Zy f/(V)

3. jest dyskiem Siegela, tzn istnieje biholomorficzne
przeksztafcenie h : U — D obszaru U na dysk jednostkowy D,
i o € R takie, ze dla obrotu p,(z) := e*'z mamy
hof =psohnal.

4. jest pierscieniem Hermana, tzn istnieje biholomorficzne
przeksztafcenie h : U — R obszaru U na
R:={z € C:a<|z| < b} dla jakichs dodatnich liczb a < b,
i istnieje o € R takie, ze dla obrotu p,(z) := ez mamy
hof =psaohnal.



W przypadkach 1. i 2. Ujl-(:_(} fi(U) zawiera punkt krytyczny.
Faktyczne istnienie przypadkéw 3. i 4. przewidziane przez Julia i
Fatou, zostalo udowodnione przez odpowiednio Siegela i Hermana,
i wigze sie z istnieniem linearyzacji dla a powoli przyblizanej przez
liczby wymierne.

Nieistnienie sktadowej btadzacej udowodnit Dennis Sullivan w 1981
r. uzywajac techniki przeksztatcen quasikonforemnych (Tw.
Bojarskiego, Ahlforsa, Bersa).

Skonczo$¢ liczby sktadowych okresowych wynika z ograniczonosci
liczby punktéw krytycznych (przez 2 deg(f) — 2). Skonczonos¢
liczby dyskéw Siegela i pierécieni Hermana wynika z teorii Sullivana.



e /

zbiér Julii dla f(z) = 22, dla f.(z) = 2 +6,e =0

Dla wielomiandw zbiér Julii to brzeg zbioru As, = Axo(f), basenu
przyciggania do oco. tatwo pokazaé, ze Ao, ma tylko jedna
sktadowa.

Dla wielomianu f uzywane jest tez pojecie: wypetniony zbidr Julii
K(f)=C\ Ax.



J(f.) jest topologicznym okregiem jesli istnieje przyciagajacy punkt
staty, tzn.
fc(zc) = Zc, ‘fc/(zc)| <1

Na brzegu tego obszaru My w parametrach, mamy

zc2 +c=2z i [2z] = |fc,(ZC)| =1

A\2
Zatem c(\) = 7(5) + 5 dla [A\ =1
To jest réwnanie parametryczne tzw. kardioidy.

Dla ¢ poza obszarem wewnatrz kardioidy moga nastapié
samozlepienia topologicznego okregu J(f¢).



Rysunek: krélik Douady’ego Adrien Douady, 1935-2006



Stwierdzenie

Dla wielomianéw kwadratowych f = f. réwnowazne sa nastepujace
warunki:

1.0 (lubc=£(0) € Ax(f)
2. zbior K(f) (lub J(f) ) jest niespéjny

3. K(f) = J(f) jest homeomorficzny ze zbiorem Cantora.

Dowdd wida¢ na rysunku:

Rysunek: okulary



Zbiéor Mandelbrota
Definicja
Zbiér Mandelbrota

M= {ceC:f(0) — oo}

Réwnowaznie mozna napisaé, ze zbiér {f/(0)} jest nieograniczony.

Rysunek: Zbiér Mandelbrota



Dla ¢ duzych zbiér Julii J(f.) rozsypuje sie w zbiér Cantora. Tzn,
ze zbiér Mandelbrota jest ograniczony. Np. zachodzi

Stwierdzenie
M cC {c:|c| <2}
Faktycznie |c| > 2+ adlaa>0i|z| > |c| implikuje

|22 +c| > | - |z| = le| = 2+ a)|z| = |c| = (1 + a)lz].
wiec f/(0) — oo, dowdd przez indukcje.

Troche trudniej, (ale nie bardzo trudno) jest udowodnié, ze M i
C\ M sa spdjne (chociaz na obrazkach tej spéjnosci M nie widac).
Od kardioidy oddzielaja sie drugorzedne zbiory Mandelbrota w
parametrach c(€?™@) dla a wymiernych. Punkt paraboliczny dla
nieskracalnego o = p/q zamienia sie w state zrédto, od ktérego
oddziela sie okresowa trajektoria przyciagajaca okresu g.
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Rysunek: kwiatek

Dla a=p/qig = f9, po przesunieciu wspétrzednych tak, zeby
punkt staty byt w zerze, mamy g(z) = z + z9T1 + O(|z%9T1).
Istotnie wiec dynamika w otoczeniu punktu statego parabolicznego
wyglada tak jak na tym rysunku.



Hipoteza
MLC Zbiér Mandelbrota jest lokalnie spdjny.

Zbiér Julii dla wielomianéw moze by¢ spdjny i nie by¢ lokalnie
spdjny (Douady).

Twierdzenie (Douady, Hubbard)
MLC implikuje Zespolona Hipoteze Fatou (gestosc
hiperbolicznych) w klasie wielomianéw kwadratowych.

Twierdzenie (Douady, Cheritat, Buff, Shishikura)

Istnieje ¢ = c(\) na kardioidzie takie, ze miara Lebesgue'a J(f.)
jest dodatnia.



Funkcje wymierne stopnia 2

matinge (.82 .1446)

Rysunek: "mating”: bazylika i krélik



Miary Gibbsa

Twierdzenie (Ruelle,...)

Zatézmy, ze funkcja wymierna f : C — C jest hiperboliczna, tzn.
Jest przeksztatceniem rozciagajacym na J(f). Niech ¢ : J(f) — R
bedzie dowolna funkcja holderowsko ciagta. Wtedy istnieje miara
niezmiennicza p na J(f) (tzn. taka, ze dla kazdego borelowskiego
A C J(f) mamy u(f~1(A)) = u(A)), taka, ze 3C > 0,Vz € J(f) i
r > 0 mafego, dla kazdego n > 0, oznaczajac Sp¢ = ZJ'-’:_& ¢ofl

-1 _ 1(Comp,"(B("(2). 1))

— eS,,(i)(Z)—Pn < C.

Miara p jest nazywana miarg Gibbsa, lub stanem réwnowagi, dla
funkcji potencjatu ¢. Normalizujaca liczbe P nazywa sig: cisnienie.
Miara p maksymalizuje h,(f) + [ ¢dv po niezmienniczych miarach
probabilistycznych v. h oznacza entropie. Mamy tez

h,(f)+ [ ¢du = P.



Zwigzki z geometria
Badamy miary Gibbsa dla ¢ postaci —« log |f’|. Oto wykres
P = P(k) := P(—klog|f']).

Pk)

Ko= HDQ(H)
Rysunek: wykres funkgji cisnienia

Niech P(ko) = 0. Wtedy

p(Comp, f~"(B(f"(2),r))) = I(F") (2)| "

Zatem oznaczajac ,,prawie kule” Comp,f~"(B(f"(z),r)) przez
Dy(z), mamy p(Dn(z)) =~ diam(D,(z))"0. Wnioskujemy, ze
wymiar Hausdorffa HD(J(f)) = ko, czyli zero cisnienia.



Poprzez transformate Legendre'a funkgcji P(k) otrzymujemy
informacje np. o funkgcji spektrum lokalnych wymiaréw dla miary
harmonicznej w na J(f) (widzianym z oo) dla wielomianu f.

F(a) = HD {z € J(F) : tim 12BL(BE:N) :a}.

r—0 log r

DZIEKUJE ZA UWAGE



