
AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 25 stycznia 2019 � propozycje
zada«

Caªka Lebesgue'a.

Zadanie 1. Podaj przykªad funkcji f : R2 → R dla której∫
R

∫
R
f(x, y)dxdy 6=

∫
R

∫
R
f(x, y)dydx .

Zadanie 2. Oblicz granic¦

lim
n→∞

∫ 2πn

−2πn

(
1 + x2 +

x4

2!
+ . . .+

x2n

n!

)
cos

(
x√
n

)
exp(−2x2)dx .

Omówienie zada« domowych.

Zadanie 3. Oblicz pole obszaru ograniczonego krzyw¡ o równaniu (x2 + y2)3/2 = y.
Zadanie 4. Oblicz caªk¦ ∫

{|x−y|<1}
exp(−|x+ y|)dλ2(x, y) .

Wskazówka: Rachunki b¦d¡ ªatwiejsze je±li zmienimy zmienne tak aby lepiej pasowaªy

do geometrii danych zadania.

Zadanie 5. Oblicz caªk¦ ∫ ∞
0

e−ax − e−bx

x
dx .

Wskazówka: Zapisz wyra»enie pod caªkowe jako caªk¦ oznaczon¡.

Michaª Jó¹wikowski, 25 stycznia 2019.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 21 stycznia 2019

Caªka Lebesgue'a, zamiana zmiennych w caªce.
W zaªo»eniach wielu twierdze« dotycz¡cych caªki pojawia si¦ warunek »e rozwa»ana funkcja jest caªko-
walna. Poni»ej kilka narz¦dzi, które pozwalaj¡ na sprawdzanie caªkowalno±ci danej funkcji mierzalnej
f : E → R, gdzie E ⊂ Rn. Mówi¡c nieformalnie w przypadku funkcji mierzalnych nieujemych mo»emy
liczy¢ caªk¦ znanymi nam metodami (np. jako caªk¦ Riemanna lub korzystaj¡c z twierdzenia Fubiniego)
nie przejmuj¡c si¦ czy funkcja byªa caªkowalna czy nie.

• Funkcja f jest caªkowalna w sensie Lebesgue'a na E wtedy i tylko wtedy gdy jej moduª |f | jest
caªkowalny na E w sensie Lebsegue'a.

• Je±li mo»emy ograniczy¢ f z góry i z doªu przez inn¡ funkcj¦ caªkowaln¡ g to f jest caªkowalna.
Tzn. je±li |f | < g i g jest caªkowalna to f te» jest caªkowalna. Wynika to ªatwo z twierdzenia
Labesgue'a o zbie»no±ci zmajoryzowanej.

• Je±li f : R → R jest nieujemna na przedziale [a, b] ⊂ R (a lub b mog¡ by¢ niesko«czone) i

caªka Riemanna
∫ b
a
f(x)dx jest sko«czona (odpowiednio, niesko«czona) to f jest caªkowalna (odp.,

niecaªkowalna) w sensie Lebesgue'a na [a, b]. Dla funkcji dowolnego znaku nie musi to by¢ prawd¡
� widzieli±my przykªad funkcji która miaªa sko«czon¡ niewªa±ciw¡ caªk¦ Riemanna, ale nie byªa
caªkowalna w sensie Lebesgue'a.

• Je±li f : E → R, gdzie E ⊂ Rn jest mierzalna i nieujemna oraz
∫
E
fdλn policzona z twierdzenia

Fubiniego jest sko«czona (odp., niesko«czona) to f jest caªkowalna (odp., niecaªkowalna) na E.
W przypadku funkcji dowolnego znaku mo»e si¦ zdarzy¢, »e twierdzenie Fubiniego daje sko«czon¡
warto±¢ caªki, ale funkcja jest niecaªkowalna.

Zadanie 1. Oblicz granic¦

lim
n→∞

∫ ∞
0

(sinx+ cosx)n

1 + (sinx+ cosx)2n
e−2xdx

Omówienie zada« domowych.

Zadanie 2. Oblicz caªk¦ ∫
{x2+y2≤y}

x√
x2 + y2

dλ2(x, y) .

Twierdzenie (o zamianie zmiennych w caªce). Niech Φ : E → Φ(E) b¦dzie dyfeomor�zmem klasy C1

pomi¦dzy zbiorami otwartymi E ⊂ Rn i Φ(E) ⊂ Rn. Niech f : Φ(E) → R b¦dzie funkcj¡ caªkowaln¡ na
Φ(E), wówczas ∫

Φ(E)

f(x)dλn(x) =

∫
E

f(Φ(y)) · | detDΦ(y)|dλn(y) .

Powy»sze twierdzenie pozwala wyrazi¢ caªk¦ funkcji f zmiennych x w nowych zmiennych y = Φ−1(x).

Przy okazji takiej zamiany zmiennych musimy odpowiednio zmieni¢ zbiór po którym caªkujemy i dopisa¢

czynnik skaluj¡cy | detDΦ|, który mówi jak zmienia si¦ miara przy dyfeomor�zmie. Jest to uogólnienie

znanego wzoru na zamian¦ zmiennych w caªce znanego z pierwszego roku.

Zadanie 3. Oblicz miar¦ zbioru

A = {(x, y) ∈ R2 | 0 < x, 0 < y,
1

2
<
y

x
< 2, 1 ≤ xy ≤ 2} .

Dom 1. Oblicz granic¦

lim
n→∞

1

n

∫ ∞
1

dx

x2 ln
(
1 + x

n

) .



Dom 2. Oblicz miar¦ zbioru

B = {(x, y, z) ∈ R2 | 0 < x, 0 < y, x+ y < 1, 0 < z < x2 + y2} .

Michaª Jó¹wikowski, 21 stycznia 2019.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 18 stycznia 2019

Caªka Lebesgue'a, twierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±ci monotonicznej i zmajoryzowanej,

twierdzenie Fubiniego.

Omówienie zada« domowych.

Zadanie 1. Wyka», »e dyfeomor�zm Φ : Rn → Rn przeksztaªca zbiory mierzalne na

zbiory mierzalne.

Zadanie 2. Niech f : Rn → R b¦dzie funkcj¡ mierzaln¡, za± Φ : Rn → Rn b¦dzie

dyfeomor�zmem. Uzasadnij, »e zªo»enie f(Φ) : Rn → R jest funkcj¡ mierzaln¡.

Konstrukcja caªki Lebesgue'a umo»liwia przechodzenie do granicy pod znakiem caªki o ile umiemy kon-
trolowa¢ ci¡g funkcji podcaªkowych:

Twierdzenie (Lebesgue'a o zbie»no±ci). Niech fn : Rn ⊃ E → R b¦dzie ci¡giem funkcji mierzalnych
zbie»nych punktowo do f(x) = limn→∞ fn(x).

• Je±li ci¡g fn jest nieujemny i rosn¡cy, to znaczy 0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ . . . (ewentualnie fn jest rosn¡cy
i f1 jest caªkowalna), albo

• Je±li funkcje fn s¡ wspólnie ograniczone przez funkcj¦ g caªkowaln¡ w sensie Lebesgue'a (tzw.
majorant¦), tzn. |fn(x)| < g(x) dla ka»dego x ∈ E.

Wówczas

lim
n→∞

∫
E

fn =

∫
E

lim
n→∞

fn =

∫
E

f .

W szczególno±ci w drugim przypadku f jest funkcj¡ caªkowaln¡. W pierwszym przypadku mówimy o

zbie»no±ci monotonicznej, a drugim o zbie»no±ci zmajoryzowanej.

Zadanie 3. Oblicz granic¦

lim
n→∞

∫ ∞
0

(1 + x2n)−
1
ndx .

Zadanie 4. Oblicz granic¦

lim
n→∞

n

∫ 1

0

χ
[0, 1

n
](x)dx .

Uzasadnij, dlaczego przej±cie do granicy pod znakiem caªki daje bª¦dny wynik.

Zadanie 5. Oblicz granic¦

lim
n→∞

∫ ∞
0

1

1 + xn
dx

Twierdzenie (Fubini'ego). Niech f : Rn+k → R b¦dzie funkcj¡ caªkowaln¡ w sensie Lebesgue'a (lub
niech b¦dzie funkcj¡ mierzaln¡ nieujemn¡). Wówczas funkcja x 7→ f(x, y) jest λn-mierzalna dla p.w
y ∈ Rk, za± funkcja y 7→ f(x, y) jest λk-mierzalna dla p.w x ∈ Rn. Ponadto∫

Rn+k

f =

∫
Rk

(∫
Rn

f(x, y)dλn(x)

)
dλk(y) =

∫
Rn

(∫
Rk

f(x, y)dλk(y)

)
dλn(x) .

Innymi sªowy caªkowanie po parze zmiennych (x, y) sprowadza si¦ do iterowanego caªkowania (w dowolnej

kolejno±ci) po ka»dej ze zmiennych z osobna.

Zadanie 6. Oblicz caªk¦ z funkcji f(x, y) = (ax+by) na zbiorze A = {(x, y) ∈ R2 | x2 <
y, y2 < x}.



Dom 1. Oblicz granic¦

lim
n→∞

∫ n

0

(
1 +

x

n

)n
e−2xdx .

Dom 2. Oblicz caªk¦ ∫
[1,2]×[0,3]

e2x−ydλ2(x, y) .

Michaª Jó¹wikowski, 18 stycznia 2019.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 14 stycznia 2019

Funkcje mierzalne.

Zadanie 1. Niech f1, f2, f3, f4 : Rn → R b¦d¡ funkcjami mierzalnymi. Wyka», »e

funkcja

f(x) =

{
f1(x) je±li f3(x) > f4(x)

f2(x) w przeciwnym przypadku

jest mierzalna.

Zadanie 2. Niech f : R→ R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ poza zbiorem miary zero. Wyka», »e

f jest mierzalna.

Zadanie 3. Rozwa»my funkcje f, g : Rn → R równe prawie wsz¦dzie, tzn. zbiór

{x ∈ Rn | f(x) 6= g(x)} jest miary zero. Wyka», »e je±li f jest mierzalna, to równie» g
jest mierzalna.

Zadanie 4. Wyka», »e funkcja (lokalnie) lipszycowska f : R → R przeksztaªca zbiory

miary zero na zbiory miary zero.

Kartkówka:

Zadanie 5. Podaj przykªad zbiorów mierzalnych A,B ⊂ R o nast¦puj¡cych wªasno-

±ciach

• A jest g¦sty (w R)

• B jest brzegowy

• Zbiory A i B s¡ równe prawie wsz¦dzie, tzn. λ(A÷B) = 0.

Zadanie 6. Podaj przykªad zbioru mierzalnego C ⊂ R o nast¦puj¡cych wªasno±ciach:

• λ(C) = 1

• C nie jest zawarty w »adnym przedziale sko«czonym

• C nie zawiera »adnego przedziaªu.

Dom 1. Wyka», »e dyfeomor�zm Φ : Rn → Rn przeksztaªca zbiory miary zero na

zbiory miary zero. Wskazówka: Na ka»dym zbiorze zwartym K istnieje staªa C taka, »e

‖Φ(x)− Φ(y)‖ ≤ C‖x− y‖ dla dowolnych x,y ∈ K.

Dom 2. Niech f : R→ R b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡ (niekoniecznie klasy C1). Wy-

ka», »e pochodna f ′(x) jest funkcj¡ mierzaln¡. Wskazówka: granica funkcji mierzalnych

jest funkcj¡ mierzaln¡.

Michaª Jó¹wikowski, 14 stycznia 2019.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 11 stycznia 2019

Wst¦p do teorii miary, zbiory borelowskie i zbiory miary zero.

Zadanie 1. (gruby zbiór Cantora) Rozwa»my ci¡g liczb dodatnich α1 > α2 > . . . o
tej wªasno±ci, »e

∑
αi ·2i−1 ≤ 1. Budujemy analog zbioru Cantora w nast¦puj¡cy sposób:

• Wpierwszym kroku z odcinka [0, 1] usuwamy przedziaª otwarty o dªugo±ci α1 wspóª-

±rodkowy z odcinkiem,

• W drugim kroku z ka»dego z dwóch powstaªych odcinków usuwamy przedziaª

otwarty dªugo±ci α2 wspóª±rodkowy z danym odcinkiem,

• W trzecim kroku z ka»dego z czterech powstaªych odcinków usuwamy wspóª±rod-

kowy przedziaª otwarty dªugo±ci λ3, itd.

Wyka», »e skonstruowany w ten sposób zbiór C ma nast¦puj¡ce wªasno±ci:

• intC = ∅, C jest domkni¦ty i zwarty,

• C jest mierzalny i λ(C) = 1−
∑∞

i=1 αi · 2i−1,

• C jest nieprzeliczalny.

Omówienie zada« domowych

Zadanie 2. Wyka», »e w ka»dym podzbiorze A ⊂ R dodatniej miary Lebesgue'a istniej¡

punkty x, y ∈ A takie, »e x− y /∈ Q.

Zadanie 3. Niech x b¦dzie elementem zbioru X. Dla dowolnego podzbioru A ⊂ X
de�niujemy

δx(A) =

{
1 gdy x ∈ A
0 gdy x /∈ A.

Wyka», »e δx jest miar¡ zewn¦trzn¡ i wyznacz σ-ciaªo zbiorów δx-mierzalnych.

Dom 1 (grupa 2). Wyka», »e σ-ciaªo zbiorów mierzalnych wzgl¦dem miary zewn¦trznej

δx skªada si¦ ze wszystkich podzbiorów zbioru X.

Dom 2 (grupa 3). Niech X b¦dzie zbiorem, A ⊂ X jego podzbiorem, a µ miar¡

zewn¦trzn¡ na X. De�niujemy ν(B) := µ(A ∩ B). Poka», »e ν jest miar¡ zewn¦trzn¡.

Jak wygl¡da σ-ciaªo zbiorów ν-mierzalnych?

Michaª Jó¹wikowski, 11 stycznia 2019.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 7 stycznia 2019

Wst¦p do teorii miary, zbiory borelowskie i zbiory miary zero.

Zadanie 1. Wykaza¢, »e je±li zbiór Q ∩ (0, 1) pokryjemy sko«czon¡ liczb¡ przedziaªów,

to suma dªugo±ci tych przedziaªów jest nie mniejsza ni» 1.

Zadanie 2. Wyka», »e nast¦puj¡ce zbiory w R2 s¡ miary zero:

a) A = {(x, y) | x2 + y2 = r2, r ∈ Q};

b) A = {(x, y) | x− y ∈ Q};

c) A = {(x, f(x)) | x ∈ R}, gdzie f : R→ R jest dowoln¡ funkcj¡ ci¡gª¡.

Zadanie 3. Wyka», »e je±li przynajmniej jeden ze zbiorów A,B ⊂ R jest miary zero to

produkt A×B te» jest miary zero.

Zadanie 4. Czy przedziaª otwarty (0, 1) jest zbiorem typu Fσ?
Zadanie 5. Czy zbiór liczb wymiernych Q jest typu Fσ? Czy jest typu Gδ? Wskazówka:

Z topologii powinni±my zna¢ tw. Baire'a: w przestrzeni zupeªnej suma przeliczalnej

rodziny zbiorów domkni¦tych i brzegowych jest zbiorem brzegowym.

Zadanie 6. Wyka», »e zbiór

∞⋃
n=1

[nn, nn +
1

ln (n+ 1)
] \Q

jest borelowski i oblicz jego miar¦ Lebesgue'a.

Zadanie 7. Niech (fn) b¦dzie ci¡giem funkcji ci¡gªych fn : R→ R. Wyka», »e zbiory

a) B = {x ∈ R | limn→+∞ fn(x) = +∞};

b) C = {x ∈ R | granica ci¡gu fn(x) jest liczb¡ wymiern¡}.

s¡ borelowskie.

Dom 1. Niech C oznacza zbiór tych liczb z przedziaªu [0, 1], które maj¡ rozwini¦cie

dziesi¦tne, w którym nie wyst¦puje cyfra 3. Wyka», »e C jest zbiorem miary zero. Jaka

jest miara zbioru tych liczb z przedziaªu [0, 1], które maj¡ sko«czon¡ liczb¦ trójek w

rozwini¦ciu dziesi¦tnym?

Dom 2. Niech (fn) b¦dzie ci¡giem funkcji ci¡gªych fn : R → R. Czy zbiór A = {x ∈
R | ci¡g fn(x) jest zbie»ny} jest borelowski?

Michaª Jó¹wikowski, 7 stycznia 2019.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 21 grudnia 2018

Ekstrema warunkowe, wst¦p do teorii miary.

Omówienie zada« domowych.

Zadanie 1. Znajd¹ maksimum funkcji f(x1, x2, x3, x4, x5) = x1x2x3+x2x3x4+x3x4x5+
x4x5x1 + x5x2x1 przy warunkach xi ≥ 0 i

∑5
i=1 xi = 1.

Zadanie 2. W zbiorze E = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 − xy + xz + yz = 1} znajd¹
punkt najbardziej odlegªy od osi OZ.
Miara i zbiory mierzalne.
Podzbiór F ⊂ 2X nazywamy σ-ciaªem w X gdy zawiera zbiór pusty ∅ i jest zamkni¦ty na przeliczalne
operacje teoriomnogo±ciowe \, ∩ i ∪. Innymi sªowy chcemy mie¢ rodzin¦ podzbiorów X, na których
mo»na wykonywa¢ standardowe operacje na zbiorach i iterowa¢ je przeliczalnie wiele razy.
Miar¡ na σ-ciele F nazywamy funkcj¦ µ : F → [0,+∞] speªniaj¡c¡ dwa warunki:

a) µ(∅) = 0,

b) dla dowolnych zbiorów parami rozª¡cznych Ai ∈ F zachodzi µ(
⋃∞
i=1 Ai) =

∑∞
i=1 µ(Ai).

Drugi z warunków nazywamy przeliczaln¡ addytywno±ci¡. Odpowiada on intuicji, »e aby zmierzy¢ dany
zbiór mo»emy zmierzy¢ jego poszczególne cz¦±ci. Zaªo»enie, »e liczba cz¦±ci mo»e by¢ niesko«czona ale
przeliczalna ma charakter techniczny i pozwala radzi¢ sobie ze zbiorami, których nie da si¦ przedstawi¢
jako suma sko«czonej liczby �ªadnych� cz¦±ci.
Z punktu widzenia Analizy Matematycznej podstawowe znaczenie ma dla nas miara Labesgue'a w Rn,
oznaczana λ lub λn i σ-ciaªo zbiorów mierzalnych w sensie Lebesgue'a L(Rn). Ich formalna de�nicja
korzysta z poj¦cia miary zewn¦trznej i z twierdzenia Caratehodory'ego. Z praktycznego punktu widze-
nia wystarcza nam wiedzie¢, »e λn na przedziaªach (kostkach) jest naturaln¡ dªugo±ci¡ (obj¦to±ci¡) i
nast¦puj¡ca charakteryzacja L(Rn) i λn. Mianowicie, ka»dy zbiór mierzalny w sensie Lebesgue'a jest
sum¡

• zbioru borelowskiego (zbiory borelowskie to elementy σ-ciaªa generowanego przez wszystkie zbiory
otwarte � te zbiory musimy uwzgl¦dni¢ je±li chcemy mierzy¢ przedziaªy(kostki), które stanowi¡
baz¦ topologii w Rn)

• i zbioru miary zero. Z de�nicji A ⊂ Rn jest miary zero gdy dla dowolnego ε > 0 istnieje prze-
liczalna rodzina przedziaªów (kostek) Pi taka, »e A ⊂

⋃
i Pi oraz

∑
i λ(Pi) < ε. Innymi sªowy A

mo»emy opakowa¢ z kostki o dowolnie maªej mierze.

Zadanie 3. Wyka», »e nast¦puj¡ce podzbiory w R s¡ miary zero:

a) { 1n | n ∈ N}

b) Q

c) zbiór Cantora C = {x =
∑∞

i=1
ai
3i
| ai ∈ {0, 2}}.

Michaª Jó¹wikowski, 21 grudnia 2018.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 17 grudnia 2018

Ekstrema warunkowe.

Twierdzenie. Rozwa»my funkcj¦ g : Rn+k → R i odwzorowanie F = (f1, . . . , fk) : Rn+k → Rk i niech
M = {v ∈ Rn+k | F (v) = 0}. Je±li funkcja g

∣∣
M

ma ekstremum lokalne w punkcie p ∈ M to zachodzi
jedna z dwóch sytuacji:

1. Gradienty ∇f1(p), . . . ,∇fk(p) s¡ liniowo zale»ne (tzn. F nie speªnia zaªo»e« TFO w p i w kon-
sekwencji nie wiemy, czy M jest rozmaito±ci¡ w otoczeniu p)

2. Gradient ∇g(p) jest kombinacj¡ liniow¡ gradientów ∇f1(p), . . . ,∇fk(p), tzn. istniej¡ staªe λi ∈ R
(zwane mno»nikami Lagrange'e) takie, »e

∇g(p) = λ1∇f1(p) + . . .+ λkfk(p) .

W obu przypadkach gradienty ∇g(p),∇f1(p), . . . ,∇fk(p) s¡ liniowo zale»ne.

Omówienie zada« z zawodów dru»ynowych

Zadanie 1. Znajd¹ najwi¦ksz¡ i najmniejsz¡ warto±¢ funkcji f(x, y, z) = x w zbiorze

A = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + 2y2 + 2z2 = 8, x+ y = z} .

Zadanie 2. Niech

K = {(x, y, z) ∈ R3 | x+ y + z = 4, x2 + y2 + z2 = 6} .

Uzasadnij, »e funkcja F : K → R dana wzorem f(x, y, z) = x3+y3+z3 osi¡ga na zbiorze
K warto±¢ maksymaln¡. Znajd¹ t¦ warto±¢.

Dom 1. Wyznaczy¢ kresy funckji f(x, y, z) = xyz na zbiorze

M = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y4 + z8 = 14} .

Dom 2. Znajd¹ kres górny funkcji f(x, y, z) = xy − z na zbiorze

E = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 ≤ 1, x+ y + z ≥ 0} .

Michaª Jó¹wikowski, 17 grudnia 2018.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 14 grudnia 2018
Zawody dru»ynowe

W ramach odreagowywania stresów po kolokwium zapraszam na zawody dru»ynowe. Przed Pa«stwem

zestaw 7 zada«, uszeregowanych wedªug subiektywnej skali trudno±ci. Zadania b¦dziecie Pa«stwo rozwi¡-

zywa¢ w 5-6 osobowych grupach. Ka»da grupa na koniec ¢wicze« zapisuje rozwi¡zane przez siebie zadania

na kartkach. Rozwi¡zania zostan¡ ocenione w skali 0-10 za zadanie. Najlepsza dru»yna dostanie nagrody

o du»ej zawarto±ci cukru.

Zadanie 1. Rozwa»my odwzorowanie F : Rn → Rk klasy Cr i funkcj¦ g : Rk → R klasy

Cr, gdzie r ≥ 0. Wyka», »e zªo»enie g(F ) : Rn → R jest funkcj¡ klasy Cr.

Innymi sªowy, skªadanie odwzorowa« klasy Cr nie wyprowadza nas z tej klasy.

Zadanie 2. Wyka», »e funkcja f : R2 → R dana wzorem

f(x, y) =

{
sin(xy)
x dla x 6= 0,

y dla x = 0

jest klasy C∞(R2,R). Wskazówka: Poka», »e dla dowolnego punktu (x, y) ∈ R2, f(x, y)
jest sum¡ swojego szeregu Taylora wokóª (0, 0).

Ogólnie ka»da funkcja analityczna (b¦d¡ca sum¡ swojego szeregu Taylora) jest C∞ gªadka.

Zadanie 3. Niech Mn(R) oznacza przestrze« kwadratowych macierzy rzeczywistych

wymiaru n×n. Przestrze« t¦ mo»emy naturalnie uto»samia¢ z przestrzeni¡ euklidesow¡

Rn2
. Okre±lmy funkcj¦ F : Mn(R)→ R wzorem F (A) = det(A).

a) Wyka», »e funkcja F jest ró»niczkowalna i oblicz jej ró»niczk¦ DIF , gdzie I oznacza

macierz jednostkow¡ n× n.

b) Oblicz DAF , gdzie A jest dowoln¡ macierz¡. Wskazówka: Wykorzystaj poprzedni

punkt i wiadomo±ci z algebry liniowej.

c) Wyka», »e zbiór M = {A ∈Mn(R) | det(A) = 1} jest rozmaito±ci¡ zanurzon¡ w Rn2

wymiaru n2 − 1.

ZbiórM z powy»szego zadania nazywamy specjaln¡ grup¡ liniow¡ i oznaczamy symbolem SL(n,R). Ma on

struktur¦ rozmaito±ci ró»niczkowej i jednocze±nie struktur¦ grupy. Co wi¦cej operacje grupowe (mno»enie

i odwracanie macierzy) s¡ ró»niczkowalne. Tego typu obiekty nazywamy grupami Lie'go.

Zadanie 4. Rozwa»my zbiór C = {(x, y) ∈ R2 | |y| = x3 i x ≥ 0}. Rozstrzygnij, czy C
jest rozmaito±ci¡ ró»niczkow¡. Czy jest ni¡ C \ {(0, 0)}? Wskazówka: Z wykªadu wiemy

jak wygl¡da przestrze« styczna do rozmaito±ci.

Zadanie 5. Niech U ⊂ Mn(R) oznacza przestrze« wszystkich nieosobliwych kwadra-

towych macierzy rzeczywistych wymiaru n × n. Przestrze« t¦ mo»emy naturalnie uto»-

samia¢ z otwartym podzbiorem przestrzeni euklidesowej Rn2
. Okre±lmy odwzorowanie

Φ : U → U wzorem Φ(A) = A−1.



a) Wyka», »e odwzorowanie Φ jest funkcj¡ gªadk¡ (klasy C∞). Wskazówka: Przydatne

mog¡ by¢ wiadomo±ci z algebry liniowej.

b) Wyka», »e w je±li w twierdzeniu o funkcji odwrotnej klas¦ C1 zast¡pimy klas¡ Ck to

funkcja odwrotna te» jest klasy Ck. Wskazówka: mo»na skorzysta¢ z poprzedniego

punktu i z wyników zadania 1.

Analogicznie, równie» w TFU mo»na zast¡pi¢ klas¦ C1 przez Ck.

Zadanie 6. Niech F : R2 → R3 b¦dzie odwzorowaniem klasy C1 takim, »e rz¡d ró»niczki

DpF jest równy 2 w ka»dym punkcie p ∈ R2. Wyka», »e dla ka»dego p ∈ R2 istnieje

otoczenie U 3 p w R2 takie, »e F (U) jest 2-wymiarow¡ rozmaito±ci¡.

Analogiczny wynik jest prawdziwy dla dowolnego odwzorowania F : Rn → Rn+k, którego ró»niczka jest

maksymalnego rz¦du (takie odwzorowanie nazywamy immersj¡).

Zadanie 7. NiechM ⊂ Rn+k b¦dzie rozmaito±ci¡ n-wymiarow¡. Wyka», »e dla ka»dego

p ∈M istnieje otoczenie U 3 p w Rn+k takie, »e zbiór M ∩U mo»na opisa¢ jako zerow¡

poziomic¦ pewnego odwzorowania F : Rn+k → Rk, którego ró»niczka DpF jest odwzoro-

waniem liniowym rz¦du n. Wywnioskuj st¡d, »e obraz rozmaito±ci przy dyfeomor�¹mie

jest rozmaito±ci¡.

A zatem oba znane nam opisy rozmaito±ci: jako lokalny wykres funkcji i jako poziomica niezdegenerowa-

nego odwzorowania s¡ lokalnie równowa»ne.

Michaª Jó¹wikowski, 14 grudnia 2018.
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Twierdzenie o funkcji uwikªanej, rozmaito±ci, uzupeªnienia przed kolokwium.
Twierdzenie o funkcji uwikªanej mówi, »e zbiór opisany równaniem F (x,y) = 0, gdzie F = (f1, . . . , fk) :
Rn × Rk → Rk jest klasy C1, jest w otoczeniu punktu (x0,y0) wykresem funkcji φ : Rn → Rk, o ile
F jest niezdegenerowane w kierunku zmiennych zale»nych, tzn. ró»niczka DyF (x0,y0) jest nieosobliwa.
Zbiór M ⊂ Rn+k, który lokalnie (w otoczeniu ka»dego punktu) wygl¡da jak wykres funkcji klasy C1,
której dziedzin¡ jest Rn nazywamy rozmaito±ci¡ n-wymiarow¡. W tej de�nicji nie interesuje nas które
ze wspóªrz¦dnych w Rn+k peªni¡ rol¦ zmiennych zale»nych, a które niezale»nych. Na mocy TFU aby
otoczenie punktu p nale»¡cego do zbioru M = {v ∈ Rn+k | F (v) = 0} byªo rozmaito±ci¡ wystarczy,
aby znale¹¢ pewien podziaª wspóªrz¦dnych Rn+k = Rn × Rk 3 (x,y), w którym speªnione jest zaªo»enie
TFU. Do tego z kolei wystarcza, aby wiersze peªnej macierzy ró»niczki DF byªy liniowo niezale»ne.
Otrzymujemy twierdzenie:

Twierdzenie. Niech F = (f1, . . . , fk) : Rn+k → Rk b¦dzie funkcj¡ klasy C1. Je±li w ka»dym punkcie p
zbioru M = {v ∈ Rn+k | F (v) = 0} (peªna) ró»niczka DF (p) jest przeksztaªceniem liniowym maksymal-
nego rz¦du (równowa»nie: gradienty ∇f1(p), . . . ,∇fk(p) s¡ liniowo niezale»ne) to M jest n-wymiarow¡
rozmaito±ci¡ zanurzon¡.
Ponadto przestrze« styczna TpM = kerDF (p) (równowa»nie

⋂k
i=1{∇fi(p)}⊥).

W szczególno±ci: zbiór opisany pojedynczym równaniem M = {v ∈ RN | f(v) = 0}, gdzie f : RN → R
jest funkcj¡ klasy C1 jest rozmaito±ci¡ N − 1 wymiarow¡ gdy ∇f(v) 6= 0 w ka»dym punkcie v ∈M .

Zadanie 1. Niech M = {(x, y, z) ∈ R3 | x3 + y3 + z4 + xyz = 4}. Wyka», »e M jest

rozmaito±ci¡ dwuwymiarow¡ klasy C1. Wyznacz przestrze« styczn¡ do M w punkcie

( 3
√

3, 0,−1).
Zadanie 2. Wyka», »e M = {(x, y, z) ∈ R3 | x + y + z = 4, x2 + y2 + z2 = 6} jest

rozmaito±ci¡ 2-wymiarow¡. Wyznacz przestrze« styczn¡ do M w punkcie ((2, 1, 1).
Uzupeªnienie: pewne wªasno±ci szeregów Taylora.

Zadanie 3. Dana jest funkcja f ∈ C2(R2) taka, »e

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)− tg(x) sin(y)

x2 + y2
= 1 .

Oblicz fxy(0, 0).
Zadanie 4. Zbada¢ istnienie ekstremum lokalnego funkcji f(x, y) = x2−xy+ 1

4 ln(1+y2)
w punkcie (0, 0).
Omówienie zada« domowych.

Michaª Jó¹wikowski, 10 grudnia 2018.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 7 grudnia 2018

Twierdzenie o funkcji uwikªanej.
Twierdzenie o funkcji uwikªanej mówi kiedy ukªad równa« f1(x,y) = f2(x,y) = . . . = fk(x,y) = 0 w
przestrzeni Rn×Rk 3 (x,y) daje si¦ rozwi¡za¢ wzgl¦dem zmiennych y. B¦dziemy mówili, »e x to zmienne
niezale»ne, a y to zmienne zale»ne. Intuicyjnie, k równa« w przestrzeni Rn×Rk powinno opisywa¢ zbiór
n-wymiarowy. B¦dzie tak, o ile fi s¡ funkcjonalnie niezale»ne i niezdegenerowane wzgl¦dem zmiennych
zale»nych y. Dokªadne sformuªowanie jest nast¦puj¡ce:

Twierdzenie (o funkcji uwikªanej). Niech F = (f1, . . . , fk) : Rn × Rk → Rk b¦dzie funkcj¡ klasy C1.
Rozwa»my punkt (x0,y0) ∈ Rn × Rk, taki, »e F (x0,y0) = 0. Zaªó»my, »e ró»niczka DyF (x0,y0)
(ró»niczka F wzgl¦dem zmiennych zale»nych y w punkcie (x0,y0)) jest nieosobliwa.
Wówczas istnieje pewne otoczenie U 3 (x0,y0) i odwzorowanie φ : Rn → Rk klasy C1, takie »e y = φ(x)
rozwi¡zuje równanie F (x,y) = 0 w U . To znaczy: dla dowolnego (x,y) ∈ U równanie F (x,y) = 0 jest
speªnione wtedy i tylko wtedy gdy y = φ(x).

Zauwa»my, »e odwzorowanie φ o którym jest mowa w twierdzeniu speªnia to»samo±¢ F (x, φ(x)) = 0 w

otoczeniu punktu (x0). Ró»niczkuj¡c j¡ wzgl¦dem x mo»na uzyska¢ wiedz¦ o pierwszej ró»niczce Dxφ(x).

W szczególno±ci je±li regularno±¢ F jest wy»sza ni» C1 mo»emy podnie±¢ regularno±¢ φ. Kolejne ró»nicz-

kowania pozwalaj¡ obliczy¢ kolejne ró»niczki φ.

Zadanie 1. Uzasadni¢, »e równanie z5 − xz + y2 = 0 w otoczeniu punktu (x0, y0, z0) =
(1, 0, 1) wyznacza zmienn¡ z jako funkcj¦ pozostaªych zmiennych z = φ(x, y) klasy C∞.
Napisa¢ wielomian Taylora stopnia 2 funkcji φ w otoczeniu punktu (1, 0).
Zadanie 2. Uzasadni¢, »e równanie x lnw + w ln y = 0 wyznacza w otoczeniu punktu

(x0, y0) = (1, 1) zmienn¡ w jako funkcj¦ pozostaªych zmiennych w = w(x, y) i »e jest

to funkcja klasy C∞. Napisa¢ wielomian Taylora stopnia 2 funkcji w(x, y) w otoczeniu

punktu (1, 1).
Omówienie zada« domowych (gr. 3).

Dom 1. Wykaza¢, »e ukªad równa«{
x+ y + z = 0

x2 + y3 + z4 = 2

Wyznacza y i z jako funkcje x w otoczeniu x0 = 0 przy warunkach y(0) = 1 i z(0) = −1.
Obliczy¢ pochodne y′(0), z′(0), y′′(0) i z′′(0).
Dom 2. Niech S = {(x, y, z) | exz + x2 + xy + y2 + z = 1}. Wykaza¢, »e w otoczeniu

punktu (0, 0, 0) zbiór S jest wykresem funkcji z = f(x, y) klasy C1. Zbada¢, czy f ma

lokalne ekstremum w (0, 0).

Michaª Jó¹wikowski, 7 grudnia 2018.
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Twierdzenie o funkcji odwrotnej, dyfeomorfizmy.
Grupowe wªasno±ci dyfeomorofrizmów:

• Je±li F : U → V jest dyfeomor�zmem to F−1 : V → U te».

• Je±li F : U → V i G : V →W s¡ dyfeomor�zmami to zªo»enie G(F ) : U →W te».

Zadanie 1. Skonstruuj dyfeomor�zm

a) pªaszczyzny R2 na otwart¡ kul¦ jednostkow¡ B = {(x, y) | x2 + y2 < 1}.

b) otwartego kwadratu K = {(x, y) | |x| < 1, |y| < 1} na R2.

c) otwartego kwadratu K = {(x, y) | |x| < 1, |y| < 1} na otwarte koªo B = {(x, y) | x2 +
y2 < 1}.

d) pªaszczyzny bez punktu R2 \ {0} na pªaszczyzn¦ bez koªa R2 \ {(x, y) | x2 + y2 ≤ 1}.

e) trójk¡ta o wierzchoªkach (0, 0), (0, 1), (1, 1) na kwadrat K = {(x, y) | |x| < 1, |y| < 1}.

Omówienie zadania domowego.

Zadanie 2. Rozwa»my funkcj¦ ró»niczkowaln¡ f : R × R+ → R i dokonajmy zamiany

zmiennych Φ : (x, y) 7→ (u = x, v = x2 + y2). Zapisz wyra»enie y ∂f∂x − x
∂f
∂y w zmiennych

(u, v), tzn. wyra¹ je w terminach pochodnych funkcji g(u, v) := f(Φ−1(u, v)). (Wówczas

f(x, y) = g(u(x, y), v(x, y)).)
Zadanie 3. (gr.3) Niech f : R2 ⊃ U → R b¦dzie funkcj¡ klasy C1 okre±lon¡ na zbiorze

otwartym U . Wybierzmy (x0, y0) ∈ U . Skonstruuj dyfeomor�zm postaci φ(x, y, z) =
(x, y, w) zde�niowany w pewnym otoczeniu W ⊂ R3 punktu (x0, y0, f(x0, y0)) prze-

prowadzaj¡cy powierzchni¦ {(x, y, z) | z = f(x, y)} na powierzchni¦ {(x, y, w) | w =
2018} ∩ φ(W ).
Dom 1. Skonstruuj dyfeomor�zmy:

a) zbioru B = {(x, y) | x > 0, x2 + y2 < π
4 } na póªpªaszczyzn¦ R× R+.

b) zbioru A = {(x, y) | 0 < y < x2 i 0 < x < 1} na R2.

Dom 2. Znajd¹ wszystkie funkcje f : R2 → R takie, »e dla dowolnych a, b ∈ R zachodzi

lim
(x,y)→(0,0)

f(a+ x, b+ y)− f(a, b)− ay − bx− x2 − y2

|x|3 + |y|3
= 0 ,

lub wyka», »e taka funkcja nie istnieje.
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Wzór Taylora, twierdzenie o funkcji odwrotnej, dyfeomorfizmy.
Odrobina teorii:
Odwzorowanie F : U → V pomi¦dzy podzbiorami otwartymi U, V ⊂ Rn nazywamy dyfeomor�zmem gdy

• F jest homoeomor�zmem (a wi¦c ci¡gª¡ bijekcj¡, tak¡ »e F−1 te» jest ci¡gªa).

• F i F−1 s¡ ró»niczkowalne.

Twierdzenie o funkcji odwrotnej mówi, »e je±li odwzorowanie F : U → V klasy C1 ma w jakim± punk-
cie p ∈ U nieosobliw¡ ró»niczk¦ DpF , to F jest w pewnym otoczeniu Ω 3 p odwracalna i F−1 jest
ró»niczkowalna w punkcie F (p). Innymi sªowy, F jest lokalnym dyfeomor�zmem mi¦dzy Ω i F (Ω).
Jako wniosek mamy nast¦puj¡cy przydatny fakt:

Lemat 1. Niech odwzorowanie F : U → V klasy C1 b¦dzie bijekcj¡ pomi¦dzy zbiorami otwartymi
U, V ⊂ Rn. Je±li ró»niczka DpF jest nieosobliwa w ka»dym punkcie p ∈ Rn to F jest dyfeomor�zmem.

Zadanie 1. Czy istnieje funkcja gªadka f : R2 → R dla której

∇f(x, y) = [2xy, yx2]?

Zadanie 2. Znajd¹ wy»sze pochodne cz¡stkowe D(α,β)f(0, 0) funkcji f(x, y) = exp[2x+
3y] dla wszystkich α, β ∈ N.
Omówienie zada« domowych.

Zadanie 3. Oblicz ró»niczk¦ odwzorowania biegunowego f : R+ × (−π, π)→ R2

f(r, θ) = (r cos θ, r sin θ)

i sprawd¹, »e jest ono dyfeomor�zmem na obraz.

Zadanie 4. Sprawd¹, czy przeksztaªcenie f(x, y) = (2xy, x2 − y2) jest dyfeomor�zmem

R2 \ {0} na obraz?

Dom 1. Rozwa»my odwzorowanie f(x, y) = (x2 + y − y2, 2xy + y). Znajd¹ wszystkie

punkty, w których f jest lokalnie odwracalna. Wyka», »e punkt (2, 1) jest jednym z nich

i oblicz ró»niczk¦ f−1 w punkcie (4, 5).

Michaª Jó¹wikowski, 30 listopada 2018.
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Przestrzenie styczne, wy»sze pochodne, wzór Taylora.

Omówienie zadania domowego.

Zadanie 1. (gr. 3) Niech A = {(x, y, z) | x2 + y + z = 1}. Wyznaczy¢ wszystkie

punkty (x, y, z) ∈ A, w których wektor [1, 1, 1] jest styczny do A. Czy istnieje prosta

przechodz¡ca przez (0, 0, 0) i prostopadªa do A w jakim± jego punkcie?

Zadanie 2. Rozwa»my punkty a = (−1, 0) i b = (1, 0) i zde�niujmy funkcje

f(x, y) = ‖a− (x, y)‖+ ‖b− (x, y)‖ oraz f(x, y) = ‖a− (x, y)‖ − ‖b− (x, y)‖ .

Wyka», »e poziomice funkcji f i g s¡ wzajemnie ortogonalne.

Przypomnienie wiadomo±ci o wielomianie Taylora.

Zadanie 3. Obliczy¢ wielomian Taylora stopnia 3 funkcji f(x, y) = exp(xy2)−ln(1+xy)
w punkcie (0, 0).
Kartkówka

Zadanie 4. Znajd¹ punkt krytyczny funkcji f(x, y) = y
x + y − x2 i rozstrzygnij czy f

ma w tym punkcie lokalne ekstremum.

Zadanie 5. Zbadaj okre±lono±¢ macierzy

A =

2 3 0
3 −2 0
0 0 −1

 .

Dom 1. Znajd¹ wszystkie punkty v paraboli P = {(t, 14 t
2) | t ∈ R}, dla których prosta

styczna do P wychodz¡ca z v przecina elips¦ E = {(x, y) | 3x2 + 4y2 = 9} pod k¡tem

prostym.

Dom 2. Obliczy¢ wielomian Taylora stopnia 3 w punkcie a funkcji

a) ex+y+z − xyz, a = (0, 0, 0),

b) xyz, a = (1,−1, 2).

Michaª Jó¹wikowski, 26 listopada 2018.
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Przestrzenie (sto»ki) styczne, wªasno±ci gradientu.

Zadanie 1. (gr. 3) Rozwa»my liczby 0 < a < b i sympleks A = {(x1, x2, . . . , xn) | a ≤
x1 ≤ x2 . . . ≤ xn ≤ b}. Znajd¹ kres górny funkcji

f(x1, . . . , xn) =
x1x2 · . . . · xn

(a+ x1)(x1 + x2) · . . . · (xn + b)

na zbiorze A.
Zadanie 2. Wyznaczy¢ wektory styczne do zbiorów

a) {(x, y) | x2 > y2, x > 0} w punkcie (0, 0),

b) {(x, y) | y2 ≤ x3} w punkcie (0, 0).

Odrobina teorii - twierdzenie z wykªadu.
Niech f : Rn → R b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡, tak¡ »e ∇f(p) 6= 0. Wówczas przestrze« styczna do
poziomicy f przechodz¡cej przez p, czyli do zbioru Mp := {x ∈ Rn | f(x) = f(p)} w punkcie p to
przestrze« wektorów prostopadªych do gradientu ∇f(p):

TpMp := {v ∈ Rn | 〈v,∇f(p)〉 = 0} .

Z de�nicji jest to podprzestrze« liniowa w Rn. Czasami wygodniej jest my±le¢ o tej przestrzeni jako o
przestrzeni a�nicznej zaczepionej w p, czyli o

p + TpMp = {p + v | 〈v,∇f(p)〉 = 0} .

Zadanie 3. Napisa¢ równanie pªaszczyzny stycznej w punkcie P = (5,−2, 3) do pªasz-

czyzny (krzywej) opisanej równaniem f = 0, je±li f(x, y, z) = x2 − 2y2 + z3 + xyz − 14.
Zadanie 4. (gr. 2) Niech A = {(x, y, z) | x2 + y + z = 1}. Wyznaczy¢ wszystkie

punkty (x, y, z) ∈ A, w których wektor [1, 1, 1] jest styczny do A. Czy istnieje prosta

przechodz¡ca przez (0, 0, 0) i prostopadªa do A w jakim± jego punkcie?

Dom 1. Napisa¢ równanie prostej stycznej w punkcie P = (2,−3) do poziomicy funkcji

f(x, y) = x4 + xy + y2.

Michaª Jó¹wikowski, 23 listopada 2018.
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Ekstrema funkcji wielu zmiennych na zbiorach ró»nych, ekstrema lokalne.

Zadanie 1. Zbadaj lokalne ekstrema funkcji f(x, y) = x(y − x)e−y.
Zadanie 2. Wyznacz lokalne ekstrema funkcji f(x, y) = x2 + 3xy2 + y4 na R2.

Zadanie 3. Pokaza¢, »e funkcja f(x, y) = (x − y2)(3x − y2) po obci¦ciu do dowolnej

prostej przechodz¡cej przez (0, 0) ma minimum lokalne w (0, 0). Czy f ma minimum

lokalne w (0, 0)?
Omówienie zadania domowego.

Zadanie 4. (gr. 3) Rozwa»my liczby 0 < a < b i sympleks A = {(x1, x2, . . . , xn) | a ≤
x1 ≤ x2 . . . ≤ xn ≤ b}. Znajd¹ kres górny funkcji

f(x1, . . . , xn) =
x1x2 · . . . · xn

(a+ x1)(x1 + x2) · . . . · (xn + b)

na zbiorze A.

Michaª Jó¹wikowski, 19 listopada 2018.
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Ekstrema funkcji wielu zmiennych na zbiorach ró»nych.

Zadanie 1. Wyznacz kresy funkcji f(x, y) = y
x2+4y2+1

na A = {(x, y) | x ≥ 0}.
Zadanie 2. Wyznacz kresy funkcji f(x, y) = x ln(1+y)

2x2+y2 na zbiorze A = {(x, y) ∈ R2 | 0 <

x ≤ y ≤ 1}.
Omówienie zada« domowych.

Dom 1. Funkcja ró»niczkowalna f : R2 → R speªnia nast¦puj¡ce warunki:

lim
x→±∞

f(x, a) = 0 = lim
y→±∞

f(b, y) dla dowolnych ustalonych a, b ∈ R.

Rozstrzygnij, czy f musi by¢ ograniczona?

Michaª Jó¹wikowski, 16 listopada 2018.
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Ekstrema funkcji wielu zmiennych na zbiorach ró»nych, ró»niczka zªo»enia (reguªa

ªa«cuchowa).

Omówienie zadania domowego.

Zadanie 1. Niech f : Rn → R b¦dzie funkcj¡ a�niczn¡ (tzn. f(v) = 〈a,v〉 + b dla

pewnych a ∈ Rn oraz b ∈ R), a K wielo±cianem. Wyka», »e f osi¡ga swoje kresy na K
w wierzchoªkach K.

Zadanie 2. Wyznacz kresy funkcji f(x, y, z) = 6xy − 3xz − 2yz na zbiorze C =
{(x, y, z) | 0 ≤ x, y, z ≤ 1}.
Zadanie 3. Zde�niujmy funkcj¦ F : R2 → R jako zªo»enie f : R2 → R3 oraz g : R3 → R
danych wzorami

f(x, y) = (x− y, x+ y, 2
√
xy), g(x, y, z) = ln(x2 + y2 + z2) .

Oblicz ∂F
∂x .

Dom 1. Wyznacz kresy funkcji f(x, y) = x(y − x)e−y na zbiorze T = {(x, y) | − 1 ≤
3x ≤ 2y ≤ 6}.
Dom 2. Niech f : Rn → R b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡ tak¡ »e ∇f(1, 1, . . . , 1) =
[1, 4, . . . , n2]. Obliczy¢ pochodn¡ funkcji jednej zmiennej F (t) = (f(t, t2, t3, . . . , tn))2 w

t = 1.

Michaª Jó¹wikowski, 9 listopada 2018.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 5 listopada 2018

Ró»niczkowalno±¢, ekstrema funkcji wielu zmiennych na zbiorach zwartych i nie tylko,

ró»niczka zªo»enia.

Omówienie zada« domowych

Zadanie 1. Znajd¹ kresy funkcji f(x, y) = (3x+ 2y)e−4x
2−y2

na R2.

Zadanie 2. Niech A = {(x, y, z) | x2 + y2 − z2 + 4 = 0}. Znale¹¢ w zbiorze A punkt

którego odlegªo±¢ od punktu (2, 4, 0) jest najmniejsza.

Wskazówka: : Zapisz odlegªo±¢ ustalonego punktu (x, y, z) ∈ A od (2, 4, 0) jako funkcj¦

zmiennych x i y.
Zadanie 3. Funkcja ró»niczkowalna f : R3 → R speªnia: ∇f(0, 0, 0) = [1, 2, 3] oraz
∇f(1, 1, 1) = [−1,−2,−3]. Funkcja g : R3 → R dana jest wzorem

g(x, y, z) = f(e−x + y, ey − z, ez − x) .

Obliczy¢ pochodn¡ kierunkow¡ Dvg(0, 0, 0), gdzie v = [2, 1, 1].
Zadanie 4. Funkcja ró»niczkowalna f : U → R okre±lona na zbiorze U = {(x, y) ∈
R2 | x > 0, y > 0} jest zadana wzorem f(x, y) = g(x

2

y ) dla pewnej funkcji ró»niczkowalnej
g : R+ → R. Wyka», »e dla dowolnego punktu (x, y) ∈ R+ × R+ funkcja f speªnia

to»samo±¢

x · ∂f
∂x

(x, y) + 2y · ∂f
∂y

(x, y) = 0 .

Dom 1. Funkcja ró»niczkowalna f : U → R okre±lona na zbiorze U = {(x, y) ∈ R2 | x >
0, y > 0} speªnia to»samo±¢

x · ∂f
∂x

(x, y) + 2y · ∂f
∂y

(x, y) = 0 .

Wyka», »e f(x, y) = g(x
2

y ) dla pewnej funkcji ró»niczkowalnej g : R+ → R.
Wskazówka: Wyka», »e funkcja f(x, x

2

c ) jest staªa jako funkcja zmiennej x przy ustalo-

nym c.

Michaª Jó¹wikowski, 5 listopada 2018.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 29 pa¹dziernika 2018

Ró»niczkowalno±¢, ekstrema funkcji wielu zmiennych na zbiorach zwartych.
Przypomnijmy podstawowe informacje o ró»niczkowalno±ci odwzorowa« F = (f1, f2, . . . , fk) : Rn → Rk:
• ró»niczka odwzorowania F w punkcie a to odwzorowanie liniowe DaF : Rn → Rk przybli»aj¡ca w

tym punkcie odwzorowanie F do wyrazów rz¦du 2, tzn.

(1) lim
h→0

‖F (a + h)− F (a)−DaF [h]‖
‖h‖ = 0 .

• Z powy»szego wynika, »e odwzorowanie F = (f1, . . . , fk) jest ró»niczkowalne wtedy i tylko wtedy
gdy ka»da z funkcji f j dla j = 1, . . . k jest ró»niczkowalna.

• je±li ró»niczka DaF istnieje, to istniej¡ wszystkie pochodne cz¡stkowe ∂fi

∂xj
(a), a ponadto odwzo-

rowanie liniowe DaF jest zadane przez macierz pochodnych cz¡stkowych

DaF [h1, . . . , hn] =

 ∂f1

∂x1
(a) ∂f1

∂x2
(a) . . . ∂f1

∂xn
(a)

. . . . . . . . . . . .
∂fk

∂x1
(a) ∂fk

∂x2
(a) . . . ∂fk

∂xn
(a)



h1

h2

. . .
hn

 =

〈∇f1(a),h〉
. . .

〈∇fk(a),h〉

 ,

gdzie ∇f(a) = [ ∂f
∂x1

(a), . . . , ∂f
∂xn

(a)] oznacza gradient funkcji f : Rn → R w punkcie a.

• Zwi¡zek z AM I: g′(a) � pochodna funkcji jednej zmiennej g : R → R w punkcie a wyznacza
nast¦puj¡c¡ ró»niczk¦ (odwzorowanie liniowe z R do R) Dag : h 7→ g′(a)h.

• Zwi¡zek ró»niczki funkcji f : Rn → R z pochodn¡ kierunkow¡: pochodna kierunkowa f w punkcie
a ∈ Rn w kierunku v ∈ Rn to warto±¢ ró»niczki Daf na wektorze v:

Dvf(a) = Daf [v] .

• Z wykªadu wiemy, »e je±li pochodne cz¡stkowe odwzorowania F istniej¡ w otoczeniu punktu a i s¡
ci¡gªe w a to F jest ró»niczkowalna w a. Uwaga! Odwrotne twierdzenie nie zachodzi.

• Odwzorowanie F = (f1, . . . , fk) : U
otw.

⊂ Rn → Rk, którego wszystkie pochodne cz¡stkowe cz¡st-

kowe ∂fi

∂xj
, gdzie i = 1, . . . , k i j = 1, . . . , n istniej¡ i s¡ ci¡gªe w U nazywamy odwzorowaniem

klasy C1 w U .

Z powy»szych rozwa»a« wynika, »e standardowa procedura badania ró»niczkowalno±ci danej funkcji f :
Rn → R jest nast¦puj¡ca:

1. Liczymy gradient ∇f = [ ∂f
∂x1

, . . . , ∂f
∂xn

]. Je±li si¦ da, to robimy to rachunkowo, je±li nie musimy
liczy¢ z de�nicji.

2. W punktach, w których która± pochodna cz¡stkowa nie istnieje nie ma ró»niczkowalno±ci. W
pozostaªych punktach odwzorowanie liniowe h 7→ 〈∇f,h〉 jest kandydatem na ró»niczk¦.

3. Aby sprawdzi¢ czy faktycznie jest to ró»niczka mamy dwie drogi post¦powania:

(a) z de�nicji: mo»emy policzy¢ czy granica (??) istnieje.

(b) mo»emy sprawdzi¢, czy pochodne cz¡stkowe ∂f
∂xi

s¡ okre±lone w otoczeniu danego punktu i
ci¡gªe w tym punkcie. Je±li odpowied¹ jest twierdz¡ca, to funkcja jest ró»niczkowalna. Ale,
uwaga!, je±li pochodne cz¡stkowe nie s¡ ci¡gªe, b¡d¹ nie istniej¡ w otoczeniu danego punktu,
to musimy ró»niczkowalno±¢ bada¢ dalej (jak w punkcie a).

Doko«czenie zadania z poprzednich ¢wicze«.

Zadanie 1. Zbadaj ró»niczkowalno±¢ funkcji

f(x, y, z) =

{
exp

(
−1

x2+y2+z2

)
dla (x, y, z) 6= (0, 0, 0)

0 dla (x, y, z) = (0, 0, 0).



W powy»szym zadaniu ró»niczkowalno±¢ w (0, 0) pokazali±my dwoma sposobami: z de�nicji i dowodz¡c

ci¡gªo±ci pochodnych cz¡stkowytch.

Zadanie 2. Zbada¢ ró»niczkowalno±¢ w dziedzinie {(x, y) ∈ R2 | xy > −1} funkcji

f(x, y) =

{
ln(1+xy)

y dla y 6= 0 i xy > −1

x dla y = 0.

Zadanie 3. (gr. 3) Funkcja f : R2 → R ma ograniczone pochodne cz¡stkowe w caªej

dziedzinie, tzn. istniej¡ staªe a i b, takie, »e dla ka»dego (x, y) ∈ R2∣∣∣∣∂f∂x (x, y)

∣∣∣∣ < a oraz

∣∣∣∣∂f∂y (x, y)

∣∣∣∣ < b .

Wyka», »e f jest lipszycowska. Wskazówka: Wykorzysta¢ podobn¡ wªasno±¢ funkcji

jednej zmiennej.
�Metoda policyjna� szukania kresów funkcji ci¡gªej f : Rn ⊃ K → R na zbiorze zwartym K. Podejrzane
s¡:

• punkty krytyczne funkcji (tzn. punkty, a ∈ int(K) w których gradient ∇f(a) jest wektorem
zerowym).

• wszystkie punkty, w których ró»niczkowanie nie jest mo»liwe, tzn. punkty brzegowe ∂K i punkty,
w których f nie ma okre±lonych pochodnych cz¡stkowych.

Zadanie 4. Wyznacz kres górny i dolny funkcji f(x, y) = x2 + xy + 2y2 na kuli K =
{(x, y) | x2 + y2 ≤ 1}.
Kartkówka.

Zadanie 5. Oblicz pochodne cz¡stkowe

∂f

∂x
dla f(x, y) = ecos(

1
x2 +ln(xy)) (gr. 2)

∂g

∂y
dla g(x, y) = ln(sin(xy) +

1

y2
) (gr. 3)

Zadanie 6. Oblicz pochodn¡ kierunkow¡ funkcji f(x, y, z) = x3 + 3x2y + z2 w punkcie

(1, 2, 3) w kierunku [2, 1, 1].

Dom 1. Funkcja f : R2 → R zadana jest wzorem

f(x, y) =

{
xy sin 1

x2+y2 dla (x, y) 6= (0, 0),

0 dla (x, y) = (0, 0).

Sprawdzi¢, czy pochodne cz¡stkowe ∂f
∂x i ∂f∂y s¡ ci¡gªe w punkcie (0, 0). Zbada¢ ró»nicz-

kowalno±¢ f w punkcie (0, 0).

Powy»szy przykªad pokazuje, »e ci¡gªo±¢ pochodnych cz¡stkowych w otoczeniu wybranego punktu nie jest

warunkiem koniecznym ró»niczkowalno±ci funkcji w tym punkcie.

Dom 2. Znale¹¢ wszystkie punkty krytyczne (tzn. punkty, w których gradient jest

wektorem zerowym) funkcji f(x, y) = (3x+ 2y)e−4x
2−y2

na R2.



De�nicja. Podzbiór A ⊂ Rn nazywamy obszarem, gdy jest otwarty i spójny.

Z wykªadu wiadomo, »e ka»dy zbiór otwarty i spójny w Rn jest te» spójny ªukowo.

Dom 3 (∗/2). Niech A ⊂ R2 b¦dzie obszarem wypukªym. Wyka», »e je±li funkcja

ci¡gªa f : A → R ma ograniczone pochodne cz¡stkowe w caªej dziedzinie, to speªnia

warunke Lipschitza. Wyka», »e teza nie jest prawdziwa bez zaªo»enia o wypukªo±ci A.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 26 pa¹dziernika 2018

Wªasno±ci norm w Rn, wªasno±¢ Darboux funkcji ci¡gªej, pochodna i ró»niczkowalno±¢.

Zadanie 1. Kula jednostkowa pewnej normy ‖ · ‖ w R2 opisana jest nast¦puj¡co:

B = [−1, 1]× [−1, 1] ∪ {(x, y) | (x− 1)2 + y2 ≤ 1} ∪ {(x, y) | (x+ 1)2 + y2 ≤ 1} .

Wyznacz normy wektorów (1, 0), (0, 5) i (9, 3). Wyka», »e rozwa»ana norma nie pochodzi

od iloczynu skalarnego.

Zadanie 2. Niech f b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ o warto±ciach rzeczywistych okre±lon¡ na

zbiorze

A = {v ∈ R2 | ‖v‖2 = 1} ∪ {v ∈ R2 | ‖v − (2, 0)‖1 ≤ 1} ,

tak¡, »e f(−1, 0) = −1, f(3, 0) = 17. Wykaza¢, ze istnieje punkt a ∈ A taki, »e f(a) = 1.
Czy istnieje funkcja f o podanych wªasno±ciach taka, »e taki punkt a jest tylko jeden?

Omówienie zada« z kartkówki.

Zadanie 3. (gr. 2) Oblicz pochodne cz¡stkowe funkcji

f(x, y, z) =

{
exp

(
−1

x2+y2+z2

)
dla (x, y, z) 6= (0, 0, 0)

0 dla (x, y, z) = (0, 0, 0).

Zadanie 4. Obliczy¢ pochodn¡ kierunkow¡ funkcji f(x, y) = 3
√
x3 + y3 w punkcie (3, 1)

w kierunku wektora [−1, 2].
Zadanie 5. Zbada¢ ró»niczkowalno±¢ funkcji w caªej dziedzinie

f(x, y) = 3
√
x3 + y3 .

Michaª Jó¹wikowski, 26 pa¹dziernika 2018.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 22 pa¹dziernika 2018

Granica i ci¡gªo±¢ funkcji wielu zmiennych, wªasno±ci iloczynu skalarnego, pochodna

cz¡stkowa.
Do katalogu �patologicznych� przykªadów dodajemy nast¦puj¡ce:

• Funkcja, która ma granic¦ lim(x,y)→(0,0) f(x, y), ale jedna lub obie z granic limx→0 limy→0 f(x, y),
limy→0 limx→0 f(x, y) nie istniej¡ � Zad. 1.

• Funkcja, która ma pochodne cz¡stkowe w (0, 0) (a nawet wszystkie pochodne kierunkowe) a nie
jest w tym punkcie ci¡gª¡ � Zad. 3.

Omówienie zadania domowego (gr.3)
Z podsumowania rozwa»a« na temat iloczynów skalarnych:

Twierdzenie. Niech A b¦dzie macierz¡ pewnego iloczynu skalarnego w Rn (tzn. A ∈ Mn(R) jest sy-
metryczna i dodatnio okre±lona). Wówczas istnieje baza {ei}i=1,...,n w Rn, ortonormalna wzgl¦dem
standardowego iloczynu skalarnego, w której A przyjmuje posta¢ diagonaln¡ A ∼ diag(λ1, λ2, . . . , λn),
gdzie λi > 0.

Wniosek. W szczególno±ci norma wyznaczona przez ten iloczyn skalarny dla wektora v =
∑
i a
iei (zapis

w wyró»nionej bazie{ei}i=1...,n) wynosi

‖v‖A =

√∑
i

λi(ai)2 .

A zatem kula jednostkowa w Rn w tej normie jest elipsoid¡, o póªosiach 1√
λi

ei.

Zauwa»my ponadto, »e z uwagi na ortonormalno±¢ bazy {ei}, norma euklidesowa w tej bazie zapisuje
si¦ jako

‖v‖ =

√∑
i

(ai)2 .

Wynika st¡d nast¦puj¡cy fakt

sup
v∈Rn\{0}

‖v‖A
‖v‖2

= max
i
{
√
λi} oraz inf

v∈Rn\{0}

‖v‖A
‖v‖2

= min
i
{
√
λi} ,

A ponadto odpowiedni kres jest przyjmowany na odpowiednim wektorze bazowym odpowiadaj¡cym
maksymalnej lub minimalnej warto±ci wªasnej.

Omówienie zada« domowych z 15 pa¹dziernika

Zadanie 1. (gr. 2) Rozwa»my funkcj¦

f(x, y) =

{
x+ y sin(1/x) dla x 6= 0

0 dla x = 0

Oblicz granice limx→0 limy→0 fi(x, y), limy→0 limx→0 fi(x, y) oraz lim(x,y)→(0,0) fi(x, y)
dla i = 1, 2.
Moraª z powy»szego zadania: z istnienia granicy w punkcie nie wynika istnienie granic iterowanych.

Zadanie 2. Oblicz pochodne cz¡stkowe funkcji f(x, y) = x cos y i g(x, y) = xy.
Zadanie 3. (gr. 2) Rozwa»my funkcj¦

F (x, y) =

{
1 dla y = x2, x > 0

0 dla pozostaªych (x, y).



Sprawd¹, »e funkcja F ma pochodne cz¡stkowe w (0, 0), lecz mimo to nie jest ci¡gªa w

(0, 0).
Moraª z powy»szego zadania: istnienie pochodnych cz¡stkowych, a nawet pochodnych kierunkowych w

ka»dym kierunku nie gwarantuje nawet ci¡gªo±ci funkcji, nie mówi¡c ju» o jej ró»niczkowalno±ci.

Zadanie 4. (gr. 3) Oblicz pochodne cz¡stkowe funkcji

f(x, y, z) =

{
exp

(
−1

x2+y2+z2

)
dla (x, y, z) 6= (0, 0, 0)

0 dla (x, y, z) = (0, 0, 0).

Zadanie 5. Funkcja f : R2 → R ma ograniczone pochodne cz¡stkowe w caªej dziedzinie,

tzn. istniej¡ staªe a i b, takie, »e dla ka»dego (x, y) ∈ R2∣∣∣∣∂f∂x (x, y)

∣∣∣∣ < a oraz

∣∣∣∣∂f∂y (x, y)

∣∣∣∣ < b .

Wyka», »e f jest lipszycowska.

Wskazówka: Wykorzystaj podobn¡ wªasno±¢ funcji jednej zmiennej.

Dom 1. Oblicz pochodne cz¡stkowe funkcjie f(x, y, z) = x(y
z).

Dom 2. (gr.2) Iloczyn skalarny w R2 zadany jest macierz¡

(
1 2
2 5

)
. Przez ‖·‖ oznaczmy

norm¦ pochodz¡c¡ od tego iloczynu skalarnego, a przez ‖ · ‖2 standardow¡ norm¦ eukli-

desow¡. Oblicz

sup
v∈R2\{0}

‖v‖
‖v‖2

oraz inf
v∈R2\{0}

‖v‖
‖v‖2

.

Dom 3. (gr. 3) Rozwa»my funkcj¦

f(x, y) =

{
x+ y sin(1/x) dla x 6= 0

0 dla x = 0

Oblicz granice limx→0 limy→0 fi(x, y), limy→0 limx→0 fi(x, y) oraz lim(x,y)→(0,0) fi(x, y)
dla i = 1, 2.
Dom 4 (∗/2). (gr.2) Funkcja F : R2 → R ma granic¦ w (x, y) = (0, 0). Wyka», »e je±li

granice limx→0 limy→0 F (x, y) oraz limy→0 limx→0 F (x, y) istniej¡ to

lim
x→0

lim
y→0

F (x, y) = lim
y→0

lim
x→0

F (x, y) = lim
(x,y)→(0,0)

F (x, y) .

W uzupeªnieniu do zadania 1: je±li funkcja ma granic¦ w punkcie i granice iterowane istniej¡, to wszystkie

trzy granice musz¡ by¢ sobie równe.

Michaª Jó¹wikowski, 22 pa¹dziernika 2018.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 19 pa¹dziernika 2018

Granica i ci¡gªo±¢ funkcji wielu zmiennych, wªasno±ci iloczynu skalarnego.

De�nicja. Poziomic¡ funkcji F : Rn → R nazywamy zbiór F−1(c) = {v ∈ Rn | F (v) = c}, gdzie c ∈ R
jest ustalon¡ staª¡.

Zadanie 1. Funkcj¦ F : R × R+ → R de�niujemy wzorem F (x, y) = yx. Naszkicuj

wykres poziomicowy F i zbadaj istnienie granic

lim
(x,y)→(a,0)

F (x, y) gdzie a ∈ R.

Omówienie zada« domowych z 8 pa¹dziernika (gr. 2).

Zadanie 2. Niech A ∈ Mn(R) b¦dzie rzeczywist¡ n-wymiarow¡ macierz¡ symetryczn¡

(tzn. A = AT ) i niech 〈x,y〉 =
∑

i x
iyi oznacza standardowy iloczyn skalarny. Wyka»

»e:

a) (gr. 2) A ma tylko rzeczywiste warto±ci wªasne.

b) A ma n parami ortogonalnych wektorów wªasnych o rzeczywistych warto±ciach wªa-

snych.

Z podsumowania zada« dotycz¡cych wªasno±ci macierzy symetrycznych wynika:

Twierdzenie. Niech A b¦dzie macierz¡ pewnego iloczynu skalarnego w Rn (tzn. A ∈ Mn(R) jest sy-
metryczna i dodatnio okre±lona). Wówczas istnieje baza w Rn, ortonormalna wzgl¦dem standardowego
iloczynu skalarnego, w której A przyjmuje posta¢ diagonaln¡ A ∼ diag(λ1, λ2, . . . , λn), gdzie λi > 0.
W szczególno±ci kula jednostkowa w Rn w dowolnej normie wyznaczonej przez pewien iloczyn skalarny
jest elipsoid¡, której osie symetrii s¡ wzajemnie ortogonalne.

Kartkówka.

Zadanie 3. Zbadaj istnienie granicy funkcji

(gr. 2) lim
(x,y)→(0,0)

x5 + y5

x2 + y4
(gr. 3) lim

(x,y)→(0,0)

x4 + y4

|x|+ y2
.

Zadanie 4. Rozstrzygnij, czy nast¦puj¡ca funkcja jest norm¡ w R2. Odpowied¹ uza-

sadnij.

(gr. 2) f(x, y) = 3
√

3|x|3 + |y|3 + |x| (gr. 3) f(x, y) = 4
√
x4 + 4y4 + |y| .

Dom 1. (gr.3) Iloczyn skalarny w R2 zadany jest macierz¡

(
1 2
2 5

)
. Przez ‖·‖ oznaczmy

norm¦ pochodz¡c¡ od tego iloczynu skalarnego, a przez ‖ · ‖2 standardow¡ norm¦ eukli-

desow¡. Oblicz

sup
v∈R2\{0}

‖v‖
‖v‖2

oraz inf
v∈R2\{0}

‖v‖
‖v‖2

.

Michaª Jó¹wikowski, 19 pa¹dziernika 2018.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 15 pa¹dziernika 2018

Granica i ci¡gªo±¢ funkcji wielu zmiennych, wªasno±ci iloczynu skalarnego (gr. 3).

Zadanie 1. Zbadaj istnienie granic funkcji

a) lim(x,y)→(0,0)
x3y2

y4+x2 .

b) lim(x,y)→(0,0)
x
√
|x|y2

|x|(y4+x2)
.

Omówienie zadania domowego.

Zadanie 2. Zbadaj istnienie granic funkcji

a) (gr. 2) lim(x,y)→(0,0)
1−cos[(x+y)2]

x2+y2 .

b) lim(x,y)→(0,0)
ln(x+ey)−x−y√

x2+y2

Omówienie zada« domowych z 8 pa¹dziernika (gr. 3).

Zadanie 3. (gr. 3) Niech A ∈Mn(R) b¦dzie rzeczywist¡ n-wymiarow¡ macierz¡ syme-

tryczn¡ (tzn. A = AT ) i niech 〈x,y〉 =
∑

i x
iyi oznacza standardowy iloczyn skalarny.

Wyka» »e A ma tylko rzeczywiste warto±ci wªasne.

Dom 1. Znale¹¢ wszystkie punkty ci¡gªo±ci funkcji:

F (x, y) :=

{
x−y
x3−y gdy y 6= x3

1 gdy y = x3.

Dom 2. Znale¹¢ wszystkie punkty ci¡gªo±ci funkcji

f(x, y) =

{
xy exp(−y

x2 ) dla x 6= 0

0 dla x = 0 .

Michaª Jó¹wikowski, 15 pa¹dziernika 2018.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 12 pa¹dziernika 2018

Granica i ci¡gªo±¢ funkcji wielu zmiennych, podstawienie biegunowe.
Do zapami¦tania: ci¡gªo±¢ funkcji wielu zmiennych, to znacznie wi¦cej ni» ci¡gªo±¢ po ka»dej zmiennej
z osobna. Na ¢wiczeniach widzieli±my ró»ne �patologiczne� przykªady:

• funkcji, która ma granice limx→0 f(x, y) = limy→0 f(x, y) ale nie ma granicy lim(x,y)→(0,0) f(x, y)
� Zad. 1(b).

• funkcji, która ma granice limx→0 limx→0 f(x, y) = limy→0 limx→0 f(x, y) ale nie ma granicy lim(x,y)→(0,0) f(x, y)
� Zad. 1(b).

• funkcji, która jest ci¡gªa po obci¦ciu do dowolnej prostej, ale nie jest ci¡gªa � Zad. 3.

Zadanie 1. Zbadaj istnienie granic:

a) lim(x,y)→(0,0)
x2+y2

|x|+|y| .

b) lim(x,y)→(0,0)
x2y2

x4+y4 .

c) (gr. 2) lim(x,y)→(0,0) x
2 ln(x2 + 2y2).

d) lim(x,y)→(0,0) x ln(x2 + 2y2).

e) lim(x,y)→(0,0)(x
2 + y2)x

2y2
.

f) (gr. 3) lim(x,y)→(0,0)
1−cos[(x+y)2]

x2+y2 .

Ka»dy punkt (x, y) ∈ R2 \ {0} mo»emy jednoznacznie opisa¢ podaj¡c jego odlegªo±¢ od pocz¡tku ukªadu
wspóªrz¦dnych r, oraz k¡t α jaki wektor [x, y] tworzy z osi¡ OX:{

x = r cosα

y = r sinα ,

gdzie r ∈ R+ oraz α ∈ [0, 2π). Par¦ (r, α) nazywamy wspóªrz¦dnymi biegunowymi punktu (x, y). Za-

uwa»my, »e (x, y)→ (0, 0) wtedy i tylko wtedy gdy r → 0 niezale»nie od k¡ta α.

Zadanie 2. Rozwi¡» poprzednie zadanie u»ywaj¡c wspóªrz¦dnych biegunowych.

Zadanie 3. Zbadaj ci¡gªo±¢ funkcji

f(x, y) =

{
x2y
x4+y2 gdy (x, y) 6= (0, 0)

0 gdy (x, y) = (0, 0).

Dom 1. Wyka», »e funkcja z poprzedniego zadania jest ci¡gªa wzdªu» ka»dej prostej

przechodz¡cej przez (0, 0).
Dom 2 (∗). Funkcja F : R2 → R jest ci¡gªa �po wspóªrz¦dnych� oraz rosn¡ca wzgl¦dem

pierwszej zmiennej (tzn. ∀y0 funkcja x 7→ F (x, y0) jest ci¡gªa i rosn¡ca, oraz ∀x0 funkcja

y 7→ F (x0, y) jest ci¡gªa). Wyka», »e F jest ci¡gªa.

Michaª Jó¹wikowski, 12 pa¹dziernika 2018.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 8 pa¹dziernika 2018

Normy w Rn, iloczyn skalarny.

Zadanie 1. Rozstrzygnij, czy nast¦puj¡ce funkcje s¡ normami w R2:

a)
√
x2 + 9y2.

b)
√
x2 + 9y2 + |x+ y|.

c) 3
√
x3 + |y|.

Zadanie 2. Udowodnij, »e je±li norma ‖ ·‖ pochodzi od iloczynu skalarnego to speªnione

s¡ równo±ci

a) ‖v + w‖2 + ‖v −w‖2 = 2‖v‖2 + 2‖w‖2.

b) ‖v + w‖2 − ‖v −w‖2 = 4〈v, w〉.
Pierwsz¡ z powy»szych to»samo±ci nazywamy to»samo±ci¡ równolegªoboku. Mo»emy jej u»ywa¢ aby
wykaza¢, »e dana norma ‖ · ‖ w Rn nie pochodzi od iloczynu skalarnego. W tym celu nale»y skaza¢ dwa
wektory v,w ∈ Rn dla których

‖v + w‖2 + ‖v −w‖2 6= 2‖v‖2 + 2‖w‖2 .

Zadanie 3. Rozstrzygnij, dla jakich p ∈ [0,+∞] norma ‖ · ‖p pochodzi od iloczynu

skalarnego.

Omówienie zada« domowych.

Zadanie 4. Niech B ⊂ Rn b¦dzie dowolnym zbiorem zwartym (domkni¦tym i ogra-

niczonym), którego 0 jest punktem wewn¦trznym i symetrycznym wzgl¦dem 0 (tzn.

x ∈ B ⇔ −x ∈ B). Wyka», »e B jest kul¡ jednostkow¡ dla pewnej normy.

Dom 1. Niech 〈·, ·〉 b¦dzie iloczynem skalarnym w R2 zadanym przez macierz

(
a b
b c

)
,

tzn.

〈x,y〉 = (x1, x2)

(
a b
b c

)(
y1

y2

)
.

Udowodnij, »e liczby a, c i ac− b2 s¡ dodatnie.

Dom 2. Niech A ∈Mn(R) b¦dzie rzeczywist¡ n-wymiarow¡ macierz¡ symetryczn¡ (tzn.

A = AT ) i niech 〈x,y〉 =
∑

i x
iyi oznacza standardowy iloczyn skalarny. Wyka» »e

wektory wªasne odpowiadaj¡ce ró»nym warto±ciom wªasnym macierzy A s¡ ortogonalne

w iloczynie 〈·, ·〉.
Dom 3 (∗). Udowodnij, »e je±li norma ‖·‖ speªnia, dla dowolnych x,y ∈ Rn to»samo±¢

‖x + y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2 .

To pochodzi od pewnego iloczynu skalarnego.

Powy»sze zadanie pokazuje, »e to»samo±¢ równolegªoboku jednoznacznie charakteryzuje te normy, które

pochodz¡ od pewnego iloczynu skalarnego.

Michaª Jó¹wikowski, 8 pa¹dziernika 2018.



AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3), 5 pa¹dziernika 2018

Przestrze« euklidesowa Rn, normy w Rn i ich wªasno±ci.
Dla x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn i p ∈ [1,+∞], p-norm¡ x nazywamy

‖x‖p :=

(
n∑
i=1

(xi)p
) 1

p

gdy p < +∞, oraz ‖x‖∞ := max
i
|xi| .

Zadanie 1. Udowodnij, »e limp→+∞ ‖x‖p = ‖x‖∞.
Zadanie 2. Wyka», »e ‖ · ‖1 i ‖ · ‖∞ s¡ normami.

Zadanie 3. Naszkicuj kule jednostkowe w R2 w normie ‖ · ‖p dla p = 1, 32 , 2, 4,∞.

Zadanie 4. Wyka», »e ‖x‖p ≤ ‖x‖q gdy p > q. (Dla uproszczenia rachunki mo»emy

przeprowadzi¢ w R2.)

Zadanie 5. Niech liczby p, q ∈ [1,+∞] b¦d¡ takie, »e 1
p + 1

q = 1 (takie liczby nazy-

wamy wykªadnikami sprz¦»onymi). Udowodnij, »e dla dowolnych liczb nieujemnych a, b
zachodzi nast¦puj¡ca nierówno±¢ Younga:

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Wskazówka: ab = exp[1p · p ln a+ 1
q · q ln b].

Zadanie 6. Niech liczby p, q ∈ [1,+∞] b¦d¡ takie, »e 1
p + 1

q = 1, za± x = (x1, x2, . . . , xn)

i y = (y1, y2, . . . , yn) dowolnymi punktami w Rn. Udowodnij nast¦puj¡c¡ nierówno±¢

Höldera: ∑
i

|xiyi| ≤ ‖x‖p · ‖y‖q .

Wskazówka: skorzystaj z nierówno±ci Younga.

Dom 1. Niech ‖ · ‖ b¦dzie dowoln¡ norm¡ w Rn. Wyka», »e kula jednostkowa B = {x ∈
Rn | ‖x‖ ≤ 1|} jest zbiorem wypukªym.

Dom 2. Znajd¹ norm¦ na R2, o ile istnieje, w której kula jednostkowa jest:

a) Prostok¡tem [−1, 1]× [−3, 3].

b) Trójk¡tem równobocznym o ±rodku w (0, 0), którego jednym z wierzchoªków jest (1, 0).

Dom 3 (∗2). Udowodnij, »e dla dowolnego p ∈ (1,+∞) funkcja ‖ · ‖p jest norm¡.

Wskazówka: skorzystaj z nierówno±ci Höldera i z faktu, »e dla wykªadników sprz¦»onych

p, q zachodzi p = q(p− 1).

Michaª Jó¹wikowski, 5 pa¹dziernika 2018.


