Rozwiazania zadan z gwiazdka (3 grudnia 2018)

Zadanie 1. (x/2) Udowodnij, ze dla dowolnego p € (1,+o00) funkcja || - ||, jest norma.
Wskazowka: skorzystaj z nier6wnodci Holdera i z faktu, ze dla wyktadnikéw sprzezonych
p, q zachodzi p = q(p — 1).

Rozwigzanie: Korzystajac z nieréwnosci |z + y| < |z| 4 |y| dostajemy
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Zadanie 2. (x) Udowodnij, ze jesli norma || - || spelnia, dla dowolnych x,y € R",
tozsamo$é réwnolegtoboku

lz +yl* + | — yl* = 2]|=|* + 2y] .

To pochodzi od pewnego iloczynu skalarnego.

Rozwigzanie: 7 ¢wiczenn wiemy, ze jesli norma pochodzi od iloczynu skalarnego to
Hz,y) =z +y|> |z -yl .

Wobec tego zdefiniujmy funkcje

fy) == (lz+yl*—z-yl?) .

N

Bedziemy sie starali pokazaé, ze przy spelnionych zaltozeniach zadania f spet-
nia definicje iloczynu skalarnego.  Woéwczas jak tatwo sprawdzi¢ f(x,z) =
1 (lz+z)? = ||z —2|?) = 3]12z|* = ||lz|? a wiec norma | - || pochodzi od ilo-
czynu skalarnego f(-,-).




1. Dodatnia okreslonos¢ wynika wprost z powyzszego rachunku, a symetria jest
oczywista, bo wzor definiujacy f jest symetryczny wzgledem zamiany zmiennych @ i
Y.

2. Sprébujmy sprawdzié, ze f(-, ) jest dwuliniowe. W szczegolnosci musimy pokazac,
ze dla dowolnych @, ',y € R" zachodz f(x + «',y) = f(z,y) + f(«’,y). Na mocy
definicji f(,-) jest to rownowazne tozsamosci

le + 2" +yl?* = o+’ —y|* = o+ y|* = llz - yl* + |2+ y|* — [l=" —y]*.

3. Dodajmy do obu stron wyrazenie ||z—z'+y||*+|z+y|*+|z’'—y||? i uporzadkujmy
wyrazy i dostaniemy, ze powyzsza tozsamosé jest spetniona gdy L = P, gdzie

L= (lz+z" +ylI*+ |z -z +y|*) + (lz+yl* + |z - yl*) + 22" — y|* zas
P=(lz—a" +y|*+ e+ —y?) + (2" + yl* + |2 — y|*) + 2/l + y*

4. Uzywajac tozsamodci rownolegtoboku dla wyrazen w nawiasach otrzymamy, ze
L =P =2|z+y|*+ 2|z + 2||=' — y||*> + 2||z||* + 2||y||*>. Wobec powyzszego
wiemy juz, ze f(-,-) jest addytywne.

5. Aby pokaza¢ liniowos¢ musimy jeszcze wykazaé, ze f(Ax,y) = Af(x,y) dla do-
wolnych x,y € R" i A € R. Z addytywnosci wiemy, ze f(kx,y) = kf(x,y) dla k
naturalnych. Stad tatwo pokazaé, ze f(qx,y) = ¢f(x,y) dla ¢ wymiernych.

6. Przejicie od skalar6w wymiernych do skalaréw rzeczywistych uzasadniamy ciagto-
scig f(-,-), ktora wynika z ciagtoéci normy. O




