
Rozwi¡zania zada« z gwiazdk¡ (3 grudnia 2018)

Zadanie 1. (∗/2) Udowodnij, »e dla dowolnego p ∈ (1,+∞) funkcja ‖ · ‖p jest norm¡.

Wskazówka: skorzystaj z nierówno±ci Höldera i z faktu, »e dla wykªadników sprz¦»onych

p, q zachodzi p = q(p− 1).

Rozwi¡zanie: Korzystaj¡c z nierówno±ci |x+ y| < |x|+ |y| dostajemy
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∑
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∑
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∑
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)1/q
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q(1−p)=p
=

(‖x‖p + ‖y‖p)

(∑
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= (‖x‖p + ‖y‖p) (‖x+ y‖p)p/q .

St¡d

‖x+ y‖p = (‖x+ y‖p)p−p/q ≤ ‖x‖p + ‖y‖p .

Zadanie 2. (∗) Udowodnij, »e je±li norma ‖ · ‖ speªnia, dla dowolnych x,y ∈ Rn,

to»samo±¢ równolegªoboku

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2 .

To pochodzi od pewnego iloczynu skalarnego.

Rozwi¡zanie: Z ¢wicze« wiemy, »e je±li norma pochodzi od iloczynu skalarnego to

4〈x,y〉 = ‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 .

Wobec tego zde�niujmy funkcj¦

f(x,y) :=
1

4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

)
.

B¦dziemy si¦ starali pokaza¢, »e przy speªnionych zaªo»eniach zadania f speª-

nia de�nicj¦ iloczynu skalarnego. Wówczas jak ªatwo sprawdzi¢ f(x,x) =
1
4

(
‖x+ x‖2 − ‖x− x‖2

)
= 1

4‖2x‖
2 = ‖x‖2, a wi¦c norma ‖ · ‖ pochodzi od ilo-

czynu skalarnego f(·, ·).



1. Dodatnia okre±lono±¢ wynika wprost z powy»szego rachunku, a symetria jest

oczywista, bo wzór de�niuj¡cy f jest symetryczny wzgl¦dem zamiany zmiennych x i

y.
2. Spróbujmy sprawdzi¢, »e f(·, ·) jest dwuliniowe. W szczególno±ci musimy pokaza¢,

»e dla dowolnych x,x′,y ∈ Rn zachodzi f(x+ x′,y) = f(x,y) + f(x′,y). Na mocy

de�nicji f(·, ·) jest to równowa»ne to»samo±ci

‖x+ x′ + y‖2 − ‖x+ x′ − y‖2 = ‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 + ‖x′ + y‖2 − ‖x′ − y‖2 .

3. Dodajmy do obu stron wyra»enie ‖x−x′+y‖2+‖x+y‖2+‖x′−y‖2 i uporz¡dkujmy

wyrazy i dostaniemy, »e powy»sza to»samo±¢ jest speªniona gdy L = P , gdzie

L =
(
‖x+ x′ + y‖2 + ‖x− x′ + y‖2

)
+
(
‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2

)
+ 2‖x′ − y‖2 za±

P =
(
‖x− x′ + y‖2 + ‖x+ x′ − y‖2

)
+
(
‖x′ + y‖2 + ‖x′ − y‖2

)
+ 2‖x+ y‖2

4. U»ywaj¡c to»samo±ci równolegªoboku dla wyra»e« w nawiasach otrzymamy, »e

L = P = 2‖x + y‖2 + 2‖x′‖2 + 2‖x′ − y‖2 + 2‖x‖2 + 2‖y‖2. Wobec powy»szego

wiemy ju», »e f(·, ·) jest addytywne.
5. Aby pokaza¢ liniowo±¢ musimy jeszcze wykaza¢, »e f(λx,y) = λf(x,y) dla do-

wolnych x,y ∈ Rn i λ ∈ R. Z addytywno±ci wiemy, »e f(kx,y) = kf(x,y) dla k
naturalnych. St¡d ªatwo pokaza¢, »e f(qx,y) = qf(x,y) dla q wymiernych.

6. Przej±cie od skalarów wymiernych do skalarów rzeczywistych uzasadniamy ci¡gªo-

±ci¡ f(·, ·), która wynika z ci¡gªo±ci normy.


