
II kolokwium zad 4 � rozwi¡zanie wzorcowe i zasady ocenia-

nia.

Dyfeomor�zm F : U → R+×R+ klasy C1 okre±lony na zbiórze otwartym U ⊂ R2 speªnia

nast¦puj¡ce warunki

a) F odwzorowuje punkt (x0, y0) ∈ U na punkt (1, 2).

b) Macierz ró»niczki F w punkcie (x0, y0) w standardowych bazach jest równa

DF (x0, y0) =

(
−1 3
3 1

)
.

c) F odwzorowuje podzbiory A ⊂ U i B ⊂ U na zbiory, odpowiednio, F (A) = {(v, w) ∈
R+ × R+ | vw2 = 4} i F (B) = {(v, w) ∈ R+ × R+ | v2 − 1

2w
2 = −1}.

Wyka», »e zbiory A i B s¡ rozmaito±ciami zanurzonymi, które przecinaj¡ si¦ w punkcie

(x0, y0) pod k¡tem prostym.

Zasady oceniania

Do zdobycia byªo 10 punktów. Oceniaj¡c zadania przyj¡ªem nast¦puj¡ce kryteria:

• 2 punkty. Sprawdzenie, »e F (A) i F (B) s¡ rozmaito±ciami.

• 2 punkty. Uzasadnienie, »e z powy»szego wynika, »e A i B równie» s¡ rozmaito-

±ciami.

• 2 punkty. Sprawdzenie, »e F (A) i F (B) przecinaj¡ si¦ pod k¡tem prostym.

• 4 punkty. Uzasadnienie, »e z powy»szego wynika, »e równie» A i B przecinaj¡ si¦

pod k¡tem prostym.

• W praktyce mo»na zrobi¢ zadanie bezpo±rednio nie odwoªuj¡c si¦ do powy»szych

punktów dotycz¡cych F (A) i F (B). W takim przypadku przyjmowaªem 4 punktów

za sprawdzenie »e A i B s¡ rozmaito±ciami i 6 za uzasadnienie ich prostopadªo±ci.

• za mniejsze lub wi¦ksze usterki w poszczególnych punktach obcinaªem pojedyncze

punkty.

• za mniejsze lub wi¦ksze ±lady dobrych pomysªów dodawaªem pojedyncze punkty.

Rozwi¡zanie wzorcowe (szkic)

1. Zauwa»my, »e F (A) i F (B) s¡ rozmaito±ciami. Standardowe uzasadnienie odwoªuje

si¦ do TFU. Zde�niujmy f1 : R2 → R i f2 : R2 → R wzorami f1(v, w) = vw2 − 4 i

f2(v, w) = v2 − 1
2w

2 + 1. �atwo sprawdzi¢, »e gradient ∇f1(v, w) = [w2, 2vw] nie



znika na F (A) = {(v, w) | f1(v, w) = 0} i podobnie ∇f2(v, w) = [2v,−w] nie znika
na F (B) = {(v, w) | f2(v, w) = 0}.
Inny sposób to zauwa»y¢, »e F (A) i F (B) s¡ wykresami funkcji gªadkich, odpo-

wiednio, v 7→ 2√
v
oraz v 7→

√
2(1 + v2).

2. Poniewa» F jest dyfeomor�zmem, i F (A) byªo rozmaito±ci¡ to A te» ni¡ b¦dzie (i

analogicznie dla B). Wi¦kszo±¢ uzasadnie« powoªywaªa si¦ na fakt (który byª dowo-

dzony w niektórych grupach ¢wiczeniowych), »e dyfeomor�zm (w tym przypadku

F−1) przeksztaªca rozmaito±ci w rozmaito±ci.

Bezpo±rednio fakt, »e A (i analogicznie B) jest rozmaito±ci¡ ªatwo uzasadni¢ na-

st¦puj¡cym argumentem: je±li zbiór F (A) jest opisany równaniem f1(v, w) = 0, to
zbiórA jest opisany równaniem ψ1(x, y) := f1(F (x, y)) = 0. Teraz je±li∇f1(v, w) 6=
[0, 0] dla (v, w) ∈ F (A) to tak»e ∇ψ1(x, y) = ∇f1(v, w)DF (x, y) 6= [0, 0] dla

(x, y) ∈ A i (v, w) = F (x, y), bo DF (x, y) jest nieosobliwe, a zatem na mocy

TFU A jest rozmaito±ci¡.

3. Wektory ∇f1(1, 2) = [4, 4] i ∇f2(1, 2) = [2,−2] s¡ wzajemnie prostopadªe, zatem

odpowiednie przestrzenie styczne T(1,2) F (A) = spanR{[1,−1]} i T(1,2) F (B) =
spanR{[1, 1]} te» s¡ prostopadªe.

4. Prostopadªo±¢ A i B mo»na uzasadni¢ dwojako. Pierwszy sposób: F−1 prze-

ksztaªca F (A) i F (B) na, odpowiednio, A i B, a zatem ró»niczka D(2,1)F
−1 =

1
10

(
−1 3
3 1

)
przeksztaªca przestrzenie styczne T(1,2) F (A) i T(1,2) F (B) na, od-

powiednio, T(x0,y0)A i T(x0,y0)B. Ten fakt nie byª dowodzony na wykªadzie,

ale uznaªem go za w miar¦ oczywisty. Czyli T(x0,y0)A = spanR{ 1
10 [−4, 2]} i

T(x0,y0)B = spanR{ 1
10 [2, 4]}. S¡ one oczywi±cie prostopadªe.

Sposób bezpo±redni odwoªuje si¦ do drugiej cz¦±ci punktu 3 i nie wymaga liczenia

ró»niczki F−1. Gradienty funkcji ψ1 = f1(F ) i ψ2 = f2(F ) de�niuj¡cych A i B w

punkcie (x0, y0) to, odpowiednio

[4, 4]

(
−1 3
3 1

)
= [8, 16] i [2,−2]

(
−1 3
3 1

)
= [−8, 4]

i s¡ one wzajemnie prostopadªe, st¡d odpowiednie przestrzenie styczne te».
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