II kolokwium zad 4 — rozwigzanie wzorcowe i zasady ocenia-
nia.

Dyfeomorfizm F : U — R4 xR, klasy C! okreslony na zbiérze otwartym U C R? spelnia
nastepujace warunki

a) F odwzorowuje punkt (xo,y0) € U na punkt (1,2).

b) Macierz rozniczki F' w punkcie (xq,yo) w standardowych bazach jest rowna
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c¢) F odwzorowuje podzbiory A C U i B C U na zbiory, odpowiednio, F(A) = {(v,w) €

Ry xRy [ow? =4} i F(B) = {(v,w) € Ry xRy | v? — Jw? = —1}.

Wykaz, ze zbiory A i B sg rozmaitosciami zanurzonymi, ktore przecinajg sie w punkcie
(x0,y0) pod katem prostym.

Zasady oceniania

Do zdobycia byto 10 punktéw. Oceniajac zadania przyjatem nastepujace kryteria:

e 2 punkty. Sprawdzenie, ze F'(A) i F(B) sa rozmaitosciami.

2 punkty. Uzasadnienie, ze z powyzszego wynika, ze A i B réwniez sg rozmaito-
Sciami.
e 2 punkty. Sprawdzenie, ze F(A) i F(B) przecinaja si¢ pod katem prostym.

e 4 punkty. Uzasadnienie, ze z powyzszego wynika, ze rowniez A i B przecinaja sie
pod katem prostym.

e W praktyce mozna zrobi¢ zadanie bezposrednio nie odwotujac sie do powyzszych
punktow dotyczacych F(A) i F(B). W takim przypadku przyjmowatem 4 punktow
za sprawdzenie ze A 1 B sa rozmaito$ciami i 6 za uzasadnienie ich prostopadtosci.

e za mniejsze lub wicksze usterki w poszczegodlnych punktach obcinatem pojedyncze
punkty.

e za mniejsze lub wieksze §lady dobrych pomystéw dodawalem pojedyncze punkty.

Rozwiazanie wzorcowe (szkic)

1. Zauwazmy, ze F'(A) i F'(B) sa rozmaitosciami. Standardowe uzasadnienie odwoluje
sie do TFU. Zdefiniujmy f1 : R?2 = Ri fo : R? = R wzorami fi(v,w) = vw? — 4 i
fo(v,w) = v? — Lw? + 1. Latwo sprawdzi¢, ze gradient Vfi(v,w) = [w?, 2vw] nie



znika na F'(A) = {(v,w) | fi(v,w) = 0} i podobnie V fa(v,w) = [2v, —w] nie znika
na F(B) = {(v,w) | fa(v,w) = 0}.
Inny sposob to zauwazy¢, ze F(A) i F(B) sa wykresami funkcji gtadkich, odpo-

wiednio, v — % oraz v+ /2(1 4 v?).

. Poniewaz F jest dyfeomorfizmem, i F(A) bylo rozmaitoscia to A tez nia bedzie (i
analogicznie dla B). Wigkszos¢ uzasadnien powotywata sie na fakt (ktory byt dowo-
dzony w niektorych grupach éwiczeniowych), ze dyfeomorfizm (w tym przypadku
F~1) przeksztatca rozmaitogci w rozmaitosci.

Bezposrednio fakt, ze A (i analogicznie B) jest rozmaitoscia tatwo uzasadnié na-
stepujacym argumentem: jesli zbior F'(A) jest opisany rownaniem fi(v,w) = 0, to
zbiér A jest opisany rownaniem 91 (z,y) := f1(F(z,y)) = 0. Teraz jesli V f1 (v, w) #
[0,0] dla (v,w) € F(A) to takze Vii(z,y) = Vfi(v,w)DF(z,y) # [0,0] dla
(x,y) € Ai (v,w) = F(z,y), bo DF(z,y) jest nieosobliwe, a zatem na mocy
TFU A jest rozmaitoscig.

. Wektory Vfi(1,2) = [4,4] i Vfa(1,2) = [2, —2] sa wzajemnie prostopadle, zatem
odpowiednie przestrzenie styczne T(; o) F'(A) = spang{[l,—1]} i T(19) F(B) =
spang{[1, 1]} tez sa prostopadte.

. Prostopadtos¢ A i B mozna uzasadni¢ dwojako. Pierwszy sposob: F~! prze-
ksztalca F(A) 1 F(B) na, odpowiednio, A i B, a zatem rézniczka Do F~1 =
% <_1 3) przeksztalca przestrzenie styczne T(j 9y FI(A) i T(q9) F(B) na, od-
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powiednio, T B. Ten fakt nie byl dowodzony na wyktadzie,
ale uznalem go za w miar¢ oczywisty. Czyli T

Z0,%0) A = SpanR{%[_47 2]} i
T (zo,y0) B = spanR{%[Q, 4]}. Sa one oczywiscie prostopadte.

Sposoéb bezposredni odwotuje sie do drugiej czedci punktu 3 i nie wymaga liczenia
rozniczki F~1. Gradienty funkcji v = f1(F) i ¥ = fo(F) definiujacych Ai B w
punkcie (g, yo) to, odpowiednio

14, 4] <‘31 i’):[g,m] 2,2 (‘31 i’):[—s,zq

i sa one wzajemnie prostopadte, stad odpowiednie przestrzenie styczne tez.

Michat Jozwikowski, 24 grudnia 2018.



