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AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3)� zadania przygotowawcze do
II kolokwium

Ekstrema funkcji wielu zmiennych, ekstrema lokalne

Standardowe typy zada«:

• Wyznaczanie punktów krytycznych funkcji.

• Obliczanie kresów funkcji na danym zbiorze (przypadki zwarte i niezwarte).

• Obliczanie odlegªo±ci pomi¦dzy dwoma zbiorami.

• Badanie lokalnego charakteru punktów krytycznych.

Co nale»y wiedzie¢:

• Zna¢ Tw. Weierstrassa.

• Zna¢ zasad¦ Fermata (warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego).

• Umie¢ wykorzysta¢ cz¦±ciow¡ wiedz¦ o gradiencie (np. badanie znaków jednej z pochodnych cz¡st-
kowych) aby zaw¦zi¢ szukanie ekstremów do pewnych podzbiorów.

• Zna¢ warunki konieczne (dodatnia lub ujemna póªokre±lono±¢ drugiej ró»niczki) i dostatecznie
(dodatnia lub ujemna okre±lono±¢ drugiej ró»niczki) istnienia ekstremum lokalnego. Zna¢ warunek
dostateczny nieistnienia (niekore±lono±¢ drugiej ró¹niczki) ekstremum lokalnego.

• Umie¢ policzy¢ punkty krytyczne i macierz drugiej ró»niczki.

• Umie¢ sprawdzi¢ okre±lono±¢ macierzy drugiej ró»niczki w punkcie (kryterium Sylvestera, znaki
warto±ci wªasnych, lub posta¢ kanoniczna odpowiedniej formy kwadratowej).

• W przypadku gdy badanie macierzy 2giej ró»niczki nie daje wiedzy o lokalnym ekstremum, umie¢
zbada¢ istnienie ekstremum innymi metodami.

Zadanie 1. Znajd¹ najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ warto±¢ funkcji f(x, y, z) = z sin(x2 + y2)
na zbiorze D = {(x, y, z) ∈ R3 | z2 ≤ x2 + y2 ≤ 1}.
Zadanie 2. Oblicz supremum funkcji

f(x, y) =
(x2 + y2 − x)(1− x)2

(x− y)2

na zbiorze niezwartym A = {(x, y) | x2 − 2x+ y2 ≥ 0, 0 ≤ x < 1, 0 < y ≤ 1}.
Zadanie 3. Wyznacz kresy funkcji f(x, y) = x2y

x+1e
−xy na zbiorze A = {(x, y) | 0 ≤ y ≤

x}.
Zadanie 4. Wyznacz kresy funkcji f(x, y) = ln(1+x2 +y2) na zbiorze B = {(x, y) | x2 +
y2 ≤ 1 i x ≤ y}.
Zadanie 5. Wyznacz kresy funkcji f(x, y) = y−x

x4+1
na zbiorze A = {(x, y) | x ≥ y ≥ 0}.

Zadanie 6. Znajd¹ odlegªo±¢ pomi¦dzy gaª¦zi¡ hiperboli H = {(x, y) | xy + x + y =
0 i x > −1} i prost¡ L = {(x, y) | x+ 2y + 1 = 0}.
Zadanie 7. Znale¹¢ punkty zerowanie si¦ gradientu funkcji f i wyja±ni¢, w których z

nich ma ona lokalne minima, maksima, a w których nie ma lokalnego ekstremum.

a) f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 + 2x+ 4y − 6z,

b) f(x, y) = x3 + 3xy2 − 15x− 12y,
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c) f(x, y, z) = x3 + y2 + z2 + 12xy + 2z,

d) f(x, y, z) = xy2z3(6− x− 2y − 3z),

e) f(x, y) = 3x8 + 3y8 + 8x3y3,

f) f(x, y) = x5y7(13− x− y),

g) f(x, y, z) = x+ 4y2

x + z2

y + 2
z ,

h) f(x, y, z) = 2x
2

y + y2

z + 8z2 − 8x,

i) f(x, y) = −x4 + y4 + 4x2y − 2y2.

Zadanie 8. Wykaza¢, »e funkcja F (x, y) = (1 + ey) cosx − yey ma niesko«czenie wiele

maksimów lokalnych, chocia» nie ma »adnego minimum lokalnego.

Zadanie 9. Funkcja f : R2 → R jest dwukrotnie ró»niczkowalna i speªnia w ka»dym

punkcie nierówno±¢ fxx + fyy > 0. Przypu±¢my, »e f ma tylko niezdegenerowane punkty

krytyczne (tzn. w ka»dym punkcie krytycznym macierz hesjanu f jest nieosobliwa).

Wykaza¢, »e f nie mo»e mie¢ maksimów lokalnych.

Zadanie 10. Dla jakich a ∈ R funkcja fa(x, y) = cos(x + y) + a tg(xy) ma w punk-

cie (0, 0) lokalne maksimum, dla jakich lokalne minimum, a dla jakich nie ma w (0, 0)
ekstremum lokalnego.
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Odpowiedzi i wskazówki:
Zadanie 1. Brak punktów krytycznych we wn¦trzu. Maksimum sin(1), minimum − sin(1).
Zadanie 2. supA f = f(0, 1) = 1; badanie znaku pochodnej f ′y pokazuje, »e maksimum jest przyjmowane na
prostej x+ y = 1.
Zadanie 3. Pochodna f ′y jest dodatnia dla xy < 1 i ujemna dla xy > 1. St¡d kres górny jest przyjmowany na
odcinku {(x, x) | 0 < x ≤ 1} lub na fragmencie hiperboli {(x, y) | xy = 1 i x ≥ 1}, za± kres dolny na prostej y = 0
lub póªprostej {(x, x) | x > 1}. infA f = 0, supA f = 1

e
.

Zadanie 4. Nic nie trzeba liczy¢ (logarytm jest rosn¡cy): supB f = ln(2), infB f = 0.
Zadanie 5. Pochodna f ′y jest stale dodatnia, st¡d kresu górnego trzeba szuka¢ na prostej x = y a dolnego na

postej y = 0: supA f = 0, infA f = −
4√27
4

.
Zadanie 6. Hiperbol¦ mo»na opisa¢ jako (x+ 1)(y + 1) = 1, x+ 1 > 0. Zatem punkty hiperboli mo»emy opisa¢

jako
(

1
y+1
− 1, y

)
, gdzie y+ 1 > 0, za± punkty prostej mo»na sparametryzowa¢ jako (−2t− 1, t). Musimy znale¹¢

minimum funkcji ∥∥∥∥( 1

y + 1
− 1, y

)
− (−2t− 1, t)

∥∥∥∥ =

√(
2t+

1

y + 1

)2

+ (y − t)2

na zbiorze y > −1 i t ∈ R. Rozwi¡zanie: t = 1
10

(−2− 3
√

2), y = 1
2

(−2 +
√

2). Minimum 4
5

(3− 2
√

2).
Zadanie 7. (a) (−1, 2, 3) lok. min.; (b) (−2,−1) lok. maks., (−1,−2) brak, (1, 2) brak, (2, 1) lok min.; (c)
(0, 0,−1) brak, (24,−144,−1) lok. min.; (d) (x, y, 0) brak; (x, 0, z) lok. min. gdy sgn(xz3(6 − x − 3z)) = 1
lok. max gdy sgn(xz3(6 − x − 3z)) = −1 brak gdy sgn(xz3(6 − x − 3z)) = 0; (0, 3 − 3z

2
, z) brak ; ( 6

7
, 6
7
, 6
7

) lok.
maks.; (e) (0, 0) brak, (1,−1) lok.min., (−1, 1) lok. min.; (f) (5, 7) lok. maks., (0, y) brak, (x, 0) brak; (g)
(− 1√

2
,− 1

2
√
2
,− 1√

2
) lok. maks., ( 1√

2
, 1
2
√
2
, 1√

2
) lok. min.; (h) (8, 4, 1) lok. min.; (i) (0, 0) brak, (0,−1) brak,

(0, 1) lok. min.
Zadanie 8. Punkty krytyczne to (2kπ, 0) i ((2k+1)π,−2), gdzie k ∈ Z. �atwo sprawdzi¢, »e w punkcie pierwszego
rodzaju macierz hesjanu jest ujemnie okre±lona, a w punkcie drugiego rodzaju jest nieokre±lona.
Zadanie 9. Gdyby f miaªo maksimum lokalne w (x, y), wówczas macierz hesjanu powinna by¢ ujemnie okre±lona.
W szczególno±ci z kryterium Sylvestera fxx < 0 i fxxfyy − (fxy)2 > 0. Tymczasem wobec zaªo»e« zadania
fyy > −fxx > 0. St¡d wynika, »e wyznacznik macierzy drugich pochodnych fxxfyy − (fxy)2 jest ujemny.
Sprzeczno±¢.

Zadanie 10. �atwo policzy¢, »e ∇fa(0, 0) = [0, 0] i D2fa(0, 0) = 1
2

(
−1 a− 1
a− 1 −1

)
(najªatwiej to pokaza¢ z

rozwini¦cia Taylora). �atwo sprawdzi¢, »e macierz ta jest ujemnie okre±lona dla a ∈ (0, 2) (lokalne maksimum),

nieokre±lona dla a ∈ (−∞, 0) ∪ (2,∞) (brak ekstremum) i okre±lona niedodatnio dla a = 0 i a = 2. Ostatnie

dwa przypadki wymagaj¡ dokªadniejszego zbadania. Dla a = 0 mamy f0(x, y) = cos(x + y) i mamy maksimum

lokalne w zerze, bo warto±ci kosinusa s¡ nie wi¦ksze ni» 1 = f0(0, 0). Dla a = 2 rozwini¦cie Taylora rz¦du 4 daje

f2(x, y) = 1 − 1
2

(x − y)2 + 1
4!

(x + y)4 + R4(x, y). Wida¢, »e na prostej y = x osi¡gniemy warto±ci wi¦ksze ni» 1

w otoczeniu (0, 0), a zatem f2 nie ma lokalnego ekstremum w (0, 0).
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Przestrzenie styczne

Standardowe typy zada«:

• wyznacz przestrze« styczn¡ (sto»ek styczny) do danego zbioru.

• Wyznacz kierunek najszybszego wzrostu/ spadku funkcji.

• Zbadaj zachowanie si¦ poziomic funkcji.

Co nale»y wiedzie¢:

• Wiedzie¢, »e gradient wyznacza kierunek najszybszego wzrostu/spadku funkcji.

• Umie¢ obliczy¢ pochodn¡ kierunkow¡ znaj¡c gradient.

• Zna¢ zwi¡zek gradientu z przestrzeni¡ styczn¡ do poziomicy (pami¦ta¢ o zaªo»eniach!).

• Umie¢ napisa¢ równanie prostej/pªaszczyzny prostopadªej do danego wektora i przchodz¡cej przez
dany punkt.

• Umie¢ policzy¢ przestrze« styczn¡ do krzywej danej parametrycznie.

• Umie¢ policzy¢ przestrze« (sto»ek) styczn¡ do prostego zbioru korzystaj¡¢ z de�nicji.

Zadanie 1. Znajd¹ przestrze« styczn¡ do zbioru {(x, y) | y2− y > |x|} w punkcie (0, 1).
Zadanie 2. Znajd¹ przestrze« styczn¡ do zbioru A = {(x, y) | x(x2− 4y2)(x− y3) = 0}
w punkcie a = (0, 0).
Zadanie 3. Wyznacz prost¡ styczn¡ w punkcie P = (1, 1, 0) do krzywej opisanej

parametrycznie

K = {(t2, t3, sin(πt)) | t ∈ R} .
Zadanie 4. Napisa¢ równanie prostej stycznej w punkcie P = (2,−3) do krzywej

opisanej równaniem f(x, y) = x4 + xy + y2 − 19 = 0.
Zadanie 5. Wyznacz równanie pªaszczyzny przechodz¡cej przez punkt (1, 1, 3) i stycznej
do powierzchni z = 2x2 + y2 w R3.

Zadanie 6. Wyka», »e poziomice funkcji f(x, y) = xy2 i g(x, y) = x2− 1
2y

2 s¡ wzajemnie

ortogonalne.

Zadanie 7. Niech A b¦dzie podzbiorem w Rn i niech ci¡g xn ∈ A realizuje wektor

styczny v ∈ TpA, tzn. xn → p oraz xn−p
‖xn−p‖ →

v
‖v‖ . Wyka», »e dla dowolnej funkcji

f : Rn → R klasy C1 zachodzi równo±¢:

lim
n→∞

f(xn)− f(p)

‖xn − p‖
=

1

‖v‖
〈∇f(p),v〉 .

Zadanie 8. Rozwa»my punkt p ∈ Rn i niech f : Rn → R b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡,

tak¡ »e∇f(p) 6= 0. Wyka», »e przestrze« styczna do zbioruW = {x ∈ Rn | f(x) ≥ f(p)}
w punkcie p to

TpW = {v ∈ Rn | 〈∇f(p),v〉 ≥ 0} .
Zadanie 9. Grzbiet górski mo»na opisa¢ jako wykres pewnej funkcji gªadkiej f : R2 → R.
Wiadomo, »e∇f(a, b) = [3, 2]. Wska» kierunek najwi¦kszej stromizny grzbietu w punkcie

(a, b), kierunek styczny do poziomicy w tym punkcie i oblicz k¡t nachylenia stoku w

kierunku póªnoco-wschodnim (wektor [1, 1]) w tym punkcie.

Zadanie 10. Niech a > 0. Dowie±¢, »e pªaszczyzny styczne do powierzchni S =
{(x, y, z) |

√
x +
√
y +
√
z =

√
a} odcinaj¡ na osiach wspóªrz¦dnych odcinki, których

suma dªugo±ci jest staªa.
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Odpowiedzi i wskazówki:
Zadanie 1. {[a, b] | b ≥ |a|}.
Zadanie 2. A jest sum¡ zbiorów x = 0, x = 2y, x = −2y i x = y3. St¡d przestrze« styczna w (0, 0) to suma
przestrzeni {[0, a] | a ∈ R}, {[2a, a] | a ∈ R}, {[−2a, a] | a ∈ R} i {[0, a] | a ∈ R} .
Zadanie 3. Wektor styczny do K w punkcie P to [2, 3,−π] (pochodna krzywej t 7→ (t2, t3, sin(πt)) w t = 1),
st¡d prosta w postaci parametrycznej to {(1, 1, 0) + λ[2, 3,−π] | λ ∈ R}. Odpowiednie równania to na przykªad
3x− 2y = 1 i πx+ 2z = π.
Zadanie 4. 29x− 4y = 70.
Zadanie 5. 4x+ 2y − z = 3.
Zadanie 6. Zbada¢ prostopadªo±¢ gradientów ∇f = [y2, 2xy] i ∇g = [2x,−y].
Zadanie 7. Rozwi« f(xn) = f(p + (xn − p)) w szereg Taylora wokóª p.

Zadanie 8. Je±li ci¡g xn → p elementów z W wyznacza wektor styczny v (tzn. xn−p
‖xn−p‖ →

v
‖v‖ ) to

0 ≤ f(xn)−f(p)
‖xn−p‖ → 〈∇f(p), v

‖v‖ 〉 (poprzednie zadanie). Z twierdzenia o zachowaniu nierówno±ci sªabej mamy

zawieranie �⊂�. Je±li 〈∇f(p),v〉 > 0, to dla dostatecznie maªych t > 0 punkty krzywej p+ t ·v le»¡ w W , a zatem
v jest realizowany jako wektor styczny do W w p na przykªad przez ci¡g xn = p + 1

n
· v. Wektory speªniaj¡ce

〈∇f(p),v〉 = 0 s¡ realizowane przez punkty z poziomicy {x | f(x) = f(p)} ⊂W .
Zadanie 9. Kierunek najszybszego wzrostu jest wyznaczony przez gradient [2, 3]. Kierunek styczny do pozio-
micy jest prostopadªy do gradientu, czyli [−3, 2]. Pochodna kierunkowa w kierunku [1, 1] to produkt skalarny
〈[2, 3], [1, 1]〉 = 5. Tangens konta nachylenia w tym kierunku to 5

‖[1,1]‖ = 5√
2
.

Zadanie 10. Równanie pªaszczyzny stycznej do S w (x0, y0, z0) to x√
x0

+ y√
y0

+ z√
z0

=
√
a. Pªaszczyzna

ta przecina osie wspóªrz¦dno±ciowe w punktach (
√
a
√
x0, 0, 0), (0,

√
a
√
y0, 0) i (0, 0,

√
a
√
z0). Suma niezerowych

wspóªrz¦dnych to a.
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Wy»sze pochodne, wzór Taylora

Standardowe typy zada«:

• Rozstrzygnij, czy dana funkcja jest gªadka.

• Wyznacz wy»sz¡ pochodn¡ funkcji.

• Rozwi« dan¡ funkcj¦ w szereg Taylora.

Co nale»y wiedzie¢:

• Zna¢ de�nicj¦ funkcji klasy Ck dla k = 1, 2, . . . ,∞.

• Rozumie¢ notacj¦ wielowska¹nikow¡ Dαf , gdzie α = (α1, α2, . . . , αn).

• Zna¢ twierdzenie o szeregu Taylora dla funkcji wielu zmiennych (w szczególno±ci zwi¡zek mi¦dzy
wspóªczynnikami szeregu Taylora a pochodnymi cz¡stkowymi funkcji i pami¦ta¢ o zaªo»eniach).

• Wiedzie¢, »e rozwini¦cie funkcji w szereg Taylora jest jednoznaczne (o ile istnieje).

• Wiedzie¢, »e na szeregach Taylora mo»na wykonywa¢ podstawowe operacje arytmetyczne i operacje
skªadania o ile umie si¦ dobrze kontrolowa¢ reszty (to wynika z punktu poprzedniego).

• Zna¢ wersj¦ twierdzenia Lagrange'a o warto±ci ±redniej dla funkcji wielu zmiennych.

• Zna¢ twierdzenia Schwartza o symetrii drugiej ró»niczki i o symetrii pochodnych mieszanych.

Zadanie 1. Wyka», »e funkcja f : R2 → R dana wzorem

f(x, y) =

{
e
−1

x2+y2 dla (x, y) 6= (0, 0),

0 dla (x, y) = (0, 0)

jest klasy C∞(R2,R).
Zadanie 2. Czy istnieje funkcja ró»niczkowalna dla której

∇f(x, y) = [sin(xy), cos(xy)] ?

Zadanie 3. Jaki warunek musi speªnia¢ funkcja ró»niczkowalna g : R2 → R aby wektor

g(x, y)[2x,−y]

mógª by¢ gradientem pewnej funkcji f ∈ C2(R2,R)? Wyka», »e takie f jest postaci

f(x, y) = φ(x2 − 1
2y

2) dla pewnej funkcji φ : R→ R klasy C2(R,R).
Zadanie 4. Laplasjanem funkcji f : R3 → R nazywamy wyra»enie

4f(x, y, z) :=
∂2f

∂x2
(x, y, z) +

∂2f

∂y2
(x, y, z) +

∂2f

∂z2
(x, y, z) .

Rozstrzygnij dla jakich warto±ci parametru k ∈ R laplasjan funkcji fk(x, y, z) = (x2 +
y2 + z2)k okre±lonej na R3 \ {0} znika w caªej dziedzinie.

Zadanie 5. Obliczy¢ wielomian Taylora stopnia 4 funkcji f(x, y) = cos(xy2)− sin(x2y)
w punkcie (0, 0).
Zadanie 6. Dla k ∈ N znajd¹ wy»sz¡ pochodn¡ cz¡stkow¡ D(k,2k)f funkcji f(x, y) =
arctg(xy2) w punkcie (0, 0).
Zadanie 7. Znajd¹ wy»sze pochodne cz¡stkowe D(α,β)f(0, 0) funkcji f(x, y) = cos[2x+
3y] dla wszystkich α, β ∈ N.
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Zadanie 8. Obliczy¢ wielomian Taylora stopnia 3 w punkcie a = (1, 1) funkcji f(x, y) =
x
y −

y
x .

Zadanie 9. Obliczy¢ wielomian Taylora stopnia 2 funkcji x tg(y + z) + y tg(z + x) +
z tg(x+ y) w punkcie a = (π4 ,−

π
4 , 0).

Zadanie 10. Dana jest funkcja f ∈ C2(R2,R) taka, »e

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)− tg(x) sin(y)

x2 + y2
= 0 .

Oblicz fxy(0, 0).
Zadanie 11. Funkcja f ∈ C2(R2,R) speªnia zale»no±¢

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)− ln(1 + 3x) cos(y)

x2 + y2
= 1 .

Oblicz fxx(0, 0).
Zadanie 12. Funkcja f : Rn → R jest dwukrotnie ró»niczkowalna i ma t¦ wªasno±¢

»e jej macierz drugiej pochodnej jest dodatnio okre±lona w ka»dym punkcie. Wyka»,

»e w dowolnym punkcie v ∈ Rn wykres f le»y powy»ej pªaszczyzny stycznej do niego

przechodz¡cej przez (v, f(v)).
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Odpowiedzi i wskazówki:

Zadanie 1. Wszystkie pochodne cz¡stkowe f(x, y) dla (x, y) 6= 0 s¡ postaci w(x, y) exp[− 1
x2+y2

], gdzie w ∈ R[x, y]

jest wielomianem (klasa funkcji tego typu jest zamkni¦ta na ró»czniczkowanie cz¡stkowe). Ka»da z takich funkcji
ma granic¦ 0 przy (x, y)→ (0, 0). Przez indukcj¦ ªatwo pokaza¢, »e wszystkie pochodne cz¡stkowe f(x, y) w (0, 0)

s¡ równe 0: kolejne ró»niczkowanie np. po x to granica postaci limx→0

w(x,0) exp[− 1
x2+02

]−0

x
= 0.

Zadanie 2. Nie. Funkcja tak okre±lona byªaby klasy C∞ (wystarczy C2), bo pochodne cz¡stkowe f ′x = sin(xy)
i f ′y = cos(xy) s¡ klasy C∞. Na mocy tw. Schwartza powinni±my mie¢ zatem równo±¢ pochodnych mieszanych
f ′′xy = f ′′yx, co nie zachodzi.

Zadanie 3. Na mocy tw. Schwartza (f jest klasy C2) powinni±my mie¢ 2xg′y = f ′′yx = f ′′xy = −yg′x, a zatem
warunkiem koniecznym jest 2xg′y + yg′x = 0. Teraz mo»emy post¦powa¢ na dwa sposoby. 1. Pokaza¢, »e wówczas

g(x, y) = ψ(x2− 1
2
y2), mianowicie sprawdzamy, »e dla dowolnego ustalonego sensownego c funkcja g(x,

√
2x2 − 2c)

jest staªa, st¡d mo»emy zde�niowa¢ ψ(c) = g(x,
√

2x2 − 2c) i wówczas podstawiaj¡c y =
√

2x2 − 2c mamy
g(x, y) = ψ(x2− 1

2
y2). Dalej f ′x = g(x, y)2x = ψ(x2− 1

2
y2)·(x2− 1

2
y2)′x i f

′
y = −g(x, y)y = ψ(x2− 1

2
y2)·(x2− 1

2
y2)′y .

St¡d f(x, y) = φ(x2 − 1
2
y2), gdzie φ(·) to funkcja pierwotna ψ(·). 2. Mo»emy od razu zauwa»y¢, »e warunek

zadania implikuje, »e f speªnia równanie 2xf ′y + yf ′x = 0 i rozwi¡za¢ je tak jak poprzednio analogiczne równanie
na g.
Zadanie 4. k = 0 lub k = − 1

2
.

Zadanie 5. 1− x2y.
Zadanie 6. arctg(xy2) =

∑∞
i=0(−1)i

(xy2)2i+1

2i+1
. St¡d wida¢, »e niezerowe s¡ tylko pochodne D(k,2k)f(0, 0) dla

k = 2i+ 1. Wspóªczynnik przy wyrazie xky2k w rozwini¦ciu Taylora powinien wynosi¢ 1
k!·2k!D

(k,2k)f(0, 0), st¡d

D(2i+1,4i+2)f(0, 0) = (−1)i
(2i+1)!(4i+2)!

4i+2
i D(2i,4i)f(0, 0) = 0.

Zadanie 7. cos[2x + 3y] =
∑∞
i=0(−1)i

(2x+3y)2i

(2i)!
=
∑∞
i=0(−1)i 1

(2i)!

∑2i
s=0

(2i
s

)
2sxs32i−sy2i−s. St¡d niezerowe

pochodne to D(s,2i−s)f(0, 0) = s!(2i − s)!(−1)i 1
(2i)!

(2i
s

)
2s32i−s = (−1)i2s32i−s. Inny sposób zauwa»y¢, »e

pochodne nieparzystego stopnia s¡ postaci a sin[2x + 3y], za± pochodne parzystego stopnia ∂2if
∂ix∂2i−sy

(x, y) =

(−1)i2i32i−s cos[2x+ 3y].

Zadanie 8. Chcemy rozwin¡¢ f(1 + h, 1 + s) = 1+h
1+s
− 1+s

1+h
w szereg Taylora stopnia 3 w zmiennych h i s

wokóª h = s = 0. Mamy 1+h
1+s
− 1+s

1+h
= (1 + h)(1 − s + s2 − s3 + o(s3)) − (1 + s)(1 − h + h2 − h3 + o(h3)) =

2h− 2s− h2 + s2 − h3 − s3 − h2s+ hs2 + o(|h|3 + |s|3).
Zadanie 9. f(π

4
+ h,−π

4
+ s, 0 + t) = (π

4
+ h) tg(−π

4
+ s + t) + (−π

4
+ s) tg(π

4
+ h + t) + t tg(h + s) =

(π
4

+ h)(−1 + 2s+ 2t) + (−π
4

+ s)(1 + 2h+ 2s) + t(h+ s) + r2(h, t, s).
Zadanie 10. Funkcje f(x, y) i tg(x) sin(y) maj¡ takie same rozwini¦cie Taylora rz¦du 2.
Zadanie 11. Funkcje f(x, y) i ln(1 + 3x) cos(y) + x2 + y2 maj¡ takie same rozwini¦cie Taylora rz¦du 2.

Zadanie 12. Pªaszczyzna styczna do wykresu f w punkcie (v, f(v)) to {(w, f(v) + 〈∇f(v),w〉) | w ∈ Rn}. Z

rozwini¦cia Taylora i zaªo»e« zadania f(v + w) ≥ f(v) + 〈∇f(v),w〉.
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Twierdzenie o funkcji odwrotnej, dyfeomor�zmy

Standardowe typy zada«:

• Sprawd¹ czy dane odwzorowanie jest (lokalnym) dyfeomor�zmem.

• Dokonaj zamiany zmiennych w wyra»eniach zawieraj¡cych pochodne.

• Znajd¹ dyfeomor�zm pomi¦dzy zadanymi zbiorami.

Co nale»y wiedzie¢:

• Zna¢ twierdzenie o funkcji odwrotnej (w szczególno±ci umie¢ sprawdzi¢ »e speªnione s¡ zaªo»enia
i obliczy¢ pochodn¡ odwzorowania odwrotnego).

• Zna¢ de�nicj¦ dyfeomor�zmu i umie¢ sprawdzi¢ czy dane odwzorowanie jest dyfeomor�zmem.

• Wiedzie¢ »e zªo»enie dyfeomor�zmów i odwrotno±¢ dyfeomor�zmu s¡ dyfeomor�zmami.

• Umie¢ wskaza¢/skonstruowa¢ dyfeomor�zm pomi¦dzy prostymi zbiorami na pªaszczy¹nie i w prze-
strzeni.

• Umie¢ policzy¢ ró»niczk¦ funkcji w nowych zmiennych.

Zadanie 1. Oblicz ró»niczk¦ odwzorowania sferycznego f : R+×(−π, π)×(−π
2 ,

π
2 )→ R3

f(r, θ, φ) = (r cos θ cosφ, r sin θ cosφ, r sinφ)

i sprwd¹, »e jest ono dyfeomor�zmem na obraz.

Zadanie 2. Oblicz ró»niczk¦ odwzorowania walcowego F : R+ × (−π, π)× R→ R3

f(r, θ, z) = (r cos θ, r sin θ, z)

i sprwd¹, »e jest ono dyfeomor�zmem na obraz.

Zadanie 3. Sprawd¹, czy przeksztaªcenie f(x, y) = (ex+y + ex−y, ex+y − ex−y) jest

dyfeomor�zmem R2 na obraz.

Zadanie 4. Skonstruuj dyfeomor�zm

a) otwartego prostok¡ta P = {(x, y) | |x| < 1, |y| < 3} na otwarte póªkole B′ =
{(x, y) | x2 + y2 < 1, y > 0}.

b) zbioru A = {(x, y) | 0 < x < y} na póªpªaszczyzn¦ R× R+.

Zadanie 5. Czy istnieje dyfeomor�zm przeksztaªcaj¡cy zbiór D = {(x, y) | x24 −
y2

9 > 1}
na zbiór B = {(x, y) |

√
x2 + y2 < 1− 2y2}?

Zadanie 6. Wska» dyfeomor�zm f : R2 \ {0} → R2 \ {0} taki, »e obrazem zbioru

B(0, 9) \B(0, 1) jest zbiór B(0, 4) \B(0, 1).
Zadanie 7. Niech f, g : (a, b)→ R b¦d¡ funkcjami klasy C1 takimi, »e f(x) < g(x) dla

wszystkich x ∈ (a, b). Przeksztaªci¢ dyfeomor�cznie zbiór {(x, y) | x ∈ (a, b), f(x) < y <
g(x)} na prostok¡t (a, b)× (0, 1).
Zadanie 8. Rozwa»my odwzorowanie f(x, y) = (x2 − 2y + 3y2, xy + y2). Wyka», »e

f zaw¦»one do pewnego otoczenia O punktu (1, 1) jest bijekcj¡ na pewne otoczenie U
punktu (2, 2). Uzasadnij, »e przyjmuj¡c f(x, y) = (v, w) mo»emy wyrazi¢ x i y jako

x(v, w) i y(v, w) dla (v, w) ∈ U . Oblicz ∂x
∂v (2, 2). Zadanie 9. Rozwa»my funkcj¦ f

klasy C2(R2,R) i dokonajmy zamiany zmiennych Φ : (x, y) 7→ (u = x + y, v = x − y).



10 Aktualizacja 11 grudnia 2018

Zapisz wyra»enie ∂2f
∂x2
− ∂2f

∂y2
w zmiennych (u, v), tzn. wyra¹ je w terminach pochodnych

funkcji g(u, v) := f(Φ−1(u, v)). (Wówczas f(x, y) = g(u(x, y), v(x, y)).)
Zadanie 10. Korzystaj¡c z wyników poprzedniego zadania rozwi¡» jednowymiarowe

równanie falowe, tzn. znajd¹ wszystkie funkcje f ∈ C2(R2,R) speªniaj¡ce zale»no±¢

∂2f

∂x2
(x, y) =

∂2f

∂y2
(x, y) .
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Odpowiedzi i wskazówki:

Zadanie 1. f jest ró»nowarot±ciowe: ªatwo sprawdzi¢, »e je±li f(r, θ, φ) = f(r′, θ′, φ′) to r = r′. St¡d sinφ =
sinφ′, co wobec φ, φ′ ∈ (−π

2
, π
2

) daje φ = φ′. W konsekwencji sin θ = sin θ′ i cos θ = θ′, sk¡d wobec θ, θ′ ∈ (−π, π)
mamy θ = θ′.

Df(r, θ, φ) =

cos(θ) cos(φ) −r cos(φ) sin(θ) −r cos(θ) sin(φ)
cos(φ) sin(θ) r cos(θ) cos(φ) −r sin(θ) sin(φ)

sin(φ) 0 r cos(φ)


det[Df ] = r2 cos(φ) 6= 0.
Zadanie 2. Odwzorowanie walcowe to produkt odwzorowania biegunowego i identyczno±ci na wspóªrz¦dnej z.
�atwo sprawdzi¢ wszystkie warunki: ro»nowarto±ciowo±¢ i nieosobliwo±¢ ró»niczki.

Zadanie 3. Odwzorowanie f jest bijekcj¡ na obraz: je±li f(x, y) = f(x′, y′) to ªatwo sprawdzi¢, »e ex+y = ex
′+y′

oraz ex−y = ex
′−y′ . Z ró»nowarto±ciowo±ci funkcji exp(·) mamy x + y = x′ + y′ oraz x − y = x′ − y′, sk¡d

(x, y) = (x′, y′). Ponadto det[Df(x, y)] = 4e2x 6= 0.
Zadanie 4. (a) Na przykªad jako zªo»enie: prostok¡t na kwadrat (skalowanie jednej wspóªrz¦dnej), kwadrat
na R2 (tangens na ka»dej wspóªrz¦dnej), R2 na R× R+ (exp(·) na drugiej wspóªrz¦dnej), odwrotno±¢ póªkole na
R×R+ (skalowanie obu wspóªrz¦dnych przez tg(π(x2 + y2)/2)); (b) Na przykªad jako zªo»enie: A na R+ ×R+

((x, y) 7→ (tg(πx
2y

), y) � rozci¡gamy ka»dy z odcinków {(x, y) | x ∈ (0, y)} na póªprost¡ za pomoc¡ tangensa) i

R+ × R+ na R× R+ � (x, y) 7→ (lnx, y).
Zadanie 5. Nie istnieje nawet homeomor�zm mi¦dzy tymi zbiorami: D ma 2 skªadowe spójne, a B tylko jedn¡
(je±li (x, y) ∈ B to te» (x′, y) dla |x′| < x, a zatem mo»emy poª¡czy¢ dowolny (x, y) ∈ B z punktem (0, y) ∈ B
odcinkiem zawartym w B. Mo»na policzy¢, »e zbiór punktów postaci (0, y) w B to odcinek {(0, y) | y ∈ − 1

2
, 1
2

)}.

Zadanie 6. Na przykªad dowolne odwzorowanie, postaci φ(x, y) =
f(
√
x2+y2)√
x2+y2

(x, y), gdzie f : R+ → R+ jest

rosn¡c¡ bijekcj¡ ró»niczkowaln¡ tak¡, »e f(1) = 1 i f(9) = 4. We wspóªrz¦dnych biegunowych φ(r, α) = (f(r), α)
Zadanie 7. Mo»emy przeskalowa¢ odcinki {(x, y) | y ∈ (f(x), g(x))} na odcinki (0, 1). Na przykªad tak (x, y) 7→
(x,

y−f(x)
g(x)−f(x) ).

Zadanie 8. Sprawdzamy, »e f speªnia w (1, 1) zaªo»enia TFO, a wi¦c jest bijekcj¡ otoczenia (1, 1) na otoczenie
f(1, 1) = (2, 2). Szukana zale»no±¢ x = x(v, w) i y = y(v, w) jest zadana przez funkcj¦ odwrotn¡ f−1. Szukana po-

chodna to wyraz w pierwszym wierszu i pierwszej kolumnie macierzy Df−1(2, 2) = [Df(1, 1)]−1 =

(
2 4
1 3

)−1

=(
3/2 −2
−1/2 1

)
, a zatem ∂x

∂v
(2, 2) = 3

2
.

Zadanie 9. Stosuj¡c reguª¦ ªa«cuchow¡ do zªo»enia f(x, y) = g(u(x, y), v(x, y)) = g(x+ y, x− y) dostaniemy, »e
∂f
∂x

(x, y) = ∂g
∂u

(x+ y, x− y) + ∂g
∂v

(x+ y, x− y). St¡d

∂2f

∂x2
(x, y) =

∂2g

∂u2
(x+ y, x− y) + 2

∂2g

∂u∂v
(x+ y, x− y) +

∂2g

∂v2
(x+ y, x− y) .

Podobnie ∂f
∂y

(x, y) = ∂g
∂u

(x+ y, x− y)− ∂g
∂v

(x+ y, x− y), sk¡d

∂2f

∂y2
(x, y) =

∂2g

∂u2
(x+ y, x− y)− 2

∂2g

∂u∂v
(x+ y, x− y) +

∂2g

∂v2
(x+ y, x− y).

Zatem
(
∂2f
∂x2
− ∂2f

∂y2

)
(x, y) = 4 ∂2g

∂u∂v
(u, v), gdzie (u, v) = (x+ y, x− y).

Zadanie 10. W po zamianie zmiennych na (u, v) funkcja g powinna speªnia¢ zale»no±¢ ∂2g
∂u∂v

(u, v) = 0. Oznacza

to, »e pochodna ∂g
∂v

(u, v) nie zale»y od zmiennej u, a wi¦c ∂g
∂v

(u, v) = φ(v). Wobec tego g(u, v) jako funkcja
zmiennej v jest funkcj¡ pierwotn¡ funkcji φ, a wi¦c jest postaci g(u, v) = Φ(v) + Ψ(u), gdzie Φ′(v) = φ(v)
(funkcja Ψ(u) peªni rol¦ staªej caªkowania wzgl¦dem zmiennej v i mo»e a priori zale»e¢ od drugiej zmiennej u).

�atwo sprawdzi¢, »e dowolna funkcja takiej postaci speªnia równanie ∂2g
∂u∂v

(u, v) = 0. Wracaj¡c do wyj±ciowych

zmiennych: f(x, y) = Φ(x− y) + Ψ(x+ y), gdzie Φ i Ψ to dowolne funkcje klasy C2(R,R).
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Twierdzenie o funkcji uwikªanej, rozmaito±ci zanurzone

Typy zada«:

• Wyka» »e dane odwzorowanie zadaje funkcj¦ uwikªan¡.

• Oblicz pochodn¡ funkcji uwikªanej.

• Dokonaj zamiany zmiennych w wyra»eniach zawieraj¡cych pochodne.

• Sprawd¹, »e dany zbiór jest podrozmaito±ci¡ zanurzon¡.

Co nale»y wiedzie¢:

• Zna¢ twierdzenie o funkcji uwikªanej i umie¢ je zastosowa¢ (w szczególno±ci umie¢ sprawdzi¢
zaªo»enia).

• Umie¢ obliczy¢ pochodn¡ funkcji zadanej w sposób uwikªany.

• Umie¢ sprawdzi¢, »e równanie funkcyjne zadaje rozmaito±¢ zanurzon¡ (lokalnie speªnione s¡ za-
ªo»enia TFU w jakim± kierunku).

• Umie¢ policzy¢ przestrze« styczn¡ do rozmaito±ci zadanej w sposób uwikªany i do wykresu funkcji.

Zadanie 1. Uzasadni¢, »e w otoczeniu punktu (2,−1, 1) równanie xz = 2 + y ln z

wyznacza z(x, y) klasy C2. Obliczy¢ ∂2z
∂x∂y (2,−1).

Zadanie 2. Wyka», »e w pewnym otoczeniu punktu (x0, y0, z0) = (1,−1, 0) równanie

xez = y + 2z wyznacza jednoznacznie z jako funkcj¦ zmiennych pozostaªych zmiennych

z = z(x, y) klasy C1. Napisa¢ równanie pªaszczyzny stycznej do wykresu tej funkcji w

punkcie (1,−1, 0).
Zadanie 3. Uzasadni¢, »e w otoczeniu punktu (1, 1, 0, 0) ukªad równa«{

eu + v = xy

2u+ ev = 2y − x

wyznacza u i v jako funkcje klasy C1 zmiennych x i y. Obliczy¢ ró»niczk¦ φ : (x, y) 7→
(u, v) w punkcie (1, 1).
Zadanie 4. Niech M = {(x, y, z) ∈ R3 | x3 + y3 + z4 + xyz = 4}. Wyka», »e M jest

rozmaito±ci¡ dwuwymiarow¡ klasy C1. Wyznacz przestrze« styczn¡ do M w punkcie

( 3
√

3, 0,−1).
Zadanie 5. Udowodni¢, »e zbiór S = {(x, y, z) ∈ R3 | z2x2 + 2(z + 1)xy + y2ez = 16}
jest rozmaito±ci¡ 2-wymiarow¡. Znale¹¢ pªaszczyzn¦ styczn¡ do S w punkcie (3, 2, 0).
Zadanie 6. Czy zbiór S = {(x, y, 0) | (x2 + y2 − x)2 = x2 + y2} jest rozmaito±ci¡?

Niech M oznacza podzbiór R3 powstaªy przez obrót S wokóª osi 0X. Opisa¢ zbór M
równaniem. Czy M \ {0} jest rozmaito±ci¡? Jak na razie wystarczy sprawdza¢, »e S \ {0} jest

rozmaito±ci¡. Sprawdzenie, »e dany zbiór nie jest rozmaito±ci¡ mo»e by¢ do±¢ kªopotliwe
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Odpowiedzi i wskazówki:

Zadanie 1. Dla funkcji f(x, y, z) = xz − 2 − y ln z mamy ∂f
∂z

(x, y, z) = x − y
z
, a zatem ∂f

∂z
(2,−1, 1) = 3 6= 0

i dziaªa TFU. Ró»niczkuj¡c f(x, y, z(x, y)) = 0 dostajemy z′x = −z2
xz−y i z′y = z ln z

xz−y . Prawe strony równa« s¡

klasy C1, st¡d te» lewe, a skoro z′x i z′y s¡ klasy C1 to z jest klasy C2. Ró»niczkuj¡c równanie na z′x po y ªatwo

dostaniemy z′′xy(2,−1) = −1
9
.

Zadanie 2. Dla f(x, y, z) = xez − y− 2z mamy ∂f
∂z

(x, y, z) = xez − 2, st¡d ∂f
∂z

(1,−1, 0) = −1 6= 0 i dziaªa TFU.

∇f(1,−1, 0) = [ez , 1, xez − 2]
∣∣
(1,−1,0)

= [1, 1,−1]. St¡d przestrze« styczna to x+ y − z = 1 + (−1)− 0 = 0.

Zadanie 3. Rozwa»my F (x, y, u, v) = (eu+ v−xy, 2u+ ev−2y+x). D(u,v)F (1, 1, 0, 0) =

(
eu 1
2 ev

) ∣∣
(1,1,0,0)

=(
1 1
2 1

)
jest nieosobliwa, zatem dziaªa TFU. Z równania D(x,y)F + D(u,v)FD(x,y)φ = 0 dostajemy Dφ(1, 1) =(

−2 1
3 0

)
.

Zadanie 4. Dla f(x, y, z) = x3 + y3 + z4 + xyz− 4 mamy ∇f(x, y, z) = [3x2 + yz, 3y2 + xz, 4z3 + xy]. Warunek
∇f = 0 prowadzi do −xyz = 3x3 = 3y3 = 4z4, st¡d f(x, y, z) = 1

12
xyz − 4, a wi¦c na M mamy xyz = 48 =

−4z4 sprzeczno±¢. Na mocy TFU M jest rozmaito±ci¡ dwuwymiarow¡. ∇f( 3
√

3, 0,−1) = [3 3
√

9,− 3
√

3,−4], st¡d
przestrze« styczna to 3 3

√
9x− 3

√
3y − 4z = 3 3

√
9 · 3
√

3− 3
√

3 · 0− 4(−1) = 7.
Zadanie 5. Dla f(x, y, z) = z2x2 + 2(z + 1)xy+ y2ez − 16 mamy ∇f(x, y, z) = [2xz2 + 2y(1 + z), 2ezy+ 2x(1 +
z), 2xy + ezy2 + 2x2z]. Mo»na sprawdzi¢, »e warunki f(x, y, z) = 0 i ∇f(x, y, z) = 0 prowadz¡ do sprzeczno±ci
(wskazówka: wyliczy¢ zale»no±¢ z2x2 i 2ez od 2(z+1)xy z f ′x = f ′y = 0 i wstawi¢ do równania f = 0). St¡d S jest
rozmaito±ci¡ na mocy FTU. ∇f(3, 2, 0) = [4, 10, 16], st¡d pªaszyzna styczna to 4x+10y+16z = 4·3+10·2+16·0 =
32.
Zadanie 6. S jest poziomic¡ odwzorowania F (x, y, z) = ((x2 + y2 − x)2 − x2 − y2, z). �atwo sprawdzi¢, »e w
punkcie (0, 0, 0) odwzorowanie F nie speªnia zaªo»e« TFU. Zbadajmy dokªadniej S w tym punkcie. U»ywaj¡c
wspóªrz¦dnych biegunowych (x, y) = (r cosα, r sinα), mo»na sprawdzi¢, »e w otoczeniu (0, 0) zbiór S jest opisany
zale»no±ci¡ (r− cosα)2 = 1, st¡d cosα = 1 + r > 1 � brak rozwi¡za« lub cosα = −1 + r. Widzimy, »e dla maªych
r k¡t α jest bliski π. St¡d przestrze« styczna do S w punkcie (0, 0, 0) to {[−a, 0] | a ∈ R+}. Nie jest to przestrze«
liniowa, a wi¦c S nie jest rozmaito±ci¡. Zbiór M to {(x, y, z) ∈ R3 | (x2 + y2 + z2 − x)2 = x2 + y2 + z2}. M \ {0}
jest rozmaito±ci¡ na mocy TFU.


