Aktualizacja 25 stycznia 2019 1

AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3)— zadania przygotowawcze do
egazminu

Ekstrema warunkowe

Typy zadan:
o Wyznacz ekstremum funkcji na podrozmaitosci.
e Rozstrzygnij czy funkcja na podrozmaitosci ma ekstremum lokalne.
o Udowodnij nieréwnosdé.
Co nalezy wiedzieé:
e Znaé metode mnoznikéw Lagrange’a (pamictaé o zatozeniach!).

o 7Znaé twierdzenie Weierstrassa.

Zadanie 1. Obliczy¢ supremum funkcji f(z,y, z) = xyz na zbiorze
B={(z,y,2) eR® |2 +y* +2* =9, 2y + yz + 22 = 8} .
Zadanie 2. Wyznacz punkt(y) zbioru
C={(z,y,2) eR® |+ + 22 =122 —2+1y*=0,2> 0}

o maksymalnej wartodci sumy = + z.

Zadanie 3. W zbiorze A = {(z,y,2) € R3 | 322 + 3y? + 22y + 22 < 1} znajdz punkt
najbardziej odlegty od (0,0,0).

Zadanie 4. Niech f(x,y,2z) = xy — z. Znalez¢ maksimum i minimum funkcji f na
zbiorach

a) {(z,y,2) e R | 2® + 9> +2° =1},

b) {(z,y,2) ER® |z 4+y+2=0,22+y? + 22 =1},

O {(,2) €R? o tytz=0a2tyt2<l)

Zadanie 5. Znajdz kres dolny i gorny funkcji f(x,y, z) = 10z + 6z na zbiorze
A={(z,y,2) €R® | 2® + 4 + 22 = 1,327 + 2% + 222 =1} .

Zadanie 6. Znajdz odlegtos¢ pomiedzy gatezia hiperboli H = {(z,y) | 2y +z +y =
Oiz>—1}iprosta L ={(x,y) | x+2y+1=0}.

Zadanie 7. W zbiorze C = {(x,y,2) | v +y+ 2z = 3,zy + vz + yz = 0} znajdz punkt(y)
najbardziej oddalone/y od osi OZ lub wykaz, ze taki punkt nie istnieje.

Zadanie 8. Niech K = {(z,y, 2) | V2 +/y++/2 = xyz = 4}. Wyznacz zbiér wszystkich
wartosci, przyjmowanych przez sume x + y + 2z na zbiorze K.

Zadanie 9. Udowodnij, ze jesli z1,...,2, > 01> " j2; =a to

n—1,
E Tz < a“ .
‘ 2n
1<j<k<n
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Zadanie 10. Rozwazmy liczby ai,...,a, > 01 ¢ > 1. ZnajdZz maksimum funkcji

f(x1,...,xp) =D, xia; przy warunku »  (z;)? = 1.
Zadanie 11. Wykaz, ze dla dowolnych liczb a, b, c,d > 0 zachodzi nieréwnosé

(abc+abd+acd+bcd)l/3 - (ab+ac+ad—|—bc—|—bd+cd>1/2
A = 6

Zadanie 12. Dana jest liczba naturalna n > 2 oraz dodatnie liczby rzeczywiste a, b
takie, ze a®> < nb. Niech x1,...,, beda liczbami rzeczywistymi, spetniajacymi warunki

1 +...+zy, =a, (1) +...(z)? =0

Dla ustalonych wartoéci n, a, b wyznacz maksymalng mozliwa wartos¢ réznicy miedzy
najwieksza a najmniejsza z liczb x1, ..., x,.

Odpowiedzi i wskazowki:
Zadanie 1, f(%,4 1)= 112

37373 27
Zadanie 2. f(%,i@, %) = %.

Zadanie 3. Rozpatrzmy g(z,y,z) = 22 + y? + 22 na zbiorze A. Jedyny punkt krytyczny to (0,0,0) gdzie
g ma minimum. Maksimum musi byé¢ przyjete na brzegu 0A = {(z,y,2) € R3 | 322 4 3y? + 2xy + 22 = 1}.
£(0,0,+1) = 1.

Zadanie 4. (a) f(0,0,—1)=11 f(0,0,1) = —1;

(¢) tak jak w poprzednim punkcie.

Zadanie 5. f(i\/%,e %,iﬁ) =+ % , gdzie ¢ = £1.

Zadanie 6. g(/2—1, @ -1, %(\/5— 1), —13—0 2— %)2 = % (3 - 2\/5) dla g(z,y,t,8)% = (x —t)2 + (y —s)2. To
zadanie mozna tez zrobi¢ wyznaczajac y jako funkcje x z rownanie hiperboli i s jako funkcje ¢ z roéwnania prostej
i rozwiazujac standardowe zadanie na (niezwigzane) ekstremum funkcji dwoch zmiennych.

Zadanie 7. Watpliwosci powinna budzi¢ zwartoéé¢ zbioru C, gdyz zadne z réwnari nie opisuje zbioru zwartego.
Wyznaczajac z = 3 — x — y z pierwszego réwnania i wstawiajac do drugiego dostajemy x2 + y? = 3z + 3y — zy.
To réwnanie traktowane jako réwnanie kwadratowe na x ma rozwiazania tylkod dla x ze skoriczonego zakresu i
podobnie dla y. Wobec tego zbibr jest ograniczony, a wiec zwarty (bo domkniety). Dalej postepujemy standardowo
maksymalizujac funkcje g(z,y)? = 22 + y2 na C. g(0,3,0) = ¢(3,0,0) = 3.

Zadanie 8. [f(1 (3 + \/5> 1 (3 + \/5) 2 (7 - 3\/5)),f(1, 1,4)] = 17 — 5v/5, 6]

Zadanie 9. Rozwaz funkcje f(z1,...,2n) = 30, Tizy przy warunku >-, z; = a. Z uwagi na zwartos¢ ekstrema
musza by¢ przyjmowane w zbiorze x1,...,xn > 0. Metoda mnoznikéw Lagrange’a daje jeden punkt podejrzany
T; = %, za$ badanie f na brzegach x; = 0 sprowadza sie do rozwigzywania analogicznego zadania z n — n — 1.
Zadanie 10. Rozwiazaniem jest wersja nieréwnosci Holdera.

Zadanie 11. Rozwaz réznice wyrazen po obu stronach nieréwnosci przy warunku a + b+ ¢+ d = 1. Obliczenia
sa dosy¢ dlugie.

Zadanie 12. Rozwaz funkcje g(x1,...,2n) = z1 — x2. Wynik: /2(b— ﬁ)

n
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Elementy teorii miary

Typy zadan:
e QOblicz miare wybranego zbioru.
o Sprawdz, ze dany zbidr jest borelowski/miary zero/mierzalny.
o Sprawdz, czy dana funkcja jest miarg (zewnetrzng).
Co nalezy wiedzieé:
e Znaé definicje ciala 1 o-ciata zbiordw.
e Znaé definicje miary i miary zewnetrznej 1 zwigzki miedzy nimi (tw. Cratheodory’ego).
e 7Znaé definicje zbioréw mierzalnych w sensie Lebesque’a 1 ich charakteryzacje.

e Znaé podstawowe wlasnosci miary Lebesgue’a.

Zadanie 1. Niech A oznacza zbiér wszystkich liczb z przedziatu [0, 1] majacych rozwi-
niecie dwojkowe w ktorym cyfra 0 nie wystepuje dwa razy pod rzad. Wykaz, ze A jest
zbiorem miary zero.

Zadanie 2. Wykaz, ze zbiér

{z = (0,0¢20c40c6 . ..)2 | ¢; € {0,1}}

jest mierzalny i obliczy¢ jego miare.
Zadanie 3. Wykaz, ze w kazdym podzbiorze A C R™ dodatniej miary istnieje punkt o
wszystkich wspoétrzednych niewymiernych.
Zadanie 4. Niech f,, : R — R bedzie ciagiem funkcji ciagtych/mierzalnych. Wykaz, ze
zbior
A={x € R| fu(x) jest ciagiem rosnacym}
jest zbiorem borelowskim /mierzalnym.
Zadanie 5. Niech A C R bedzie zbiorem Aj-mierzalnym. Wykaz, ze

AxA={(z,y) eR® | z,y € A}

jest zbiorem Ag-mierzalnym.

Zadanie 6. Niech P C R bedzie przedzialem domknietym, a zbiér A C P bedzie
domkniety. Udowodnij, ze jesli A(A) = A(P), to A = P.

Zadanie 7. Niech A C R* bedzie zbiorem dodatniej miary Lebesgue’a. Wykaz, ze
dla kazdego 0 < ¢ < 1 istnieje przedzial k-wymiarowy P taki, ze A\*(P) > 0 oraz
Ne(ANP) > eNF(P).

Zadanie 8. Wyznaczy¢ o-cialo generowane przez rodzine przedzialow [n,n + 1], gdzie
n € 7Z.

Zadanie 9. Wykaz, ze rodzina zbioréw sktadajaca sie z przeliczalnych sum przedzia-
tow postaci (a,b] € R i punktow ¢ € R jest cialem podzbiorow R. Wykaz, ze o-cialo
generowane przez rodzine przedziatow postaci (a,b] to o-ciato zbioréw borelowskich.
Zadanie 10. Niech X C R bedzie niepustym podzbiorem. Zdefiniujmy dla A C R

1 gdy X C A,
px(A) =
0 gdy X ¢ A.
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Rozstrzygnij, czy px jest miarg zewnetrzna?

Zadanie 11. Rozwazmy punkty z; € X, i = 1,2,.... Wykaz, ze § := > .7, 0z, jest
miarg zewnetrzng i rozstrzygnij jak wyglada o-ciato zbioréw d-mierzalnych. Powyzwej
0z oznacza delte Diraca, tzn. 0,(A) =0 gdy = ¢ A oraz §,(A) =1 gdy = € A.

Zadanie 12. Dane jest o-ciato F podzbioréw zbioru X oraz miara p okreslona na F.
Dla A C X definujemy p*(A) := inf{u(B) | B € F,A C B}. Wykaz, ze u* jest miara
zewnetrzna.

Zadanie 13. Podaj przyktad niemierzalnego podzbioru A C R. Odpowiedz uzasadnij.

Odpowiedzi i wskazoéwki:

Zadanie 1. Rozwazany zbidr jest zawarty w zbiorze liczb = € [0,1] ktore nie maja cyfry 0 w rozwinieciu
czworkowymi. Jest to zbior miary zero — patrz zadanie z ¢wiczen o braku 3 w rozwinieciu dziesigtnym.
Zadanie 2. Rozwazany zbior jest miary zero. Mozna go alternatywnie opisaé jako zbioér tych liczb z przedziatu
[0, 1], w ktorych rozwinieciu czworkowym nie wystepuja cyfry 21 3.

Zadanie 3. Punkty o co najmniej jednej wspolrzednej wymiernej tworza zbidr miary zero.

Zadanie 4. Zbior Ay = {z € R| fry1(z) > fr(z)} jest otwarty/mierzalny. Wobec A = (1, .y Ar mamy tezg.
Zadanie 5. Kazdy zbiér A\;-mierzalny mozemy zapisa¢ jako sume zbioru typu Fy i zbioru miary zero A = FUN,
wobec tegp A X A = F X FUN Xx FUF x NUN x N. Pierwszy element tej sumy jest zbiorem typu F,
w R? (uzasadnienie jest bardzo proste), a pozostale zbiory sa zbiorami Ag-miary zero (bylo takie zadanie na
éwiczeniach, ze produkt zbioru miary zero i dowolnego innego jest miary zero). Korzystajac z charakteryzacji
zbioréw mierzalnych w sensie Lebesgue’a otrzymujemy teze.

Zadanie 6. int P\ A jest zbiorem otwartym. Kazdy niepusty zbiér otwarty ma dodatnia miare.

Zadanie 7. Z wykladu wiemy, ze dla dowolnego ¢ istnieje zbior otwarty U D A taki, ze A¥(U\ A) < e. Stad tatwo
wynika, ze mozemy zazadaé, aby A\*(UN A) > c¢- \F(U). Zapiszmy teraz U jako przeliczalng sume przedziatow k-
wymiarowych o przecieciach bedacych zbiorami miary zero (np. kostek diadycznych). Co najmniej jeden z tych
przedzialéw musi spelnia¢ analogiczna nier6wnosc.

Zadanie 8. Elementy tego o-ciala to przeliczalne sumy punktow {n} i przedzialéw otwartych (n,n + 1), gdzie
n € Z.

Zadanie 9. Sprawdzenie warunkéw bycia cialem nie przedstawia specjalnych trudnosci. Aby wykazaé, ze
rozwazany zbior generuje o-cialo zbiorow borelowskich wystarczy pokazaé, ze: 1. Kazdy przedzial postaci (a,b)
(baza standardowej topologii na R) nalezy do o-ciala generowanego przez przedzialy postaci (a,b] — stad kazdy
zbior borelowski nalezy do rozwazanego o-ciala oraz 2. Zbiory postaci (a,b] sa borelowskie — stad rozwazane
o-cialo zawiera sie w o-ciele zbioréw borelowskich. Jedyna trudno§¢ moze stanowi¢ punkt pierwszy. Zauwazmy,
ze (a,b) = N,en(a, b+ ]

Zadanie 10. O ile X nie jest zbiorem jednopunktowym, dx nie jest miara zewnetrzna, bo nie spelnia nawet
warunku skoriczonej podaddytywnosci. Niech A, B C R takie, ze X ¢ Ai X ¢ B ale X C AUB. Wtedy
1=wu(AUB) > u(A) + u(B) =0.

Zadanie 11. Funkcja § jest nie tylko miara zewnetrzna, ale tez miara na X (tak zwana miara liczaca). Jej
o-ciato to 2X.

Zadanie 12. Jedyna trudnos$¢ stanowi sprawdzenie warunku podaddytwnosci. Rozwazmy zbiory A;, dowolne
€ > 01 wybierzmy zbiory B; € F tak aby A; C B; oraz p*(A;) > u(Bi) — % Wowcezas wobec | J; A; C U; B: € F
mamy p*(U; A:) < p(UBs) <30, 1(Bsi) <30, u(A;) + . Z dowolnoscei € mamy teze.

Zadanie 13. Z wykladu znamy zbiér Vitali’ego, czyli zbior warstw R/Q.
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Calka Lebesgue’a

Typy zadan:
o Zbadaj mierzalnos§é/catkowalnosé danej funkciji.
e Oblicz calke z danej funkcji.
e Oblicz miare danego zbioru.
e QOblicz granice ciggu calek.
Co nalezy wiedzieé:
e Znaé definicje funkcji mierzalnej.
o Znaé konstrukcje i podstawowe wtasno$ce catki Lebesgue’a.
o Znaé twierdzenia Lebesgue’a o zbieznoSct monontonicznej 1 zmajoryzowanej catek.
e Znaé twierdzenie o zamianie zmiennych w calce.

o Znaé twierdzenie Fubini’ego.

Funkcje mierzalne

Zadanie 1. Niech f1, fo, f3, f4 : R® — R beda funkcjami mierzalnymi. Wykaz, ze
funkcja
Fa) = { @) fa(z) jesli f3(x) > fu(z)
| f2(2x)] w przeciwnym przypadku

jest mierzalna.

Zadanie 2. Niech f:R — R bedzie funkcja niemalejaca. Wykaz, ze f jest mierzalna.
Zadanie 3. Niech A C [0, 1] bedzie zbiorem tych punktéow przedziatu jednostkowego,
ktore nie maja zadnej trojki w rozwinieciu dziesietnym, zas niech V' C [0, 1] bedzie
dowolnym zbiorem niemierzalnym (na przykltad przecieciem przedziatu jednostkowego ze
zbiorem Vitali’ego). Czy funkcja

fla) = {wz dlaxze ANV

23 dlaze[0,1]\(ANV)

jest mierzalna? OdpowiedZ uzasadnij.
Zadanie 4. Rozwazmy funkcje F' : [0,1) — [0,1) dana wzorem F(x) = 2z — |2z].
Wykaz, ze jegli A C [0,1) jest zbiorem mierzalnym, to F'~1(A) tez jest mierzalny i ma te
samg miare.
Zadanie 5. Kazdy punkt z klasycznego zbioru Cantora C mozemy jednoznacznie zapisaé
jako z =3, 5k, gdzie ¢; € {0,2}. Definiujemy funkcje f : ¢ — R wzorem
(3
fa)y =2 o -
i=1
Wykaz, ze f jest funkcja niemalejaca, ciagly i ze obrazem zbioru miary zero C jest caly
odcinek [0,1]. Wykaz, ze f przedtuza sie do funkcji ciagltej f : [0,1] — [0,1] o tych
samych wlasnogciach.
Powyzsza funkcja to tak zwana funkcja Cantora-Lebesgue’a. Z konstrukcyi wynika, Ze ciggty obraz zbioru

miary zero nie musi byé zbiorem miary zero.
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PrzejsScia graniczne w calce

Zadanie 6. Oblicz granice

Zadanie 7. Oblicz catke

Zadanie 8. Oblicz granice

. 1 Inz\" 3
lim 1+— | z72dx.

n—o0 J,—n n

Zadanie 9. Oblicz granice
1

lim ne” "*dx .
n—oo 0
Zadanie 10. Oblicz granice
2mn 4 2n
nh_}n;o o <1 + 22+ % +...+ l;ﬂ) cos (\;%) exp(—22%)dz .
Zadanie 11. Oblicz granice
2,2
lim In(z* + y*)

n—oo {x2+y2§1} /1'2 +y2

Zadanie 12. Oblicz granice

(=" + y™)dN*(z, y).

L n

n—oo Jo nx -+’ +1

Catkowanie funkcji wielu zmiennych — twierdznie Fubini’ego i zamiana zmien-
nych

Zadanie 13. Oblicz miare zbioru
C={(z,y,2) eR* |2+ 22 < 1,9+ 22 < 1}.
Zadanie 14. Oblicz catke

/ (1 -z +y)e “d\(z,y) .
{O0<y<2z}

Zadanie 15. Niech A = {(z,y,2) e R* |0 <2< 1,0<2+y<1,0< 2z <

Oblicz catke
1
A\ (z,y,2) .
/A(Hyﬂ)? (9:2)

1
Ty
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Zadanie 16. Oblicz catke

/ Ld)\?’(aﬁ,y, z) .
{

z>0,y>1,2>1} 1+ ($y2>4

Zadanie 17. Oblicz miare zbioru
D ={(z,y) e R? | (a? +9*)* < 4(a® —¢*)} .

Zadanie 18. Niech A = {(z,y) € R? | |z +y| < 1,3 > 0}. Oblicz catke

/ rexp(—y2)dN2(z,y) |
A

Odpowiedzi i wskazdéwki:

Zadanie 1. Zauwazmy, ze {x | f(x) > a} jest suma przecieé zbiorow ({z | fi(x)fo(x) > a} N{x | f3(x) > fa(x)})
oraz ({x | |f2(2x)| > a} N{x | fa(x) < fa(x)}), z ktorych kazdy jest zbiorem mierzalnym. Uzasadnienie, ze
f2(2x) jest mierzalne, gdy takie bylo f2: skalowanie @ — 2x zachowuje zbiory mierzalne.

Zadanie 2. Latwo sprawdzi¢, ze przeciwobrazy zbioru postaci (a,+oo] sa postaci (b, +00) lub [b, +00). Inny
sposob: funkcja monotoniczna ma co najwyzej przeliczalna liczbe punktéw nieciaglosci, a wiec jest ciagta poza
zbiorem miary zero.

Zadanie 3. Latwo sprawdzi¢, ze przeciwobrazem A sa jego dwie roztaczne kopie §cisniete podwojnie.

Zadanie 4. Zbior ANV jest miary zero, a zatem funkcja f jest ciagla na [0,1] poza zbiorem miary zero, stad
mierzalna (zadanie z ¢wiczen).

Zadanie 5. Zauwazmy, ze f((0,cic2c3...)2) = ((0, 5 F % ...)2) stad monotonicznos¢, bo w dowolnym systemie

pozycyjnym nieréwnos¢ z < y wyglada tak samo. Ciaglosé: jesli |z — y| < 3%1 to rozwiniecia x 1 y rbéznia
sie najwczesniej na ¢-tym miejscu i wowczas |f(z) — f(y)| < 2% Epimorficznosé: wezmy liczbe rzeczywista
z = (0,d1d2d3 .. .)2 z przedziatu [0, 1] odpowiada jej punkt zbioru Cantora opisany liczbami ¢; = 2d;. Przedluzenie
do [0, 1]: na kazdym z koncow wyrzuconych przedzialéw w konstrukeji zbioru Cantora f przyjmuje te sama wartosc.

Definiujemy fjako funkcje stata na wyrzucanym przedziale.
Zadanie 6. Korzystamy z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej: fn(z) = X[o,p) (x)(l—&—%)"*le*“ <
(14 z)e®e™2® = (1 + x)e~® - to jest funkcja catkowalna na Ry. Granicag punktows jest e~% stad wynik to

Jolemdr =1
o e *dz .
Zadanie 7. % Wskazéwka: oblicz te calke na przedziale [ﬁ, %] i uzasadnij (n.p. korzystajac z twierdzenia

Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej), ze dodawanie wkltadéw od wszystkich takich odcinkéw da wartogé calki
na przedziale [0, 1].

Zadanie 8. Ciag funkcji fn(z) = X[o—n 1;(2) <1 + IHTI)W a3 jest zbiezny monotonicznie (dlaczego?) do f(z) =
3. fol " 2dz = 2.

Zadanie 9. Zamiana zmiennych y = nx prowadzi do fon e ¥dy. Uzywajac tw. Lebesgue’a o zbieznosci monoto-
nicznej dla fn(y) = X[o,n)(y)e™Y — eV dostajemy wartos¢ granicy fooo e Ydy = 1.
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Zadanie 10. Korzystamy z twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej. Rozwazmy

4 2n

Fa(@) = X(_2n .20 (@) (1 N SR —) cos (%) exp(—222)

na prostej R. Granica punktowa i jednoczesnie ograniczeniem gérnym tego ciagu jest f(z) = exp(—2z?). Jest to
funkcja catkowalna i fR exp(—z?)dx = /7 — to jest standardowy przyktad wykorzystania tw. Fubiniego — zob.
skrypt Pawtla Strzeleckiego, przyktad 5.27.

Zadanie 11. Zauwazmy, ze w kole otwartym {22 +y? < 1} zaréwno x jak i y sa mniejsze niz 1, wobec czego dla
wszystkich punktoéw z tego kota (prawie wszystkich punktoéw z kota domknietego) funkcje podcatkowe zbiegaja
do zera. Poczawszy od drugiej funkcje podcatkowe mozna ograniczyé¢ wspélnie przez In(x? + y2)v/22 + y2, co
jest ograniczone, a wiec calkowalne na kole jednostkowym. Na mocy tw. Lebesgue’a o zbieznogci zmajoryzowanej
szukang granica jest zero.

Zadanie 12. Zauwazmy, ze ciag dodatnich funkcji fn(z) = ++1 jest rosnacy i zbiezny punktowo do i Na

nr+x

mocy tw. Lebesgue’a o zbieznogci monotonicznej granica jest fol %dx = +o0.

Zadanie 13.
1 1 V122 ]
:/ / / ldzxdydz = — .
—1J—/1-22J-/1-22 3

Zadanie 14. Funkcja podcaltkowa przyjmuje zaré6wno wartosci dodatnie jak i ujemne, a zatem przed zastoso-
waniem tw. Fubini’ego powinni$my upewni¢ sie, ze jest catkowalna. Zauwazmy, ze na rozpatrywanym zbiorze
[f(z,y)| < (14 3z)e”*, ktora jest catkowalna (dlaczego?), zatem f tez jest calkowalna

oo 2z oo
/ (1 -z +y)e ®dr2(z,y) = / (/ (1—-z+ y)efzdy) dz = / 2ze Fdz =2 .
{o<y<2z} 0 0 0

Zadanie 15. Funkcja jest ciagta i dodatnia, wiec mozemy stosowaé twierdzenie Fubini’ego.

1 pl— P 3
/ f :/ / / +y+1 dzdydx —/ / ———dydz = - .
A 0o J- (z+y+1)? (z+y+1)3 8
Zadanie 16. Funkcja podcaltkowa jest ciagta dodatnia, wiec mozemy swobodnie stosowaé twierdzenie Fubini’ego.
/ : °°
— = dx? (z,y,2 / / / ————dadydz =
{e>0,y>1,2>1} 1+ (zyz)? 1+ (zyz)?

/m/oo ! t(222):dd //oo dyd
arc xr z z = Z—*.
L L 2y2z glry . Y 4y2z2y

Zadanie 17. Najwygodniej zastosowa¢ podstawienie biegunowe & = rcos¢, y = rsin¢. W tych zmiennych D
jest opisany nieréwnoscia 72 < 4 cos 2¢.

1 r2=4cos 2¢

\2(D) :/ 1-rdX\2(r, ¢) =/ Zr? d¢:2/ cos2¢de = 4 .
r2<4 cos 2¢ cos2¢$>0 2 r=0 cos2¢>0

Zadanie 18. Zauwazmy, ze funkcja podcatkowa f(z,y) = xexp[—y?] jest nieujemna na zbiorze A, := AN
{(z,t) | = > 0}, ktory jest zwarty po domknig¢ciu. 7 uwagi na ciaglosé, f jest na tym zbiorze ograniczona,
a zatem catka z jej czesci dodatniej [, f1 = .["A+ f jest skoriczona. Do czedci ujemnej f mozemy zastosowaé

twierdzenie Fubini’ego. Poniewaz juz wiemy ze caltka z cze$ci dodatniej jest skonczona, jej dodanie nie wplynie
na catkowalnos$é¢ f na A. Mozemy zatem policzy¢ catke z calosci f na A uzywajac twierdzenia Fubini’ego:

1 1y 1 1
/ f= / /  exp[—y®]dedy = / 2yexp[—y’ldy =1—— .
A 0 —1—y 0 e



