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AM II.1 2018/2019 (gr. 2 i 3)� zadania przygotowawcze do
egazminu

Ekstrema warunkowe

Typy zada«:

• Wyznacz ekstremum funkcji na podrozmaito±ci.

• Rozstrzygnij czy funkcja na podrozmaito±ci ma ekstremum lokalne.

• Udowodnij nierówno±¢.

Co nale»y wiedzie¢:

• Zna¢ metod¦ mno»ników Lagrange'a (pami¦ta¢ o zaªo»eniach!).

• Zna¢ twierdzenie Weierstrassa.

Zadanie 1. Obliczy¢ supremum funkcji f(x, y, z) = xyz na zbiorze

B = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 9, xy + yz + xz = 8} .

Zadanie 2. Wyznacz punkt(y) zbioru

C = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1, x2 − x+ y2 = 0, z ≥ 0}

o maksymalnej warto±ci sumy x+ z.
Zadanie 3. W zbiorze A = {(x, y, z) ∈ R3 | 3x2 + 3y2 + 2xy + z2 ≤ 1} znajd¹ punkt
najbardziej odlegªy od (0, 0, 0).
Zadanie 4. Niech f(x, y, z) = xy − z. Znale¹¢ maksimum i minimum funkcji f na
zbiorach

a) {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1} ,

b) {(x, y, z) ∈ R3 | x+ y + z = 0, x2 + y2 + z2 = 1},

c) {(x, y, z) ∈ R3 | x+ y + z = 0, x2 + y2 + z2 ≤ 1}.

Zadanie 5. Znajd¹ kres dolny i górny funkcji f(x, y, z) = 10x+ 6z na zbiorze

A = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + 4y2 + z2 = 1, 3x2 + 2y2 + 2z2 = 1} .

Zadanie 6. Znajd¹ odlegªo±¢ pomi¦dzy gaª¦zi¡ hiperboli H = {(x, y) | xy + x + y =
0 i x > −1} i prost¡ L = {(x, y) | x+ 2y + 1 = 0}.
Zadanie 7. W zbiorze C = {(x, y, z) | x+ y+ z = 3, xy+xz+ yz = 0} znajd¹ punkt(y)
najbardziej oddalone/y od osi OZ lub wyka», »e taki punkt nie istnieje.
Zadanie 8. Niech K = {(x, y, z) |

√
x+
√
y+
√
z = xyz = 4}. Wyznacz zbiór wszystkich

warto±ci, przyjmowanych przez sum¦ x+ y + z na zbiorze K.
Zadanie 9. Udowodnij, »e je±li x1, . . . , xn ≥ 0 i

∑n
i=1 xi = a to∑

1≤j<k≤n
xjxk ≤

n− 1

2n
a2 .
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Zadanie 10. Rozwa»my liczby a1, . . . , an ≥ 0 i q > 1. Znajd¹ maksimum funkcji
f(x1, . . . , xn) =

∑
i xiai przy warunku

∑
i(xi)

q = 1.
Zadanie 11. Wyka», »e dla dowolnych liczb a, b, c, d ≥ 0 zachodzi nierówno±¢(

abc+ abd+ acd+ bcd

4

)1/3

≤
(
ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd

6

)1/2

.

Zadanie 12. Dana jest liczba naturalna n > 2 oraz dodatnie liczby rzeczywiste a, b
takie, »e a2 < nb. Niech x1, . . . , xn b¦d¡ liczbami rzeczywistymi, speªniaj¡cymi warunki

x1 + . . .+ xn = a, (x1)
2 + . . . (xn)

2 = b .

Dla ustalonych warto±ci n, a, b wyznacz maksymaln¡ mo»liw¡ warto±¢ ró»nicy mi¦dzy
najwi¦ksz¡ a najmniejsz¡ z liczb x1, . . . , xn.

Odpowiedzi i wskazówki:

Zadanie 1. f( 4
3
, 4
3
, 7
3
) = 112

27
.

Zadanie 2. f( 3
4
,±
√
3

4
, 1
2
) = 5

4
.

Zadanie 3. Rozpatrzmy g(x, y, z) = x2 + y2 + z2 na zbiorze A. Jedyny punkt krytyczny to (0, 0, 0) gdzie
g ma minimum. Maksimum musi by¢ przyj¦te na brzegu ∂A = {(x, y, z) ∈ R3 | 3x2 + 3y2 + 2xy + z2 = 1}.
f(0, 0,±1) = 1.
Zadanie 4. (a) f(0, 0,−1) = 1 i f(0, 0, 1) = −1;
(b) f( 1

4
(−1−

√
5), 1

4
(−1 +

√
5), 1

2
) = f( 1

4
(−1 +

√
5), 1

4
(−1−

√
5, 1

2
)) = − 3

4
i f( 1√

6
, 1√

6
,−
√

2
3
) = 1

6
+
√

2
3
;

(c) tak jak w poprzednim punkcie.

Zadanie 5. f(± 6√
183

, ε
√

73
366

,± 1√
183

) = ±
√

61
3

, gdzie ε = ±1.

Zadanie 6. g(
√
2− 1,

√
2

2
− 1, 3

5
(
√
2− 1),− 3

10

√
2− 1

5
)2 = 4

5

(
3− 2

√
2
)
dla g(x, y, t, s)2 = (x− t)2 +(y− s)2. To

zadanie mo»na te» zrobi¢ wyznaczaj¡c y jako funkcj¦ x z równanie hiperboli i s jako funkcj¦ t z równania prostej
i rozwi¡zuj¡c standardowe zadanie na (niezwi¡zane) ekstremum funkcji dwóch zmiennych.
Zadanie 7. W¡tpliwo±ci powinna budzi¢ zwarto±¢ zbioru C, gdy» »adne z równa« nie opisuje zbioru zwartego.
Wyznaczaj¡c z = 3 − x − y z pierwszego równania i wstawiaj¡c do drugiego dostajemy x2 + y2 = 3x + 3y − xy.
To równanie traktowane jako równanie kwadratowe na x ma rozwi¡zania tylkod dla x ze sko«czonego zakresu i
podobnie dla y. Wobec tego zbiór jest ograniczony, a wi¦c zwarty (bo domkni¦ty). Dalej post¦pujemy standardowo
maksymalizuj¡c funkcj¦ g(x, y)2 = x2 + y2 na C. g(0, 3, 0) = g(3, 0, 0) = 3.

Zadanie 8. [f( 1
2

(
3 +
√
5
)
, 1
2

(
3 +
√
5
)
, 2
(
7− 3

√
5
)
), f(1, 1, 4)] = [17− 5

√
5, 6]

Zadanie 9. Rozwa» funkcj¦ f(x1, . . . , xn) =
∑
j<k xixk przy warunku

∑
i xi = a. Z uwagi na zwarto±¢ ekstrema

musz¡ by¢ przyjmowane w zbiorze x1, . . . , xn ≥ 0. Metoda mno»ników Lagrange'a daje jeden punkt podejrzany
xi =

a
n
, za± badanie f na brzegach xi = 0 sprowadza si¦ do rozwi¡zywania analogicznego zadania z n 7→ n− 1.

Zadanie 10. Rozwi¡zaniem jest wersja nierówno±ci Höldera.
Zadanie 11. Rozwa» ró»nic¦ wyra»e« po obu stronach nierówno±ci przy warunku a+ b+ c+ d = 1. Obliczenia
s¡ dosy¢ dªugie.

Zadanie 12. Rozwa» funkcj¦ g(x1, . . . , xn) = x1 − x2. Wynik:
√

2(b− a2

n
).
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Elementy teorii miary

Typy zada«:

• Oblicz miar¦ wybranego zbioru.

• Sprawd¹, »e dany zbiór jest borelowski/miary zero/mierzalny.

• Sprawd¹, czy dana funkcja jest miar¡ (zewn¦trzn¡).

Co nale»y wiedzie¢:

• Zna¢ de�nicj¦ ciaªa i σ-ciaªa zbiorów.

• Zna¢ de�nicj¦ miary i miary zewn¦trznej i zwi¡zki miedzy nimi (tw. Cratheodory'ego).

• Zna¢ de�nicj¦ zbiorów mierzalnych w sensie Lebesque'a i ich charakteryzacj¦.

• Zna¢ podstawowe wªasno±ci miary Lebesgue'a.

Zadanie 1. Niech A oznacza zbiór wszystkich liczb z przedziaªu [0, 1] maj¡cych rozwi-
ni¦cie dwójkowe w którym cyfra 0 nie wyst¦puje dwa razy pod rz¡d. Wyka», »e A jest
zbiorem miary zero.
Zadanie 2. Wyka», »e zbiór

{x = (0, 0c20c40c6 . . .)2 | ci ∈ {0, 1}}

jest mierzalny i obliczy¢ jego miar¦.
Zadanie 3. Wyka», »e w ka»dym podzbiorze A ⊂ Rn dodatniej miary istnieje punkt o
wszystkich wspóªrz¦dnych niewymiernych.
Zadanie 4. Niech fn : R → R b¦dzie ci¡giem funkcji ci¡gªych/mierzalnych. Wyka», »e
zbiór

A = {x ∈ R | fn(x) jest ci¡giem rosn¡cym}

jest zbiorem borelowskim/mierzalnym.
Zadanie 5. Niech A ⊂ R b¦dzie zbiorem λ1-mierzalnym. Wyka», »e

A×A = {(x, y) ∈ R2 | x, y ∈ A}

jest zbiorem λ2-mierzalnym.
Zadanie 6. Niech P ⊂ R b¦dzie przedziaªem domkni¦tym, a zbiór A ⊂ P b¦dzie
domkni¦ty. Udowodnij, »e je±li λ(A) = λ(P ), to A = P .
Zadanie 7. Niech A ⊂ Rk b¦dzie zbiorem dodatniej miary Lebesgue'a. Wyka», »e
dla ka»dego 0 < c < 1 istnieje przedziaª k-wymiarowy P taki, »e λk(P ) > 0 oraz
λk(A ∩ P ) > cλk(P ).
Zadanie 8. Wyznaczy¢ σ-ciaªo generowane przez rodzin¦ przedziaªów [n, n + 1], gdzie
n ∈ Z.
Zadanie 9. Wyka», »e rodzina zbiorów skªadaj¡ca si¦ z przeliczalnych sum przedzia-
ªów postaci (a, b] ⊂ R i punktów c ∈ R jest ciaªem podzbiorów R. Wyka», »e σ-ciaªo
generowane przez rodzin¦ przedziaªów postaci (a, b] to σ-ciaªo zbiorów borelowskich.
Zadanie 10. Niech X ⊂ R b¦dzie niepustym podzbiorem. Zde�niujmy dla A ⊂ R

µX(A) =

{
1 gdy X ⊂ A,
0 gdy X 6⊂ A.
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Rozstrzygnij, czy µX jest miar¡ zewn¦trzn¡?
Zadanie 11. Rozwa»my punkty xi ∈ X, i = 1, 2, . . .. Wyka», »e δ :=

∑∞
i=1 δxi jest

miar¡ zewn¦trzn¡ i rozstrzygnij jak wygl¡da σ-ciaªo zbiorów δ-mierzalnych. Powy»wej
δx oznacza delt¦ Diraca, tzn. δx(A) = 0 gdy x /∈ A oraz δx(A) = 1 gdy x ∈ A.
Zadanie 12. Dane jest σ-ciaªo F podzbiorów zbioru X oraz miara µ okre±lona na F .
Dla A ⊂ X de�nujemy µ∗(A) := inf{µ(B) | B ∈ F , A ⊂ B}. Wyka», »e µ∗ jest miar¡
zewn¦trzn¡.
Zadanie 13. Podaj przykªad niemierzalnego podzbioru A ⊂ R. Odpowied¹ uzasadnij.

Odpowiedzi i wskazówki:
Zadanie 1. Rozwa»any zbiór jest zawarty w zbiorze liczb x ∈ [0, 1] które nie maj¡ cyfry 0 w rozwini¦ciu
czwórkowymi. Jest to zbiór miary zero � patrz zadanie z ¢wicze« o braku 3 w rozwini¦ciu dziesi¦tnym.
Zadanie 2. Rozwa»any zbiór jest miary zero. Mo»na go alternatywnie opisa¢ jako zbiór tych liczb z przedziaªu
[0, 1], w których rozwini¦ciu czwórkowym nie wyst¦puj¡ cyfry 2 i 3.
Zadanie 3. Punkty o co najmniej jednej wspóªrz¦dnej wymiernej tworz¡ zbiór miary zero.
Zadanie 4. Zbiór Ak = {x ∈ R | fk+1(x) > fk(x)} jest otwarty/mierzalny. Wobec A =

⋂
k∈N Ak mamy tez¦.

Zadanie 5. Ka»dy zbiór λ1-mierzalny mo»emy zapisa¢ jako sum¦ zbioru typu Fσ i zbioru miary zero A = F ∪N ,
wobec tego A × A = F × F ∪ N × F ∪ F × N ∪ N × N . Pierwszy element tej sumy jest zbiorem typu Fσ
w R2 (uzasadnienie jest bardzo proste), a pozostaªe zbiory s¡ zbiorami λ2-miary zero (byªo takie zadanie na
¢wiczeniach, »e produkt zbioru miary zero i dowolnego innego jest miary zero). Korzystaj¡c z charakteryzacji
zbiorów mierzalnych w sensie Lebesgue'a otrzymujemy tez¦.
Zadanie 6. intP \A jest zbiorem otwartym. Ka»dy niepusty zbiór otwarty ma dodatni¡ miar¦.
Zadanie 7. Z wykªadu wiemy, »e dla dowolnego ε istnieje zbiór otwarty U ⊃ A taki, »e λk(U \A) < ε. St¡d ªatwo
wynika, »e mo»emy za»¡da¢, aby λk(U ∩A) > c · λk(U). Zapiszmy teraz U jako przeliczaln¡ sum¦ przedziaªów k-
wymiarowych o przeci¦ciach b¦d¡cych zbiorami miary zero (np. kostek diadycznych). Co najmniej jeden z tych
przedziaªów musi speªnia¢ analogiczn¡ nierówno±¢.
Zadanie 8. Elementy tego σ-ciaªa to przeliczalne sumy punktów {n} i przedziaªów otwartych (n, n + 1), gdzie
n ∈ Z.
Zadanie 9. Sprawdzenie warunków bycia ciaªem nie przedstawia specjalnych trudno±ci. Aby wykaza¢, »e
rozwa»any zbiór generuje σ-ciaªo zbiorów borelowskich wystarczy pokaza¢, »e: 1. Ka»dy przedziaª postaci (a, b)
(baza standardowej topologii na R) nale»y do σ-ciaªa generowanego przez przedziaªy postaci (a, b] � st¡d ka»dy
zbiór borelowski nale»y do rozwa»anego σ-ciaªa oraz 2. Zbiory postaci (a, b] s¡ borelowskie � st¡d rozwa»ane
σ-ciaªo zawiera si¦ w σ-ciele zbiorów borelowskich. Jedyn¡ trudno±¢ mo»e stanowi¢ punkt pierwszy. Zauwa»my,
»e (a, b) =

⋂
n∈N(a, b+

1
n
].

Zadanie 10. O ile X nie jest zbiorem jednopunktowym, δX nie jest miar¡ zewn¦trzn¡, bo nie speªnia nawet
warunku sko«czonej podaddytywno±ci. Niech A,B ⊂ R takie, »e X 6⊂ A i X 6⊂ B ale X ⊂ A ∪ B. Wtedy
1 = µ(A ∪B) > µ(A) + µ(B) = 0.
Zadanie 11. Funkcja δ jest nie tylko miar¡ zewn¦trzn¡, ale te» miar¡ na X (tak zwana miara licz¡ca). Jej
σ-ciaªo to 2X .
Zadanie 12. Jedyn¡ trudno±¢ stanowi sprawdzenie warunku podaddytwno±ci. Rozwa»my zbiory Ai, dowolne
ε > 0 i wybierzmy zbiory Bi ∈ F tak aby Ai ⊂ Bi oraz µ∗(Ai) ≥ µ(Bi)− ε

2i
. Wówczas wobec

⋃
i Ai ⊂

⋃
iBi ∈ F

mamy µ∗(
⋃
i Ai) ≤ µ(

⋃
Bi) ≤

∑
i µ(Bi) ≤

∑
i µ(Ai) + ε. Z dowolno±ci ε mamy tez¦.

Zadanie 13. Z wykªadu znamy zbiór Vitali'ego, czyli zbiór warstw R/Q.
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Caªka Lebesgue'a

Typy zada«:

• Zbadaj mierzalno±¢/caªkowalno±¢ danej funkcji.

• Oblicz caªk¦ z danej funkcji.

• Oblicz miar¦ danego zbioru.

• Oblicz granic¦ ci¡gu caªek.

Co nale»y wiedzie¢:

• Zna¢ de�nicj¦ funkcji mierzalnej.

• Zna¢ konstrukcj¦ i podstawowe wªasno±ci caªki Lebesgue'a.

• Zna¢ twierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±ci monontonicznej i zmajoryzowanej caªek.

• Zna¢ twierdzenie o zamianie zmiennych w caªce.

• Zna¢ twierdzenie Fubini'ego.

Funkcje mierzalne

Zadanie 1. Niech f1, f2, f3, f4 : Rn → R b¦d¡ funkcjami mierzalnymi. Wyka», »e
funkcja

f(x) =

{
f1(x)f2(x) je±li f3(x) > f4(x)

|f2(2x)| w przeciwnym przypadku

jest mierzalna.
Zadanie 2. Niech f : R→ R b¦dzie funkcj¡ niemalej¡c¡. Wyka», »e f jest mierzalna.
Zadanie 3. Niech A ⊂ [0, 1] b¦dzie zbiorem tych punktów przedziaªu jednostkowego,
które nie maj¡ »adnej trójki w rozwini¦ciu dziesi¦tnym, za± niech V ⊂ [0, 1] b¦dzie
dowolnym zbiorem niemierzalnym (na przykªad przeci¦ciem przedziaªu jednostkowego ze
zbiorem Vitali'ego). Czy funkcja

f(x) =

{
x2 dla x ∈ A ∩ V
x3 dla x ∈ [0, 1] \ (A ∩ V )

jest mierzalna? Odpowied¹ uzasadnij.
Zadanie 4. Rozwa»my funkcj¦ F : [0, 1) → [0, 1) dan¡ wzorem F (x) = 2x − b2xc.
Wyka», »e je±li A ⊂ [0, 1) jest zbiorem mierzalnym, to F−1(A) te» jest mierzalny i ma t¦
sam¡ miar¦.
Zadanie 5. Ka»dy punkt z klasycznego zbioru Cantora C mo»emy jednoznacznie zapisa¢
jako x =

∑∞
i=1

ci
3i
, gdzie ci ∈ {0, 2}. De�niujemy funkcj¦ f : C → R wzorem

f(x) =

∞∑
i=1

ci
2i+1

.

Wyka», »e f jest funkcj¡ niemalej¡c¡, ci¡gª¡ i »e obrazem zbioru miary zero C jest caªy
odcinek [0, 1]. Wyka», »e f przedªu»a si¦ do funkcji ci¡gªej f̃ : [0, 1] → [0, 1] o tych
samych wªasno±ciach.
Powy»sza funkcja to tak zwana funkcja Cantora-Lebesgue'a. Z konstrukcji wynika, »e ci¡gªy obraz zbioru

miary zero nie musi by¢ zbiorem miary zero.
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Przej±cia graniczne w caªce

Zadanie 6. Oblicz granic¦

lim
n→∞

∫ n

0

(
1 +

x

n

)n+1
e−2xdx .

Zadanie 7. Oblicz caªk¦ ∫ 1

0

(
x

⌊
1

x

⌋
+ x− 1

)⌊
1

x

⌋
dx .

Zadanie 8. Oblicz granic¦

lim
n→∞

∫ 1

e−n

(
1 +

lnx

n

)n
x−

3
2dx .

Zadanie 9. Oblicz granic¦

lim
n→∞

∫ 1

0
ne−nxdx .

Zadanie 10. Oblicz granic¦

lim
n→∞

∫ 2πn

−2πn

(
1 + x2 +

x4

2!
+ . . .+

x2n

n!

)
cos

(
x√
n

)
exp(−2x2)dx .

Zadanie 11. Oblicz granic¦

lim
n→∞

∫
{x2+y2≤1}

ln(x2 + y2)√
x2 + y2

(xn + yn)dλ2(x, y).

Zadanie 12. Oblicz granic¦

lim
n→∞

∫ 1

0

n

nx+ x5 + 1
dx .

Caªkowanie funkcji wielu zmiennych � twierdznie Fubini'ego i zamiana zmien-

nych

Zadanie 13. Oblicz miar¦ zbioru

C = {(x, y, z) ∈ R2 | x2 + z2 < 1, y2 + z2 < 1} .

Zadanie 14. Oblicz caªk¦∫
{0<y<2x}

(1− x+ y)e−xdλ2(x, y) .

Zadanie 15. Niech A = {(x, y, z) ∈ R3 | 0 < x < 1, 0 < x + y < 1, 0 < z < 1
x+y+1}.

Oblicz caªk¦ ∫
A

1

(x+ y + 1)2
dλ3(x, y, z) .
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Zadanie 16. Oblicz caªk¦∫
{x>0,y>1,z>1}

x

1 + (xyz)4
dλ3(x, y, z) .

Zadanie 17. Oblicz miar¦ zbioru

D = {(x, y) ∈ R2 | (x2 + y2)2 ≤ 4(x2 − y2)} .

Zadanie 18. Niech A = {(x, y) ∈ R2 | |x+ y| < 1, y > 0}. Oblicz caªk¦∫
A
x exp(−y2)dλ2(x, y) .

Odpowiedzi i wskazówki:
Zadanie 1. Zauwa»my, »e {x | f(x) > a} jest sum¡ przeci¦¢ zbiorów ({x | f1(x)f2(x) > a} ∩ {x | f3(x) > f4(x)})
oraz ({x | |f2(2x)| > a} ∩ {x | f3(x) ≤ f4(x)}), z których ka»dy jest zbiorem mierzalnym. Uzasadnienie, »e
f2(2x) jest mierzalne, gdy takie byªo f2: skalowanie x 7→ 2x zachowuje zbiory mierzalne.
Zadanie 2. �atwo sprawdzi¢, »e przeciwobrazy zbioru postaci (a,+∞] s¡ postaci (b,+∞) lub [b,+∞). Inny
sposób: funkcja monotoniczna ma co najwy»ej przeliczaln¡ liczb¦ punktów nieci¡gªo±ci, a wi¦c jest ci¡gªa poza
zbiorem miary zero.
Zadanie 3. �atwo sprawdzi¢, »e przeciwobrazem A s¡ jego dwie rozª¡czne kopie ±ci±ni¦te podwójnie.
Zadanie 4. Zbiór A ∩ V jest miary zero, a zatem funkcja f jest ci¡gªa na [0, 1] poza zbiorem miary zero, st¡d
mierzalna (zadanie z ¢wicze«).
Zadanie 5. Zauwa»my, »e f((0, c1c2c3 . . .)2) = ((0, c1

2
c2
2
c3
2
. . .)2) st¡d monotoniczno±¢, bo w dowolnym systemie

pozycyjnym nierówno±¢ x ≤ y wygl¡da tak samo. Ci¡gªo±¢: je±li |x − y| < 1
3i−1 to rozwini¦cia x i y ró»ni¡

si¦ najwcze±niej na i-tym miejscu i wówczas |f(x) − f(y)| < 1
2i
. Epimor�czno±¢: we¹my liczb¦ rzeczywist¡

x = (0, d1d2d3 . . .)2 z przedziaªu [0, 1] odpowiada jej punkt zbioru Cantora opisany liczbami ci = 2di. Przedªu»enie
do [0, 1]: na ka»dym z ko«ców wyrzuconych przedziaªów w konstrukcji zbioru Cantora f przyjmuje t¦ sam¡ warto±¢.

De�niujemy f̃ jako funkcj¦ staª¡ na wyrzucanym przedziale.
Zadanie 6. Korzystamy z twierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±ci zmajoryzowanej: fn(x) = χ

[0,n](x)(1+
x
n
)n+1e−2x <

(1 + x)exe−2x = (1 + x)e−x � to jest funkcja caªkowalna na R+. Granic¡ punktow¡ jest e−x st¡d wynik to∫∞
0 e−xdx = 1.

Zadanie 7. 1
2
. Wskazówka: oblicz t¦ caªk¦ na przedziale [ 1

n+1
, 1
n
] i uzasadnij (n.p. korzystaj¡c z twierdzenia

Lebesgue'a o zbie»no±ci monotonicznej), »e dodawanie wkªadów od wszystkich takich odcinków da warto±¢ caªki
na przedziale [0, 1].

Zadanie 8. Ci¡g funkcji fn(x) = χ
[e−n,1](x)

(
1 + ln x

n

)n
x−

3
2 jest zbie»ny monotonicznie (dlaczego?) do f(x) =

x−
1
2 .
∫ 1
0 x
− 1

2 dx = 2.

Zadanie 9. Zamiana zmiennych y = nx prowadzi do
∫ n
0 e−ydy. U»ywaj¡c tw. Lebesgue'a o zbie»no±ci monoto-

nicznej dla fn(y) = χ
[0,n](y)e

−y → e−y dostajemy warto±¢ granicy
∫∞
0 e−ydy = 1.
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Zadanie 10. Korzystamy z twierdzenie Lebesgue'a o zbie»no±ci zmajoryzowanej. Rozwa»my

fn(x) := χ
[−2πn,2πn](x)

(
1 + x2 +

x4

2!
+ . . .+

x2n

n!

)
cos

(
x
√
n

)
exp(−2x2)

na prostej R. Granic¡ punktow¡ i jednocze±nie ograniczeniem górnym tego ci¡gu jest f(x) = exp(−x2). Jest to
funkcja caªkowalna i

∫
R exp(−x2)dx =

√
π � to jest standardowy przykªad wykorzystania tw. Fubiniego � zob.

skrypt Pawªa Strzeleckiego, przykªad 5.27.
Zadanie 11. Zauwa»my, »e w kole otwartym {x2 + y2 < 1} zarówno x jak i y s¡ mniejsze ni» 1, wobec czego dla
wszystkich punktów z tego koªa (prawie wszystkich punktów z koªa domkni¦tego) funkcje podcaªkowe zbiegaj¡

do zera. Pocz¡wszy od drugiej funkcje podcaªkowe mo»na ograniczy¢ wspólnie przez ln(x2 + y2)
√
x2 + y2, co

jest ograniczone, a wi¦c caªkowalne na kole jednostkowym. Na mocy tw. Lebesgue'a o zbie»no±ci zmajoryzowanej
szukan¡ granic¡ jest zero.
Zadanie 12. Zauwa»my, »e ci¡g dodatnich funkcji fn(x) =

n
nx+x5+1

jest rosn¡cy i zbie»ny punktowo do 1
x
. Na

mocy tw. Lebesgue'a o zbie»no±ci monotonicznej granic¡ jest
∫ 1
0

1
x
dx = +∞.

Zadanie 13.

λ3(C) =

∫ 1

−1

∫ √1−z2

−
√

1−z2

∫ √1−z2

−
√

1−z2
1dxdydz =

8

3
.

Zadanie 14. Funkcja podcaªkowa przyjmuje zarówno warto±ci dodatnie jak i ujemne, a zatem przed zastoso-
waniem tw. Fubini'ego powinni±my upewni¢ si¦, »e jest caªkowalna. Zauwa»my, »e na rozpatrywanym zbiorze
|f(x, y)| ≤ (1 + 3x)e−x, która jest caªkowalna (dlaczego?), zatem f te» jest caªkowalna

∫
{0<y<2x}

(1− x+ y)e−xdλ2(x, y) =

∫ ∞
0

(∫ 2x

0
(1− x+ y)e−xdy

)
dx =

∫ ∞
0

2xe−xdx = 2 .

Zadanie 15. Funkcja jest ci¡gªa i dodatnia, wi¦c mo»emy stosowa¢ twierdzenie Fubini'ego.

∫
A
f =

∫ 1

0

∫ 1−x

−x

∫ 1
x+y+1

0

1

(x+ y + 1)2
dzdydx =

∫ 1

0

∫ 1−x

−x

1

(x+ y + 1)3
dydx =

3

8
.

Zadanie 16. Funkcja podcaªkowa jest ci¡gªa dodatnia, wi¦c mo»emy swobodnie stosowa¢ twierdzenie Fubini'ego.∫
{x>0,y>1,z>1}

x

1 + (xyz)4
dλ3(x, y, z) =

∫ ∞
1

∫ ∞
1

∫ ∞
0

x

1 + (xyz)4
dxdydz =∫ ∞

1

∫ ∞
1

1

2y2z2
arctg(x2y2z2)

∣∣∣∣x=∞
x=0

dydz =

∫ ∞
1

∫ ∞
1

π

4y2z2
dydz =

π

4
.

Zadanie 17. Najwygodniej zastosowa¢ podstawienie biegunowe x = r cosφ, y = r sinφ. W tych zmiennych D
jest opisany nierówno±ci¡ r2 ≤ 4 cos 2φ.

λ2(D) =

∫
r2≤4 cos 2φ

1 · rdλ2(r, φ) =
∫
cos 2φ≥0

(
1

2
r2
∣∣∣∣r2=4 cos 2φ

r=0

)
dφ = 2

∫
cos 2φ≥0

cos 2φdφ = 4 .

Zadanie 18. Zauwa»my, »e funkcja podcaªkowa f(x, y) = x exp[−y2] jest nieujemna na zbiorze A+ := A ∩
{(x, t) | x ≥ 0}, który jest zwarty po domkni¦ciu. Z uwagi na ci¡gªo±¢, f jest na tym zbiorze ograniczona,
a zatem caªka z jej cz¦±ci dodatniej

∫
A f+ =

∫
A+

f jest sko«czona. Do cz¦±ci ujemnej f mo»emy zastosowa¢

twierdzenie Fubini'ego. Poniewa» ju» wiemy »e caªka z cz¦±ci dodatniej jest sko«czona, jej dodanie nie wpªynie
na caªkowalno±¢ f na A. Mo»emy zatem policzy¢ caªk¦ z caªo±ci f na A u»ywaj¡c twierdzenia Fubini'ego:

∫
A
f =

∫ 1

0

∫ 1−y

−1−y
x exp[−y2]dxdy =

∫ 1

0
2y exp[−y2]dy = 1−

1

e
.


