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Zawody indywidualne, I dzień (29.06.1998)

1. Niech x1, x2, y1, y2 b ↪ed ↪a takimi liczbami rzeczywistymi, że x2
1 + x2

2 ≤ 1 . Udowodnić nierówność

(x1y1 + x2y2 − 1)2 ≥ (x2
1 + x2

2 − 1)(y2
1 + y2

2 − 1) .

2. Rozważamy n punktów P1, P2, . . . , Pn po lożonych w tej kolejności na jednej linii prostej. Malujemy
każdy z tych n punktów na jeden z nast ↪epuj ↪acych kolorów: bia ly, czerwony, zielony, niebieski, fiole-
towy. Kolorowanie nazwiemy dopuszczalnym, jeśli dla dowolnych dwóch kolejnych punktów Pi, Pi+1

(i = 1, 2, . . . , n−1) oba s ↪a tego samego koloru lub co najmniej jeden z nich jest bia ly. Ile jest dopuszczal-
nych kolorowań?

3. Wyznaczyć wszystkie pary liczb rzeczywistych (x, y) spe lniaj ↪ace nast ↪epuj ↪acy uk lad równań:{
2− x3 = y
2− y3 = x .

Zawody indywidualne, II dzień (30.06.1998)

4. Niech m, n b ↪ed ↪a danymi liczbami ca lkowitymi dodatnimi. Niech

Sm(n) =
n∑
k=1

[k2√
km

]
([x] jest najwi ↪eksz ↪a liczb ↪a ca lkowit ↪a nie wi ↪eksz ↪a od x). Udowodnić, że

Sm(n) ≤ n+m·( 4
√

2m − 1) .

5. Wyznaczyć wszystkie pary (a, b) liczb ca lkowitych dodatnich takich, że równanie x3−17x2 +ax−b2 = 0
ma trzy pierwiastki ca lkowite (niekoniecznie różne).

6. Różne punkty A, B, C, D, E, F s ↪a po lożone na okr ↪egu k w tej kolejności. Proste styczne do okr ↪egu k
w punktach A i D oraz proste BF i CE przecinaj ↪a si ↪e w jednym punkcie P . Udowodnić, że proste AD,
BC i EF s ↪a równoleg le lub przecinaj ↪a si ↪e w jednym punkcie.

Zawody zespo lowe (1.07.1998)

7. Rozważamy pary (a, b) liczb naturalnych takich, że iloczyn aa· bb w zapisie dziesi ↪etnym kończy si ↪e
dok ladnie 98 zerami. Wyznaczyć par ↪e (a, b) o tej w lasności, dla której iloczyn ab jest najmniejszy.

8. Niech n > 2 b ↪edzie dan ↪a liczb ↪a naturaln ↪a. Rozważamy siatk ↪e kwadratow ↪a na p laszczyźnie. W każdym
kwadracie jednostkowym siatki wpisana jest liczba naturalna. Wielok ↪aty o polu równym n, których
boki s ↪a zawarte w prostych tworz ↪acych siatk ↪e, nazwiemy wielok ↪atami dopuszczalnymi . Wartości ↪a wie-
lok ↪ata dopuszczalnego nazwiemy sum ↪e wszystkich liczb wpisanych w kwadraty zawarte w tym wielok ↪acie.
Udowodnić, że jeśli wartości dowolnych dwóch przystaj ↪acych wielok ↪atów dopuszczalnych s ↪a równe, to
wszystkie liczby wpisane w kwadraty siatki s ↪a równe.

Uwaga. Przypominamy, że obraz symetryczny Q wielok ↪ata P jest wielok ↪atem przystaj ↪acym do P .

9. Niech K, L, M b ↪ed ↪a środkami boków BC, AC, AB trójk ↪ata ABC. Punkty A, B, C dziel ↪a okr ↪ag opisany
na trójk ↪acie ABC na trzy  luki: AB, BC, CA. Niech X b ↪edzie takim punktem  luku BC, że BX = XC.
Analogicznie, niech Y b ↪edzie takim punktem  luku AC, że AY = Y C, zaś Z takim punktem  luku AB, że
AZ = ZB. Niech R b ↪edzie promieniem okr ↪egu opisanego na trójk ↪acie ABC i niech r b ↪edzie promieniem
okr ↪egu wpisanego w trójk ↪at ABC. Udowodnić, że r +KX + LY +MZ = 2R .


