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Zadanie 1.

Zadanie 2.

Zadanie 3.

Zadanie 4.

Niech n bedzie liczba catkowita dodatnia i niech M = {1,...,n}. Wy-
znacz liczbe uporzadkowanych széstek zbioréw (A1, As, Az, As, As, Ag)
spelniajacych nastepujace dwa warunki:

(a) zbiory Ai,..., Ag sa (niekoniecznie réznymi) podzbiorami zbioru
M;

(b) kazdy element zbioru M albo nie nalezy do zadnego, albo nalezy
do dokladnie trzech, albo nalezy do wszystkich sze$ciu zbioréw sposréd
A1, ..., Ag.

Wyznacz najwieksza liczbe rzeczywista C; i najmniejsza liczbe rze-
czywista C5 takie, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a,
b, ¢, d, e zachodza nastepujace nieréwnosci
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Dana jest liczba naturalna n > 2. Wyznacz wszystkie uklady n
funkcji (fi1, ..., fn), gdzie f; : R — R dla kazdego i = 1,...,n, takie
ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y spelnione sa nastepujace
réwnania:

fi(z) = fo(z) f2(y) + f1(y) = 0

fo(2?) = fs(2) fs(y) + f2(y?) =

}l;(xk) = fir1(@) frr1(y) + fu(yF) =0
fu(e™) = Fu(@) Fo(y) + faly™) = 0.

Dany jest tréjkat ABC. Przez punkt P lezacy wewnatrz tréjkata
ABC prowadzimy trzy proste k, [, m w taki sposéb, ze:

(a) prosta k przecina proste AB i AC' odpowiednio w punktach A; i
A2 (Al 76 Ag) takich, ze PA1 = PA2;

(b) analogicznie prosta | przecina proste BC' i BA odpowiednio w
punktach B; i By (B; # Bs) takich, ze PB; = PBsy;

(c) analogicznie prosta m przecina proste CA i CB odpowiednio w
punktach Cy i Cy (Cy # Cs) takich, ze PCy = PCs.

Udowodnij, ze proste k, I, m sa przez te warunki wyznaczone jed-
noznacznie. Wyznacz punkt P (i udowodnij, ze jest tylko jeden taki
punkt), dla ktérego tréjkaty AA; As, BBy B2, CC1C> maja réwne
pola.



Zadanie 5.

Zadanie 6.

Zadanie 7.

Zadanie 8.

Zadanie 9.

Ciag liczb catkowitych (a,) spelnia nastepujaca zalezno$é¢ rekuren-
cyjna:
ant1 = a3 + 1999

dlan =1,2,.... Udowodnij, ze istnieje co najwyzej jedna wartosé n,
dla ktérej a,, jest kwadratem liczby calkowite;j.

Rozwiaz nastepujacy uklad réwnan

22+ TpTp1+zh_ =1 (n=1,2,..,1999)
ZTo = T1999

w zbiorze liczb rzeczywistych nieujemnych.

Wyznacz wszystkie pary (z,y) liczb catkowitych dodatnich takie, ze
2Tty = yy .

Dana jest prosta g i punkty P, @, S lezace po tej samej stronie
tej prostej. Punkty M i N leza na prostej g, przy czym PM 1| g
i QN L g. Punkt S lezy miedzy prostymi PM i QN. Ponadto
PM = PSiQ@N = Q@QS. Symetralne odcinkéw SM i SN przecinaja
sie w punkcie R. Prosta RS przecina okrag opisany na tréjkacie PQR
w punkcie 7 réznym od R. Udowodnij, ze punkt S jest Srodkiem
odcinka RT'.

Punktem kratowym nazywamy punkt plaszczyzny majacy obie wspol-
rzedne catkowite. Rozwazamy nastepujaca gre jednoosobowa. Pozy-
cja w grze sklada sie ze skonczonego zbioru zaznaczonych punktéow
kratowych i ze skoiczonego zbioru odcinkéw spelniajacych nastepujace
warunki:

(a) korice kazdego zaznaczonego odcinka sa zaznaczonymi punktami
kratowymi;

(b) kazdy zaznaczony odcinek jest réwnolegly do jednej osi uktadu
wspolrzednych lub do jednej z dwéch prostych o réwnaniach y = z,
y=—x

(c) kazdy zaznaczony odcinek zawiera dokladnie 5 punktéw krato-
wych i kazdy z tych punktéw jest zaznaczony;

(d) dowolne dwa zaznaczone odcinki maja co najwyzej jeden punkt
wspdlny.

Ruch w grze polega na zaznaczeniu nowego punktu kratowego, a
nastepnie zaznaczeniu odcinka w taki sposéb, by powstala nowa po-
zZyCja w grze.

Rozstrzygnij, czy istnieje pozycja poczatkowa w grze, taka ze mozliwe
jest wykonanie nieskoniczonego ciagu ruchéw.



