Zadania z XXIII Austriacko-Polskich Zawodéw Matematycznych
Baranéw Sandomierski, 28-30 czerwca 2000 r.

1. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany P(x) o wspdlczynnikach rzeczywistych,
dla ktérych istnieje taka dodatnia liczba catkowita n, ze dla nieskonczenie wielu
wartosci x zachodzi réwnosé:
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2. W szedcianie o krawedzi dlugosci 1, ABCD jest pewna Sciana, a CG kra-
wedzig do niej prostopadla. Okrag o1 jest wpisany w kwadrat ABC D, a okrag oo
jest opisany na tréjkacie BDG. Wyznaczy¢ najmniejsza wartosé odlegloéci XY dla
X€o1iY €oo.

3. Dla kazdej liczby naturalnej n > 3 rozwiazaé¢ w liczbach rzeczywistych naste-
pujacy uklad réwnan:
x? =x9+x3+1
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4. Wyznaczyé wszystkie liczby catkowite dodatnie N, nie majace dzielnikéw
pierwszych réznych od 2 i 5, takie, ze N +25 jest kwadratem liczby catkowitej.

5. Dla jakich liczb naturalnych n > 5 mozliwe jest pokolorowanie wierzchotkéw
n-kata foremnego nie wiecej niz szeScioma kolorami, w ten sposob, aby w kazdej
grupie pieciu kolejnych wierzchotkéw wystapito pie¢ réznych koloréow?

6. Rozwazmy bryle @ postaci Q=QoUQ1UQ2UQ3UQ41UQ5UQg, gdzie Q;
(1=0,1,2,...,6) sa siedmioma réznymi szeScianami o krawedziach dtugosci 1, przy
czym szescian Qg ma wspolng Sciane z kazdym z szeSciu pozostatych. Rostrzygnaé,
czy mozna wypelnié przestrzen nieskonczong iloécia bryt, z ktérych kazda powstaje
przez przesuniecie rownolegte bryly @, a zadne dwie nie maja wspdélnych punktow
wewnetrznych.

7. Na plaszczyznie dany jest tréjkat AgBoCy. Rozwazamy tréjkaty ABC spel-
niajace nastepujace warunki:
(i) proste AB, BC, C'A przechodza, odpowiednio, przez punkty Cy, Ay, Bo;
(ii) tréjkaty ABC i AgByCy sa podobne (tzn. istnieje podobienstwo prze-
ksztalcajace A na Ag, B na By i C na Cj).

Wyznaczy¢ miejsce geometryczne srodkéw okregéw opisanych na wszystkich takich
tréjkatach ABC.



8. Na plaszczyznie danych jest 27 punktow, z ktérych zadne trzy nie sa wspot-
liniowe. Cztery sposrdd tych punktéw sa wierzchotkami kwadratu o boku dlugosci
1, a pozostale 23 leza wewnatrz tego kwadratu. Udowodnié, ze pewne trzy sposréd
danych punktéw sg wierzchotkami tréjkata o polu nie wigkszym niz ﬁ.

9. Udowodnié, ze jesli a, b, ¢ sg nieujemnymi liczbami rzeczywistymi, przy czym
a+b+c=1, to maja miejsce nieréwnosci:

2< (1—a2)2+(1—b2)2+ (1—c2)2< (1+a)(1+b)(1+c).

Dla kazdej z tych nieréwnosci rozstrzygnaé, kiedy zachodzi réwnosé.

10. Plan zamku w Baranowie Sandomierskim mozna w przyblizeniu przedstawié
jako graf o 16 weztach, narysowany ponizej:

Nocny straznik planuje zamknieta trase obchodu wzdtuz krawedzi tego grafu.
(a) Ile istnieje takich tras (bez uwzgledniania kierunku), ktére przechodza
przez kazdy wezel doktadnie raz?
(b) Ile istnieje takich tras (z uwzglednieniem kierunku), ktére przechodza
przez kazda krawedz dokladnie raz i nie krzyzuja si¢ same ze soba?



