
XL Mi �edzynarodowa Olimpiada Matematyczna

Zadanie1. Wyznaczýc wszystkiezbiory skończoneS na płaszczýznie, złożonez co
najmniejtrzechpunkt́ow i spełniaj�acenast�epuj �acy warunek:
dla każdychdwóch różnych punkt́ow A i B zbioru S, symetralnaodcinka
AB jestosi �asymetriizbioruS.

Zadanie2. Niechn b �edzieustalon�a liczb �anaturaln�a,n
�

2.
(a)Wyznaczýc najmniejsz�astał �aC tak �a,żenierównósć
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�

0.
(b) Dla tej stałejC, ustalíc, kiedyzachodzirównósć.

Zadanie3. Rozważmy plansz�e kwadratow �a n � n, gdzien jest dan �a dodatni�a liczb �a
całkowit �a parzyst�a. Planszajest podzielonana n2 kwadrat́ow jednostko-
wych. Dwa różnekwadratyplanszys �a przyległe, gdymaj �awspólny bok.
N kwadrat́ow planszyzostałowyróżnionychw taki spośob,by każdykwa-
drat planszy(wyróżniony lub nie) był przyległy do co najmniej jednego
kwadratuwyróżnionego.
Wyznaczýc najmniejsz�amożliw �awartósć N.

Zadanie4. Wyznaczýc wszystkiepary � n � p� liczb całkowitych dodatnichtakie,że:
p jestliczb �apierwsz�a,
n � 2p,� p � 1� n � 1 dzieli si �e przeznp � 1.

Zadanie5. Okr �egi Γ1 i Γ2 s �a położonewewn �atrz okr �egu Γ i s �a odpowiedniostyczne
doΓ w różnychpunktachM i N. Okr �agΓ1 przechodziprzezśrodekokr �egu
Γ2. Prostaprzechodz�acaprzezpunktyprzeci�eciaokr �egów Γ1 i Γ2 przecina
okr �agΓ w punktachA i B. ProsteMA i MB przecinaj�a Γ1 odpowiedniow
punktachC i D.
Udowodníc, żeprostaCD jeststycznado okr �eguΓ2.

Zadanie6. Wyznaczýc wszystkiefunkcje f : ����� takie,że

f � x � f � y����� f � f � y����� xf � y��� f � x� � 1

dlawszystkichx � y ��� .
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