Zadania z XLI Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej
Taejon (Korea Poludniowa), 19 i 20 lipca 2000 r.

1. Dwa okregi I'; i I's przecinaja sie w punktach M i N. Niech [ bedzie
taka wspolng prosta styczna do I'y i I'y, ze punkt M znajduje sie blizej
prostej [ niz punkt N. Prosta [ jest styczna do I'y w punkcie A oraz do
I'y w punkcie B. Prosta réwnolegta do [ przechodzaca przez M przecina I';
ponownie w punkcie C oraz 'y ponownie w punkcie D. Proste CA i DB
przecinaja sie w punkcie F; proste AN i CD przecinaja sie w punkcie P;
proste BN i C'D przecinaja si¢ w punkcie Q). Wykazaé, ze EP = EQ.

2. Niech a, b, ¢ bedg takimi liczbami rzeczywistymi dodatnimi, ze abc=1.

Udowodnié, ze
(a=145) (b-143) (=147 ) <1.
b c a

3. Niech n > 2 bedzie liczbg naturalna. Na danej poziome;j prostej znajduje
sie n pchel, nie wszystkie w tym samym punkcie. Dla liczby rzeczywistej
dodatniej A definiujemy ruch nastepujaco:

(i) wybieramy dwie pchty, w punktach A i B, przy czym A znajduje sie na
lewo od B;

(ii) pchta z punktu A skacze na punkt C, znajdujacy sie na danej prostej na
prawo od B i taki, ze BC/AB = \.

Wyznaczy¢ wszystkie takie wartosci A, ze dla dowolnego punktu M na proste;j

i dowolnego poczatkowego potozenia n pchet istnieje skonczony ciag ruchéw,

ktory przeprowadza wszystkie pchty na prawo od M.

4. Tluzjonista ma sto kart ponumerowanych od 1 do 100. Wktada je do
trzech pudetek, czerwonego, biatego i niebieskiego tak, ze kazde z nich zawiera
przynajmniej jedna karte. Ktos z widzéw wybiera dwa z tych trzech pude-
tek, wyciaga po jednej karcie z kazdego z wybranych pudetek i podaje sume
liczb na wyciagnietych kartach. Majac dana te sume, iluzjonista wskazuje to
pudetko, z ktorego nie zostata wyciagnieta zadna karta.

Na ile sposobéw mozna wlozyé¢ wszystkie karty do pudelek tak, by ta
sztuka zawsze sie udala? (Dwa sposoby uwaza sie za rézne, gdy przynajmniej
jedna karta znajdzie si¢ za kazdym razem w innym pudetku.)

5. Rozstrzygnaé, czy istnieje taka liczba catkowita dodatnia n, ze
(i) n jest podzielna przez doktadnie 2000 réznych liczb pierwszych oraz
(i) liczba 2™+1 jest podzielna przez n.

6. Niech AH, BH5, C'H3 beda wysokosciami tréjkata ostrokatnego ABC.
Okrag wpisany w tréjkat ABC jest styczny do BC, CA, AB odpowiednio



w punktach 77, T, T3. Niech proste l1, l2, I3 beda symetrycznymi obrazami
prostych HoHj3, HsHy, HiH> odpowiednio wzgledem prostych 1515, T5T1,
T17T5. Udowodnié, ze proste l1, lo, I3 wyznaczajg trojkat, ktérego wierzchotki
leza na okregu wpisanym w tréjkat ABC.



