IX Druzynowe Zawody Matematyczne
“Baltic Way ’98”

Warszawa, 8 listopada 1998
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Znalez¢ wszystkie funkcje dwéch zmiennych f, ktérych argumenty z, y i wartosci f(z,y) sa
liczbami calkowitymi dodatnimi, spelmiajace nastepujace warunki (dla wszystkich dodatnich
liczb caltkowitych z i y):

f(xax) =z,
flx,y) = f(y,z),
(x+y)f(z,y) = yf(z,z+y).

. Tréjke liczb catkowitych dodatnich (a, b, ¢) nazywamy quasi-pitagorejska, jesli istnieje tréjkat o

bokach dhugosci a, b, ¢, w ktérym miara kata naprzeciwko boku ¢ wynosi 120°. Udowodnié, ze
jesli (a, b, ¢) jest tréjka, quasi-pitagorejska, to ¢ ma dzielnik pierwszy wiekszy od 5.

. Znalez¢ wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich z, y, ktére speliaja réwnanie

222 + 5y* = 11(zy — 11).

. Niech P bedzie wielomianem o wspélczynnikach catkowitych. Zalézmy, ze dlan =1,2,...,1998

wartosci P(n) sa liczbami naturalnymi trzycyfrowymi. Udowodnié, ze wielomian P nie ma
pierwiastkéw catkowitych.

. Niech a bedzie cyfra nieparzysta, za$ b cyfra parzysta. Udowodnié, ze dla kazdej liczby

calkowitej dodatniej n istnieje liczba calkowita dodatnia, podzielna przez 2", w ktorej zapisie
dziesietnym nie wystepuja cyfry inne niz a i b.

. Niech P bedzie wielomianem stopnia 6 oraz niech a, b beda liczbami rzeczywistymi takimi, ze

0 < a < b. Zalézmy, ze P(a) = P(—a), P(b) = P(-b), P'(0) = 0. Udowodnié, ze P(z) = P(—x)
dla wszystkich liczb rzeczywistych z.

. Niech R oznacza zbiér wszystkich liczb rzeczywistych. Znalezé wszystkie funkcje f: R — R

speliajace dla dowolnych z,y € R réwnanie f(x)+ f(y) = f(f(x)f(y)).

. Niech Py(z) =1+ x+ 22+ ---+ z*~1. Wykazaé, ze

i

dla kazdej liczby rzeczywistej x i kazdej liczby calkowitej dodatniej n.

. Liczby a, @ spemiaja 0 < o < 8 < m/2. Niech ~, § beda liczbami okreslonymi przez warunki:

(i) 0 <+ < 7/2 oraz liczba tg+y jest $rednia arytmetyczna liczb tga i tg [;

1
(ii) 0 < < /2 oraz liczba —— jest $rednia arytmetyczna liczb i :
cos § cosa cosf

Udowodnic¢, ze vy < 4.

Niech n > 4 bedzie parzysta liczba, catkowita. W okrag o promieniu 1 wpisane sa n-kat foremny
i (n—1)-kat foremny. Dla kazdego wierzchotka n-kata rozwazmy odleglto$é od tego wierzchotka
do najblizszego wierzchotka (n—1)-kata, mierzona po obwodzie okregu. Niech S bedzie suma,
tych n odleglo$ci. Udowodnié, ze S nie zalezy od wzajemnego polozenia tych dwéch wielokatéw.
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Niech a, b, ¢ beda dlugo$ciami bokéw pewnego tréjkata, za§ R — promieniem okregu opisanego
na nim. Udowodnié, ze
T 2v/2a2 + 262 — 2

Kiedy zachodzi ré6wnos¢?

W tréjkacie ABC zachodzi /BAC = 90°. Punkt D lezy na boku BC' i /BDA = 2/BAD.
Udowodni¢, ze

L _1(1 1
AD 2\BD CD)°’
W pieciokacie wypuklym ABCDE boki AE i BC sa réwnolegle oraz /ADE = /BDC.

Przekatne AC i BE przecinaja sie w punkcie P. Dowiesé, ze /ZEAD = /BDP i /CBD =
LADP.

Dany jest tréjkat ABC, w ktéorym AB < AC. Prosta przechodzaca przez B i rownolegla do
AC przecina dwusiecznag kata zewnetrznego / BAC w punkcie D. Prosta przechodzaca przez C
i réwnolegla do AB przecina te dwusieczna w punkcie . Punkt F' lezy na boku AC' i speliona
jest rownos$¢ F'C' = AB. Udowodnié, ze DF = FE.

Dany jest tréjkat ostrokatny ABC. Punkt D jest spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzchotka,
A na bok BC. Punkt E lezy na odcinku AD i spelione jest rownanie

AE CD

ED DB’
Punkt F' jest spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzchotka D na bok BE. Udowodnié, ze
LAFC =90°.

Czy mozna pokry¢ szachownice o wymiarach 13 x 13 czterdziestoma dwoma klockami o wymi-

arach 4x1 w taki sposéb, ze tylko Srodkowe pole szachownicy pozostanie nie zakryte ? (Zakladamy,|j

ze kazdy klocek zakrywa cztery pele pola szachownicy.)

Niech n i k beda liczbami catkowitymi dodatnimi. Danych jest nk przedmiotéw (tych samych
rozmiaréw) i k pudelek, z ktérych kazde pomie$ci n przedmiotéw. Kazdy przedmiot jest
pokolorowany jednym z k réznych koloréw. Wykazaé, ze mozna rozmiesci¢ te przedmioty w
pudetkach w taki sposob, ze w kazdym pudetku znajda sie przedmioty w co najwyzej dwoch
kolorach.

Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktorych istnieje zbiér S o nastepujacych

wlasnos$ciach:

(i) S sklada sie z n liczb catkowitych dodatnich, z ktérych wszystkie sa mniejsze od 2"~ 1;

(ii) dla dowolnych dwéch réznych niepustych podzbioréw A i B zbioru S suma elementéw zbioru
A jest rézna od sumy elementéw zbioru B.

Rozwazmy mecz ping-ponga miedzy dwiema druzynami, z ktérych kazda sklada sie z 1000
graczy. Kazdy gracz gral przeciwko kazdemu z graczy przeciwnej druzyny doktadnie raz (w
ping-pongu nie ma remiséw). Udowodnié, ze istnieje dziesieciu graczy z jednej druzyny, takich
ze kazdy z graczy druzyny przeciwnej przegral z co najmniej jednym z tych dziesieciu graczy.

Powiemy, ze liczba calkowita dodatnia m pokrywa liczbe 1998, jesli 1, 9, 9, 8 pojawiaja sie w tej
wlasnie kolejnosci jako cyfry m. (Na przyklad 1998 jest pokrywana przez 215993698, ale nie
przez 213326798.) Niech k(n) oznacza liczbe tych liczb catkowitych dodatnich, ktére pokrywaja
1998 i maja dokladnie n cyfr (n > 5), z ktérych wszystkie sa rézne od 0. Jaka reszte z dzielenia
przez 8 daje k(n)?



