X Zawody MatematycznePanstw Battyckich
Reykjavik, 6 listopadal999

1. Wyznaczyg wszystkidiczby rzeczywisten, b, ¢, d spetniagceuktadrownan:

abc+ab+bc+cat+a+b+c=1
becd+bc+cd+db+b+c+d=9
cda+cd+da+ac+c+d+a=9
dab+da+ab+bd+d+a+b=9

2. Wyznaczy wszystkieliczby catkowite dodatnien o tej wlasndci, ze pier
wiastektrzecigyo stopniaz n powstajeprzezodrzucenidrzechostatnichcyfr roz-
winieciadziesetneo liczby n.

3. Wyznaczy wszystkietakieliczby catkowite n > 3, ze nierbwnast
aap+aaz+...+a18+apa1 <0

zachodzidla wszystkichliczb rzeczywistychay, ay, ... ,a, spetniagoych rownacst
Qt+a+...+a,= 0.

4. Dlaliczb rzeczywistychdodatnichx, y okreslamy
—mi y
f(x,y) = min (x, x2+y2> .
Udowodnic, ze istnieja takie liczby xo, Yo, ze f(Xx,y) < f(Xo,Yo) dla wszystkich
liczb dodatnichx, y. Wyznaczy f(xo,Yo)-

5. Stycznaw punkcieo wspotrzedrych (a,b) do okregu x? +y?> =1 maz
paraboh y = x° + 1 doktadnigjedenpunktwspolny. Wyznaczyg wszystkiepunkty
(a,b) o powyzszejwtasnaci.

6. Jakajest najmniejszdiczba ruchbw, ktbra potrzelje skoczekszachavy,
aby przegt z jednayo naranika szachwnicy n x n (gdzien > 4) do naraznika
przeciwleytego?

7. Dwarbzne pola szachanicy 8 x 8 nazwiemysasiadujacymi, jezeli maja
wspdlny bok lub wspblny wierzchotek.Rozstrzygac, czy jestmozliwe, aby krol
szachwy zaczynaic od pevnegyo pola szachanicy 8 x 8 odwiedzit wszystkie
poladoktadnieraz wedlugnasepupcejreguty: W kazdym etapiepodiozy (liczac
od trzecigo odwiedzongo pola) krol stoi napolu sasiadugcym z parzysa liczba
pol, ktorejuz odwiedzit.

8. Mamy do dyspozycji1999 monet, z ktbrych kazde dwie maja rézny
ciezar Dysponujemyurzadzeniemktore pozwalaspgrod dowolnych trzechmo-
netwskazd# te, ktorej ciezar zawiera sie pomiedzy ciezaramidwoch pozostatych.
DowieSt, zemonetatysieczngpodwzgledemciezarumoze byt wyznaczongrzez
naszeurzadzeniestosavanenie wiecejniz 1000000 razy Udowodnki, ze zapo-
moa@ tego urzadzeniamiejscew ciagu ciezatbw moznawyznaczy tylko dla tej
monety

9. Szeciano krawedzi 3 podzielonona 27 sZciardw jednostlowych, ktore
ponumeraanow spo$b dowolny liczbamil,2,...,27. Tworzymy27 mozliwych



sumw poszczgoblnych rzedach(jestdziewiet takich sumw kazdym z trzechkie-
runkbw réwnolegtych do krawedzi szé&cianu,kazdasumao trzechskfadnikach).
Conajwyzejile spkrod tych 27 summoze byt liczba nieparzysd ?

10. Czymoznakoto o promieniul (taczniez brzegiem)rozdzielt natrzy takie
podzbiory zezaderz nich nie zavieradwodch punkbw odlegtycho 1?

11. Naptaszczynie danesa czterypunkty z ktorych zadnetrzy nie sa wspot-
liniowe. Udowodni, zeistniejetaki okragprzechodacy przeztrzy z tych punkbw,
zeczwarty punktlezy naokregu lub w jego wnetrzu.

12. W trojkacie ABC zachodzirownast 2AB = AC + BC. Udowodnic, ze
nasepupceczterypunkty: Srodekokregu wpisango w tentrojkat, Srodekokregu
opisango orazsrodkibokow AC i BC, leza najedrym okregu.

13. W trojkacie ABC dwusiecznekatbw A i B przecinag boki BC i CA od-
powiedniow punktachD i E. PonadtoAE + BD = AB. Wyznaczyg miare kata
C.

14. W trojkacie rownoramiengm ABC rowne sa boki AB i AC. Punkty D
i E leza odpaviednio nabokachAB i AC. ProstaprzechodacaprzezpunktB i
rownolegta do AC przecinaprosa DE w punkcieF. Prostaprzechodacaprzez
punktC i rownolegta do AB przecinaprostt DE w punkcieG. Dowiest, ze
[DBCG] AD
[FBCE]  AE’
gdzie[PQRS oznaczgole czworokataPQRS.
15. W trojkacie ABC zachodziZC = 60° oraz AC < BC. PunktD lezy na

bokuBC i spetniaBD = AC. Bok AC przedhkzonodo punktuE tak,abyAC = CE.
Udowodnic, ze AB = DE.

16. Znalezt najmniejsa liczbe catkowita dodatna k, ktbra moznaprzedstwic
w postacik = 19" — 5™ dlapewnych liczb catkowitych dodatnichm, n.

17. Czyistniejetaki skohczory ciagliczb catkowitych ¢y, ¢y, ... ,Cn, zekazda
zliczba+cy, a+ ¢y, ..., a+Cy jestpierwszadla wiecejniz jednej,aletylko dla
skohczeniewielu réznych liczb catkowitych a?

18. Liczba calkowita dodatniam dajez dzieleniaprzez4 resze 2. Dowiest,
Zeistniejeco najwyzej jedenrozkladm = ab, gdziea, b sa liczbami catkowitymi
dodatnimispetniaggymi

O<a—b<4/5+4v4m+1.

19. Dowie&t, zeistniejenieslonczeniewiele takich liczb catkowitych dodat-
nich parzystychk, zedlakazdejliczby pierwszejp liczba p? + k jestztozona.

20. Liczby a, b, ¢, d sa pierwszeoraz spetniag warunkia > 3b > 6¢ > 12d,
a? — b? + ¢ — d? = 1749.Wyznaczyg wszystkiewartdsci wyrazenia

a+b’+c?+d°.



