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1. Wyznaczýc wszystkieliczby rzeczywistea, b, c, d spełniaj�aceukładrównán:���� ��� abc � ab � bc � ca � a � b � c � 1
bcd � bc � cd � db � b � c � d � 9
cda � cd � da � ac � c � d � a � 9
dab � da � ab � bd � d � a � b � 9

2. Wyznaczýc wszystkieliczby całkowite dodatnien o tej własnósci, żepier-
wiastektrzeciego stopniaz n powstajeprzezodrzucenietrzechostatnichcyfr roz-
wini �eciadziesi�etnego liczby n.

3. Wyznaczýc wszystkietakieliczby całkowite n � 3, żenierównósć

a1a2 � a2a3 �	�
�
��� an � 1an � ana1  0

zachodzidla wszystkichliczb rzeczywistycha1 � a2 � �
�
� � an spełniaj�acych równósć
a1 � a2 �	�
�
��� an � 0.

4. Dla liczb rzeczywistychdodatnichx, y okréslamy

f � x � y ��� min � x � y
x2 � y2 � �

Udowodníc, że istniej �a takie liczby x0, y0, że f � x � y �  f � x0 � y0 � dla wszystkich
liczb dodatnichx, y. Wyznaczýc f � x0 � y0 � .

5. Stycznaw punkcieo wsṕołrz �ednych � a � b � do okr �egu x2 � y2 � 1 ma z
parabol�a y � x2 � 1 dokładniejedenpunktwsṕolny. Wyznaczýc wszystkiepunkty� a � b � o powyższejwłasnósci.

6. Jakajest najmniejszaliczba ruch́ow, któr �a potrzebuje skoczekszachowy,
aby przej́sć z jednego narȯznika szachownicy n � n (gdzie n � 4) do narȯznika
przeciwległego?

7. Dwa różnepola szachownicy 8 � 8 nazwiemys �asiaduj �acymi, jeżeli maj �a
wsṕolny bok lub wsṕolny wierzchołek.Rozstrzygn�ać, czy jestmożliwe, abykról
szachowy zaczynaj�ac od pewnego pola szachownicy 8 � 8 odwiedził wszystkie
poladokładnierazwedługnast�epuj �acejreguły: W każdymetapiepodŕoży (licz �ac
od trzeciego odwiedzonego pola)król stoi napolu s �asiaduj�acym z parzyst�a liczb �a
pól, którejuż odwiedził.

8. Mamy do dyspozycji 1999 monet, z których każde dwie maj �a różny
ci �eżar. Dysponujemyurz �adzeniem,którepozwalaspósród dowolnych trzechmo-
netwskazác t �e, której ci �eżarzawierasi �e pomi �edzyci �eżaramidwóchpozostałych.
Dowieść, żemonetatysi �ecznapodwzgl �edemci �eżarumożebyć wyznaczonaprzez
naszeurz �adzeniestosowanenie wi �ecejniż 1000000 razy. Udowodníc, żezapo-
moc �a tego urz �adzeniamiejscew ci �aguci �eżaŕow możnawyznaczýc tylko dla tej
monety.

9. Szésciano kraw �edzi 3 podzielonona 27 sźsciańow jednostkowych, które
ponumerowanow spośobdowolny liczbami1 � 2 � �
�
� � 27. Tworzymy27możliwych

1



sumw poszczególnych rz �edach(jestdziewi �eć takichsumw każdymz trzechkie-
runków równoległych do kraw �edzi széscianu,każdasumao trzechskładnikach).
Conajwyżej ile spósród tych27summożebyć liczb �a nieparzyst�a?

10. Czymożnakoło o promieniu1 (ł �aczniez brzegiem)rozdzielíc natrzy takie
podzbiory, żeżadenz nichnie zawieradwóchpunkt́ow odległych o 1?

11. Na płaszczýzniedanes �a czterypunkty, z którychżadnetrzy nie s �a wsṕoł-
liniowe. Udowodníc, żeistniejetaki okr �agprzechodz�acy przeztrzyz tychpunkt́ow,
żeczwarty punktleży naokr �egu lub w jego wn �etrzu.

12. W trójk �acie ABC zachodzirównósć 2AB � AC � BC. Udowodníc, że
nast�epuj �aceczterypunkty: środekokr �egu wpisanego w tentrójk �at, środekokr �egu
opisanego orazśrodkiboków AC i BC, leż �a najednym okr �egu.

13. W trójk �acie ABC dwusiecznek �atów A i B przecinaj�a boki BC i CA od-
powiednio w punktachD i E. PonadtoAE � BD � AB. Wyznaczýc miar �e k �ata
C.

14. W trójk �acie równoramiennym ABC równe s �a boki AB i AC. Punkty D
i E leż �a odpowiednio na bokachAB i AC. Prostaprzechodz�acaprzezpunkt B i
równoległa do AC przecinaprost �a DE w punkcieF. Prostaprzechodz�acaprzez
punktC i równoległa doAB przecinaprost �a DE w punkcieG. Dowieść, że�

DBCG ��
FBCE � � AD

AE �
gdzie

�
PQRS � oznaczapoleczworok �ataPQRS.

15. W trójk �acie ABC zachodzi � C � 60� oraz AC � BC. Punkt D leży na
bokuBC i spełniaBD � AC. Bok AC przedłu̇zonodopunktuE tak,abyAC � CE.
Udowodníc, żeAB � DE .

16. Znalézć najmniejsz�a liczb �e całkowit �a dodatni�a k, któr �a możnaprzedstawić
w postacik � 19n � 5m dlapewnych liczb całkowitych dodatnichm, n.

17. Czy istniejetaki skończony ci �ag liczb całkowitych c1 � c2 � �
�
� � cn, żekażda
z liczb a � c1, a � c2, �
�
� , a � cn jestpierwszadla wi �ecejniż jednej,ale tylko dla
skończeniewielu różnych liczb całkowitych a ?

18. Liczba całkowita dodatniam dajez dzieleniaprzez4 reszt�e 2. Dowieść,
że istniejeco najwyżej jedenrozkładm � ab, gdziea, b s �a liczbamicałkowitymi
dodatnimispełniaj�acymi

0 � a � b ��� 5 � 4� 4m � 1 �
19. Dowieść, że istniejenieskończeniewiele takich liczb całkowitych dodat-

nichparzystychk, żedla każdej liczby pierwszejp liczba p2 � k jestzłożona.

20. Liczby a, b, c, d s �a pierwszeorazspełniaj�a warunki a � 3b � 6c � 12d,
a2 � b2 � c2 � d2 � 1749.Wyznaczýc wszystkiewartósci wyrażenia

a2 � b2 � c2 � d2 �
2


