Zadania z XI Zawodéw Matematycznych Panstw Baltyckich
Oslo (Norwegia), 4 listopada 2000 r.

1. Niech K bedzie punktem lezacym wewnatrz trdjkata ABC. Niech
M i N beda takimi punktami, ze M i K leza po przeciwnych stronach
prostej AB, oraz N i K leza po przeciwnych stronach prostej BC. Zal6z-
my, ze SMAB=YMBA=INBC=INCB=9KAC =<4KCA. Udowod-
ni¢, ze M BN K jest rownolegltobokiem.

2. Dany jest tréjkat réwnoramienny ABC o kacie A =90°. Niech M
bedzie érodkiem boku AB. Prosta przechodzaca przez punkt A i prostopadia
do prostej C'M przecina bok BC' w punkcie P. Dowieéé, ze

SAMC =<BMP.

3. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym A =90° oraz AB# AC. Punkty
D, E, F leza odpowiednio na bokach BC, CA, AB, w taki sposéb, ze AFDFE
jest kwadratem. Wykazad, ze prosta BC, prosta F'E oraz styczna w punkcie
A do okregu opisanego na trojkacie ABC przecinaja sie¢ w jednym punkcie.

4. Dany jest trojkat ABC, w ktérym A =120°. Punkty K i L leza
odpowiednio na bokach AB i AC. Niech BKP i CLQ beda tréjkatami
rownobocznymi zbudowanymi na zewnatrz tréjkata ABC. Udowodnié, ze
PQ> Y2 (AB+AC),

5. Niech ABC bedzie takim tréjkatem, ze

BC  AB+BC
AB-BC ~ AC

Wyznaczy¢ iloraz <A : 4C.

6. Fredek prowadzi pensjonat. T'wierdzi on, ze za kazdym razem gdy jego
pensjonat odwiedza n > 3 gosci, potrafi wskazaé¢ takich dwéch, ktorzy wsrod
pozostatych goéci maja taka sama liczbe znajomych oraz wspdélnego znajo-
mego lub wspdlnego nieznajomego. Dla jakich wartoéci n Fredek ma racje?

7. Tablica kontrolna o wymiarach 40 x 50 sklada si¢ 2000 guzikéw, z kto-
rych kazdy jest w pozycji: wlaczony lub wytaczony. Nacisniecie guzika po-
woduje zmiane jego pozycji oraz pozycji wszystkich guzikéw w tej samej
kolumnie i w tym samym wierszu. Wykazaé, ze przyciskajac guziki mozna
tablice z poczatkowo wytaczonymi guzikami doprowadzi¢ do tablicy, w kto-
rej wszystkie guziki sa wlaczone. Wyznaczy¢ najmniejsza potrzebna do tego
liczbe nacisnigc.



8. Na przyjeciu spotkalo sie czternastu kolegéw. Jeden z nich, Fredek,
chcial wczesniej potozyé¢ sie spaé¢. Pozegnal si¢ wiec z 10 kolegami, zapo-
minajac o trzech pozostalych i poszedl spaé¢. Po chwili wrécil na przyjecie,
pozegnal si¢ z 10 kolegami (niekoniecznie tymi samymi co poprzednio) i po-
szed! spac. Fredek powracal jeszcze wielokrotnie i za kazdym razem zegnat
sie z 10 kolegami, po czym szedl spaé. Kiedy tylko pozegnal si¢ z kazdym ze
swoich kolegdéw co najmniej raz, to juz nie wrécit. Rano Fredek uswiadomit
sobie, ze z kazdym z trzynastu kolegdw pozegnal sie inna liczbe razy. Ile co
najmniej razy powracal Fredek?

9. Po szachownicy 2k x 2k ztozonej z jednostkowych kwadratow skacze za-
ba. Skoki zaby sa dtugosci v/1+ k2 i przenosza ja ze $rodka jednego kwadratu
do $rodka innego kwadratu. Pewnych m kwadratéw szachownicy zaznaczono
krzyzykiem. Wszystkie kwadraty, do ktérych moze skoczy¢ zaba z pél ozna-
czonych krzyzykiem oznaczono kétkiem (nawet jesli na ktéryms z tych pol
jest juz krzyzyk). Koétkiem oznaczono n kwadratéw. Dowiesé, ze n > m.

10. Na tablicy napisano dwie liczby catkowite dodatnie. Poczatkowo, jed-
na z nich jest rowna 2000, a druga jest mniejsza niz 2000. Jesli Srednia aryt-
metyczna m dwoch liczb napisanych na tablicy jest liczba catkowita, mozemy
wykonaé¢ nastepujaca procedure: $cieramy jedna z liczb zastepujac ja przez
m. Dowies¢, ze ta procedura nie moze by¢ wykonana wiecej niz dziesieé ra-
zy. Podaé przyktad, w ktérym powyzsza procedura jest wykonywana dziesieé
razy.

11. Dany jest taki ciag liczb calkowitych dodatnich aq,as,..., ze dla do-
wolnych m i n zachodzi: jesli m jest dzielnikiem liczby n oraz m <n, to am,
jest dzielnikiem liczby a,, oraz a,, < a,. Znalez¢ najmniejsza mozliwa wartoscé
liCZby a2000-

12. Niech z1,x9,...,2, beda takimi liczbami calkowitymi dodatnimi, ze
zadna z nich nie jest poczatkowym fragmentem zadnej innej (na przyklad 12
jest poczatkowym fragmentem liczb 12, 125 oraz 12405). Dowiesé, ze

1 1 1
— 4 — 4.+ —<3.
I xT9 In

13. Niech aq,a9,...,a, bedzie takim ciggiem arytmetycznym liczb calko-
witych, ze i|a; dla i=1,2,...,n—1 oraz nfa,. Udowodnié, ze n jest potega
liczby pierwsze;j.

14. Znalezé¢ wszystkie takie dodatnie liczby calkowite n, ze n rowna sie
liczbie dodatnich dzielnikéw liczby n pomnozonej przez 100.



15. Niech n bedzie dodatnig liczba catkowitg niepodzielng ani przez 2,
ani przez 3. Wykazac, ze dla wszystkich liczb catkowitych k liczba

(k+1)"—k"—1

jest podzielna przez k2 +k+1.

16. Udowodnié, ze dla wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢
zachodzi nieréwnosé

Va2 —ab+b2+ Vb2 —bc+c2> a2+ ac+c2.

17. Znalez¢ wszystkie rozwigzania w liczbach rzeczywistych nastepujacego
uktadu réwnan:

T +y+ 2+t =235
zy +yz+ 2t +tx = 4
zyz +yzt+ zte +tey= 3
ryzt =—1.

18. Wyznaczyé wszystkie dodatnie liczby rzeczywiste z i y spelniajace
rOwnanie

11
x+y+;+§+4:2-(\/2m+1—|—\/2y+1).

19. Niech t > % bedzie liczba rzeczywista, a n dodatnia liczba calkowita.
Dowieéé, ze 27> (t—1)2"+ (2t —1)".

20. Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n, niech

2n+1)(2n+3)-...-(4n—1)(4n+1)
(2n)(2n+2)-...-(4n—2)(4n)

Ip =

Dowiesé, ze



