XII Zawody Matematyczne Panstw Baltyckich
Hamburg (Niemcy), 4 listopada 2001

1. Na egzamin przygotowano 8 pytan. Kazdy uczen otrzymal 3 z nich.
Zadnych dwodch uczniéw nie otrzymalo wiecej niz jedno wspélne pytanie.
Jaka najwieksza mozliwa liczba uczniéw wzigta udzial w egzaminie?

2. Niech n > 2 bedzie liczba catkowita dodatnia. Rozstrzygnad, czy istnieje
n takich niepustych parami rozlacznych podzbioréw zbioru {1,2,3,...}, ze
kazdag dodatnig liczbe calkowita mozna w jednoznaczny sposéb przedstawié
w postaci sumy co najwyzej n liczb, kazdej z innego podzbioru.

3. Liczby 1,2,...,49 rozmieszczono w tablicy 7 X 7, po czym obliczono su-
me liczb w kazdym wierszu i kazdej kolumnie. Niektére z tych 14 sum sa
nieparzyste, a pozostale sg parzyste. Niech A oznacza sume wszystkich nie-
parzystych sum, a B sume wszystkich parzystych sum. Czy jest mozliwe takie
rozmieszczenie liczb, ze A= B?

4. Niech p i ¢ beda dwiema réznymi liczbami pierwszymi. Dowiesé, ze
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(x| oznacza najwieksza liczbe catkowita nie wieksza niz z.)

5. Kazdy sposréd danych 2001 punktéw na okregu pokolorowano na czer-
wono albo na zielono. W jednym kroku wszystkie punkty sa jednoczesnie
przekolorowywane w nastepujacy sposob: jesdli oba punkty bezposérednio sa-
siadujace z punktem P maja ten sam kolor co punkt P, to punkt P nie
zmienia koloru, w przeciwnym razie punkt P zmienia kolor. Rozpoczynajac
od pokolorowania F) otrzymujemy kolejno pokolorowania Fy,Fj,... . Udo-
wodni¢, ze istnieje taka liczba ng <1000, ze F),, = Fp,4+2. Czy to stwierdzenie
jest prawdziwe, jesli liczbe 1000 zastapimy przez 9997

6. Punkty A, B, C, D, FE leza w tej wlasnie kolejnosci na okregu c i spel-
niaja AB || EC oraz AC || ED. Prosta styczna do okregu ¢ w punkcie E prze-
cina prosta AB w punkcie P. Proste BD i EC przecinajg sie w punkcie Q.
Udowodnié, ze AC = PQ.

7. Dany jest réwnoleglobok ABCD. Okrag przechodzacy przez punkt A
przecina odcinki AB, AC i AD odpowiednio w punktach M, K i N, r6znych
od A. Dowie$é, ze AB-AM+AD-AN=AK-AC.

8. Niech ABCD bedzie czworokatem wypuklym i niech N bedzie $rod-
kiem boku BC. Ponadto zalézmy, ze AN D =135°. Dowies¢, ze
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AB+CD+—C > AD.
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9. Dany jest romb ABCD. Znalezé zbior takich punktéw P, ktore leza
wewnatrz rombu i spetniajg warunek S APD +<BPC = 180°.

10. W tréjkacie ABC dwusieczna kata BAC przecina bok BC' w punk-
cie D. Wiedzac, ze BD-CD = AD? oraz 4 ADB =45°, wyznaczy¢ miary ka-
tow tréjkata ABC.

11. Funkcja f o wartosciach rzeczywistych jest okreslona na zbiorze

wszystkich liczb catkowitych dodatnich. Dla dowolnych liczb catkowitych
a>1,b>1 oraz d=NWD(a,b) zachodzi réwnosé

b
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Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartoéei f(2001).

12. Niech aq,a2,...,a, beda takimi dodatnimi liczbami rzeczywistymi, ze
n n
Za?:?) oraz Za?:a
i=1 i=1

n
Dowiesé, ze Y a; >3/2.
i=1
13. Niech ag,a1,a9,... bedzie ciggiem liczb rzeczywistych spelniajacym
warunki
ap=1 oraz ap=a7/9|+a|n/9|

dla n=1,2,.... Dowieé¢, ze istnieje taka liczba catkowita dodatnia k, ze

@< 50011

(|lz] oznacza najwieksza liczbe calkowita nie wieksza niz x.)

14. Danych jest 2n kart. Na kazdej karcie napisano pewng liczbe rzeczy-
wista x, przy czym 1<z <2 (na réznych kartach moga by¢ rézne liczby).
Udowodnié, ze mozna tak rozdzieli¢ karty na dwa stosy o sumach odpowied-
nio s1 i S9, ze

n $1
<=
n+1l ~ so

<1.

15. Niech ag,a1,a9,... bedzie ciggiem dodatnich liczb rzeczywistych spet-
niajacym warunek
ZCLZ2 > (i—i—l)-ai_lai“ dla i=1,2,....
Ponadto niech z i y beda dodatnimi liczbami rzeczywistymi oraz okreslmy
bi =wa;+ya;—1 dla i=1,2,.... Dowie$é, ze nieré6wnosé i-b7 > (i+1)-b;_1b;+1
zachodzi dla wszystkich liczb catkowitych 7 > 2.



16. Niech f bedzie funkcja o wartosciach rzeczywistych okreslona na zbio-
rze liczb catkowitych dodatnich spelniajaca nastepujacy warunek: dla wszyst-
kich n > 1 istnieje taki dzielnik pierwszy p liczby n, ze f(n)= f(n/p)— f(p).
Wiedzac, ze f(2001) =1, wyznaczy¢ f(2002).

17. Niech n bedzie liczbag calkowityg dodatnig. Dowiesé, ze mozna wybraé
co najmniej 2"~ ! +n takich liczb ze zbioru {1,2,3,...,2"}, ze dla dowolnych
wybranych dwoch réznych liczb x i y, x +y nie dzieli z-y.

18. Niech a bedzie liczba nieparzysta. Udowodnié, ze liczby 2" +2%" oraz
a®?" +22" sa wazglednie pierwsze dla dowolnych dodatnich liczb catkowitych
n im, przy czym n#m.

19. Jaka jest najmniejsza dodatnia liczba nieparzysta majaca tyle samo
dodatnich dzielnikéw co 3607

20. Z ciagu (a,b,c,d) liczb catkowitych mozemy uzyska¢ w jednym kroku
jeden z ciggow

(¢,d,a,b), (bya,d,c), (a+nc,b+nd,c,d), (a+nbb,c+nd,d)
dla dowolnej liczby catkowitej n, przy czym liczba n moze byé w kazdym
kroku inna. Czy mozna otrzymac ciag (3,4,5,7) z ciagu (1,2,3,4) przy pomocy
pewnej liczby krokow?



