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Obóz przygotowawczy do zawodów mi¦dzynarodowych
Zwardo«, 22:05:1995 | 4:06:1995.

Pierwsze Zawody Indywidualne:

1. Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡ i niech
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n
; gdzie m i n s¡ liczbami naturalnymi. Udowodni¢, »e

m jest podzielne przez p.

2. Dane s¡ liczby caªkowite dodatnie a, b, c, A, B, C takie, »e prostopadªo±cian o wymiarach A�B�C mo»na
podzieli¢ na prostopadªo±ciany a � b � c. Udowodni¢, »e a jest dzielnikiem przynajmniej jednej z liczb A,
B, C.

3. Dany jest okr¡g o oraz ró»ne punkty A i B na zewn¡trz tego okr¦gu. Dla ka»dego okr¦gu q przechodz¡-
cego przez punkty A i B i przecinaj¡cego okr¡g o, punkty Cq i Dq s¡ punktami wspólnymi tych okr¦gów.
Udowodni¢, »e stosunek odlegªo±ci punktów A i B od prostej CqDq nie zale»y od wyboru okr¦gu q.

4. Dowie±¢, »e dla niesko«czenie wielu liczb naturalnych n liczba
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jest pierwsza.

5. Dowie±¢, »e funkcja f(x) = x3 nie jest sum¡ trzech funkcji okresowych.

6. Wielo±cian o o±miu ±cianach trójk¡tnych, w którym z ka»dego wierzchoªka wychodz¡ dokªadnie cztery kra-
w¦dzie jest wpisany w sfer¦. Jego trzy przek¡tne przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie i s¡ parami prostopadªe.
Wykaza¢, »e ortocentra i ±rodki ci¦»ko±ci wszystkich ±cian le»¡ na jednej sferze.

Drugie Zawody Indywidualne:
1. Dowie±¢, »e dla dowolnej liczby naturalnej n  111 wzgl¦dnie pierwszej z 10 istnieje dodatnia liczba palin-

dromiczna podzielna przez n i maj¡ca mniej ni» n
�+1 cyfr.

2. Wielomian W (x) stopnia n > 2 o wspóªczynnikach caªkowitych ma n ró»nych pierwiastków rzeczywistych
tworz¡cych ci¡g arytmetyczny. Dowie±¢, »e W (x) jest iloczynem dwóch wielomianów dodatniego stopnia
o wspóªczynnikach wymiernych.

3. Czy istnieje 1995 punktów pªaszczyzny takich, »e »adne trzy z nich nie s¡ wspóªliniowe i ich wzajemne
odlegªo±ci s¡:
(a) liczbami caªkowitymi?
(b) parami ró»nymi liczbami caªkowitymi?

4. Czy równanie n(n+ 5) = 2m(m+ 5) + 2 ma niesko«czenie wiele rozwi¡za« w liczbach naturalnych m, n ?

5. N punktów pªaszczyzny, z których »adne trzy nie s¡ wspóªliniowe poª¡czono odcinkami ka»dy z ka»dym,
przy czym u»yto trzech kolorów. Dowie±¢, »e mo»na znale¹¢ zbiór A zªo»ony z co najmniej N

2 spo±ród tych
punktów oraz kolor k takie, »e dowolne dwa punkty zbioru A mo»na poª¡czy¢ ªaman¡ zªo»on¡ z odcinków
koloru k, której wierzchoªki nale»¡ do A.

6. Na bokach BC i AC trójk¡ta ABC wybrano odpowiednio punkty D i E. Punkt F jest punktem przeci¦cia
odcinka DE i dwusiecznej k¡ta przy wierzchoªku C. Dowie±¢, »e je±li BD = DF oraz AE = EF , to punkt
F jest ±rodkiem okr¦gu wpisanego w trójk¡t ABC.

Trzecie Zawody Indywidualne:
1. Wykaza¢, »e dla niesko«czenie wielu n naturalnych liczba

�2n
n

�
ma ostatni¡ cyfr¦ 8.

2. Dane s¡ niezale»ne zmienne losowe X i Y o warto±ciach caªkowitych nieujemnych. Istnieje taka liczba natu-
ralna n, »e dla dowolnej liczby caªkowitej nieujemnej k mamy

P (X + Y = k) =
�
n
k

�
� 2�n :

Dowie±¢, »e istnieje taka liczba naturalna m, »e dla dowolnej liczby caªkowitej nieujemnej k zachodzi

P (X = k) =
�
m
k

�
� 2�m :

Uwaga: Niezale»no±¢ zmiennych losowych X i Y oznacza, »e dla dowolnych liczb a i b zachodzi równo±¢
P (X=a; Y=b) = P (X=a)�P (Y=b).
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3. Udowodni¢, »e dla dowolnej prostej `, pole rzutu prostok¡tnego sze±cianu jednostkowego na pªaszczyzn¦
prostopadª¡ do ` jest nie mniejsze od dªugo±ci rzutu prostok¡tnego tego sze±cianu na `. Kiedy zachodzi
równo±¢?

4. Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste a > 1 takie, »e dla dowolnej funkcji ci¡gªej f :R ! R speªniaj¡cej
równo±¢ f(a) = f(0) istnieje x 2 R takie, »e f(x+ 1) = f(x).

5. Na niesko«czonej szachownicy przemalowno na zielono sko«czon¡ liczb¦ pól w taki sposób, »e �gura utworzona
z zielonych pól skªada si¦ z jednego kawaªka bez dziur, tzn. ka»de dwa pola zielone mo»na poªaczy¢ drog¡
zªo»on¡ z pól zielonych, z których kolejne maj¡ wspólny bok, natomiast dowolne dwa pola nie nale»¡ce do
�gury mo»na poª¡czy¢ drog¡ zªo»on¡ z pól nie nale»¡cych do �gury. Czy tak otrzyman¡ �gur¦ mo»na pokry¢
kostkami domina je±li wiadomo, »e:
(a) liczba pól biaªych przemalowanych na zielono jest taka sama jak liczba przemalowanych pól czarnych?
(b) liczba pól biaªych przemalowanych na zielono jest taka sama jak liczba przemalowanych pól czarnych oraz
ka»de dwa pola zielone mo»na poª¡czy¢ dwiema drogami zielonymi nie maj¡cymi ze sob¡ pól wspólnych?

6. Punkty D i E nale»¡ odpowiednio do boków AC i AB trójk¡ta ABC i BD = CE. K¡t DBC jest wi¦kszy
od k¡ta ECB. Wykaza¢, »e k¡t ACE jest wi¦kszy od k¡ta ABD.

Dziesi¦¢ ªatwych zada« geometrycznych:
1. Trapez ABCD jest opisany na okr¦gu, podstawa AB trapezu jest styczna do tego okr¦gu w punkcie R,

podstawa CD jest styczna do okr¦gu w punkcie S. Wykaza¢, »e AR �DS = BR � CS.

2. W kwadracie ABCD zawarty jest ªuk okr¦gu o ±rodku B i promieniu BA. Punkt S nale»y do tego ªuku.
Odlegªo±ci punktu S od odcinków AC, AD i CD s¡ równe odpowiednio p, q, r. Wykaza¢, »e p2 = qr.

3. Czy pªaski przekrój sze±cianu mo»e by¢ pi¦ciok¡tem foremnym?

4. Trzy proste styczne do paraboli przecinaj¡ si¦ w punktach A, B, C. Wykaza¢, »e okr¡g opisany na trójk¡cie
ABC przechodzi przez ognisko tej paraboli.

5. Czy istnieje taki wielo±cian, który ma 13 wierzchoªków, 19 kraw¦dzi i 8 ±cian?

6. Dany jest ostrosªup czworok¡tny o wszystkich kraw¦dziach równej dªugo±ci. Do ±ciany bocznej tego ostrosªupa
doklejono czworo±cian foremny o takiej samej dªugo±ci kraw¦dzi. Wykaza¢, »e ±rodki ci¦»ko±ci wszystkich,
oprócz dwóch, ±cian tak otrzymanego wielo±cianu le»¡ na jednym okr¦gu.

7. Punkty E, S, F le»¡ odpowiednio na bokach BC, CD, DA równolegªoboku ABCD i CE = AF . Odcinki
AS i BS przecinaj¡ odcinek EF odpowiednio w punktach P i Q. Wykaza¢, »e pole trójk¡ta SPQ jest równe
sumie pól trójk¡tów APF i BQE.

8. Proste k, `, m s¡ parami sko±ne, prosta p nie jest równolegªa do »adnej z nich. Jaka mo»e by¢ liczba prostych
równolegªych do p i jednakowo oddalonych od prostych k, `, m ?

9. W trójkacie równoramiennym ABC o k¡cie ABC równym 108� poprowadzono dwusieczn¡ k¡ta A, która
przecina bok BC w punkcie D. Punkt E jest przeci¦ciem boku AC i prostej równolegªej do boku AB
przechodz¡cej przez punkt D. Obliczy¢ k¡t ABE.

10. Czy istnieje wielo±cian o polu 450 opisany na sferze o promieniu 6 i maj¡cy pola wszystkich ±cian caªkowite
podzielne przez 6 ?

11. Wykaza¢, »e dla czworok¡ta ABCD wpisanego w okr¡g zachodzi równo±¢:
AC
BD

= AB �AD + CB � CD
BA �BC +DA �DC :

Dziesi¦¢ ªatwych zada« niegeometrycznych pierwszego rodzaju:
1. Ci¡g arytmetyczny o pierwszym wyrazie a1 i ró»nicy r, b¦d¡cych liczbami caªkowitymi dodatnimi, nie zawiera

»adnej pot¦gi, to znaczy liczby postaci mn, gdzie m;n > 1. Czy wtedy musi istnie¢ liczba pierwsza p taka,
»e p k a1 oraz p2 j r ?

2. Dowie±¢, »e z ka»dego post¦pu arytmetycznego o wyrazach caªkowitych dodatnich mo»na wybra¢ niesko«-
czony podci¡g, którego wszystkie wyrazy maj¡ takie same czynniki pierwsze.

3. Jaka jest ostatnia cyfra liczby
�
(3 +

p
5)n
�

w zale»no±ci od n ?
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4. Czy liczba 13 + 5
p

7 jest sum¡ liczb postaci (a+ b
p

7)2, gdzie a, b s¡ wymierne ?

5. Znale¹¢ tak¡ liczb¦ naturaln¡ n, »e dla dowolnej liczby caªkowitej k 2 [n; n+ 1995] istnieje taka permutacja
a1; a2; : : : ; an liczb 1; 2; : : : ; n, »e a1

1 + a2
2 + a3

3 + : : :+ an
n

= k :

6. Niech dla n naturalnego, Mn b¦dzie liczb¡ takich liczb naturalnych m 2 [1; n], »e
�
1 + 1

2 + 1
3 + : : :+ 1

m

�
jest liczb¡ parzyst¡. Czy istnieje granica lim

n!1
Mn

n
; a je±li tak, to ile ona jest równa ?

7. Czy istniej¡ dwie ró»ne pot¦gi dwójki zªo»one z tych samych cyfr w zapisie dziesi¦tnym, tj. b¦d¡ce anagra-
mami ? Nie dopuszczamy zer pocz¡tkowych w zapisie dziesi¦tnym.

8. Wybieramy liczby a1; a2; : : : ; a1995 2 f1; 2; 3; 4; 5; 6g. Wykonujemy nast¦puj¡cy eksperyment: rzucamy kostk¡
do gry 1995 razy z tym, »e je±li w k-tym rzucie wypadnie ak oczek, zaniedbujemy dalsze rzuty. Jak nale»y
wybra¢ liczby a1; a2; : : : ; a1995, by warto±¢ oczekiwana sumy oczek we wszystkich nie zaniedbanych rzutach
byªa najwi¦ksza ?

9. Kulawa wie»a porusza si¦ po niesko«czonej szachownicy. Z prawdopodobie«stwem 1
4 przesuwa si¦ o jedno

pole w gór¦, z prawdopodobie«stwem 1
4 w dóª, z prawdopodobie«stwem 1

4 w prawo i z prawdopodobie«stwem
1
4 w lewo. Kolejne ruchy s¡ od siebie niezale»ne. Obliczy¢ prawdopodobie«stwo tego, »e po 20 ruchach wie»a
wróci do miejsca startu.

10. 40 milionów ludzi gra w totolotka. Stawka wynosi 1 zª, caª¡ pul¦ dzieli si¦ w równych cz¦±ciach pomi¦dzy
osoby, które tra�ªy 6 liczb z 49. Cz¦±ciowe tra�enia nie s¡ wynagradzane. W przypadku braku ÿszóstek"
wszystkim graczom zwraca si¦ stawk¦ 1 zª. Ka»dy gracz wypeªnia jeden zakªad, przy czym 39999998 graczy
typuje liczby losowo w sposób od siebie niezale»ny. Bolek skre±la liczby 1; 2; 3; 4; 5; 6, a Lolek 7; 8; 9; 10; 11; 12.
Czy warto±¢ oczekiwana wygranej netto Bolka (po odliczeniu ceny zakªadu) jest:
(a) równa zero ?
(b) dodatnia ?
(c) ujemna ?

11. Dowie±¢, »e je±li p i q s¡ liczbami niewymiernymi wi¦kszymi od 1 i speªniaj¡cymi zale»no±¢ 1
p

+ 1
q

= 1, to
zbiory A = f[p�n] : n 2 Ng i B = f[q�n] : n 2 Ng s¡ rozª¡czne oraz A [B = N.

Dziesi¦¢ ªatwych zada« niegeometrycznych drugiego rodzaju:
1. Czy istnieje funkcja ci¡gªa f :R! R, która ka»d¡ warto±¢ rzeczywist¡ przyjmuje dokªadnie 1995 razy ?

2. Dowie±¢, »e dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich x, y, z co najmniej jedna z nast¦puj¡cych nierówno±ci
jest faªszywa:

4x(1� y) > 1 ; 4y(1� z) > 1 ; 4z(1� x) > 1 :

3. Znale¹¢ wszystkie rozwi¡zania rzeczywiste ukªadu równa«:8<: (x+ y)3 = z
(y + z)3 = x
(z + x)3 = y

4. Na planecie �-chromat Centauri »yje 31, 5, 1995, amarantowych, dereniowych i ledwokwitn¡cowi±niowych
kameleonów. Gdy dwa kameleony ró»nego koloru si¦ spotkaj¡, oba zmieniaj¡ kolor na trzeci. Czy mo»e si¦
zdarzy¢, »e w pewnym momencie na �-chromacie Centauri b¦dzie tyle samo kameleonów ka»dego koloru ?

5. Dowie±¢, »e istnieje liczba naturalna, któr¡ mo»na zapisa¢ na co najmniej 1995 sposobów w postaci x2+y3+z5,
gdzie x, y, z s¡ liczbami naturalnymi.

6. Czy istnieje funkcja ci¡gªa f okre±lona na caªej prostej taka, »e dla dowolnego x rzeczywistego f(f(x)) = 4�x ?

7. Czy w pola szachownicy 8� 8 mo»na wpisa¢ parami ró»ne liczby caªkowite dodatnie tak, aby ka»dy kwadrat
zªo»ony z pól tej szachownicy miaª równe iloczyny liczb na obu przek¡tnych ?

8. Wielomian P (x), stopnia n > 0, o wspóªczynnikach rzeczywistych speªnia dla ka»dego x rzeczywistego nie-
równo±¢ P (x)  0. Dowie±¢, »e dla dowolnego x rzeczywistego zachodzi nierówno±¢:

P (x) + P 0(x) + P 00(x) + : : :+ P (n)(x)  0 :
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9. Wielomian P (x), stopnia parzystego n > 0, o wspóªczynnikach rzeczywistych speªnia dla ka»dego x rzeczy-
wistego nierówno±¢ P (x)  0. Dowie±¢, »e dla dowolnego x rzeczywistego zachodzi nierówno±¢:

P (x) + P 00(x)
2! + P (4)(x)

4! + : : :+ P (n)(x)
n!  0 :

10. Wielomian W (x) ma dokªadnie dwa rzeczywiste miejsca zerowe. Czy st¡d wynika, »e W (x) + 2W 0(x) ma
pierwiastek rzeczywisty ?

Pierwsze zawody dru»ynowe:
1. Dowie±¢, »e istnieje liczba postaci 333333333333n , gdzie n jest liczb¡ naturaln¡, zako«czona 333333333333

trójkami w zapisie dziesi¦tnym.

2. Wielomian W (x) o wspóªczynnikach rzeczywistych jest sum¡ kwadratów wielomianów o wspóªczynnikach
rzeczywistych. Dowie±¢, »e W 2(x) jest sum¡ czwartych pot¦g wielomianów o wspóªczynnikach rzeczywistych.

3. Sfery s1, s2, s3, s4 s¡ parami rozª¡czne zewn¦trznie. Sfera p jest styczna zewn¦trznie do sfer s1, s2, s3, s4
odpowiednio w punktach A, B, C, D; sfera q jest styczna wewn¦trznie do sfer s1, s2, s3, s4 odpowiednio
w punktach E, F , G, H. Wykaza¢, »e proste AE, BF , CG, DH przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie.

Drugie zawody dru»ynowe:

1. Udowodni¢, »e dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 zachodzi nierówno±¢
����� nX
k=1

(�1)[k
p

2]

����� ¬ 1995 � log2 n :

2. Znale¹¢ wszystkie liczby naturalne n takie, »e dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich x1; x2; : : : ; xn
nierówno±¢

9�
nX
i=1

x2
i ¬ n(n� 1) + 8�

nX
i=1

xi

poci¡ga za sob¡ nierówno±¢

8�
nX
i=1

x3
i < n2 + 9�

nX
i=1

x2
i +

nX
i=1

x4
i :

3. Punkty P , A, B s¡ niewspóªliniowe i PA = PB. Z punktów A i B poprowadzono proste styczne do okr¦gu
o ±rodku P , przecinaj¡ce si¦ w punkcie M , nie nale»¡cym do symetralnej odcinka AB.
(a) Wykaza¢, »e MA �MB = jPA2 � PM2j.
(b) Przy ustalonych punktach P , A, B, znale¹¢ zbiór wszystkich takich punktów M .

Zadania rehabilitacyjne
Zadanie 1 z pierwszych zawodów dru»ynowych

w rozbiciu na drobniusie«kie problemiczki:
De�nicja: Mówimy, »e a dzieli dokªadnie b, co zapisujemy jako a k b, gdy a j b oraz (a; ba ) = 1.
Zaªo»enie: Niech A � 333 (mod 1000).

1. Dowie±¢, »e 10k k A5�10k�2 � 1 dla k > 3.

2. Dowie±¢, »e je±li k > 3, to Am � An (mod 10k) wtedy i tylko wtedy, gdy m � n (mod 5 � 10k�2).

3. Dowie±¢, »e je±li k > 3, 0 < R < 10k oraz An � R (mod 10k), to dla dowolnego 0 ¬ c < 10 istnieje m takie,
»e Am � c � 10k +R (mod 10k+1).

4. Dowie±¢, »e je±li A � 3333 (mod 10000), to An mo»e mie¢ dowolnie wiele trójek ko«cowych.

5. Niech A = 333333 oraz N > 6. Dowie±¢, »e istnieje RN � 1 (mod 5�104) takie, »e dla m � RN (mod 5�10N�2)
liczba Am jest zako«czona N trójkami. Dowie±¢, »e istnieje n takie, »e An � RN (mod 10N ).

6. Niech A = 33333. Dowie±¢, »e je±li liczba Am jest zako«czona sze±cioma trójkami, to m � 5001 (mod 10000).
Dowie±¢, »e dla »adnego n naturalnego nie zachodzi kongruencja An � 5001 (mod 104).


