
Zadania z obozu przygotowawczego ÿZwardo�n 96" 1

Obóz przygotowawczy do zawodów mi¦dzynarodowych
Zwardo«, 2:06:1996 | 16:06:1996.

Zawody indywidualne:

1. Niech xn b¦dzie n-t¡ liczb¡ palindromiczn¡. Czy istnieje granica lim
n!1

xn
n2 i je�sli tak, to ile ona wynosi?

2. Znale�z�c wszystkie funkcje ci¡gªe f :R! R takie, _ze dla dowolnych x; y 2 R zachodzi r�owno�s�c:
f(x) + f(y) + 5xy(x+ y) = f(x+ y):

3. Czy z kwadratu o boku 7,99 mo_zna wyci¡¢ 50 kwadrat�ow jednostkowych?

4. Czy istniej¡ parami r�o_zne liczby naturalne x1; x2; : : : ; x1996, y1; y2; : : : ; y1996 wi¦ksze od 1 i takie, _ze dla dowol-
nego niepustego zbioru A � f1; 2; : : : ; 1996g liczba P

i2A
logxi yi jest niewymierna, gdy A 6= f1; 2; 3; : : : ; 1996g,

ale
1996P
i=1

logxi yi jest liczb¡ wymiern¡?

5. Niech n  4 b¦dzie ustalon¡ liczb¡ naturaln¡. Wyznaczy�c kres g�orny i kres dolny cyklicznej sumy
nX
i=1

xi
xi�1 + xi + xi+1

;

gdzie xn+1 = x1; x2; x3; : : : ; xn = x0 przebiegaj¡ wszystkie ukªady liczb rzeczywistych dodatnich.

6. Wypukªy czworok¡t ABCD jest opisany na okr¦gu o ±rodku S, jest on równie» wpisany w okr¡g. Prosta
równolegªa do AB, przechodz¡ca przez S przecina AD w punkcie P i BC w punkcie Q, prosta równolegªa
do BC, przechodz¡ca przez S przecina AB w punkcie K i CD w punkcie L. Wykaza¢, »e PQ = KL.

7. Dowie±¢, »e dla dowolnej liczby pierwszej p  5 istniej¡ liczby naturalne m < n <
p
p takie, »e p�n2 j p�m2.

8. Niech ma; mb; mc b¦d¡ dªugo±ciami odpowiednich ±rodkowych trójk¡ta o bokach a; b; c. Udowodni¢, »e
ma(bc� a2) +mb(ca� b2) +mc(ab� c2)  0:

9. Ci¡g fRng jest okre±lony rekurencyjnie:

R1 = 1 oraz Rn+1 = 1 + n
Rn

dla n  1:

Dowie±¢, »e dla dowolnego n  1 zachodzi nierówno±¢��� �Rn � 1
2
�2 � n

��� < 1:

10. Rozwi¡za¢ ukªad równa« 8>><>>:
x2 = �10y + 31
y2 = �6z + 39
z2 = �2t+ 39
t2 = 2x+ 47

w liczbach rzeczywistych nieujemnych x, y, z, t.

11. W pudeªku znajduje si¦ 1999 krówek popularnych ±mietankowych i 2002 krówki popularne czekoladowe.
Wybieramy losowo k krówek popularnych. Dla jakich liczb k prawdopodobie«stwo wylosowania nieparzystej
liczby krówek popularnych czekoladowych jest równe 1

2?

12. Udowodni¢, »e istniej¡ takie dwa niepodobne czworo±ciany, »e w ka»dym z nich ±rodki okr¦gów opisanych na
±cianach s¡ wspóªpªaszczyznowe, ale dowolne dwa czworo±ciany maj¡ce wspóªliniowe ±rodki okr¦gów opisa-
nych na ±cianach s¡ podobne.

13. Ci¡g (an) liczb naturalnych dany jest rekurencyjnie wzorami:
a1 = 1; an+1 = an + [pan ] :

Dowie±¢, »e w ci¡gu (an) wyst¦puje niesko«czenie wiele sze±cianów liczb caªkowitych.

14. Punkt S jest ±rodkiem ustalonego okr¦gu o, M jest rzutem prostok¡tnym punktu S na ustalon¡ prost¡ l.
Niech P b¦dzie zmieniaj¡cym si¦ punktem na o, natomiast c b¦dzie okr¦giem o ±rednicy PM przecinaj¡cym
odpowiednio o i l po raz drugi w punktach X i Y . Udowodni¢, »e wszystkie proste XY maj¡ punkt wspólny.
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15. Dowie±¢, »e wielomian X
(x� n1)(x� n2)(x� n3) : : : (x� n1000);

gdzie sumowanie rozci¡ga si¦ na wszystkie ukªady liczb caªkowitych 1 ¬ n1 < n2 < n3 < : : : < n1000 ¬ 1996,
nie ma pierwiastków wielokrotnych.

16. Rozwi¡za¢ ukªad równa«: 8>>>><>>>>:
1 + x1 = x2

2
1 + x2 = x2

3
: : : : : : : : : : : : :
1 + x1995 = x2

1996
1 + x1996 = x2

1

w liczbach rzeczywistych x1; x2; x3; : : : ; x1996.
17. Niech S b¦dzie zbiorem wszystkich n2 punktów kratowych, których obie wspóªrz¦dne s¡ liczbami naturalnymi

nie przekraczaj¡cymi n. Malujemy na czerwono n losowo wybranych punktów zbioru S. Przez Wn oznaczmy
warto±¢ oczekiwan¡ liczby prostok¡tów o bokach równolegªych do osi ukªadu wspóªrz¦dnych, których wszyst-
kie cztery wierzchoªki zostaªy pokolorowane na czerwono. Obliczy¢ lim

n!1 Wn .

18. Wewn¡trz trójk¡ta ABC znajduje si¦ punkt P taki, »e <)PBC = <)PCA < <)PAB. Prosta BP przecina
okr¡g opisany na trójk¡cie ABC w punktach B i E. Okr¡g opisany na trójk¡cie APE przecina prost¡ CE
w punktach E i F . Udowodni¢, »e

S(APEF ) = S(ABP ) + S(BCP )
wtedy i tylko wtedy, gdy <)PBA = <)BCA.

Zadania domowe:
1. Dowie�s�c, _ze w zapisie dziesi¦tnym liczby 199619961996 co najmniej 1996 cyfr jest r�o_znych od 7.
2. Liczb¦ nazywamy homonimiczn¡, je�sli ma parzyst¡ liczb¦ cyfr i skªada si¦ z tej samej grupy cyfr powt�orzonej

dwukrotnie, np. 11, 7373, 15941594. Dowie�s�c, _ze istniej¡ parami r�o_zne liczby naturalne a1; a2; a3; : : : ; a1996
maj¡ce t¦ sam¡ liczb¦ cyfr i takie, _ze liczby a2

1; a2
2; a2

3; : : : ; a2
1996 s¡ homonimiczne.

3. Odcinek dªugo�sci 1996 na p laszczy�znie jest r�ownoleg ly do osi OX i nie zawiera punkt�ow kratowych (tzn.
o obu wsp�oªrz¦dnych caªkowitych). Czy mo_zna tak porusza�c tym odcinkiem, aby w _zadnym momencie nie
zawiera l punkt�ow kratowych, a po zako�nczeniu ruchu by lr�ownoleg ly do osi OY ?

4. Czy istnieje taki wielomian W stopnia 1996, _ze dla dowolnego x niewymiernego W (x) jest liczb¡ niewymiern¡?
5. Czy kul¦ domkni¦t¡ o promieniu 1996 mo_zna roz lo_zy�c na sum¦ roz l¡cznych okr¦g�ow?
6. Dowie±¢, »e istnieje taka liczba rzeczywista dodatnia x, »e dla n naturalnych liczba [xn] jest nieparzysta

wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczb¡ pierwsz¡.
7. Dowie±¢, »e dla dowolnych liczb naturalnych n i k speªniaj¡cych nierówno±¢ 2 ¬ k ¬ n oraz dodatnich liczb

rzeczywistych x1; x2; x3; : : : ; xn zachodzi nierówno±¢
nX
i=1

xi
k�1P

l=�k+1
xi+l

¬ hn
k

i
;

gdzie numeracja x-ów jest cykliczna, tzn. xn+s = xs.
8. Ci¡g (an) jest okre±lony rekurencyjnie: a1 = 16; a2 = 20; a3 = 25 oraz

an+3 = an+2 + an+1 + an dla n  1:
Niech p > 10000 b¦dzie liczb¡ pierwsz¡. Obliczy¢ reszt¦ z dzielenia liczby aq przez p1996, gdzie q = (pp)! .

9. Czworok¡t ABCD jest wpisany w okr¡g o ±rodku O. Proste AD i BC przecinaj¡ si¦ w punkcie P . Niech L i
M b¦d¡ odpowiednio ±rodkami boków AD i BC, niech za± Q i R b¦d¡ rzutami prostok¡tnymi odpowiednio
punktów O i P na prost¡ LM . Dowie±¢, »e LQ = RM .

10. Dany jest wypukªy n-k¡t A1A2 : : : An (n  3) i punkt P . Zaªó»my, »e rzuty prostok¡tne punktu P na proste
A1A2; A2A3; : : : ; AnA1 le»¡ na okr¦gu o ±rodku O.
(a) Dowie±¢, »e je±li punkt P nale»y do wn¦trza n-k¡ta, to O równie».
(b) Czy (a) jest prawdziwe dla wkl¦sªych n-k¡tów?
(c) Dla jakich n twierdzenie odwrotne do (a) jest prawdziwe?
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Osiem  latwych zada�n geometrycznych:

1. Czworok¡t ABCD jest opisany na okr¦gu o promieniu 1, E jest ±rodkiem AB, F jest ±rodkiem CD; EF = t.
Wykaza¢, »e S(ABCD)  2t. Dla jakich czworok¡tów ma miejsce równo±¢?
(S(ABCD) oznacza pole czworok¡ta ABCD).

2. Dany jest okr¡g o oraz punkt H nale»¡cy do wn¦trza koªa wyznaczonego przez o. Znale¹¢ zbiór ±rodków
boków takich trójk¡tów wpisanych w o, by H byª ich ortocentrum.

3. Dane s¡ ró»ne punkty A i B. Rozwa»my pary okr¦gów stycznych zewn¦trznie i stycznych do prostej AB
w punktach odpowiednio A i B. Rozwa»my drugie proste styczne do tych okr¦gów odpowiednio w ró»nych
punktach A0 i B0. Znale¹¢ zbiór ±rodków tak otrzymanych odcinków A0B0 przy ustalonych punktach A i B.

4. Punkt B nale»y do odcinka AC. Rozwa»my okr¦gi przechodz¡ce przez punkty A i C. Przez B i ±rodek jednego
z ªuków AC takiego okr¦gu prowadzimy prost¡ przecinaj¡c¡ taki okr¡g w drugim punkcie P . Znale¹¢ zbiór
tak otrzymanych punktów P przy ustalonych punktach A, B i C.

5. Czworok¡t PQRS jest wpisany w okr¡g. Jego przek¡tne przecinaj¡ si¦ w punkcie M . Punkty A, B, C, D
s¡ rzutami prostok¡tnymi M na proste PQ, QR, RS, SP . Wykaza¢, »e w czworok¡t ABCD mo»na wpisa¢
okr¡g.

6. AB jest ±rednic¡ okr¦gu o, prosta k jest styczna do okr¦gu o w punkcie A, punkt F nale»y do k, prosta BF
przecina okr¡g o w drugim punkcie D, prosta styczna do o w punkcie D przecina prost¡ k w punkcie C.
Wykaza¢, »e C jest ±rodkiem odcinka AF .

7. Dana jest sfera s, prosta k oraz punkt A. Przez punkt A prowadzimy pªaszczyzn¦ równolegª¡ do k, styczn¡
do s. Znale¹¢ zbiór takich punktów A, dla których nie istnieje rozwi¡zanie tego zadania, przy ustalonych k i
s.

8. Ka»da kraw¦d¹ pewnego czworo±cianu przystaje do kraw¦dzi sko±nej do niej. Wykaza¢, »e ±ciany tego czwo-
ro±cianu s¡ trójk¡tami ostrok¡tnymi.

9. Punkt F nie nale»y do »adnej z dwóch przecinaj¡cych si¦ prostych k i l. Znale¹¢ zbiór drugich ognisk G
takich elips stycznych do k i l, »e F jest ich pierwszym ogniskiem.

10. Wykaza¢, »e w dowolnym trójk¡cie rzuty prostok¡tne dowolnego spodka wysoko±ci na pozostaªe boki i na
wysoko±ci s¡ wspóªliniowe.

Osiem  latwych zada�n niegeometrycznych:

1. Dowie±¢, »e liczba �q
11 +

p
44�p11

��p12+
p

44�p11
��p13+

p
44�p11

�
jest niewymierna.

2. Niech a1 = 1, a2 = 5 oraz an+2 = an+1 + an dla n  1. Dowie±¢, »e je±li
1
an
� 1
an+1

� 1
an+2

= pn
qn
;

gdzie pn i qn s¡ caªkowite, to 19 j pn.

3. Czy liczb naturalnych, które nie dadz¡ si¦ przedstawi¢ w postaci sumy kwadratów sko«czenie wielu kolejnych
liczb naturalnych jest sko«czenie wiele?

4. (Zadanie niegeometryczne czwarte) W przestrzeni dany jest zbiór S zªo»ony z n  4 punktów. Dowie±¢,
»e w±ród nich znajd¡ si¦
(a) takie trzy ró»ne punkty A, B, C, »e dla dowolnego czwartego punktu D 2 S ró»nego od A, B, C zachodzi
nierówno±¢

AB +BC + CA ¬ AD +BD + CD;

(b) takie trzy ró»ne punkty A0, B0, C 0, »e dla dowolnego czwartego punktu D0 2 S ró»nego od A0, B0, C 0
zachodzi nierówno±¢

A0B0 +B0C 0 + C 0A0  A0D0 +B0D0 + C 0D0:
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5. Dowie±¢, »e je±li liczby rzeczywiste dodatnie x1; x2; x3; : : : ; x36 speªniaj¡ nierówno±¢
36P
i=1

x2
i ¬ 36; to

1996 �
36X
i=1

xi +
36X
i=1

x4
i ¬ 36 � 1997:

6. Wyznaczy¢ wszystkie ci¡gi a1 ¬ a2 ¬ a3 ¬ : : : ¬ an liczb rzeczywistych dodatnich takie, »e
nX
i=1

ai = 96;
nX
i=1

a3
i = 216;

nX
i=1

a6
i = 729:

7. Dla jakich n naturalnych liczba 2n + 5 � 3n jest kwadratem liczby caªkowitej?
8. Czy istnieje taka liczba naturalna, której kwadrat ma sum¦ cyfr równ¡ 1996?
9. Czy istnieje 1996 kolejnych liczb naturalnych, z których ka»da ma co najmniej 1996 ró»nych dzielników

pierwszych?
10. Dany jest wielomian W stopnia wi¦kszego lub równego 5 o wspóªczynnikach caªkowitych. Zaªó»my, »e W

przyjmuje warto±¢ 5 dla co najmniej 5-ciu ró»nych argumentów caªkowitych. Dowie±¢, »e W nie przyjmuje
warto±ci 96 dla »adnego argumentu caªkowitego.

Pierwsze zawody dru_zynowe:
1. Dla jakich liczb naturalnych n liczba

�n
2
�
! dzieli si¦ przez liczb¦ 1! � 2! � 3! � 4! � : : : � n! ?

2. Znale¹¢ wszystkie liczby naturalne n, dla których prawdziwe jest nast¦puj¡ce twierdzenie:
Dla dowolnych liczb naturalnych a, p i q takich, »e n j p� q zachodzi podzielno±¢ n j ap � aq.

3. Znale¹¢ wszystkie rozwi¡zania równania 6x = 43 � 5y + 1 w liczbach caªkowitych x, y.
4. Ka»de dwa spo±ród 222 trójkami niewspóªliniowych punktów pªaszczyzny poª¡czono odcinkiem czerwonym

lub zielonym. Dowie±¢, »e mo»na wybra¢ z nich sze±¢ takich punktów, z których ka»de dwa s¡ poª¡czone tym
samym kolorem.

5. Znale¹¢ trzy ostatnie cyfry liczby
�

(4 +
p

24)1002 �.
6. Znale¹¢ wszystkie funkcje f : R! R speªniaj¡ce równo±¢�

f(x+ y)
�2 = f(1)f(x2) + 2f(x)f(y) + f(1)f(y2)

dla wszystkich liczb rzeczywistych x i y.
7. Okr¦gi c1 i c2 o ±rodkach O1 i O2 przecinaj¡ si¦ w punktach A i B. Prosta l przechodz¡ca przez punkt A

przecina odpowiednio okr¦gi c1 i c2 w drugich punktach C i D. Proste CO1 i DO2 przecinaj¡ si¦ w punkcie
P , a prosta m przechodz¡ca przez P i prostopadªa do CD przecina prost¡ AB w punkcie Q. Dowie±¢, »e
punkty P , D, Q, C i B le»¡ na jednym okr¦gu.

8. Niech D, E, F b¦d¡ punktami le»¡cymi na bokach BC, CA, AB trójk¡ta ABC oraz niech R b¦dzie promie-
niem okr¦gu opisanego na trójk¡cie ABC. Udowodni¢, »e� 1

AD
+ 1
BE

+ 1
CF

��
DE + EF + FD

�  AB +BC + CA
R

:

9. Punkt S jest ±rodkiem okr¦gu wpisanego w trójk¡t ABC, punkty P i Q s¡ rzutami punktu A odpowiednio
na proste BS i CS. Wykaza¢, »e

AP
BS

+ AQ
CS

= ctg A2 :

Drugie zawody dru_zynowe:
1. Dowie±¢, »e istnieje niesko«czenie wiele liczb naturalnych n takich, »e 2n w zapisie dziesi¦tnym ma ko«cówk¦

n, tzn. 10k j 2n � n, gdzie k = [ log10 n ] + 1.
2. Znale¹¢ wszystkie funkcje ci¡gªe f : R! R speªniaj¡ce równo±¢

f(x+ y + z) + f(x) + f(y) + f(z) = f(x+ y) + f(x+ z) + f(y + z) + f(0)
dla wszystkich liczb rzeczywistych x, y i z.

3. Czy istnieje podzbiór pªaszczyzny, którego rzut prostok¡tny na dowoln¡ prost¡ jest:
(a) sum¡ trzech rozª¡cznych odcinków otwartych?
(b) sum¡ czterech rozª¡cznych odcinków otwartych?
(c) sum¡ 1996 rozª¡cznych odcinków otwartych?


