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Treści zadań
Zawody indywidualne

Zadanie1.
Danes �a liczby dodatniea, b oraz liczba naturalnan

�
1. Wyznaczýc

najwi �eksz�awartósć wyrażenia
x1x2x3 ����� xn�

a � x1 � � x1 � x2 ������� � xn 	 1 � xn � � xn � b��

gdziex1 
 x2 
 ����� 
 xn s �a liczbamidodatnimi.

Zadanie2.
OznaczmyprzezS

�
n� sum�e cyfr liczby naturalnejn. Rozstrzygn�ać, czy

istnieje nieskończeniewiele takich liczb naturalnych, których nie da si �e
przedstawić w postacin � S

�
n� .

Zadanie3.
Rozstrzygn�ać, czy dla dowolnego trójk �ataABC istniej �a takie punkty P

i Q, leż �acenaprostejBC, że

QC � 2 BP oraz � � BAP ��� � CAQ �� 0 �
Zadanie4.
Ci �ag

�
cn � jestokréslony rekurencyjnie wzorami

c0 � 0 
 c1 � 1 oraz cn � a
�
cn 	 1 � cn 	 2 � (n

�
2) 


gdzie a jest liczb �a rzeczywist�a dodatni�a. Wyznaczýc wszystkie takie
wartósciparametrua, żedla każdegon zachodzinierównósć cn � 10n �

Zadanie5.
Na płaszczýznie dany jest zbiór E oraz takie koła otwarte (tzn. bez

brzegu) K1 
 K2 
 ����� 
 Kn, że E � K1 � K2 ��������� Kn � Udowodníc, że spósród
tychkół możnawybrác takieparamirozł �acznekołaKi1 
 Ki2 
 ����� 
 Ki � , że

E � 3Ki1 � 3Ki2 ��������� 3Ki ���
Uwaga: Jésli K jestkołemo środkuX i promieniur, to 3K jestkołemo

środkuX i promieniu3r.
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Zadanie6.
Niech o b �edzieokr �egiem opisanym na trójk �acieABC. PunktP, różny

od wierzchołk� ów trójk �ataABC, leży na tym łuku AB okr �egu o, do którego
nalėzy punktC. PunktyX, Y leż �a odpowiednionapółprostychAP� , BP� ,
przy czym AX � AC i BY � BC. Udowodníc, żewszystkieprosteXY, wy-
znaczoneprzezróżnepołożeniapunktuP, maj �apunktwspólny.

Zadanie7.
Wyznaczýc wszystkietakie liczby naturalnea, dla których jest praw-

dziwenast�epuj �acezdanie:��� � Dla dowolnejliczby naturalnej m, liczba
�
1 � a� am� 1 �

1
�

am jest po-
dzielnaprzezam� 1.

Zadanie8.
Dany jestskończony zbiór A liczb naturalnych. Dowieść, że istniejetaki

skończony zbiór B liczb naturalnych, żeB � A oraz

∏
x � B

x � ∑
x � B

x2 �
Zadanie9.
PunktE leży nabokuAB rombu ABCD. Udowodníc, żeokr �egi wpisane

w trójk �atyADE, DEC, CEB maj �awspóln �astyczn �a.

Zadanie10.
Rozstrzygn�ać, czy istniejetakaliczbarzeczywistadodatniaε, żedla do-

wolnych liczb x1 
 x2 
 x3 
 ����� 
 x12 � � 0 
 ε � zachodzinierównósć

x1 � x2 � x3 � ����� � x12  x1x2x3 ����� x12

x10
1 � x11

2 � x12
3 � ����� � x21

12
�
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Zadanie11.
Rozstrzygn�ać, czy istniejetakafunkcja f : !#"$! , żedladowolnychliczb

rzeczywistychx, y zachodzirównósć�
f
�
x� f � y�%� 2 � f

�
x
�

y� f � x � y� 

aponadtof

�
0� � f

�
1� � 1 i f & 13 ' �� 1.

Zadanie12.
W Lolandii ku czci króla LolisławaDrugiego postawiono66 pomników.

Mi �edzykażdymi dwoma pomnikamiistnieje poł �aczeniepasȧzerskiePKP,
PKS,LOT lub Żeglugi Śródl �adowej.

Dowieść, że istniej �a takie trzy pomniki, mi �edzy którymi poł �aczenia
pasȧzerskieobsługujetensamprzewoźnik.

Zadanie13.
Niech o b �edzie okr �egiem opisanym na trójk �acie ABC. Okr �ag p jest

styczny do odcinḱow AB i AC odpowiednio w punktachP i Q oraz jest
styczny do okr �egu o. Dowieść, że środekodcinkaPQ jest środkiemokr �egu
wpisanegow trójk �atABC.

Zadanie14.
Zbiór ( 1 
 2 
 3 
 ����� 
 65) podzielononaczteryrozł �acznezbiory. Dowieść, że

istniej �atakieliczby a, b, c (niekoniecznieróżne)nalėz �acedo jednegoz tych
zbiorów, żea � b � c.

Zadanie15.
Na szachownicy 2n * 2n stoi król Roszadnik-

naprawowpróżni. W pojedynczymruchu może
on przesun�ać si �e o jedno lub dwa pola w prawo,
o jedno pole w gór �e lub o jedno pole po skosie
w prawo w gór �e (zob. rysunek). Na ile spo-
sob́ow król ten może pokonác drog�e od lewego
dolnego do prawego górnego roguszachownicy w
dokładnie3n ruchach?

+ ,,, ,------- ------- ------- ------- ------- ------- --------------- -------- -------- -------- -------- -------- -------- --------
------- ------- ------- ------- ------- ------- --------------- -------- -------- -------- -------- -------- -------- --------
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Zadanie16.
Dowieść, żedla dowolnej liczby naturalnejn iloczyn wszystkichtakich

liczb pierwszychp, które spełniaj�a nierównósć n � p . 2n, jest mniejszy
od4n.

Zadanie17.
Na zewn �atrz trójk �ata ABC s �a zbudowane trzy podobnetrójk �aty DBC,

ECA, FAB, przyczym� � DBC � � � ECA � � � FAB oraz � � DCB � � � EAC � � � FBA �
NiechP � BE / CF , Q � CF / AD, R � AD / BE.

Dowieść, że
QR
AD

� RP
BE

� PQ
CF �

Zadanie18.
Udowodníc, że dla dowolnych dodatnich liczb a, b, c, d zachodzi

nierównósć0
ab � ac � ad � bc � bd � cd

6 1 2 � 0
a � b � c � d

4 1  0 abc� bcd � cda � dab
4 1 �

Zadanie19.
Niech 2 oznaczazbiór liczb całkowitych dodatnich.Znalézć wszystkie

takiefunkcje f przekształcaj�acezbiór 2 nazbiór 2 , którespełniaj�awarunek:
n 3 m 4 f

�
n� 3 f � m���

Zadanie20.
Dany jest trójk �at ABC. PunktX leży na boku AB tego trójk �ata. Prosta5

, różnaod prostejAB, jest stycznazewn �etrzniedo okr �egów wpisanych w
trójk �aty ACX i BCX. Wyznaczýc zbiór punkt́ow przeci�eciaprostych

5
i CX

dla wszystkichpunkt́ow X leż �acych naodcinkuAB.

Zadanie21.
Załóżmy, że wielomian w

�
x� � x4 � ax3 � bx2 � cx � d ma cztery pier-

wiastki dodatnie.Dowieść, żejeżeli c � d � 0, to a � b
�

80.
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Zadanie22.
Wyznaczýc wszystkietakiefunkcjeci �agłe f : !#"$! , żedla każdego x �! istniejetakanieparzystaliczbanaturalnan, że f n � x� � x �
Uwaga: f n � x� � f 6 f 6 ����� 6 f7 8:9 ;

n

�
x� .

Zadanie23.
Dowieść, żeistniejenieskończeniewielenieprzystaj�acychtrójk �atów pro-

stok �atnych, których boki maj �a długósci całkowite, a długósci przypro-
stok �atnychróżni �asi �eo 1.

Zadanie24.
Dany jest trójk �at ABC, w którym � � ABC � 2 <� � ACB. Punkt M jest

środkiemboku BC. Dwusiecznak �ataACB przecinaodcinekAM w punk-
cieD. Udowodníc, że � � MDC . 45= .

Zadanie25.
Dowieść, że dla dowolnego k zbiór wszystkich liczb zapisywalnych

w układzie siódemkowym przy pomocy 2k cyfr (dopuszczamyzera
pocz �atkowe),z którychk cyfr to zerai trójki, a pozostałek cyfr to jedynki i
dwójki, niezawierażadnego post�epuarytmetycznegotrójwyrazowego.

Zadanie26.
KoledzyFredkamieszkaj�a naokr �egu o promieniu541km. Fredekchce

ich wszystkichodwiedzíc i u każdego z nich zatankować (Fredekma nie-
ograniczonemożliwości tankowania).Kiedy zatankowanepaliwo zużyjesi �e
całkowicie, Fredeknie b �edziemiał możliwościkontynuowaniapodŕoży.

Wszyscy koledzymaj �a w sumietyle paliwa, aby wystarczyłoFredkowi
naodbyciepodŕoży pocałymokr �egu.

Dowieść, żeFredekmoże rozpocz�ać podŕoż od takiego kolegi, że jad �ac
przeciwzegarowo po okr �egu i tankuj �acpo drodzeodwiedziwszystkichko-
legów i wróci do punktuwyjścia.
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Zadanie27.
Punkt O jest środkiemokr �egu o, opisanego na trójk �acie ostrok �atnym

ABC. PunktD, różny odpunkt́ow A i C leży natym łuku AC okr �eguo, który
niezawierapunktuB. PunktE leżynabokuAB, przyczym � � ADE � � � OBC,
zás punkt> F leży nabokuBC i spełniarównósć � � CDF �?� � OBA. Dowieść,
że � � DEF �?� � DOC oraz � � DFE ��� � DOA.

Zadanie28.
Rozstrzygn�ać, czy istniejetakaliczbanaturalnan, żezezbioru@

0 
 1 
 2 
 3 
 ����� 
 12 � 3n � 1��A
można wybrác

�
2n � 1� -elementowy podzbíor nie zawieraj �acy żadnego

trójwyrazowegopost�epuarytmetycznego.

Zawody drużynowe

Zadanie1.
Rodzinagra w karty. Jak zwykle tasujeojciec. Przeważnie robi to

w nast�epuj �acy spośob. Bierze tali �e kart w praw �a r �ek �e i przerzucado le-
wej r �eki po kilka kart, raznawierzch,razpodspód. Jednakdziś gra toczy
si �e o wysok �a stawk �e i ojciec ma spoconer �ece. Dlatego też musi dołożyć
szczególnej starannósci przy tasowaniu, aby karty si �e nie sklejały. Tasuje
wi �ec z pełn �a pedanteri�a, przerzucaj�ac do lewej r �eki po jednejkarcie. Jak
wygl �adadziś jego tasowanie?(Dla uproszczeniapowiedzmy, żeojciecma
10kart.)

Najpierw ojciec przerzucado lewej r �eki pierwsz�a kart �e z wierzchu,po-
temdrug �a kart �e wrzucanawierzchpierwszej,trzeci �a podspód, czwart �a na
wierzch,pi �at �a podspód, ����� , dziesi �at �a nawierzch. Jésli ojciecprzejrzyte-
razpotasowanekarty, zobaczy, żeułożyły si �eonew nast�epuj �acejkolejnósci
(patrz �acodwierzchu):

10
 8 
 6 
 4 
 2 
 1 
 3 
 5 
 7 
 9
(numeryodnosz�asi �edo pozycji kart przedtasowaniem).

Udowodníc, że dla dowolnego k, przy wielokrotnym tasowaniu talii k
kart wszystkiekarty wróc �a jednoczésnie na swoje pierwotnepołożeniepo
nie wi �ecejniż k tasowaniach.
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Zadanie2.
Rozstrzygn�ać, czy istniejetakaliczbanaturalnan, żezezbioru@

0 
 1 
 2 
 3 
 ����� 
 12 � 3n � 1� A
można wybraB ć

�
2n � 1� -elementowy podzbíor nie zawieraj �acy żadnego

trójwyrazowegopost�epuarytmetycznego.

Zadanie3.
Niech α, β, γ b �ed �a miaramik �atów leż �acych naprzeciwko boków a, b, c

pewnego trójk �ata.Udowodníc, że
a

α
�
b � c

�
a� � b

β
�
c � a

�
b� � c

γ
�
a � b

�
c� � 1

α
� 1

β
� 1

γ �
Zadanie4.
Na bokachBC i CA trójk �ataABC zbudowano(po jego zewn �etrznejstro-

nie) trójk �atyBCD i ACE, przyczym

AE � BD oraz � � BDC � � � AEC � 180= �
PunktF leży nabokuAB i jestwyznaczony przezwarunek

AF
FB

� DC
CE �

Dowieść, żez odcinḱow o długósciachCD � CE, BC, AC możnazbudować
trójk �at i żejeston podobny do trójk �ataDEF.

Zadanie5.
Niech B1 
 B2 
 ����� 
 Bb b �ed �a takimi k-elementowymi podzbioramizbioru( 1 
 2 
 ����� 
 n ) , że 3Bi / B j 3C. 1 dlawszystkichi �� j. Dowieść, że

b .ED n
k
D n � 1
k
�

1 FGF �
( 3X 3 oznaczaliczb �eelement́ow zbioruX.)

Zadanie6.
Wyznaczýc najmniejsz�awartósć wyrażenia 312k � 5n 3 
 gdziek, n s �a licz-

bamicałkowitymi dodatnimi.
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Meczematematyczne

Zadanie1.
ZnaleH źć wszystkietakiefunkcjeci �agłe f : !#"$! , żedla dowolnychliczb

rzeczywistychx, y zachodzirównósć�
f
�
x� f � y�%� 2 � f

�
x
�

y� f � x � y�I�
Zadanie2.
Dowieść, żedla dowolnej liczby naturalnejn iloczyn wszystkichtakich

liczb pierwszychp, którespełniaj �anierównósć n � p . 2n, jestmniejszyod
4n.

Zadanie3.
Zbiór ( 1 
 2 
 3 
 ����� 
 65) podzielonona 4 rozł �acznezbiory. Dowieść, że

znajd �a si �e takie liczby a, b, c (niekoniecznieróżne) nalėz �acedo jednego
zbioru,żea � b � c.

Zadanie4.
Rozważamy wszystkie trójk �aty równoramienne o wierzchołkach

b �ed �acych wierzchołkamidanego n-k �ataforemnego. Dla jakich n dokładnie
połowatych trójk �atów to trójk �atyostrok �atne?

Zadanie5.
Wśród n

�
2 ośob niektóre si �e ze sob �a koleguj �a. Zakładamy, że jeśli

osobaA uważaB zaswojegokoleg �e,to B takżeuważaA zaswojegokoleg �e.
Jestod tego wszak̇ze jedenwyj �atek. Fredekuważa wszystkichza swoich
kolegów niezalėznieod tego,czyoni uważaj �agozaswojegokoleg �e,czy też
nie. Dla jakich n może si �e zdarzýc, że każdaosobatwierdzi, że ma inn �a
liczb �ekolegów?

Zadanie6.
Długości przek �atnych trapezus �a równe13 oraz15, zás jego wysokość

jestrówna5. Wyznaczýc poletego trapezu.
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Zadanie7.
Któraliczbajestwi �eksza:

sin217= � sin267= � 2sin17= sin67= sin6= czy sin284= ?

Zadanie8.
Dany jest czworok �at ABCD nie b �ed �acy trapezem.Punkty K, L, M, N

leż �aodpowiednionabokachAB, BC, CD, DA. OdcinkiKM i NL przecinaj�a
si �e w punkcieS. ProsteAB, CD orazNL przecinaj�a si �e w jednym punk-
cie. Równiėz prosteAD, BC oraz KM przecinaj�a si �e w jednym punkcie.
Udowodníc, żejeżeli w każdy z czworok �atów KBLS, NSMD możnawpisác
okr �ag,to w czworok �at ABCD możnarówniėz wpisác okr �ag.

Zadanie9.
Znalézć najwi �eksz�aliczb �enaturaln�ak, przezktór �apodzielnajestkażdaz

liczb n16 � n4 
 gdzien � 2 
 3 
 4 
 5 
 ����� .
Zadanie10.
Dany jesttrójk �atABC. NiechABX orazACY b �ed �atakimi trójk �atamizbu-

dowanymi nazewn �atrztrójk �ataABC, że� � XBA � � � YCA � 180= oraz � � XAB � � � YAC � 15= �
Udowodníc, że wszystkieprosteXY, odpowiadaj �aceróżnym położeniom
punkt́ow X i Y, maj �apunktwspólny.

Zadanie11.
Czy széscianmożnapodzielíc naróżneszésciany w liczbie wi �ekszejniż

jedenszéscian?
Uwaga: Sformułowanie zadania jest zainspirowane przez przepisy

wrocławskiego MPK, zgodniez którymi dozwolonyjest przewóz pśow,
w liczbienie wi �ekszejniż jedenpies.
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Zadanie12.
Znalézć pierwsz�acyfr �epo przecinkui ostatni�aprzedprzecinkiemw roz-

wini �eciudziesi�etnym liczby ��J
2 � J 3� 2000 �

Zadanie13.
Liczb �a bip nazwiemykażd �a liczb �epostaci & 2n

n ' , gdzien
�

1. Liczb �a bip-
bip nazwiemykażd �a liczb �e bip lub sum�e co najmniejdwóchróżnych liczb
bip.

Na nieskończonej szachownicy wprowadzono układ współrz �ednych,
którego punktykratowe pokrywaj �a si �e ze środkamipól danejszachownicy.
Nast�epnieusuni�eto z szachownicy wszystkiete pola, których środki maj �a
współrz �edneb �ed �acymi liczbamibip-bip. Czy takpowstał �afigur �emożnapo-
kryć kostkamidomina?

Zadanie14.
Niech

K
�
n� �LK MON J n PRQ 2 �

n �
Dowieść, że w ci �agu an � K

�
10080n� wyst �epuje 100 kolejnych liczb

całkowitych.
Uwaga: S xT oznaczanajmniejsz�a liczb �ecałkowit �anie mniejsz�aod x.

Zadanie15.
PunktI jest środkiemokr �egu wpisanego w trójk �at ABC. Pewien okr �ago

środkuI jest styczny do trzechokr �egów dopisanych do trójk �ataABC. Czy
st �adwynika, żetrójk �atABC jestrównoboczny?

Zadanie16.
Wyznaczýc wszystkie liczby naturalne k, dla których istnieje nie-

skończeniewiele takichparliczb naturalnych
�
a 
 b� , że

a 3 bk � 1 oraz b 3 ak � 1 �
12



Zadanie17.
Rozstrzygn�ać, czy istniej �a takie pi �ecioelementowe podzbiory A1 
A2 
 A3 
 ����� 
 A364 zbioru ( 1 
 2 
 3 
 ����� 
 17) , że 3Ai / A j 3C. 3 dla wszystkichi �� j.

( 3X 3 oznaczaliczb �eelement́ow zbioruX.)

Zadanie18.
Okr �agwpisany w trójk �at ABC jeststyczny do boków BC, CA, AB odpo-

wiednio w punktachK, L, M. Dowieść, że środki okr �egów wpisanych w
trójk �atyAML, BKM, CLK leż �anaokr �eguwpisanym w trójk �atABC.

Zadanie19.
Niechha, hb, hc b �ed �awysokościami,zás r promieniemokr �eguwpisanego

w trójk �atABC. Czyz własnósci

ha � hb � hc � 9r

wynika, żetrójk �atABC jestrównoboczny?

Zadanie20.
Naszachownicy ustawionychjest8 pionków
białych i 8 czarnych, jak na rysunku. Jeden
z graczygra pionkami białymi, drugi czar-
nymi. Graczewykonuj �a ruchy na przemian
poczynaj�ac od gracza graj �acego białymi.
Dozwolony ruch polega na przesuni�eciu
własnegopionkaw pionienawolnepoletak,
abynieprzeskakiwać pionka

,U,V,W,V,U,W,V,
,U,V,W,V,U,W,V,
--- --- ----- --- --- --- --- ----- --- --- --- --- ----- --- --- --- --- ----- --- --- --- --- ----- --- --- --- --- ----- --- --- --- --- ----- --- --- --- --- ----- --- ---

przeciwnika.Wygrywa ten,kto uniemȯzliwi przeciwnikowi wykonanieru-
chu. Rozstrzygn�ać, czy jedenz graczymastrategi �e wygrywaj �ac �a. Jésli tak,
to który?
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Zadanie21.
Pasemoszerokościd nazwiemyobszarzawartymi �edzydwiemaprostymi

równoległymi odległymi o d, wrazz tymi prostymi.Czykwadrat
o boku1 możnapokryć skończon�a liczb �a paśow o sumieszerokości mniej-
szejod1?X

Zadanie22.Y
asiedmiomagórami,zasiedmiomarzekami,

W III Wielok �atnejWypukłej mieszka
DocentKarol Juzekz dwunastomakolesiami.Z

ażdy koleśmazagrod�ew kształciekoła
I każdy chcebyć wojewod �a
W województwiezeswoj �azagrod�a.Z

onstytucjaIII Wielok �atnejWypukłejprzewidujewszak̇ze,
Żewojewództwamusz�abyć Wielok �atneWypukłetakże.
A mabyć ich dwanáscie.[

ykazác, żeDocentKarol Juzek(tak mu dopoḿoż Boże)
Reform�eadministracyjn �aIII Wielok �atnejWypukłej
Przeprowadzíc może.

14



RegulaminMeczuMatematycznego

1. W Meczu bior �a udział dwie drużyny. Każda z drużyn wybiera ze
swojegogronaKapitana.

2. W pierwszejfazieMeczuobiedrużyny rozwi �azuj �a11zadán dostarczo-
nychprzezJuryi przygotowuj �asi �edozreferowaniarozwi �azán przy tablicy.

3. Drug �a faz �a Meczujestrozgrywka.
4. Ekipy na przemianwywołuj �a drużyn �e przeciwn�a do zreferowania

rozwi �azaniajednego z zadán. Wywoływanierozpoczynadrużynawyloso-
wanatuż przedrozgrywk �a. Numerzadaniajest wybierany przezdrużyn �e
wywołuj �ac �a.

5. Drużynawywołanado rozwi �azaniazadaniadeklaruje,czy przyjmuje
zadanie.

6. Jėzeli drużynawywołanaprzyjmujezadanie,Kapitantej drużyny wy-
znaczaczłonkaswojej drużyny do zreferowania rozwi �azaniaprzy tablicy.
Rozwi �azanieto jestocenianeprzezJury.

7. Podczasreferowaniarozwi �azanianie jestdopuszczalnekomunikowa-
nie si �e osobyreferuj �acejzeswoj �a drużyn �a, jak równiėz drużynaprzeciwna
niemożew tym czasieprzerywać referuj �acemuzadaj�acpytania,komentuj�ac
fragmentyrozwi �azania,itp. Osobareferuj �acamożekorzystác z notatek.

8. Kapitandrużyny prezentuj�acejrozwi �azaniemożeprzerwać referowa-
nie i wezwać osob�e referuj �ac �a na konsultacj�e. Jėzeli osob�a referuj �ac �a jest
Kapitan,wyznaczaon swojego zast�epc�e uprawnionego do wezwaniago na
konsultacj�e. Osobareferuj �acamożetakżezȧz �adác konsultacji.W czasiere-
ferowaniajednego zadaniadopuszczasi �e dwie konsultacjetrwaj �aceł �acznie
nie dłużejniż 3 minuty.

9. Kapitanmożezmieníc osob�e referuj �ac �a dowoln �a liczb �e razy. Każda
zmiana powoduje odj �ecie 1 punktu, o ile zadaniezostanieuznaneza
rozwi �azane.

10. Czasna zreferowanie rozwi �azaniawynosi 15 minut. Po upływie
tego czasuJury może przerwać referowanie, poprosíc o streszczeniedal-
szejcz �ésci rozwi �azanialub pozwolić nadalszereferowanie,w zalėznósciod
tego,czy rozwi �azaniezdaniemJuryrokujenadziejenapoprawność i zbliża
si �edokońca.
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11. Po oznajmieniu przez referuj �acego, że zakończył referowanie,
drużyna przeciwnazgłaszazastrzėzenia co do poprawności rozwi �azania,
anast�epniereferuj �acy odpowiadanate zastrzėzenia.

12. Jėzeli Juryuznajerozwi �azaniezapoprawne,punktujeje od 5 do 10
punkt́ow. Jurymożeprzyznác drużyniewywołuj �acejtepunkty, którezostały
odj �ete drużynie rozwi �azuj �acej, jeżeli usterki rozwi �azaniazostałyprzezt �e
drużyn �ezauważone.

13. Jėzeli Jury nie uznajerozwi �azaniaza poprawne, żadnaz drużyn
nie otrzymujepunkt́ow, chyba,że drużynawywołuj �acazwróciła uwag�e na
bł �edydyskwalifikuj �acerozwi �azanie.Wtedymaonaprawo do przedstawie-
niawłasnegorozwi �azanianazasadachi przypunktacjiokréslonychw pozy-
cjach6–12.

14. Jėzeli drużynawywołananieprzyjmiezadania,rozwi �azujejedrużyna
wywołuj �acazgodniez zasadamiokréslonymi w pozycjach6–12. Jésli jed-
naknie przedstawi onapoprawnego rozwi �azania,otrzyma

�
10 (minus10)

punkt́ow.
15. Rozgrywkakończysi �e po wywołaniu8 zadán. W przypadkuremisu

wywołujesi �edodatkowo 2 zadania.

16



Rozwi \azaniazadań
Zawody] indywidualne

Zadanie1. Danesâ liczby dodatniea, b orazliczbanaturalnan _ 1.
Wyznaczýc najwiêkszâ wartósć wyrażenia`
1 a x1x2x3 bcbcb xn`

a d x1 a ` x1 d x2 a bcbcb ` xn � 1 d xn a ` xn d b aIe
gdziex1 e x2 e bcbcb e xn sâ liczbamidodatnimi.

Rozwi �azanie
Oznaczmyprzezw wyrażenie

�
1� . Wtedy

a w � a
a � x1

 x1

x1 � x2
 x2

x2 � x3
 �����  xn 	 1

xn 	 1 � xn
 xn

xn � b 

b w � x1

a � x1
 x2

x1 � x2
 x3

x2 � x3
 �����  xn

xn 	 1 � xn
 b
xn � b �

Na mocy nierównósci pomi �edzy średni�a arytmetyczn�a a geometryczn�a
otrzymujemy

nf 1J a w . 1
n � 1

0
a

a � x1
� x1

x1 � x2
� ����� � xn 	 1

xn 	 1 � xn
� xn

xn � b 1 
(2)

nf 1J b w . 1
n � 1

0
x1

a � x1
� x2

x1 � x2
� ����� � xn

xn 	 1 � xn
� b

xn � b 1 �(3)

Pododaniustronamipowyższychnierównósciotrzymamy
nf 1J w

� nf 1J a � nf 1J b � . 1 

ast �ad

w . � nf 1J a � nf 1J b � 	hg n� 1i �
Równósć w powyższejnierównóscizachodziwtedyi tylko wtedy, gdymaj �a
miejscerównósci w nierównósciach(2) i (3). To natomiastjest spełnione
wtedyi tylko wtedy, gdy�
4� a

a � x1
� x1

x1 � x2
� x2

x2 � x3
� ����� � xn 	 1

xn 	 1 � xn
� xn

xn � b
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oraz�
5� x1

a � x1
� x2

x1 � x2
� x3

x2 � x3
� ����� � xn

xn 	 1 � xn
� b

xn � b �
Zwi �azki

�
4� i

�
5� s �a równoważnenast�epuj �acym zalėznósciom:

x1

a
� x2

x1
� x3

x2
� ����� � xn

xn 	 1
� b

xn
� λ �

Z powyższychrównósci wynika, żeci �ag a 
 x1 
 x2 
 ����� 
 xn 
 b jestci �agiemgeo-
metrycznym o ilorazie λ. Ci �ag ten składa si �e z n� 2 element́ow, jego
pierwszymwyrazemjest liczba a, zás ostatnimliczba b. St �ad dostajemy
λ � �

b” ä� 1”” g n� 1i .
Zatemdla ci �aguzdefiniowanegowzorem

xk � a  λk � a  0 b
a 1 k”” g n� 1i �

k � 1 
 2 
 3 
 ����� 
 n�
wartósć wyrażeniaw jestrówna� nf 1J

a � nf 1J
b � 	hg n� 1i

i jestto wartósć najwi �eksza.

Zadanie2. OznaczmyprzezS̀ n a sum̂e cyfr liczby naturalnejn. Rozstrzygn̂ać,
czyistniejenieskończeniewieletakichliczb naturalnych,którychnie
dasiê przedstawić w postacin d S̀ na .

Rozwi �azanie
Spośob I: Niech f

�
k � � k � S

�
k � . Dla dowolnego n funkcja f osi �agat �e

sam �a wartósć dla argument́ow 1000n � 91 i 1000n � 100. Wobectego dla
dowolnego m zbiór wartósci funkcji f na zbiorzeZm ��( 1 
 2 
 3 
 ����� 
 1000m)
jest co najwyżej

�
999m� -elementowy. Ponieważ funkcja f osi �agawartósci

wi �ekszeod 1000m dla argument́ow spozazbioru Zm, wi �ec co najmniejm
liczb z tego zbioru nie jest wartósci �a funkcji f dla żadnego argumentuna-
turalnego. St �adliczb, którychnie dasi �e zapisác w postacin � S

�
n� jestnie-

skończeniewiele. j j j
Spośob II: Przykłademliczb, którenie s �apostacin � S

�
n� s �a

am � 111�<�k� 117 8:9 ;
m

20 � m
�
m
�

0�l�
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Istotnie: Przypúsćmy, że dla pewnego m
�

1 liczb �e am można przed-
stawić w postacin � S

�
n� . Wówczasz nierównósci�

1� am  999�<�<� 997 8:9 ;
m� 1

� 9
�
m� 1� (zob. uwaga niżej)

orazz faktu, że liczbaam jest
�
m� 2� -cyfrowa wynika, że równiėz liczban

jest
�
m � 2� -cyfrowa. Ponadtopierwsz�a cyfr �a liczby n jest jedynka.Innymi

słowy n � 1k, gdziek jest liczb �a � m� 1� -cyfrow �a. Wtedyjednakk � S
�
k � �

am	 1.
Rozumuj �ac analogicznie,dochodzimydo liczby dwucyfrowej

5
, dla

której
5 � S

� 5 � � a0 � 20. Przezbezpósredniesprawdzeniewidzimy jednak,
żeta równósć nie możebyć spełniona.Otrzymanasprzecznósć dowodzi, że
żadnejz liczb am nie dasi �ezapisác w postacin � S

�
n� .

Uwaga: Nierównósć (1) można udowodníc indukcyjnie korzystaj�ac
z nierównósci

1000�k�<� 007 8:9 ;
m� 1

1  9000�<�<� 007 8:9 ;
m

9 �
Zadanie3. Rozstrzygn̂ać, czy dla dowolnego trójkâtaABC istniejâ takiepunkty

P i Q, leżâcenaprostejBC, że

QC m 2 n BP oraz o a BAP mpo a CAQ qm 0 b
Rozwi �azanie

Wykażemy, żepunktyP i Q spełniaj�acewarunkizadaniaistniej �awtedyi
tylko wtedy, gdyAC �� J 2AB.

Niech ABC b �edzie dowolnym trójk �atem, zás P i Q punktami
spełniaj�acymi warunkizadania.Istniej �a czterymożliwe położeniapunkt́ow
P i Q naprostejBC (p. odpowiedniorysunki1, 2, 3, 4):

(1) PunktP leży napółprostejBC � , punktQ leży napółprostejCB� ;
(2) Punkt P leży na półprostej BC � , punkt Q nie leży na półprostej

CB� ;
(3) Punkt P nie leży na półprostej BC � , punkt Q leży na półprostej

CB� ;
(4) Punkt P nie leży na półprostejBC � , punkt Q nie leży na półprostej

CB� .
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A

B C

D

E

QP
rys. 1

A

B Q

D

E

CP
rys. 2

A

P C

D

E

QB
rys. 3

A

P Q

D

E

CB
rys. 4

Niech D b �edziepunktemsymetrycznym do punktuA wzgl �edemsyme-
tralnej odcinkaBC w przypadkach

�
1� i

�
4� oraz punktemsymetryczym

do punktu B wzgl �edemśrodkaodcinkaAC w przypadkach
�
2� i

�
3� . We

wszystkichczterechprzypadkachdefiniujemypunktE jako obrazpunktuC
w symetriiwzgl �edempunktuD. Wówczas� � ABP �?� � ECQ oraz

AB
EC

� 1
2
� BP

CQ 

sk �adwynika, żetrójk �atyAPBorazEQC s �apodobne.Zatem�
1� � � CAQ �?� � BAP �?� � CEQ �

Ponieważ punktyA i E leż �apotej samejstronieprostejBC, wi �ecz równósci�
1� wynika, żewe wszystkichczterechprzypadkachpunktyA, C, Q, E leż �a

na jednymokr �egu.
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Zatem, aby znalézć punkt Q, wystarczy wyznaczýc jedno z dwóch
położén punkt́ow E, po czymopisác okr �agna trójk �acieACE. Drugi punkt
przeci�eciatego okr �egu z prost �a BC (jeśli istnieje!) jestpunktemQ. PunktP
musibyć takimpunktemprostejBC, abytrójk �atyABP i EQC były podobne.

Z powyższychrozważán wynikawi �ec,żepunktQ (awi �ecrówniėz i para
punkt́ow P, Q) nie istniejewtedy i tylko wtedy, gdy okr �egi opisanenaobu
możliwych trójk �atachACE s �a stycznedo prostejBC. Wykażemy, żetak si �e
dziejewtedyi tylko wtedy, gdy AC � J 2AB.

A D

E

CB
rys. 5

A D

E

CB
rys. 6

Jésli E jestjednym z wyżej zdefiniowanychpunkt́ow (rys.5, 6), to:

punktyP, Q nie istniej �a 44 okr �agopisany natrójk �acieACE jeststyczny doprostejBC 44 � � ACB � � � AEC 4 � � DAC � � � AEC 44 trójk �atyDAC i AEC s �apodobne 44 AC2 � CD  CE 4 AC2 � 2AB2 4 AC � J 2AB �
Zadanie4. Ciâg

`
cn a jestokréslony rekurencyjnie wzorami

c0 m 0 e c1 m 1 oraz cn m a
`
cn � 1 d cn � 2 a (n _ 2) e

gdziea jestliczbâ rzeczywist̂a dodatnîa. Wyznaczýc wszystkietakie
wartósci parametrua, że dla każdego n zachodzinierównósć cn o
10n b

Rozwi �azanie
Rozwi �azuj �acdan �a rekurencj�e otrzymujemynast�epuj �acy wzór ogólny na
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n-ty wyrazci �agu
�
cn � (zob. dodatekA):

cn � 1J
a2 � 4a rsr a � J a2 � 4a

2 t n � r a
� J

a2 � 4a
2 t n t �

Jėzeli x1 � 1
2

�
a � J a2 � 4a�u 10, to

lim
n� ∞

nJ cn � x1  10 �
Wówczasdla pewnegon liczbacn osi �agniewartósć wi �eksz�aod 10n.

Przyjmijmywi �ec,żex1 . 10. Rozwi �azuj �act �enierównósć przyzałȯzeniu,
żea jestliczb �adodatni�adostajemya . 100

11 � 9 
 090909����� . Wówczas

cn � 1J
a2 � 4a rsr a � J a2 � 4a

2 t n � r a
� J

a2 � 4a
2 t n t .

. 2J
a2 � 4a r a � J a2 � 4a

2 t n � a � J a2 � 4aJ
a2 � 4a r a � J a2 � 4a

2 t n 	 1 .. 2  10n 	 1 � 10n �
Zatemnierównósć cn � 10n zachodzidla dowolnego n wtedyi tylko wtedy,
gdya . 100

11 � 9 
 090909����� .
Uwaga: Dla wartósci parametrua wi �ekszychod 9 
 090909����� przekro-

czenieprzezliczb �e cn wielkości 10n jest nieuniknione,chociȧz może być
nierychliwe.Na przykładprzy a � 9 
 1 nierównósć cn � 10n jestprawdziwa
dla n . 2608.

Zadanie5. Na płaszczýznie dany jest zbiór E oraz takie koła otwarte (tzn.
bez brzegu) K1 e K2 e bcbcb e Kn, że E v K1 w K2 wxbcbcb�w Kn b Udowodníc,
że spósród tych kół można wybrác takie parami rozłâcznekoła
Ki1 e Ki2 e bcbcb e Ki y , że

E v 3Ki1 w 3Ki2 wzbcbcb{w 3Ki yCb
Uwaga: Jésli K jestkołemo środkuX i promieniur, to3K jestkołem
o środkuX i promieniu3r.

Rozwi �azanie
Koła Ki1 
 Ki2 
 ����� 
 Ki � możnawybrác stosuj �acnast�epuj �acy algorytm:
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Najpierwwybieramynajwi �ekszekoło spósród danych kół. Powiedzmy,
żejestnim Ki1. Nast�epnieznajdujemykoło Ki2, którejestnajwi �ekszewśród
tych kół, które s �a rozł �acznez kołem Ki1. Dalej wybieramykoło Ki3 jako
najwi �ekszespósród tych kół, które s �a rozł �acznez kołami Ki1 i Ki2, itd.
Post�epowaniekończymyza

5
-tym razem,gdy już nie istniejekoło rozł �aczne

z wybranymi kołami.
Ze sposobu działaniapowyższego algorytmuwynika, żekażdekoło B j ,

które nie zostałowybranema punkt wspólny z pewnym wybranym kołem
Bis, którejestod niegoniemniejsze.ZatemB j � 3Bis. St �ad

K1 � K2 �|�����}� Kn � 3Ki1 � 3Ki2 �|������� 3Ki � 

awi �ecrówniėz

E � 3Ki1 � 3Ki2 ��������� 3Ki �~�
Zadanie6. Niech o bêdzie okrêgiem opisanym na trójkâcie ABC. Punkt P,

różny od wierzchołḱow trójkâtaABC, leży na tym łuku AB okrêgu
o, do którego nalėzy punkt C. Punkty X i Y leżâ odpowiednio
na półprostychAP� , BP� , przy czym AX m AC i BY m BC. Udo-
wodníc, żewszystkieprosteXY, wyznaczoneprzezróżnepołożenia
punktuP, majâ punktwsṕolny.

Rozwi �azanie

Oznaczmy przez D
punktsymetryczny do punktuC wzgl �edemprostej
AB (rys. 7). Wykażemy, że wszystkieprosteXY
przechodz�aprzezpunktD.

Bezstratyogólnościmożemyprzyj �ac,żepunkt
P leży nałuku BC okr �eguo.

Oznaczmyprzez Y � punkt przeci�ecia prostej
DX z prost �aBP. Nalėzy wykazác, żeY �:� Y, czyli
żeBY ��� BC. Ponieważ

AX � AC � AD 

wi �ec � � AXD � � � ADX � Zatem
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�
A

P

D

C

B

X

Y

o

rys. 7� � DY � B � � � APB
� � � Y � XP � � � ACB

� � � AXD �� � � ADB
� � � ADX � � � Y � DB 


sk �adBY � � BD � BC.

Zadanie7. Wyznaczýc wszystkietakieliczby naturalnea, dlaktórychjestpraw-
dziwenast̂epujâcezdanie:`�� a Dla dowolnejliczby naturalnej m, liczba

`
1 d a a am� 1 �

1
�

am

jestpodzielnaprzezam� 1.

Rozwi �azanie
Zdanie

��� � jestprawdziwewtedy i tylko wtedy, gdy a jest liczb �a niepa-
rzyst �a.

Dowód:��� � Dla m � 2 otrzymujemy�
1 � a� a � 1

�
a2 � a

∑
k � 2

0
a
k 1 ak � 0

a
21 a2 � ba3 �

b �������
Powyższaliczba jest podzielnaprzeza3 wtedy i tylko wtedy, gdy a jest
liczb �anieparzyst�a.��� � Przeprowadzimydowód indukcyjny.

Dla m � 1 zdanie
�}� � jest prawdziwe. Załóżmy, wi �ec że dla pewnego

m
�

1 zachodzirównósć�
1 � a� am� 1 �

1
�

am � qam� 1 �
q �������
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Namocy nierównósci km
�

m � 2 dla k
�

3 
 otrzymujemy�
1 � a� am � �

1 � am � qam� 1 � a � a

∑
k� 0

0
a
k 1 � am � qam� 1 � k �� 1X � a

�
am � qam� 1 � � 1

2

�
a
�

1� a � am � qam� 1 � 2 �
mod am� 2 ���

Ponieważ 1
2

�
a
�

1� jest liczb �a całkowit �a, wi �ec ostatniskładnik powyższej
sumyjestpodzielny przeza2m� 1, zatemrówniėz przezam� 2. St �ad�

1 � a� am � 1 � am� 1 �
mod am� 2 � 


cokończydowód indukcyjny.
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Zadanie8. Dany jestskończony zbiór A liczb naturalnych. Dowieść, żeistnieje
taki skończony zbiór B liczb naturalnych, żeB � A oraz

∏
x � B

x m ∑
x � B

x2 b
Rozwi �azanie

Dla pewnej liczby całkowitej dodatniejm prawdziwa jest inkluzja A �( 1 
 2 
 ����� 
 m) . Wystarczywi �ec wykazác, że istnieje taki skończony zbiór B
liczb całkowitych dodatnich,̇ze ( 1 
 2 
 ����� 
 m)�� B oraz

∏
x � B

x � ∑
x � B

x2 �
Bezstratyogólnościmożemyprzyj �ać, żem

�
5. Definiujemyci �ag

�
xn � wzo-

rami:
x0 � 1 
 xn � m!x0 ����� xn 	 1

�
1 dla n

�
1 �

Niech k � m!
� �

12 � 22 � ����� � m2 � . Ponieważ m
�

5, wi �ec k  0. Ponadto
m � x1 � x2 � x3 � ����� . Wprowad́zmynast�epuj �aceoznaczenia:

B0 ��( 1 
 2 
 ����� 
 m) oraz Bi ��( 1 
 2 
 �����m
 x1 
 ����� 
 xi ) dla i
�

1.

Udowodnimyindukcyjnie wzgl �edemi, że�
1� ∏

x � Bi

x
� ∑

x � Bi

x2 � k
�

i �
Dla i � 0 powyższarównósć jestprawdziwa. Załóżmywi �ec,żerównósć (1)
jestprawdziwadlapewnego i. Wtedy

∏
x � Bi f 1

x
� ∑

x � Bi f 1

x2 � �
m!x0 ����� xi

�
1� ∏

x � Bi

x
� �

m!x0 ����� xi
�

1� 2 � ∑
x � Bi

x2 �� �
m!x0 ����� xi

�
1� 2 � � m!x0 ����� xi

�
1�� �

m!x0 ����� xi
�

1� 2 � ∑
x � Bi

x2 �� ∏
x � Bi

x
� ∑

x � Bi

x2 � 1 � k
� �

i � 1� 

cokończydowód indukcyjny. Dla B � Bk, otrzymujemytez�e.
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Zadanie9. PunktE leży nabokuAB rombu ABCD. Udowodníc, żeokrêgi wpi-
sanew trójkâty ADE, DEC, CEB majâ wsṕolnâ styczn̂a.

Rozwi �azanie
Oznaczmy przez

5
wspóln �a

styczn �a zewn �etrzn �a poprowadzon�a do okr �egów
wpisanych w trójk �aty ADE i CEB, różn �a od
prostejAB. Nalėzy udowodníc, żew czworok �at
DFGC możnawpisác okr �ag (zob. oznaczenia
narys.8).

Ponieważ FM � FX oraz GN � GY, wi �ec
wystarczydowieść, że

DM � CN � XY � CD � � � ���� ��
A B

D C

P Q

K
M N

L

X Y

E

F G �
rys. 8

Dla dowoduwystarczyzałȯzyć,
żew czworok �at ABCD możnawpisác okr �ag,czyli, że

AD � BC � AB � CD �
St �admamy:AK � DM � BL � CN � AP � PQ � QB � CD, ast �ad

DM � CN � XY � CD �
Zadanie10. Rozstrzygn̂ać, czy istniejetakaliczbarzeczywistadodatniaε, żedla

dowolnych liczb x1 e x2 e x3 e bcbcb e x12 � ` 0 e ε a zachodzinierównósć`
1 a x1 d x2 d x3 d bcbcb d x12 � x1x2x3 bcbcb x12

x10
1 d x11

2 d x12
3 d bcbcb d x21

12
b

Rozwi �azanie
Zbadamyzachowanie danejnierównósci na takiej krzywej w ! 12, na

której wszystkieskładnikiw mianowniku prawej strony nierównósci (1) s �a
równe.W tym celupodstawmy

x1 � t1””10 
 x2 � t1””11 
 ����� 
 x12 � t1””21 �
t  0���

Wówczasprawastronasprowadzasi �edo postaci
tw

12t 
 gdzie

w � 1
10 � 1

11 � 1
12 � 1

13 � 1
14 � 1

15 � 1
16 � 1

17 � 1
18 � 1

19 � 1
20 � 1

21 � 5
10 � 7

15 � 1 

sk �ad wynika, że wartósć wyrażenia

tw

12t
d �aży do nieskończonósci przy t

d �aż �acym do 0.
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Zatemdla dowolnego ε  0 prawa stronanierównósci (1) jestnieograni-
czonaprzy x1 
 x2 
 x3 
 ����� 
 x12 nalėz �acych do przedziału

�
0 
 ε � . Natomiastlewa

stronanierównósci (1) jestmniejszaod12ε.
Takwi �ecliczbaε o ż �adanejwłasnóscinie istnieje.j j j
Uwaga: Bardzosugestywnejestnast�epuj �acebł �ednerozwi �azanie.
Zbadamyzachowanienierównósci (1) napółprostejprzechodz�acejprzez

punkt
�
0 
 0 
 �k�<� 
 0� w ! 12. Podstawmy

x1 � a1t 
 x2 � a2t 
 ����� 
 x12 � a12t 
 �
t  0�

gdzieliczby a1 
 a2 
 ����� 
 a12 s �a dodatnie.Wówczasnierównósć (1) przyjmuje
postác

t
�
a1 � a2 � �<�k� � a12 �� t12a1a2 �k�<� a12

t10a10
1 � t11a11

2 � �k�<� � t21a21
12 


czyli a1 � a2 � �k�<� � a12  ta1a2 �k�<� a12

a10
1 � t1a11

2 � �<�k� � t11a21
12
�

Ponieważ lewa stronatej nierównósci jest stał �a dodatni�a, a prawa d �aży do
0 przy t d �aż �acym do 0, wi �ecdla małycht jestonaprawdziwa. To pozwala
dobrác liczb �e ε o ż �adanejwłasnósci.j j j

Liczb �e ε, i owszem,dobrác si �eudało,aleinn �adla każdejpółprostej.Wi-
dzimy jednakw poprawnym rozwi �azaniu,żedobór ε dobrego jednoczésnie
dla wszystkichpółprostychnie jestmożliwy.

Zadanie11. Rozstrzygn̂ać, czy istniejetakafunkcja f : ���U� , żedla dowolnych
liczb rzeczywistychx, y zachodzirównósć`

f
`
x a f ` y a}a 2 m f

`
x
�

y a f ` x d y a e
aponadtof

`
0 a�m f

`
1a�m 1 i f � 13 � qm 1.

Rozwi �azanie
Takafunkcjaistnieje.Niechbowiem

f
�
x� ��� 1 dla x ���

0 dla x � !�� � 

gdzie � jest zbioremliczb dwójkowo wymiernych, tzn. liczb postaci m

2n ,
gdziem jest liczb �acałkowit �a,an naturaln�a.
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Wśród liczb x, y, x
�

y i x � y mog �a być 0, 1 lub czteryliczby dwójkowo
wymierne.W każdymz tychprzypadḱow danerównaniejestspełnione.

Pozostajezauważyć, że f
�
0� � f

�
1� � 1 i f & 13 ' � 0.

Zadanie12. W Lolandii ku czci króla Lolisława Drugiego postawiono 66 po-
mników. Mi êdzy każdymi dwoma pomnikami istnieje połâczenie
pasȧzerskiePKP, PKS,LOT lub Żeglugi Śródlâdowej.
Dowieść, że istniejâ takie trzy pomniki, miêdzyktórymi połâczenia
pasȧzerskieobsługujetensamprzewoźnik.

Rozwi �azanie
Tezazadaniawynikaz twierdzeniaRamsey’a (dodatekC).

Zadanie13. Niech o bêdzie okrêgiem opisanym na trójkâcie ABC. Okrâg p
jest styczny do odcinḱow AB i AC odpowiednio w punktachP i Q
orazjeststyczny do okrêgu o. Dowieść, że środekodcinkaPQ jest
środkiemokrêgu wpisanego w trójkât ABC.

Rozwi �azanie
Niech s b �edzie okr �egiem wpisanym w trójk �at ABC, zás S jego

środkiem(rys. 9). OznaczmyprzezK i L punkty stycznósci okr �egu s od-
powiednioz bokamiAB i AC. PonadtoniechP� Q� b �edzieprost �aprostopadł�a
do ASprzechodz�ac �a przezpunkt S, orazniechXY b �edzietak �a styczn�a do
okr �egus, że � � AXY �?� � ACB. (PunktyP� , X leż �anabokuAB; záspunktyQ� ,
Y znajduj �asi �enabokuAC.)

Wystarczyudowodníc, żeokr �ag,który jeststyczny do prostychAB i AC
odpowiedniow punktachP� i Q� jestrówniėz styczny do okr �eguo.

Trójk �atyprostok�atneAKS i ASP� s �apodobne,sk �adotrzymujemy�
1� AK  AP� � AS2 � Analogicznie: AL  AQ� � AS2 �

Ponadto� � AXS � � � AXY � � � YXS � � � AXY � 1
2

�
180= � � � AXY � �� 90= � 1

2 � � AXY � 90= � 1
2 � � ACB �� 180= � 1

2 � � ABC
� 1

2 � � BAC � 180= � � � ABS
� � � BAS�� � � ASB 
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co dowodzi, że trójk �aty AXS oraz ASB s �a podobne. Dostajemyzatem
zwi �azek�
2� AX  AB � AS2 � Analogicznie: AY  AC � AS2 �

� �
A

B C

P� Q�K

X

Y

L

S

s

rys. 9

Z równósci (1) wynika, żeinwersjai o środkuA i promieniuASprzepro-
wadzapunktK napunktP� orazpunktL napunktQ� . Zatemobrazemokr �egu
s w tej inwersji jestokr �agstyczny do boków AB i AC odpowiedniow punk-
tachP� i Q� . Z równósci

�
2� wynikanatomiast,̇zei

�
X � � B orazi

�
Y � � C, co

oznacza,̇zeobrazemprostejXY w inwersji i jestokr �ago. Ponieważ prosta
XY jeststycznado okr �egu s, wi �ecokr �ag,który jeststyczny do boków AB i
AC odpowiedniow punktachP� i Q� jestrówniėz styczny do okr �eguo.

Zadanie14. Zbiór � 1 e 2 e 3 e bcbcb e 65  podzielonona cztery rozłâcznezbiory. Do-
wieść, że istniejâ takie liczby a, b, c (niekoniecznieróżne)nalėzâce
do jednego z tychzbiorów, żea d b m c.

Rozwi �azanie
Przyporz�adkujmy każdemuz czterechzbiorów inny kolor. Obierzmy

66 punkt́ow i ponumerujmyje liczbami od 1 do 66. Każde dwa spósród
tychpunkt́ow poł �aczmydrog �ai pomalujmyj �akoloremprzyporz�adkowanym
zbiorowi, do któregonalėzy różnicaich numeŕow.

Z twierdzeniaRamsey’a (dodatekC) wynika,że3 z tychpunkt́ow (ponu-
merowaneliczbamix � y � z) s �a poł �aczonetym samymkolorem.Wówczas
liczby a � y

�
x, b � z

�
y orazc � z

�
x nalėz �adojednegoz czterechdanych

zbiorów oraza � b � c.
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Zadanie15. Naszachownicy 2n ¡ 2n stoikról Roszadniknaprawowpróżni. W po-
jedynczymruchu może on przesun̂ać siê o jedno lub dwa pola w
prawo, o jedno pole w górê lub o jedno pole po skosie w prawo
w górê (zob. rysunek).

+ ,,, ,------- ------- ------- ------- ------- ------- --------------- -------- -------- -------- -------- -------- -------- --------
------- ------- ------- ------- ------- ------- --------------- -------- -------- -------- -------- -------- -------- --------

Naile sposob́ow król tenmożepokonác droĝeodlewegodolnegodo
prawego górnego roguszachownicy w dokładnie3n ruchach?

Rozwi �azanie
W każdepoleszachownicy wpisujemyjednomian,tak jak narysunku.

1 x

y xy

x2 x3 x4 x5

y2

y3

y4

y5

x2y x3y x4y x5y

xy2

xy3

xy4

xy5

x2y2

x2y3

x2y4

x2y5

x3y2

x3y3

x3y4

x3y5

x4y2

x4y3

x4y4

x4y5

x5y2

x5y3

x5y4

x5y5

W lewym dolnym rogu jest wpisanaliczba 1, a w prawym górnym jedno-
mianx2n 	 1y2n 	 1. Wykonanieruchuodpowiadawybraniujednegoz czterech
jednomiańow x, y, xy, x2 (nazwiemyje jednomianamielementarnymi), a
nast�epnieprzemnȯzeniugo przezjednomianz pola,naktórym znajdujesi �e
król. Wynik wskazuje,naktórepoleprzesuwasi �ekról.

31



Zatemzadaniepoleganawyznaczeniuliczby rn, którajestrównaliczbie
ci �aǵow długósci 3n złożonych z jednomiańow elementarnych o iloczynie
równym x2n 	 1y2n 	 1. Liczbata jestrównawspółczynnikowi stoj �acemuprzy
x2n 	 1y2n 	 1 w wielomianie& x � y � xy � x2 ' 3n � �

x � y� 3n � x � 1� 3n �
Współczynniktenjestrówny współczynnikowi przyxn� 1y2n 	 1 w wielomia-
nie

�
x � y� 3n pomnȯzonemuprzezwspółczynnik przy xn 	 2 w wielomianie�

x � 1� 3n. St �ad

rn � 0
3n

n � 11  0 3n
n
�

21 �j j j
Uwaga: Dla pocz �atkowychwartóscin liczbarn jestrówna:

n rn

2 20
3 1134
4 52272
5 2277275
6 97381440
7 4140818010
8 175984808384
9 7491674168550

10 319729489852500

Zadanie16. Dowieść, żedla dowolnej liczby naturalnejn iloczyn wszystkichta-
kich liczb pierwszychp, którespełniaĵa nierównósć n o p ¢ 2n, jest
mniejszyod 4n.

Rozwi �azanie
Ponieważ każdaliczbapierwszaspełniaj�acanierównósci n � p . 2n jest

dzielnikiemliczby & 2n
n ' , wi �eciloczynwszystkichtakichliczb pierwszychnie

przekracza 0
2n
n 1 � � 1 � 1� 2n � 4n �
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Zadanie17. NazewnâtrztrójkâtaABC sâzbudowanetrzy podobnetrójkâtyDBC,
ECA, FAB, przyczymo a DBC m£o a ECA m£o a FAB oraz o a DCB mpo a EAC m£o a FBA b
Niech P m BE ¤ CF, Q m CF ¤ AD, R m AD ¤ BE, gdziek ¤¦¥ ozna-
czapunktprzecîeciaprostychk i ¥ . Dowieść, że

QR
AD

m RP
BE

m PQ
CF b

Rozwi �azanie
Na zewn �atrztrójk �ataBCD budujemytaki trójk �atCDK, że�

1� CK � FB oraz DK � AE (zob. rys.10)�
A

B
C

D

E

F

P
Q

R

K

rys. 10

Ponieważ AB:BC:CA � FB:DC:EA � CK :DC:KD 
 wi �ec trójk �aty ABC
orazKCD s �a podobne.Wobectego � � FBC � � � BCK, a st �adwynika, żeod-
cinki FB i CK s �arównoległe. Ponieważ w pi �eciok �acieDKCEA sumak �atów
wewn �etrznych przy wierzchołkachK, C i E jest równa360= , wi �ecodcinki
AE i DK s �a równoległe.

Zatem na mocy równósci (1) czworok �aty AEKD oraz FBKC s �a
równoległobokami. St �ad wynika, że trójk �aty PQR i BEK s �a jednokładne.
Wobectegootrzymujemy

RP
BE

� PQ
BK

� QR
KE 
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czyli
RP
BE

� PQ
FC

� QR
AD �

Zadanie18. Udowodníc, że dla dowolnych dodatnichliczb a, b, c, d zachodzi
nierównósć§

ab d ac d ad d bc d bd d cd
6 ¨ 2 __ §

a d b d c d d
4 ¨ n § abcd bcd d cda d dab

4 ¨ b
Rozwi �azanie

Udowodnimy, żedanaw zadaniunierównósć jestprawdziwa dla dowol-
nych liczb rzeczywistycha, b, c, d.

Rozpatrzmywielomian

w
�
t � � �

t � a� � t � b� � t � c� � t � d � � t4 � s1t3 � s2t2 � s3t � s4

orazwprowad́zmyoznaczenie

pi � si& 4i ' �
Nierównósć, któr �amamyudowodníc, przybierapostác�
1� p2

2
�

p1p3 �
Ponieważ wielomianw ma czterypierwiastki rzeczywiste,wi �ec pochodna
tegowielomianumatrzy pierwiastkirzeczywiste.St �ad

w� � t � � 4t3 � 3s1t
2 � 2s2t � s3 � 4

�
t � p� � t � q� � t � r � 


gdzie p 
 q 
 r � ! . Poŕownuj �ac współczynniki wielomianuw� otrzymujemy
równósci

p1 � 1
4s1 � 1

3

�
p � q � r � 
 p2 � 1

6s2 � 1
3

�
pq � qr � r p� 
 p3 � 1

4s3 � pqr �
Podstawiaj �acotrzymanezalėznósci do nierównósci (1) dostajemy�
2� �

pq � qr � r p� 2 � 3pqr
�
p � q � r ���

Jésli chociȧz jedna z liczb p, q, r jest równa 0, to nierównósć (2) jest
spełniona.Podstawmy wi �ecw nierównósci (2): x � 1”” p, y � 1”” q, z � 1” r̈.
Wówczasnierównósć, któr �amamydowieść przybierapostác�
3� �

x � y � z� 2 � 3
�
xy � yz� zx���
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Otrzymananierównósć jestrównoważnanierównósci

x2 � y2 � z2 � xy � yz� zx

którajestprawdziwa. j j j

Uwaga: W analogiczny spośob możnadowieść, żedla dowolnych liczb
rzeczywistycha1 
 a2 
 ����� 
 an zachodzinierównósć�

n
�

1� M n

∑
i � 1

ai Q 2 �
2n M ∑

i © j
aia j Q �

Jestto uogólnienienierównósci
�
3� .

Opieraj �acsi �enapowyższejnierównóscioraznásladuj �acmetod�edowodu
nierównósci (1) możnaudowodníc nast�epuj �acetwierdzenie:

Twierdzenie:
Załóżmy, żewielomian

w
�
x� � xn � s1xn 	 1 � s2xn 	 2 � ����� � sn 	 1x � sn

man pierwiastḱow rzeczywistych
�
n
�

2� . Wprowad́zmynast�epuj �aceozna-
czenie

pi � si& ni ' �
i � 1 
 2 
 ����� 
 n�

orazprzyjmijmy, że p0 � 1. Wówczas�
4� p2

i
�

pi 	 1pi � 1 dla i � ( 1 
 2 
 ����� 
 n � 1 ) .
Zadanie19. Niech ª oznaczazbiór liczb całkowitych dodatnich.Znalézć wszyst-

kie takie funkcje f przekształcajâce zbiór ª na zbiór ª , które
spełniaĵa warunek:`
1 a n « m ¬ f

`
na« f ` ma b

Rozwi �azanie
Jésli f

�
m� � f

�
n� , to m 3 n oraz n 3m, sk �ad m � n. Zatemfunkcja f jest

różnowartósciowa, a wi �ec jest bijekcj �a. St �ad orazz warunku
�
1� wynika,

żeliczby a i f
�
a� maj �a t �asam�aliczb �eróżnychdzielników. W szczególności

f
�
1� � 1oraz f

�
p1 � 
 f � p2 � 
 f � p3 � 
 ����� jestpermutacj�aci �aguliczbpierwszych

p1 
 p2 
 p3 
 ����� . Oznaczmyf
�
pi � � qi dla i � 1 
 2 
 3 
 ����� .
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Załóżmy, żeliczbapierwszaq j jestdzielnikiemliczby f
�
pk

i � , gdziek � 2 .
Wtedy

f
�
p j � 3 f � pk

i � �
p j 3 pk

i
�

p j � pi �
Zatemjedynym dzielnikiem pierwszymliczby f

�
pk

i � jest liczba qi . St �ad
f
�
pk

i � � ql
i , aponieważ liczby pk

i i f
�
pk

i � maj �atyle samoróżnychdzielników,
wi �eck � l . Innymi słowy f

�
pk

i � � qk
i dla k � 2 .

Niecha � pk1
1 pk2

2 ����� pkn
n b �edzierozkłademliczby a naczynniki pierwsze.

Wtedyqki
i 3 f � a� , sk �adqk1

1 qk2
2 ����� qkn

n 3 f � a� . Ponieważ liczba f
�
a� matyle samo

różnychdzielników co liczbaa, wi �ecmusibyć f
�
a� � qk1

1 qk2
2 ����� qkn

n .
Ostateczniejedynymi funkcjamispełniaj�acymi warunkizadanias �a takie

funkcje f , że

f
�
1� � 1 
 f

�
pk1

1 pk2
2 ����� pkn

n � � qk1
1 qk2

2 ����� qkn
n 


gdzie q1 
 q2 
 q3 
 ����� jest z góry zadan�a permutacj�a ci �agu liczb pierwszych
p1 
 p2 
 p3 
 ����� .
Zadanie20. Dany jesttrójkâtABC. PunktX leży nabokuAB tegotrójkâta.Prosta¥ , różnaod prostejAB, jeststycznazewnêtrzniedo okrêgów wpisa-

nych w trójkâty ACX i BCX. Wyznaczýc zbiór punkt́ow przecîecia
prostych¥ i CX dlawszystkichpunkt́ow X leżâcych naodcinkuAB.

Rozwi �azanie
Jėzeli prostePM i PN s �a stycznedo okr �egu o w punktachodpowiednio

M i N, to oznaczamy:Po � PM � PN (rys.11).

��
P

N

M

o

rys. 11
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Niech Y b �edziepunktemprzeci�eciaprostej
5

z odcinkiemCX. Wpro-
wad́zmynast�epuj �aceoznaczenia:BC � a, CA � b, AB � c.

� �� �
A B

C

X

Y

K L

�o1

o2

rys. 12

Przyjmijmy, że okr �egi o1 i o2 wpisaneodpowiednio w trójk �aty ACX i
BCX s �astycznedo bokuAB odpowiedniow punktachK, L (rys.12).

Wówczas
a � b � Bo2 � Co2 � Ao1 � Co1 �� �

Ao1 � Bo2 � KL � � � Co1 � Co2
�

XY � � c � 2CY 

sk �ad

CY � 1
2

�
a � b

�
c���

ZatempunktY leży naokr �eguo środkuC i promieniu1
2

�
a � b

�
c� .

Szukanym zbiorempunkt́owY jestwi �ecłuk okr �eguo środkuC i promie-
niu 1

2

�
a � b

�
c� zawartywewn �atrztrójk �ataABC.

Zadanie21. Załóżmy, że wielomian w
`
x a�m x4 d ax3 d bx2 d cx d d ma cztery

pierwiastkidodatnie.Dowieść, żejeżeli c d d m 0, to a d b _ 80.

Rozwi �azanie
Wprowad́zmynast�epuj �aceoznaczenia:

p0 � 1 
 p1 � 1
4a 
 p2 � 1

6b 
 p3 � 1
4c 
 p4 � d �

Ponieważ pierwiastki wielomianuw s �a dodatnie,wi �ec p0 
 p2 
 p4  0 oraz
p1 
 p3 � 0. Namocy nierównósci (4) zestrony 35otrzymujemy

p2
2
�

p1p3 oraz p2
3
�

p2p4 �
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Prawe strony powyższychnierównósci s �a dodatnie,wi �ecmnȯzymy je stro-
nami. Ponieważ jednoczésniep2p3 � 0, wi �ecdostajemyp2p3 . p1p4. St �ad
bc . 6ad. Ponieważ d � �

c  0, wi �ec
�

b . 6a, czyli�
1� a � b

� �
5a �

Analogicznie,korzystaj�acz nierównósci (4) nastronie35, otrzymujemy
p1p3

�
p0p4. St �ad mamy ac

�
16d, a wi �ec po uwzgl �ednieniuzalėznósci

d � �
c  0 dostajemy

�
a
�

16. Z tej nierównósci orazz (1) otrzymujemy
a � b

�
80.

Zadanie22. Wyznaczýc wszystkietakiefunkcjeciâgłe f : �®�U� , żedla każdego
x � � istniejetakanieparzystaliczbanaturalnan, że

f n ` x a�m x b
Uwaga: f n ` x a�m f ¯ f ¯ bcbcb ¯ f° ±%² ³

n

`
x a .

Rozwi �azanie
Z warunḱow zadaniawynika, że funkcja f jest różnowartósciowa, a po-

nieważ jestci �agła,wi �ec jestmonotoniczna.Zatemfunkcja f 2 jest rosn �aca.
Wykażemy, że f 2 jestfunkcj �a identycznósciow �a.

Gdybybowiem dla pewnego x była prawdziwa nierównósć f 2 � x�� x, to
mielibyśmy

f 2k� 2 � x� � f 2k & f 2 � x� '  f 2k � x� 

co (przezindukcj �e) daje f 2k � x�� x dla dowolnego k. Jednakdla pewnego
nieparzystegon, zalėznego do x, mamy

f 2n � x� � f n � f n � x�´� � x �
Analogiczniewykluczamynierównósć f 2 � x� � x.

Zatemdlakażdegox mamy f
�
x� � f

�
f 2k � x�´� � x, sk �adwynika,żejedyn �a

funkcj �aspełniaj�ac �awarunkizadaniajestfunkcja f
�
x� � x.

Zadanie23. Dowieść, żeistniejenieskończeniewielenieprzystaĵacych trójkâtów
prostok̂atnych, których boki majâ długósci całkowite, a długósci
przyprostok̂atnych różniâ siê o 1.

Rozwi �azanie
Mamywykazác, żerównanie�

1� a2 � � a � 1� 2 � c2
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ma nieskończeniewiele rozwi �azán w liczbach naturalnych a 
 b. Prze-
kształcaj�acje, otrzymujemy�

2a � 1� 2 � 2c2 � 1 �
Poniewaµ ż równanie

d2 � 2c2 � 1

ma nieskończeniewiele rozwi �azán (zob. dodatekD), a w każdym z nich
liczba d musi być nieparzysta,wi �ec równanie

�
1� ma nieskończeniewiele

rozwi �azán.
Boki najmniejszychtrójk �atów spełniaj�acych warunkizadaniapodanes �a

w tabeli.

a b � a � 1 c
3 4 5
20 21 29
119 120 169
696 697 985
4059 4060 5741
23660 23661 33461
137903 137904 195025
803760 803761 1136689
4684659 4684660 6625109
27304196 27304197 38613965
159140519 159140520 225058681
927538920 927538921 1311738121
5406093003 5406093004 7645370045
31509019100 31509019101 44560482149
183648021599 183648021600 259717522849
1070379110496 1070379110497 1513744654945
6238626641379 6238626641380 8822750406821
36361380737780 36361380737781 51422757785981
211929657785303 211929657785304 299713796309065
123521656597404012352165659740411746860020068409
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Zadanie24. Dany jest trójkât ABC, w którym o a ABC m 2 n¶o a ACB. PunktM jest
środkiemboku BC. Dwusiecznakâta ACB przecinaodcinekAM
w punkcieD. Udowodníc, że o a MDC ¢ 45· .

Rozwi �azanie
Oznaczmyprzez K punkt przeci�ecia dwu-

siecznejk �ata ABC z bokiem AC. Niech X
b �edzierzutemprostok�atnympunktuK naprost �a
AB (rys.13). Wówczasnamocy warunḱow za-
dania KM � KX, sk �ad wynika, że KM . AK.
Zatem � � KAM .¸� � AMK. Korzystaj�ac z tej
nierównósciotrzymujemy:

�
A

B C

X K

M

D

rys. 13

2 � � MDC � 2 � � KAM � 2 � � ACD .¸� � KAM �¹� � AMK �#� � ACB ��?� � MKC �¹� � KCM � 90= 

ast �ad � � MDC . 45= .
Zadanie25. Dowieść, żedla dowolnego k zbiór wszystkichliczb zapisywalnych

w układziesiódemkowym przy pomocy 2k cyfr (dopuszczamyzera
poczâtkowe), z których k cyfr to zera i trójki, a pozostałek cyfr
to jedynki i dwójki, nie zawiera żadnego post̂epu arytmetycznego
trójwyrazowego.

Rozwi �azanie
Niech a 
 b 
 c b �ed �a liczbami ze zbioru opisanego w treści zadania,

tworz �acymi post�eparytmetyczny. Wykażemy, żea � b � c. Niech

a � 2k 	 1

∑
i � 0

ai7
i 
 b � 2k 	 1

∑
i � 0

bi7
i oraz c � 2k 	 1

∑
i � 0

ci7
i 


gdzie0 . ai . 3, 0 . bi . 3, 0 . ci . 3.
Z równóscia � c � 2b, czyli�

1� 2k 	 1

∑
i � 0

�
ai � ci � 7i � 2k 	 1

∑
i � 0

�
2bi � 7i

wynikaj �arównósci

ai � ci � 2bi dla i � 0 
 1 
 2 
 ����� 
 2k
�

1 

gdyż we wzorze

�
1� wszystkie liczby w nawiasach nalėz �a do zbioru( 0 
 1 
 2 
 3 
 4 
 5 
 6 ) .
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Warunekbi � ( 0 
 3 ) spełniadokładniek indekśow i. Poci �agaon zasob �a
równósci ai � ci � bi. Wobectegodla pozostałychindekśow i otrzymujemy
ai 
 bi 
 ci � ( 1 
 2 ) , co równiėz poci �agarównósci ai � ci � bi . St �adostatecznie
a � b � c.

Zadanie26. Koledzy Fredkamieszkaĵa na okrêgu o promieniu541 km. Fre-
dek chceich wszystkichodwiedzíc i u każdego z nich zatankować
(Fredek ma nieograniczonemożliwości tankowania). Kiedy za-
tankowane paliwo zużyje siê całkowicie, Fredeknie bêdzie miał
możliwości kontynuowaniapodŕoży.
Wszyscy koledzymajâ w sumietyle paliwa, abywystarczyłoFred-
kowi naodbyciepodŕoży po całymokrêgu.
Dowieść, że Fredekmoże rozpocẑać podŕoż od takiego kolegi, że
jadâc przeciwzegarowo po okrêgu i tankujâc po drodzeodwiedzi
wszystkichkolegów i wróci do punktuwyjścia.

Rozwi �azanie
Najpierw Fredekwybieradowolnego koleg �e i przeprowadzasymulacj�e

podŕożyprzyjmuj �ac,żew trakciejej trwaniamożemiećujemn �ailość paliwa.
Nast�epniewybierasi �e on w prawdziw �a podŕoż rozpoczynaj�acj �a od tego

z kolegów, u którego w czasiesymulacjimiał najmniejpaliwa przedtanko-
waniem.

Zagadkana bis.
Jak �aciekaw �awłasnósć maliczba541?
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Zadanie27. PunktO jestśrodkiemokrêgu o, opisanego natrójkâcieostrokâtnym
ABC. Punkt D, różny od punkt́ow A i C leży na tym łuku AC
okrêgu o, który nie zawiera punktu B. Punkt E leży na boku
AB, przy czym o a ADE m£o a OBC, zás punkt F leży na boku BC i
spełniarównósć o a CDF m o a OBA. Dowieść, że o a DEF m o a DOC
oraz o a DFE m£o a DOA.

Rozwi �azanie

A

B C

D

E

F

K

L

H
O

Załóżmy, żeprosteDE i DF przecinaj�a okr �agopisany natrójk �acieABC
odpowiedniow punktachK i L (zob. rysunek).Wówczas� � ACK �?� � ADK �?� � OBC �?� � OCB 

co oznacza,̇zeprosteCK i AB s �aprostopadłe.Analogiczniedowodzimy, że
prosteAL i BC s �aprostopadłe.ZatemH � CK / AL punktemprzeci�eciawy-
sokości w trójk �acieABC. Stosuj�ac twierdzeniePascaladla ,,szésciok �ata”
BCKDLA, otrzymujemy, że punkty E, H i F s �a współliniowe. Ponadto
prostaAB jest symetraln�a odcinkaHK, co oznacza,że trójk �at KHE jest
równoramienny. St �ad� � DEF �?� � HED � 2 � � HKE � 2 � � CKD �?� � DOC �
W tensamspośobdowodzimy, że � � DFE � � � DOA.
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Zadanie28. Rozstrzygn̂ać, czy istniejetakaliczbanaturalnan, żezezbioruº
0 e 1 e 2 e 3 e bcbcb e 12 ` 3n � 1 a´»

można wybrác
`
2n d 1a -elementowy podzbíor nie zawierajâcy

żadnego trójwyrazowego post̂epuarytmetycznego.

Rozwi �azanie
Wykażemy, żetakaliczbanaturalnan istnieje.
Wiemy, żedla każdego k zezbioru liczb całkowitych od 0 do 1

2

�
72k � 1�

możnawybrác 4k & 2k
k ' -elementowy podzbíor beztrójwyrazowych post�eṕow

arytmetycznych (zob. zadanie25). Zadanieb �edziewi �ec rozwi �azane,jeśli
wykażemy, żeistniej �a takieliczby naturalnek i n, że�
1� 72k � 1

2
. 3n � 1

2
oraz 4k

0
2k
k 1 � 2n � 1 �

Pierwsza nierównósć jest równoważna nierównósci 72k . 3n, czyli
nierównósci n

�
klog349. Wybierzmy liczb �e wymiern �a z przedziału�

log349
 4� , np. 11””3. Wówczasdla k � 3l i n � 11l , gdzie l jest liczb �a
naturaln�a,mamy

72k � 1
2

. 3n � 1
2

oraz
43l & 6l

3l '
211l � 1

� 43l  26l

6l � 1

211l � 1
� 2l�

6l � 1� M 1 � 1
211l Q �

Wartósć ostatniego wyrażeniad �aży do nieskończonósci przy l d �aż �acym do
nieskończonósci. Dobieraj �actak �a liczb �e l , że

43l & 6l
3l '

211l � 1
�

1

otrzymujemyk i n spełniaj�acenierównósci
�
1� .j j j

Uwaga 1: W oszacowaniachwykorzystalísmynierównósć0
2m
m 1 � 1

2m � 1

2m

∑
j � 0

0
2m
j 1 � 22m

2m � 1 �
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Uwaga 2: Bezpósrednieobliczeniapokazuj�a, że k � 7 i n � 25 s �a naj-
mniejszymiliczbamispełniaj�acymi nierównósci

�
1� .
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Zawody drużynowe

Zadanie1. Rodzinagra w karty. Jakzwykle tasujeojciec. Przeważnie robi to
w nast̂epujâcy spośob. Bierzetaliê kart w prawâ rêkê i przerzucado
lewej rêki po kilka kart, raz na wierzch,raz pod sṕod. Jednakdzís
gra toczy siê o wysokâ stawkê i ojciec ma spoconerêce. Dlatego
też musidołożyć szczególnej starannósci przy tasowaniu,abykarty
siê nie sklejały. Tasujewiêcz pełnâ pedanterîa, przerzucaĵac do le-
wej rêki po jednejkarcie. Jakwyglâdadzís jego tasowanie? (Dla
uproszczeniapowiedzmy, żeojciecma10 kart.)
Najpierwojciecprzerzucado lewej rêki pierwsẑa kartê z wierzchu,
potemdrugâ kartê wrzucana wierzchpierwszej,trzeciâ pod sṕod,
czwartâ nawierzch,piâtâ podsṕod, bcbcb , dziesiâtâ nawierzch. Jésli
ojciec przejrzyterazpotasowanekarty, zobaczy, że ułożyły siê one
w nast̂epujâcejkolejnósci (patrzâcodwierzchu):

10e 8 e 6 e 4 e 2 e 1 e 3 e 5 e 7 e 9
(numeryodnosẑa siê do pozycji kart przedtasowaniem).
Udowodníc, że dla dowolnego k, przy wielokrotnym tasowaniu ta-
lii k kart wszystkiekarty wrócâ jednoczésnie na swoje pierwotne
położeniepo nie wiêcejniż k tasowaniach.

Rozwi �azanie
Gdy k jestnieparzyste,ostatniakartanie zmieniaswojej pozycji,można

j �awi �ecwył �aczýc z rozważán. Przyjmijmy wi �eck � 2n.
Napiszmynakartachpo dwie liczby wedługnast�epuj �acegoprzepisu:

2n

2n� 1

2n 	 1

2n� 2

2n 	 2

2n� 3

�¼�½� n� 1

3n

n

3n� 1

�½�¼� 2

4n 	 1

1

4n

Na każdej karcie sumanapisanych liczb jest równa 4n � 1. Nast�epnie
popatrzymynajedn �apozycj�e i notujmykarty, którepojawiaj �asi �enaniej po
kolejnych tasowaniach.
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Pojednokrotnym przetasowaniuotrzymamy:

1

4n

3

4n 	 2

5

4n 	 4

�¼�½� 2n 	 1

2n� 2

2n

2n� 1

�½�¼� 4

4n 	 3

2

4n 	 1

Widzimy, że na każd �a pozycj�e trafiła karta z liczbami pomnȯzonymi
przez2

�
mod4n � 1� . To samostaniesi �e przy kolejnych tasowaniach.Jésli

bowiem po pierwszymtasowaniuna pozycj�e karty ¾ k
�
mod4n � 1� weszła

karta ¾ 2k
�
mod4n � 1� , to po drugimtasowaniupojawi si �e tamkarta,która

zaj �ełapo pierwszymtasowaniumiejscekarty¾ 2k
�
mod4n � 1� , czyli karta ¾ 4k

�
mod4n � 1� .

Pierwszakarta(a takżewszystkieinnekarty) trafi naswoje miejscepo t
tasowaniach,gdy 2t � ¾ 1

�
mod4n � 1� . Do rozwi �azaniazadaniawystarczy

zastosować wniosekz dodatkuB, z którego wynika, że możnaprzyj �ać t �
ϕ g 4n� 1i

2 . 2n.
Uwagi:
Zawszemożnaprzyj �ać t � ψ

�
4n � 1� .

Gdy n jest parzyste,a 4n � 1 pierwsze,wystarczyn tasowań. Wynika
to ze znanego w teorii liczb faktu, że wówczas2 jest reszt �a kwadratow �a�
mod4n � 1� , tzn. 22n � 1

�
mod4n � 1� . Tewartóscin podanes �aw czwartej

kolumnietabeli.
Najmniejszaliczbatasowań potrzebnado powrotukart naswoje miejsca

jest dzielnikiemliczb podanych powyżej (tzn. ϕ g 4n� 1i
2 , ψ

�
4n � 1� oraz,w

opisanym wyżej przypadku,n).
Gdyn � 2m, wszystkiekartywróc �ajednoczésnienaswojemiejscaporaz

pierwszypo m � 2 tasowaniach.
Poni̇zej podanes �a liczby tasowań potrzebnedo powrotu kart na swoje

miejscezgodniez powyższymi wzorami oraz najmniejszaliczba tasowań
Min.
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k � 2n φ g 4n� 1i
2 ψ

�
4n � 1� n Min

2 2 4 2
4 3 6 3
6 6 12 6
8 8 16 4 4
10 6 6 6
12 10 20 10
14 14 28 14
16 10 10 5
18 18 36 18
20 20 40 10 10
22 12 12 12
24 21 42 21
26 26 52 26
28 18 18 9
30 30 60 30
32 24 12 6
34 22 22 22
36 36 72 18 9
38 30 30 30
40 27 54 27
42 32 16 8
44 44 88 22 11
46 30 30 10
48 48 96 24 24
50 50 100 50
52 24 12 12
54 54 108 18
56 56 112 28 14
58 36 12 12
60 55 110 55
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k � 2n φ g 4n� 1i
2 ψ

�
4n � 1� n Min

62 50 100 50
64 42 42 7
66 54 18 18
68 68 136 34 34
70 46 46 46
72 56 28 14
74 74 148 74
76 48 48 24
78 78 156 26
80 66 66 33
82 40 20 20
84 78 156 78
86 86 172 86
88 58 58 29
90 90 180 90
92 72 36 18
94 54 18 18
96 96 192 48 48
98 98 196 98
100 66 66 33
102 80 40 10
104 90 90 45
106 70 70 70
108 90 30 15
110 96 48 24
112 60 60 60
114 114 228 38
116 116 232 58 29
118 78 78 78
120 120 240 60 12

48



k � 2n φ g 4n� 1i
2 ψ

�
4n � 1� n Min

122 84 84 84
124 82 82 41
126 110 110 110
128 128 256 64 8
130 84 84 84
132 104 52 26
134 134 268 134
136 72 12 12
138 138 276 46
140 140 280 70 35
142 72 36 36
144 136 272 68
146 146 292 146
148 90 90 45
150 126 42 42
152 120 60 30
154 102 102 102
156 156 312 78 78
158 158 316 158
160 106 106 53
162 120 60 30
164 138 138 69
166 108 36 36
168 168 336 84 21
170 150 30 10
172 88 44 44
174 174 348 174
176 176 352 88 44
178 96 48 24
180 171 342 171
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k � 2n φ g 4n� 1i
2 ψ

�
4n � 1� n Min

182 144 72 36
184 120 120 60
186 186 372 186
188 168 84 42
190 126 126 14
192 120 60 60
194 194 388 194
196 130 130 65
198 198 396 22
200 200 400 100 100

Zadanie2. Rozstrzygn̂ać, czy istniejetakaliczbanaturalnan, żezezbioruº
0 e 1 e 2 e 3 e bcbcb e 12 ` 3n � 1 a »

można wybrác
`
2n d 1a -elementowy podzbíor nie zawierajâcy

żadnego trójwyrazowego post̂epuarytmetycznego.

Rozwi �azanie
Wypisuj �ac małe zbiory bez post�eṕow arytmetycznych zauważamy, że

najbardziejefektywnejest wzi �ecie liczb, które w układzietrójkowym za-
pisuj �asi �eprzyużyciu zeri jedynek,tzn liczb 0, 1, 3, 4, 9...

Wprawdzie5 liczb bezpost�eṕow arytmetycznychmożnawybrác spósród
liczb od0 do8 (np. 0,1,3,7,8),alew wyborze6,7 lub 8 liczb podanawyżej
regułajestnajbardziejoptymalna.

9 liczb bezpost�eṕow możnawybrác z 20kolejnychliczb całkowitych,10
z 24,11z 26,12z 30.

Wydajesi �e jednak,żepodany ci �agjestbezkonkurencyjny w wyborze2n

liczb bez post�eṕow, do czego potrzebawykorzystác 3n � 1
2 kolejnych liczb

całkowitych.
Taka hipoteza została sformułowana przez zawodników wszystkich

drużyn,alenie zostałaudowodniona.
Zadaniezostałopowtórzonejako zadanie28 w zawodachindywidual-

nych.
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Zadanie3. Niech α, β, γ bêdâ miaramikâtów leżâcych naprzeciwko boków a,
b, c pewnego trójkâta.Udowodníc, że

a
α
`
b d c

�
a a d b

β
`
c d a

�
b a d c

γ
`
a d b

�
c a _ 1

α
d 1

β
d 1

γ b
Rozwi �azanie

Niech p oznaczapołow �e obwodu, zás r promién okr �egu wpisanego
w dany trójk �at. Udowodnimynajpierwlemat.

Lemat: a
�

b 4 1
α
�
p
�

a� � 1
β
�
p
�

b� .

Dowód:
Funkcja f

�
x� � tgx

x jestrosn �acanaprzedziale
�
0 
 π2 � , gdyż

f � � x� � 2x
�

2sinxcosx
2x2cos2x

� 2x
�

sin2x
2x2cos2x  0 �

Zatem

a
�

b 4 1
2α � 1

2β 4 tg 1
2α

1
2α

� tg 1
2β

1
2β

44 r
α
�
p
�

a� � r
β
�
p
�

b� 4 1
α
�
p
�

a� � 1
β
�
p
�

b� �
Przyst�epujemy do dowodu danej nierównósci. Bez straty ogólności

możemyzałȯzyć, żea
�

b
�

c. Wtedynamocy lematu

p
�

a . p
�

b . p
�

c oraz
1

α
�
p
�

a� � 1
β
�
p
�

b� � 1
γ
�
p
�

c� �
Zatem�%�

p
�

a� � � p � b� � � p � c�%�  0 1
α
�
p
�

a� � 1
β
�
p
�

b� � 1
γ
�
p
�

c� 1 � 3

0
1
α
� 1

β
� 1

γ 1 �
St �ad 0

a
α
�
p
�

a� � b
β
�
p
�

b� � c
γ
�
p
�

c� 1 � 0
1
α
� 1

β
� 1

γ 1 �� p
α
�
p
�

a� � p
β
�
p
�

b� � p
γ
�
p
�

c� � 3

0
1
α
� 1

β
� 1

γ 1 

czyli

a
α
�
b � c

�
a� � b

β
�
c � a

�
b� � c

γ
�
a � b

�
c� � 1

α
� 1

β
� 1

γ �
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Zadanie4. Na bokachBC i CA trójkâtaABC zbudowano(po jego zewnêtrznej
stronie)trójkâty BCD i ACE, przyczym

AE m BD oraz o a BDC d®o a AEC m 180· b
PunktF leży nabokuAB i jestwyznaczony przezwarunek

AF
FB

m DC
CE b

Dowieść, żez odcinḱow o długósciachCD d CE, BC, AC możnazbu-
dować trójkât i żejestonpodobny do trójkâtaDEF.

Rozwi �azanie
NiechN b �edzietakimpunktemleż �acym naprostejAE,że� � ECN � � � BCD (rys.14)�

Na mocy załȯzén, trójk �aty BCD orazNCE s �a podobne.Mamy nast�epuj �ace
równósci:

AE
EN

� BD
EN

� DC
CE

� AF
FB 


cooznacza,̇zeprosteFE i BN s �a równoległe. Zatem�
1� EF

NB
� AF

AF � FB
� 1

1 � FB
AF

� 1

1 � CE
CD

� CD
CD � CE �

A B

C

D

E

N

M

F

rys. 14

Ponieważ � � BCN �?� � DCE oraz
NC
CB

� EC
CD 
 wi �ec trójk �aty BCN orazDCE

s �apodobne.St �adotrzymujemyrównósć�
2� NB

ED
� BC

CD 

jak równiėz�
3� � � DEF � � � DCB
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(bowiempoobrocieprostejED o k �at � � DCB, otrzymamyprost �arównoległ �a
doprostejEF).

NiechM b �edzietakim punktemleż �acym naprostejCD, że
EC � DM (rys.14). Wtedytrójk �aty BDM i AEC bed �a przystaj �ace.Mnoż �ac
stronamirównósci

�
1� i

�
2� dostajemy

EF
ED

� BC
CD � CE

� BC
CM 


conamocy równósci
�
3� dowodzi, żetrójk �atyDEF i MCB s �apodobne.Po-

zostajezauważyć, żetrójk �atMCB jestzbudowany z odcinḱow o długósciach
CD � CE, BC, AC.

Zadanie5. Niech B1 e B2 e bcbcb e Bb bêdâ takimi k-elementowymi podzbiorami
zbioru � 1 e 2 e bcbcb e n   , że «Bi ¤ B j «´¢ 1 dla wszystkichi qm j. Dowieść,
że

b ¢À¿ n
k
¿ n � 1
k
�

1 Á�Á b
( «X « oznaczaliczbê element́ow zbioruX.)

Rozwi �azanie
Niech Â m (m � 1 
 2 
 ����� 
 n) b �edzierodzin �a tych podzbioŕow spósród Bi ,

które zawieraj �a m. Jésli Bi 
 B j � Â m, to zbiory Bi �Ã( m) i B j �Ã( m) s �a
rozł �acznei każdyz nichzawieradokładniek

�
1 element́ow, z którychżaden

nie jestrówny m. Zatem 3ÄÂ m 3C.ÅD n � 1
k
�

1 F 

gdzie 3ÄÂ m 3 jestliczb �apodzbioŕow B j nalėz �acych dorodziny Â m.
Z drugiejstrony

n

∑
m� 1

3ÄÂ m 3Æ� kb 

gdyż każdy z b podzbioŕow B j ( j � 1 
 2 
 ����� 
 b) zawiera dokładniek ele-
ment́ow. St �ad

kb � n

∑
m� 1

3ÇÂ m 3~. n  D n � 1
k
�

1 F 
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czyli ostatecznie

b . D n
k
D n � 1
k
�

1 FGF �
Zadanie6. Wyznaczýc najmniejsẑa wartósć wyrażenia « 12k � 5n « e gdziek, n sâ

liczbamicałkowitymi dodatnimi.

Rozwi �azanie
Dla k � n � 1 wartósć wyrażenia danego w zadaniu wynosi 7.

Wykażemy, żedlażadnychk, n nieosi �agaonomniejszejwartósci. Ponieważ
liczba 312k � 5n 3 nie dzieli si �e przez2, 3 ani 5, wi �ecmożemywykluczyć na
tej podstawie liczby 0, 2, 3, 4, 5, 6 jako możliwe jej wartósci.

Pozostajewykazác, że12k � 5n ��¸¾ 1.
Można tego dowieść dwomasposobami:rozważaj �ac resztyz dzielenia

przez11 lub przez13.
Spośob I:
Przydzieleniuprzez11liczba12k dajereszt�e1, natomiastliczba5n jedn �a

z reszt5 
 3 
 4 
 9 
 1.
Spośob II:
Przydzieleniuprzez13 liczba12k dajereszt�e 1 lub 12, natomiastliczba

5n jedn �az reszt5 
 12
 8 
 1.

54



MeczeMatematyczne

Zadanie1. Znalézć wszystkietakie funkcjeciâgłe f : �È�V� , żedla dowolnych
liczb rzeczywistychx, y zachodzirównósć`

f
`
x a f ` y a}a 2 m f

`
x
�

y a f ` x d y a b
Rozwi �azanie

Dla x � y � 0 otrzymujemy f 4 � 0� � f 2 � 0� , sk �ad mamy f
�
0� � 0 lub

f
�
0� �¸¾ 1.
Dla x � y dostajemyf 4 � x� � f

�
0� f � 2x� , co w przypadku f

�
0� � 0 daje

f � 0.
Wystarczywi �ec zaj �ać si �e przypadkiem,gdy f

�
0� � 1 (bowiem jeżeli

f
�
0� � �

1, to funkcja
�

f także spełniadanerównaniefunkcyjne). Po-
nieważ f 4 � x� � f

�
2x� , wi �ec gdyby dla pewnego x było f

�
x� � 0, to mie-

libyśmy f & x
2n ' � 0 dla wszystkichn naturalnych, co stoi w sprzecznósci z

ci �agłósci �a funkcji f orazwarunkiem f
�
0� � 1. Zatemfunkcja f przyjmuje

tylko wartóscidodatnie.Łatwo sprawdzić, żefunkcjag okréslonawzorem

g
�
x� � f

�
x��

f
�
1�%� x2

spełniadanerównaniefunkcyjneoraz,żeg
�
0� � g

�
1� � 1.

Podstawiaj �acx � n, y � 1 otrzymujemyg2 � n� � g
�
n
�

1� g � n � 1� . Zatem
g
�
n� � 1 dla n naturalnych. Z kolei podstawieniex � 0 dajeg2 � y� �� g
� �

y� g � y� , sk �ad otrzymujemy parzystósć funkcji g, a wi �ec równósć
g
�
n� � 1 dlan całkowitych. Równósć g

�
x� � g4 & x

2 ' dajeg
�
x� � 1 dla liczb x

dwójkowo wymiernych (zob. zad.11 z zawodów indywidualnych),sk �adna
mocy ci �agłóscifunkcji gdostajemyg

�
x� � 1dlawszystkichx rzeczywistych.

Ostateczniedanerównaniefunkcyjne spełniafunkcjazerowa orazfunk-
cjepostaci

f
�
x� �É¾ ax2 


gdziea jest liczb �arzeczywist�a dodatni�a.

Zadanie2. Dowieść, żedla dowolnej liczby naturalnejn iloczyn wszystkichta-
kich liczb pierwszychp, którespełniaĵa nierównósć n o p ¢ 2n, jest
mniejszyod 4n.

55



Rozwi �azanie
Zadanienie zostałorozwi �azaneprzezuczestniḱow i zostałopowtórzone

nazawodachindywidualnychjako zadanie16.

Zadanie3. Zbiór � 1 e 2 e 3 e bcbcb e 65  podzielonona 4 rozłâcznezbiory. Dowieść,
że znajdâ siê takie liczby a, b, c (niekoniecznieróżne)nalėzâcedo
jednego zbioru,że a d b m c.

Rozwi �azanie
Zadanienie zostałorozwi �azaneprzezuczestniḱow i zostałopowtórzone

nazawodachindywidualnychjako zadanie14.

Zadanie4. Rozważamy wszystkie trójkâty równoramienneo wierzchołkach
bêdâcych wierzchołkamidanego n-kâta foremnego. Dla jakich n
dokładniepołowa tych trójkâtów to trójkâty ostrokâtne?

Rozwi �azanie
Liczymy, ile jest trójk �atów równoramiennych wpisanych w dany n-

k �at foremny. Każdy wierzchołekn-k �ata jest wierzchołkiemprzy równych
ramionachw Ê n 	 1

2 Ë takich trójk �atach. Ł �acznie doliczymy si �e wi �ec n Ê n 	 1
2 Ë trójk �atów równoramiennych,przy czymtrójk �aty równoboczne(które

wyst �epuj �a tylko przy 3 3 n i jest ich n
3) s �a liczonepotrójnie. Zatemszukana

liczbatrójk �atów równoramiennychwynosi

n ÌD n � 1
2 F 
 gdy 3 �Í3 n

oraz

n  D n � 1
2 F � 2n

3 
 gdy 3 3 n �
Każdy wierzchołekn-k �ata jest wierzchołkiemprzy równych ramionachwÊ n4 Ë trójk �atachrównoramiennychnieostrok�atnych. St �adł �acznaliczbatakich
trójk �atów wynosi

n Î n
4 Ï �

Mamywyznaczýc takien, że

2n  Î n
4 Ï � n  D n � 1

2 F 
 gdy 3 �Ð3 n
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oraz

2n Î n
4 Ï � n ÌD n � 1

2 F � 2n
3 
 gdy 3 3 n �

Dziel �acpowyższerównósci stronamiprzezn otrzymujemy

2 Î n
4 Ï � D n � 1

2 F 
 gdy 3 �Ñ3 n
oraz

2 Î n
4 Ï � D n � 1

2 F � 2
3 
 gdy 3 3 n �

Druga z równósci nie może zachodzíc, gdyż jej prawa strona nie jest
całkowita. Natomiastpierwszarównósć jestspełnionadla liczb n daj �acych
z dzieleniaprzez4 reszt�e1 lub 2.

Ostatecznieszukanymi liczbami s �a liczby daj �acez dzieleniaprzez12
reszt�e1, 2, 5 lub 10.

Zadanie5. Wśród n _ 2 ośob niekt́oresiê zesobâ kolegujâ. Zakładamy, żejeśli
osobaA uważaB zaswojego kolegê, to B takżeuważaA zaswojego
kolegê. Jestod tego wszak̇ze jedenwyjâtek. Fredekuważawszyst-
kich zaswoich kolegów niezalėznie od tego, czy oni uważajâ go za
swojegokolegê,czyteż nie. Dla jakichn możesiê zdarzýc, żekażda
osobatwierdzi, żemainnâ liczbê kolegów?

Rozwi �azanie
Tak możesi �e zdarzýc dla dowolnego n. Wskȧzemyukład koleżénstwa,

przyktórymkażdaosobamainn �aliczb �ekolegów. Ponumerujemyn
�

1 ośob
(Fredkanie numerujemy)liczbami od 0 do n

�
2. Przyjmiemy, że dwie

osobykoleguj �a si �e, jeśli sumaprzypisanych im numeŕow jest wi �ekszaod
n
�

2. Założymyponadto,̇zeosobyo numerachwi �ekszychod Ê n 	 2
2 Ë uważaj �a

Fredkaza swojego koleg �e. Z załȯzén zadaniawynika, że Fredekma n
�

1
kolegów. Wykażemy, żeosobao numerzek madokładniek kolegów.

Dla k . Ê n 	 2
2 Ë tymi kolegamis �a osobyo numerachod n

�
1
�

k do n
�

2.
Zauważamyprzy tym, żek � n

�
1
�

k. Liczba kolegów osobyo numerzek
wynosiwi �eck.

Dla k
� Ê n2 Ë kolegamis �aosobyo numerachodn

�
1
�

k don
�

2 bezk oraz
Fredek. Zauważamy, że k

�
n
�

1
�

k. Także i w tym przypadkuosobao
numerzek mak kolegów.
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Zadanie6. Długósci przekâtnych trapezusâ równe 13 oraz 15, zás jego wy-
sokość jestrówna5. Wyznaczýc poletego trapezu.

Rozwi �azanie
Wbrew pozoromistniej �a dwa możliwe rozwi �azania: 25

J
2 � 30 oraz

25
J

2
�

30.Ò
Zadanie7. Któraliczbajestwiêksza:

sin217· d sin267· d 2sin17· sin67· sin6· czy sin284· ?

Rozwi �azanie
Wykażemy, żeobieliczby s �a równe.
Spośob I: Rozpatrzmytrójk �ato k �atach17= , 67= , 96= leż �acych odpowied-

nio naprzeciwko boków długóscia, b, c. Namocy twierdzeniacosinuśow�
1� c2 � a2 � b2 � 2abcos96= � a2 � b2 � 2absin6= �

Natomiastz twierdzeniasinuśow mamy a � 2Rsin17= 
 b � 2Rsin67= 
 c �
2Rsin84= 
 gdzie R jest promieniem okr �egu opisanego na rozważanym
trójk �acie.Powyższerównósciorazrównósć (1) daj �a tez�e.

Spośob II: Mamynast�epuj �acerównósci:

sin2 � α � β � � �
sinαcosβ � sinβcosα � 2 �� sin2αcos2β � sin2βcos2α � 2sinαcosβsinβcosα �� sin2α

�
1
�

sin2β � � sin2β
�
1
�

sin2α � �� 2sinαsinβcosαcosβ �� sin2α � sin2β � 2sinαsinβcosαcosβ � 2sin2αsin2β �� sin2α � sin2β � 2sinαsinβ
�
cosαcosβ � sinαsinβ � �� sin2α � sin2β � 2sinαsinβcos
�
α � β ���

Podstawiaj �acα � 17= , β � 67= dostajemytez�e.

Zadanie8. Dany jest czworokât wypukły ABCD nie bêdâcy trapezem.Punkty
K, L, M, N leżâ odpowiednio na bokachAB, BC, CD, DA. Od-
cinki KM i NL przecinaĵa siê w punkcieS. ProsteAB, CD orazNL
przecinaĵa siê w jednym punkcie.Równiėz prosteAD, BC orazKM
przecinaĵa siê w jednym punkcie. Udowodníc, że jeżeli w każdy
z czworokâtów KBLS, NSMD możnawpisác okrâg,to w czworokât
ABCD możnarówniėz wpisác okrâg.

58



Rozwi �azanie

� �
�

� ���� � �
��

A

B

C

D

K

L

M

N

P

QS

rys. 15

�
�� � ���� ��

� �
A

B

C

D K

L

M

N

P

Q
S

rys. 16

Możliwe s �adwaprzypadki.
W pierwszym przypadku (rys. 15) z możliwości wpisania okr �egów

w czworok �aty KBLS i NSMD wynika, że BQ � BP � SQ � SP oraz SQ �
SP � DQ � DP, ast �ad,żeBQ � BP � DQ � DP.

W drugimnatomiastprzypadku(rys.16) z tych samychzałȯzén wynika,
żeBP � QS � BQ � PSi QD � PS � PD � QS, ast �ad,że
BP � QD � BQ � PD.

Zadanie9. Znalézć najwiêksẑa liczbê naturaln̂a k, przez którâ podzielnajest
każdaz liczb n16 � n4 e gdzien m 2 e 3 e 4 e 5 e bcbcb .

Rozwi �azanie
Ponieważ k 3 216 � 24 � 65520, wi �ecmusibyć k . 65520.Wykażemy, że

65520 3 n16 � n4 dla każdegon.
Zauważmy, że 65520� 24  32  5  7  13. Podzielnósć liczby n16 � n4 przez

65520wynika z jej podzielnósciprzezliczby 16,9, 5, 7 i 13.
Podzielnósć przez16 jest oczywistadla n parzystych.Natomiastdla n

nieparzystychwynikaonaz tego,żeczwartapot �egaliczby nieparzystejdaje
z dzieleniaprzez16 z reszt�e1.

Podzielnósć przez9 wynikaz twierdzeniaEulera(zob. dodatekB).
Podzielnósci przez5, 7 i 13 wynikaj �az małego twierdzeniaFermata.
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Zadanie10. Dany jesttrójkât ABC. NiechABX orazACY bêdâ takimi trójkâtami
zbudowanymi nazewnâtrztrójkâtaABC, żeo a XBA d®o a YCA m 180· oraz o a XAB m£o a YAC m 15· b
Udowodníc, że wszystkie proste XY, odpowiadajâce różnym
położeniompunkt́ow X i Y, majâ punktwsṕolny.

Rozwi �azanie
ProsteXB i YC przecinaj�a si �e w punkcieP nalėz �acym do okr �egu o, opi-

sanego na trójk �acieABC. NiechpunktyK i L b �ed �a odpowiedniopunktami
przeci�eciaokr �eguo z prostymiAX i AY. Wówczasnamocy twierdzeniaPas-
calazastosowanegodo,,szésciok �ata”KCPBLA, prostaXY przechodziprzez
punktprzeci�eciaprostychCK i BL, który niezalėzy odwyborupunkt́ow X i
Y.

Zadanie11. Czyszéscianmożnapodzielíc naróżneszésciany w liczbiewiêkszej
niż jedenszéscian?
Uwaga: Sformułowaniezadaniajest zainspirowaneprzezprzepisy
wrocławskiego MPK, zgodniez którymi dozwolonyjest przewóz
pśow w liczbienie wiêkszejniż jedenpies.

Rozwi �azanie

------- ------- ------- ------- ------- ------- --------------- -------- -------- -------- -------- -------- -------- -------- ------- ------- ------- ------- ------- ------- --------------- -------- -------- -------- -------- -------- -------- --------
Zauważmy, że przy podzialekwadratuna różnekwadraty, najmniejszy

kwadratpodziałunie możeznajdować si �eani w rogu,ani przy bokudużego
kwadratu.

Załóżmy, żeszéscianSpodzielononaskończon�a (i wi �eksz�a od 1) liczb �e
różnych szésciańow. Wyróżnijmy kierunek pionowy tak, aby o każdej
ścianieszéscianumożnabyło powiedziéc, czy jestgórna,dolna,czyboczna.
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Niech S1 b �edzienajmniejszymspósród tych szésciańow podziału,których
dolna ścianależy na dolnej ścianieszéscianuS. Ponieważ szésciany po-
działuwyznaczaj�a nadolnej ścianieszéscianuSpodziałkwadratunaróżne
kwadraty, széscianS1 nie możedotykác bocznych ścianszéscianuS. Zatem
S1 jestotoczony széscianamiwi �ekszymiod niego(widok z góry).

------- ------- ------- ------- ------- ------- --------------- -------- -------- -------- -------- -------- -------- -------- ------------
----------
------------
----------
------------
----------
------------
----------
------------
----------
---------
--------
---------
--------
----
--------
----
--------
----
-----
----
-----
----
-----
-------
-----
-------
-----
-------
----------
-------
----------
-------
----------
-------
----------
------------
----------
------------
----------
------------
----------
------------
----------

------------
-----------
------------
-----------
------------
-----------
------------
-----------
------------
-----------
------------
-----------
----------
---------
----
---------
----
---------
----
---------
----
------
----
------
----
------
--------
------
--------
------
--------
----------
--------
----------
--------
----------
------------
-----------
------------
-----------
------------
-----------
------------
-----------
------------
----------------- ------ ------ ------ ------ ------------- ------- ------- ------- ------- ------- -------

GórnaścianaszéscianuS1 leży wi �ec poni̇zej górnych ścianszésciańow
s �asiednich.Jésli wi �ec dolnaścianajakiegokolwiek széscianupodziałuma
punkty wspólne z górn �a ścian�a széscianuS1, to jest w niej całkowicie za-
warta.Wśródtakichszésciańow znajdziesi �enajmniejszyszéscianS2. Dolna
ścianaS2 nie dotykaboków górnej ściany széscianuS1, zatemS2 jest oto-
czony széscianamiodniegowi �ekszymi.

PodobnieznajdujemyS3 jako najmniejszyszéscian,któregodolnaściana
leży na górnej ścianie széscianu S2. W ten spośob wskazujemynie-
skończony ci �ag szésciańow. Zatempodziałszéscianuna skończon�a liczb �e
różnychszésciańow nie jestmożliwy.
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Zadanie12. Znalézć pierwsẑa cyfrê po przecinkui ostatnîa przedprzecinkiemw
rozwiniêciudziesîetnym liczby`ÔÓ

2 d Ó 3 a 2000 b
Rozwi �azanieÕ

Zauważmy, żeliczba� J
2 � J 3� 2000 � � J 2

� J
3� 2000

jestcałkowita.
Ponadto � J

2
� J

3� 2000 � � 1 
 8 � 1 
 4� 2000 � 0 
 43 � 0 
 1 �
Zatempierwszacyfra poprzecinkuw rozwini �eciuliczby

� J
2 � J 3� 2000 jest

równa9.
Zauważmy, że liczba

� J
2 � J 3� 2 � 5 � 2

J
6 jest pierwiastkiemwielo-

mianux2 � 10x � 1. Zatemci �ag

cn � ��J
2 � J 3� 2n � ��J 2

� J
3� 2n

spełniarekurencj�e liniow �a
cn� 2 � 10cn� 1

�
cn 


sk �adcn� 2
� �

cn
�
mod10� orazcn� 4

� cn
�
mod10� . W szczególności

c1000
� c0 � 2

�
mod10� 


sk �adwynika,żeostatni�acyfr �aprzedprzecinkiemw rozwini �eciuliczby danej
w zadaniujest1.

Uwaga: Liczba
� J

2
� J

3� 2000 jestbardzomałai dlategodanaw zadaniu
liczba ma znaczniewi �ecej niż jedn �a dziewi �atk �e po przecinku. Dokładne
obliczeniapokazuj �a, żedziewi �atekjest995.

Zadanie13. Liczbâ bip nazwiemykażdâ liczbê postaci � 2n
n � , gdzien _ 1. Liczbâ

bip-bip nazwiemykażdâ liczbê bip lub sum̂e co najmniej dwóch
różnych liczb bip.
Nanieskończonejszachownicy wprowadzonoukładwsṕołrzêdnych,
którego punkty kratowe pokrywajâ siê ze środkamipól danejsza-
chownicy. Nast̂epnie usunîeto z szachownicy wszystkie te pola,
których środki majâ wsṕołrzêdnebêdâcymi liczbami bip-bip. Czy
tak powstałâ figurê możnapokrýc kostkamidomina?
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Rozwi �azanie
Pomalujmynaczarnopolao parzystejsumiewspółrz �ednych,apozostałe

polanabiało.
Rozważmy kwadratzłożony z pól o obu współrz �ednych b �ed �acych licz-

bamiod 2 do 98. Ponieważ wśród tych liczb jest15 liczb bip-bip, a wszyst-
kie liczby bip-bip s �a parzyste,wi �ecz tego kwadratuusuni�eto225pól czar-
nych. Załóżmy, żedanaw zadaniufigurazostałapokrytakostkamidomina.
Wówczasmamytakżepokryciewybranego kwadratuz usuni�etymi polami,
przy czymniektórekostki bior �aceudziałw tym pokryciumog �a mieć jedno
pole pozakwadratem(rysunekponi̇zej przedstawia sytuacj�e dla kwadratu
złożonegoz pól o współrz �ednychod 2 do8).
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Doł �aczmywi �ecdokwadratutepola,któres �apokryteprzezkostkipokry-
waj �acejednopolewewn �atrzkwadratu.Tak powstałafiguraskładasi �e z co
najmniej972 	 1

2 � 4704pól białychi conajwyżej
972 � 1

2
�

225� 192 � 4672 pól czarnych, nie może wi �ec być pokryta
dokładniekostkamidomina,gdyż każdakostkapokrywa jednopoleczarne
i jednobiałe.
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Zadanie14. Niech

K
`
na�m#Ö ×ÙØ Ó nÚÜÛ 2 �

n b
Dowieść, żew ciâguan m K

`
10080n a wystêpuje100kolejnych liczb

całkowitych.
Uwaga: Ý xÞ oznaczanajmniejsẑa liczbêcałkowitâniemniejsẑaodx.

Rozwi �azanie
Niechn � 2520� k, gdzie0 . k . 101.Wówczas

an � 0àß~á
50402 � 2  5040k â 1 2 �

50402 � 2  5040k �
Ponieważ�

5040� k
�

1� 2 � 50402 � 2  5040k
�

10080� � k � 1� 2 �� 50402 � 2  5040k . 50402 � 2  5040k � k2 � �
5040� k � 2 


wi �ecmamy ß~á
50402 � 2  5040kâã� 5040� k 


sk �ad

an �Lä �
5040� k � 2 � 50402 � 2  5040k � J k2 � k �

Uwaga: Bezpósredniewyliczenie pokazujepewn �a ciekaw �a własnósć
ci �agu

�
an � , amianowicie, żean �ã� dla1 . n . 57,alea58 ���� . Jednaknic z

tej obserwacji dla tezyzadanianiewynika.

Zadanie15. Punkt I jest środkiemokrêgu wpisanego w trójkât ABC. Pewien
okrâg o środku I jest styczny do trzech okrêgów dopisanych do
trójkâtaABC. Czystâdwynika, żetrójkât ABC jestrównoboczny?

Rozwi �azanie
Nie. Warunkizadaniaspełniatrójk �ato bokachdługósci2, 9, 9.

Zadanie16. Wyznaczýc wszystkieliczby naturalnek, dla których istnieje nie-
skończeniewiele takichparliczb naturalnych

`
a e ba , że

a « bk d 1 oraz b « ak d 1 b
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Rozwi �azanie
Dla k � 1 otrzymujemya 3 b � 1 oraz b 3 a � 1, ast �ad

a . b � 1 . a � 2 �
Wobec te

å
go jedynymi parami

�
a 
 b� takimi, że a 3 b � 1 oraz b 3 a � 1 s �a�

1 
 1� , � 1 
 2� , � 2 
 1� , � 2 
 3� , � 3 
 2� . Jestwi �ecich skończeniewiele.
Załóżmy z kolei, żek

�
2. Definiujemyci �ag

�
xn � rekurencyjnie

x0 � x1 � 1 
 xn� 1 � xk
n � 1
xn 	 1

�
Wówczasci �ag

�
xn � jest rosn �acy oraz liczby x0, x1, x2, x3 s �a całkowite.

Wykażemyindukcyjnie, żedla każdegon, liczbaxn jestcałkowita.
Istotnie,z załȯzenia,że liczby xn 	 2, xn 	 1, xn, xn� 1 s �a całkowite, otrzy-

mujemy

xnxn 	 2 � xk
n 	 1 � 1 oraz xn� 1xn 	 1 � xk

n � 1 �
Podnosz�acdrugierównaniedo k-tej pot �egi, a nast�epniewyznaczaj�acxk

n 	 1 z
pierwszego równaniai podstawiaj �acwynik do drugiego zwi �azkudostajemy
równósć postaci

xk
n� 1 � 1 � xn  (liczbacałkowita) 


codowodzi, żexn� 2 jestliczb �acałkowit �a.
Pozostajezauważyć, żekażdapara

�
a 
 b� postaci

�
xk 
 xk� 1 � ,

gdziek � 0 
 1 
 2 
 ����� , spełniawarunki

a 3 bk � 1 oraz b 3 ak � 1 �
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Zadanie17. Rozstrzygn̂ać, czy istniejâ takie piêcioelementowe podzbiory
A1 e A2 e A3 e bcbcb e A364 zbioru � 1 e 2 e 3 e bcbcb e 17  , że «Ai ¤ A j «´¢ 3 dlawszyst-
kich i qm j. ( «X « oznaczaliczbê element́ow zbioruX.)

Rozwi �azanie
Takiepodzbioryistniej �a.
Rodzin�e X wszystkichpi �ecioelementowych podzbioŕow danego zbioru( 1 
 2 
 ����� 
 17) rozbijamyna17 podrodzinX1 
 X2 
 ����� 
 X17:

Xk ��(z( a1 
 a2 
 a3 
 a4 
 a5 ) : a1 � a2 � a3 � a4 � a5
� k

�
mod17� ) �

W jednejz tych podrodzins �aconajmniej
�
17
5 �

17 � 364podzbiory.
Podzbioryte spełniaj�awarunkizadania.

Zadanie18. Okrâg wpisany w trójkât ABC jest styczny do boków BC, CA, AB
odpowiedniow punktachK, L, M. Dowieść, żeśrodkiokrêgów wpi-
sanych w trójkâty AML, BKM, CLK leżâ na okrêgu wpisanym w
trójkât ABC.

Rozwi �azanie
NiechI b �edzieśrodkiemokr �eguwpisanegow trójk �atABC. Ponadtoniech

odcinekAI przecinaokr �agwpisany w trójk �at ABC w punkcieJ. Ponieważ
prostaAM jeststycznado okr �egu wpisanego w trójk �at ABC, wi �ec � � AMJ �� � JLM � Ponadtozewzgl �edunasymetri�eotrzymujemy � � JLM � � � JML � Za-
temMJ jestdwusieczn�a k �ataAML. To oznacza,̇zeJ jest środkiemokr �egu
wpisanego w trójk �at AML. Analogiczniedowodzimy, że środki okr �egów
wpisanychw trójk �atyBKM, CLK leż �anaokr �eguwpisanym w trójk �atABC.

Zadanie19. Niechha, hb, hc bêdâ wysokościami,zás r promieniemokrêgu wpi-
sanego w trójkât ABC. Czyz własnósci

ha d hb d hc m 9r

wynika, żetrójkât ABC jestrównoboczny?

Rozwi �azanie
Tak. Z równósci

�
a � b � c� r � aha � bhb � chc 
 otrzymujemy

1
ha
� 1

hb
� 1

hc
� 1

r �
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Zatem
3

1
ha
� 1

hb
� 1

hc

� 3r � ha � hb � hc

3 �
Na mocy nierównósci pomi �edzyśredni�a arytmetyczn�a i harmoniczn�a musi
być ha � hb � hc, sk �ada � b � c.

Zadanie20. Na szachownicy ustawionych jest 8 pionków białych i 8 czarnych,
jak narysunku.

,U,W,V,U,W,V,U,
,U,W,V,U,W,V,U,
--- --- ----- --- --- --- --- ----- --- --- --- --- ----- --- --- --- --- ----- --- --- --- --- ----- --- --- --- --- ----- --- --- --- --- ----- --- --- --- --- ----- --- ---

Jedenz graczygra pionkamibiałymi, drugi czarnymi. Graczewy-
konujâ ruchynaprzemianpoczynaĵac od graczagrajâcego białymi.
Dozwolony ruch polega na przesuniêciu własnego pionkaw pionie
na wolne pole tak, aby nie przeskakiwać pionkaprzeciwnika. Wy-
grywa ten,kto uniemȯzliwi przeciwnikowi wykonanieruchu. Roz-
strzygn̂ać, czy jedenz graczymastrategiêwygrywajâcâ. Jésli tak,to
który?

Rozwi �azanie
Graczgraj �acy czarnymi pionkamimożezapewnić sobiezwyci �estwo. W

tym celumusikopiować ruchyprzeciwnika,gdytenprzesuwabiałepiony ku
dołowi, aniwelować je, gdygraczbiały wykonujeruchdogóry. Kopiowanie
ruchubiałycho k pól w dół w n-tej kolumniepoleganaprzesuni�eciuw gór �e
o k pól czarnego pionaw

�
9
�

n� -tej kolumnie. Niwelowanieruchubiałych
w gór �epoleganaprzesuni�eciuczarnegopionao tyle samopól w gór �e i w tej
samejkolumnie. Mówi �ac dokładniej,graczczarny powinien kierować si �e
przywyborzeruchudwiemazasadami:
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1. Wykonywać ruchy tylko ku górze(to zapewnia zakończeniegry po
skończeniewielu posuni�eciach.

2. Podawać przeciwnikowi pozycje, w których liczby pól pomi �edzy
pionkami w poszczególnych kolumnachszachownicy tworz �a 4 pary liczb
równychæ (to zapewniautrzymaniesi �enapozycjiwygrywaj �acej).

Uwaga: Pozycjapocz �atkowa gry opisanaw zadaniupozwala unikn �ać
koniecznóscianalizowaniaogólnej strategii w grze.

Ogólna strategia jest dalece mniej oczywista. Aby j �a zgrabnie
sformułować musimynajpierwzdefiniować dodawaniedwójkowe. Mówi �ac
najbardziej obrazowo, dodawanie dwójkowe polega na zapisaniu liczb
w układziedwójkowym, a nast�epniepisemnym dodaniuich ”bez przeno-
szenia”.

Bardziejścísle,dla c0 
 c1 
 �k�<� 
 ck 
 d0 
 d1 
 �k�<� 
 dk � ( 0 
 1 ) definiujemy
k

∑
i � 0

ci2
i � 2

k

∑
i � 0

di2
i � k

∑
i � 0

�
ci � 2di � 2i 


gdzie0 � 20 � 1 � 21 � 0 oraz1 � 20 � 0 � 21 � 1.
W praktyce przy dodawaniu dwójkowym rozkładamy każdy ze

składniḱow na sum�e różnych pot �eg dwójki, a nast�epnie dodajemy,
pami �etaj �ac, że różnepot �egi dwójki dodajesi �e w zwykły spośob, a równe
pot �egi dwójki przydodawaniudaj �a0, naprzykład

13 � 27 � 212 � �
8 � 4 � 1� � 2

�
4 � 2 � 1� � 2

�
8 � 4� �� 8 � 24 � 21 � 24 � 22 � 21 � 28 � 24 � 8 � 28 � 24 � 24 � 24 � 22 � 21 � 21 �� 4 � 22 � 4 � 2 � 6 �

Strategia w opisanejw zadaniugrze jest nast�epuj �aca: nalėzy podawać
przeciwnikowi pozycj�e, w której sumadwójkowa liczb pól pomi �edzypion-
kami w poszczególnych kolumnachjest równa0. Nalėzy przy tym zbliżác
si �edopionkaprzeciwnika,anieodniegooddalác, aletenwarunekmatylko
zapewnić skończonósć gry i nie pozbawia nasszansywygranej,jeśli przez
jakiś czaszechcemygr �eniepotrzebnieprzedłu̇zác.

W pozycji przedstawionej na rysunku,graczmaj �acy wykonác ruch wi-
dzi, żew poszczególnych kolumnachliczby pól mi �edzypionkamiwynosz �a
kolejno6, 1, 4, 2, 3, 5, 2, 0.
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ç

ç ç ç ç
ç

ç
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--- --- ----- ---- ---- -- --- --- ----- ---- ---- -- --- --- ----- ---- ---- --
--- --- ----- ---- ---- --

--- --- ----- ---- ---- -- --- --- ----- ---- ---- -- --- --- ----- ---
- ---- -- --- --- ----- ---- ---- --

Dwójkowasumatych liczb wynosi5. Graczcieszysi �e, żejestonaróżna
od0 i próbujetakdopasować ruch,abypodác przeciwnikowi pozycj�ez sum �a
0.

Ruchy wygrywaj �acew tej pozycji to zmniejszenieliczby pól mi �edzy
pionkami:è

w pierwszejkolumniez 6 do3,è
w trzeciejkolumniez 4 do 1,è
w sźostejkolumniez 5 do 0.

Jésli przy ruchujest graczgraj �acy białymi pionkami,to ma on równiėz
możliwość przesuni�eciapionkaw kolumniedrugiej o 3 pola do góry. Za-
chowuje mu to szansewygranej,jednakbezpotrzebyopóźniazakończenie
gry.

Zadanie21. Pasemo szerokościd nazwiemyobszarzawartymiêdzydwiemapro-
stymi równoległymi odległymi o d, wrazz tymi prostymi.Czykwa-
drat o boku 1 możnapokrýc skończonâ liczbâ paśow o sumiesze-
rokości mniejszejod 1?

Rozwi �azanie
Nie można. Gdyby można było pokryć kwadratpasamio sumiesze-

rokościmniejszejod1, tym bardziejmielibyśmymożliwość pokryciakołao
średnicy 1. To z kolei dawałoby możliwość pokrycia sfery pasamiprze-
strzennymi prostopadłymido płaszczyzny kwadratu. Jednakpas prze-
strzenny o grubósci d wycina ze sfery o średnicy 1 pole nie wi �ekszeniż
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d  4π. Pasyprzestrzenneo sumiegrubósci mniejszejod 1 nie mog �a wi �ec
pokryć całejpowierzchnisfery.

Zadanie22.
Y

a siedmiomagórami,zasiedmiomarzekami,
W III WielokâtnejWypukłejmieszka
DocentKarol Juzekz dwunastomakolesiami.Z

ażdy kolés mazagrod̂e w kształciekoła
I każdy chcebyć wojewodâ
W województwiezeswojâ zagrod̂a.Z

onstytucjaIII WielokâtnejWypukłejprzewiduje wszak̇ze,
Że województwa musẑa być WielokâtneWypukłetakże.
A mabyć ich dwanáscie.[

ykazác, żeDocentKarol Juzek(takmu dopoḿoż Boże)
Reform̂e administracyjnâ III WielokâtnejWypukłej
Przeprowadzíc może.

Rozwi �azanie[
ładzakażdegokolesia

Takdaleko si �ega,
Gdziemniejszaniż wzgl �edemzagŕod
Innychkolesíow pot �ega.é

uż wiedz �ao tym i marszałeki wice
I DocentKarol Juzekrazemz kolesiami,
Żew III Wielok �atnejWypukłej województwgranice
S �a terazpot �egowymi osiami.
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DodatekA Rozwi �azywanierekurencji liniowych

Rozważamyci �agispełniaj �acerównanierekurencyje�
1� cn � acn 	 1 � bcn 	 2 �

Chcielibýsmyumiéc wypisác wzór ogólny nacn znaj �acc0 i c1. Zastańowmy
si �e najpierw, czy takie równaniemoże być spełnioneprzezci �ag geome-
tryczny. Jésli tak, to oznaczaj�acprzezx iloraz ci �agugeometrycznego otrzy-
mujemycn � c0xn i równanierekurencyjne

�
1� przyjmujepostác

c0xn � ac0xn 	 1 � bc0xn 	 2 

co na ogół (tzn. dla c0 �� 0 �� x) sprowadzasi �e do równaniax2 � ax � b.
Równanie to nazywamy równaniemcharakterystycznym rekurencji

�
1� .

Jėzeli x1 i x2 s �apierwiastkamitegorównania,to ci �agigeometryczneo ilora-
zachx1 i x2 spełniaj�arównanie

�
1� . Nie jestistotne,czyx1 i x2 s �arzeczywiste

czyzespolone,załȯzymy jednak,żes �aoneróżne.
Zauważmy też, że ci �ag b �ed �acy sum �a (wyraz po wyrazie) ci �aǵow

spełniaj�acych równanie
�
1� też spełniato równanie. Danerównaniereku-

rencyjne jestwi �ecspełnioneprzezwszystkieci �agipostaci�
2� cn � αxn

1 � βxn
2 �

Ponieważ wszystkiewyrazy ci �agurekurencyjnego s �a wyznaczoneprzezc0

i c1, staramysi �e dopasować α i β tak, abyrównanie
�
2� było spełnionedla

n � 0 i n � 1. Otrzymujemyukładrównán� α � β � c0

αx1 � βx2 � c1 

który mazawszerozwi �azanieêëì ëí α � c1

�
x2c0

x1
�

x2

β � x1c0
�

c1

x1
�

x2

�
Podobniepost�epujemyw przypadkurównán rekurencyjnych wyższego

rz �eduz pierwiastkamijednokrotnymi równaniacharakterystycznego.
Pierwiastkiwielokrotnetraktujemynast�epuj �aco.Jėzeli xi jestk-krotnym

pierwiastkiemrównaniacharakterystycznego,to bazowym ci �agiemrekuren-
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cyjnym odpowiadaj �acym mu jest nie tylko
�
xn

i � , ale także ci �agi
�
n jxn

i � dla
j � 1 
 2 
 ����� 
 k � 1.

DodatekB
Małe twierdzenieFermata i twierdzenieEulera

Małe twierdzenie Fermata (wersja1): Dla dowolnej liczby pierwszejp
i liczby całkowitej a

p 3 ap � a �
Małe twierdzenie Fermata (wersja2): Dla dowolnej liczby pierwszejp

i liczby całkowitej a wzgl �edniepierwszejz p

p 3 ap 	 1 � 1 �
Ideadowodu.
Ponieważ dla 1 . i . p

�
1 liczba & pi ' dzieli si �e przezp, wi �ecdla dowol-

nych liczb całkowitych b, c mamy�
b � c� p � bp � cp � p 	 1

∑
i � 1

0
p
i 1 bicp 	 i � bp � cp � modp���

Przezindukcj �eotrzymujemy

ap � �
1 � 1 � 1 � �<�k� � 1 � 1�7 8:9 ;

a

p � 1p � 1p � 1p � �<�<� � 1p � 1p7 8:9 ;
a

� a
�
modp�

dla a dodatnichoraz � �
a� p � �

ap � �
a
�
modp�

dla a ujemnych.
Uwaga: Nie każdaliczba spełniaj�acatez�e małego twierdzeniaFermata

jest pierwsza. Liczby złożone spełniaj�ace małe twierdzenieFermatas �a
zwane liczbami Carmichaela(czyt. karmajkla) i jest ich nieskończenie
wiele. Najmniejsz�ajest561 � 3  11  17.
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Twierdzenie Eulera (wersja powszechnieużywana): Dla dowolnej
liczby naturalnejn i liczby całkowitej a wzgl �edniepierwszejz n

n 3 aϕ g ni � 1 

gdzie

ϕ
�
pk � � �

p
�

1� pk 	 1

dla liczby pierwszejp oraz

ϕ
�
st � � ϕ

�
s� ϕ � t �

dla liczb wzgl �edniepierwszychs i t.
TwierdzenieEulera (wersjawzmocniona):Dla dowolnej liczby natural-

nej n i liczby całkowitej a wzgl �edniepierwszejz n

n 3 aψ g ni � 1 

gdzie

ψ
�
pk � � �

p
�

1� pk 	 1

dla liczby pierwszejnieparzystejp,

ψ
�
2� � 1 
 ψ

�
4� � ψ

�
8� � 2 
 ψ

�
2k � � 2k 	 2 dla k

�
4

oraz
ψ
�
st � � NWW

�
ψ
�
s� 
 ψ � t �%�

dla liczb wzgl �edniepierwszychs i t.
TwierdzenieEuleradla pot �eg liczb pierwszychdowodzimyindukcyjnie.

Krok indukcyjny przebieganast�epuj �aco.Jésli liczbaa jestwzgl �edniepierw-
szaz p oraz

a g p 	 1i pk � 1 � 1
�
modpk � 


to a g p 	 1i pk � 1
jestpostacicpk � 1, sk �ad

a g p 	 1i pk � �
cpk � 1� p � 1 � cpk

0
p
1 1 � c2p2k

0
p
2 1 �� innewyrazypodzielneprzezpk � 1 � 1

�
modpk� 1 �î�

Wniosek: Dla n
�

3 i a wzgl �edniepierwszegoz n

aϕ g ni ””2 � ¾ 1
�
modn�î�
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Jésli n jestpot �eg �aliczby pierwszejnieparzystejlub podwojon �apot �eg �aliczby
pierwszejnieparzystej,to

aϕ g ni � 1 �ïM aϕ g ni ””2 � 1QsM aϕ g ni ””2 � 1Q � 0
�
modn� 


sk �ad wynika, że jedenz czynniḱow iloczynu M aϕ g ni ””2 � 1QsM aϕ g ni ””2 � 1Q
dzieli si �eprzezn.

Dla n � 4 tezawnioskujestoczywista.
Gdy n jestpot �eg �adwójki wi �eksz�aod 4, to

aψ g ni � aϕ g ni ””2 � 1
�
modn���

Gdy n nie jest pot �eg �a liczby pierwszej,ani podwojon �a pot �eg �a liczby
pierwszej,tez�e wnioskuotrzymujemyz podzielnósci ψ

�
n� 3 ϕ g ni2 ; wówczas

aϕ g ni ””2 � 1
�
modn� .

Uwaga: 74 � 1
�
mod15� , aleto nie znaczy, że72 � ¾ 1

�
mod15� .

DodatekC
TwierdzenieRamsey’a

Zastańowmysi �e,przyjakim Rk potrafimyrozwi �azác nast�epuj �acezadanie:
Kraw �edziegrafu pełnego (każdy wierzchołekpoł �aczony z każdym in-

nym) o Rk wierzchołkachpomalowanok kolorami. Dowieść, żeznajd �a si �e
3 wierzchołkipoł �aczonetym samymkolorem(tzn. znajdziemyjednokolo-
rowy trójk �at).

Krok indukcyjny dajesi �eprzeprowadzíc przyzałȯzeniu

Rk � k
�
Rk 	 1

�
1� � 2

w nast�epuj �acy spośob:
Załóżmy, żetwierdzeniejestprawdziwedlak

�
1 i niechdany b �edziegraf

pełny o Rk wierzchołkachpokolorowany k kolorami. Rozważmy dowolny
wierzchołektego grafu. Ponieważ z każdymz pozostałychk

�
Rk 	 1

�
1� � 1

wierzchołḱow jest on poł �aczony jednym z k kolorów, z pewnymi Rk 	 1
wierzchołkamijest on poł �aczony tym samymkolorem (powiedzmy kolo-
rempaprociowym). Jėzeli którekolwiek dwa z tych Rk 	 1 wierzchołḱow s �a
poł �aczonekraw �edzi �apaprociow �a,to mamytrójk �atw kolorzepaprociowym.
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Jésli natomiasts �a oneł �aczonetylko k
�

1 koloraminiepaprociowymi, znaj-
dziemywśród nich jednokolorowy trójk �atnamocy załȯzeniaindukcyjnego.

Pozostajetylko zauważyć, że indukcjastartujew oczywistyspośob od
R1 � 3.

Dalszewartósci Rk podajeponi̇zszatabela

k Rk

2 6
3 17
4 66
5 327
6 1958
7 13701
8 109602
9 986411
10 9864102
11 108505113
12 1302061346
13 16926797487
14 236975164806
15 3554627472077
16 56874039553218
17 966858672404691
18 17403456103284422
19 330665665962404001
20 6613313319248080002

Powyższezadaniejestszczególnym przypadkiemtwierdzeniaRamsey’a,
któredotyczytakżesytuacji,gdy wybieramyjednokolorowy podgrafpełny
o wi �ecejniż 3 wierzchołkach.Metodydowodus �a analogicznedo zaprezen-
towanychpowyżej.
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DodatekD

RównaniePella

Dla dowolnej liczby naturalnej D nie b �ed �acej kwadratem liczby
całkowitej, równanie�
1� Dx2 � 1 � y2 


zwane równaniemPella, ma nieskończeniewiele rozwi �azán w liczbach
całkowitych dodatnichx 
 y. Jésli

�
x 
 y� jest najmniejszymrozwi �azaniem,

to wszystkierozwi �azania
�
xn 
 yn � znajdujemykorzystaj�aczewzoru

yn � xn
J

D � �
y � x

J
D � n �

Najmniejszerozwi �azanie
�
x 
 y� możemy czasemznalézć przezobliczanie

wartósciwyrażeniaDx2 � 1 dlax � 1 
 2 
 3 
 4 
 �k�<� , aż trafimynakwadratliczby
naturalnej.Dla wielu wartósci D ta metodaw praktycezawodzi, gdyż naj-
mniejszetakie x jest zbyt duże (np. dla D � 9999991w najmniejszym
rozwi �azaniux ma 4149 cyfr). Rozwi �azanierównaniaPella znajdujemy
wówczasprzywykorzystaniuułamḱow łańcuchowych.

Równanie

DX2 � 1 � Y2 

jeśli ma chociȧz jedno rozwi �azanie

�
X 
 Y � , to ma nieskończeniewiele

rozwi �azán
�
Xn 
 Yn � otrzymywanychzewzoru

Yn � Xn
J

D � �
Y � X

J
D � 2n 	 1 


podczasgdywzór

yn � xn
J

D � �
Y � X

J
D � 2n

dajerozwi �azania
�
xn 
 yn � równania

�
1� .

Najmniejszerozwi �azaniaopisanepowyżej znajduj �a si �e w nast�epuj �acej
tabeli.
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D X x
2 1 2
3

�
1

5 1 4
6

�
2

7
�

3
8

�
1

10 1 6
11

�
3

12
�

2
13 5 180
14

�
4

15
�

1
17 1 8
18

�
4

19
�

39
20

�
2

21
�

12
22

�
42

23
�

5
24

�
1

26 1 10
27

�
5

28
�

24
29 13 1820
30

�
2

31
�

273
32

�
3

33
�

4
34

�
6

35
�

1

D X x
37 1 12
38

�
6

39
�

4
40

�
3

41 5 320
42

�
2

43
�

531
44

�
30

45
�

24
46

�
3588

47
�

7
48

�
1

50 1 14
51

�
7

52
�

90
53 25 9100
54

�
66

55
�

12
56

�
2

57
�

20
58 13 2574
59

�
69

60
�

4
61 3805 226153980
62

�
8

63
�

1
65 1 16
66

�
8

67
�

5967
68

�
4

69
�

936
70

�
30
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D X x
71

�
413

72
�

2
73 125 267000
74 5 430
75

�
3

76
�

6630
77

�
40

78
�

6
79

�
9

80
�

1
82 1 18
83

�
9

84
�

6
85 41 30996
86

�
1122

87
�

3
88

�
21

89 53 53000
90

�
2

91
�

165
92

�
120

93
�

1260
94

�
221064

95
�

4
96

�
5

97 569 6377352
98

�
10

99
�

1
101 1 20
102

�
10

103
�

22419
104

�
5

105
�

4
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D X x
106 389 3115890
107

�
93

108
�

130
109 851525 15140424455100
110

�
2

111
�

28
112

�
12

113 73 113296
114

�
96

115
�

105
116

�
910

117
�

60
118

�
28254

119
�

11
120

�
1

122 1 22
123

�
11

124
�

414960
125 61 83204
126

�
40

127
�

419775
128

�
51

129
�

1484
130 5 570
131

�
927

132
�

2
133

�
224460

134
�

12606
135

�
21

136
�

3
137 149 519712
138

�
4

139
�

6578829
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D X x
140

�
6

141
�

8
142

�
12

143
�

1
145 1 24
146

�
12

147
�

8
148

�
6

149 9305 2113761020
150

�
4

151
�

140634693
152

�
3

153
�

176
154

�
1716

155
�

20
156

�
2

157 385645 3726964292220
158

�
616

159
�

105
160

�
57

161
�

928
162

�
1540

163
�

5019135
164

�
160

165
�

84
166

�
132015642

167
�

13
168

�
1

170 1 26
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D X x
171

�
13

172
�

1848942
173 85 190060
174

�
110

175
�

153
176

�
15

177
�

4692
178

�
120

179
�

313191
180

�
12

181 82596761 183567298683461940
182

�
2

183
�

36
184

�
1794

185 5 680
186

�
550

187
�

123
188

�
336

189
�

4
190

�
3774

191
�

650783
192

�
7

193 126985 448036604040
194

�
14

195
�

1
197 1 28
198

�
14

199
�

1153080099
200

�
7
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