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L OLIMPIADA MATEMATYCZNA
1998/99

SPRAWOZDANIE KOMITETU GEOWNEGO

Organizacja zawodow

Komitet Gléwny Olimpiady Matematycznej co roku od 50 lat organizuje
w miesigcach wrzesien — grudzien zawody stopnia I w trzech miesiecznych eta-
pach. W czasie tych zawoddéw uczniowie rozwiazuja samodzielnie 12 zadan konkur-
sowych (po cztery w kazdym etapie) opracowanych i rozestanych do szkét $rednich
przez Komitet Giéwny Olimpiady Matematycznej. Uczestnicy zawodéw przesylaja
swoje rozwiazania do wlasciwych terenowo komitetéow okregowych Olimpiady.

W roku szkolnym 1998/99 zawody stopnia I odbyly sie w nastepujacych ter-
minach :

Etap pierwszy — od 11 wrzesnia do 10 pazdziernika 1998 r.
obejmowal zadania o numerach 1, 2, 3, 4.

Etap drugi — od 11 pazdziernika do 10 listopada 1998 r.
obejmowal zadania o numerach 5, 6, 7, 8.

Etap trzeci — od 11 listopada do 10 grudnia 1998 r.
obejmowal zadania o numerach 9, 10, 11, 12.

W zawodach stopnia I uczestniczylo 1298 uczniéw szkot srednich. Sposrod
nich do zawodéw stopnia II (okregowych), ktére odbyty sie w dniach 26 i 27 lu-
tego 1999 r., zakwali kowano 485 oséb, a do zawodéw stopnia III ( nalowych)
zakwali kowano 85 osoby. Zawody nalowe odbytly si¢ w dniach 14 i 15 kwietnia
1999 r. w Bielsku-Biale;j.

Uroczysto$¢ zakonczenia L. Olimpiady Matematycznej odbyla si¢ dnia 17
kwietnia 1999 r. w Bielsku-Bialej.

Obébz przygotowawczy do zawodow miedzynarodowych odbyl sie w Domu
Wezasowym Zgoda w Zwardoniu w dniach 7-20 czerwca 1999 r.



Sktad osobowy komitetéw Olimpiady

Komitet Gltéwny

Przewodniczacy — prof. dr hab. Edmund Puczytowski.

Zastepca przewodniczacego — prof. dr hab. Andrzej Schinzel.

Czlonkowie — dr Jerzy Bednarczuk, prof. dr hab. Czestaw Bessaga, dr Maciej
Brynski, dr Stawomir Cynk, dr Marcin Kuczma, mgr Adrian Langer,
dr Rafal Latata, Rafal Lochowski, dr hab. Zbigniew Marciniak, mgr Andrzej
Makowski, dr Jerzy Norwa, mgr Henryk Pawlowski, mgr Waldemar Pompe,
dr Witold Szczechla, mgr Wojciech Tomalczyk, prof. dr hab. Henryk
Torunczyk, dr Jarostaw Wiodarczyk, dr Michal Wojciechowski, dr Jarostaw
Wréblewski.

Czlonkowie honorowi Komitetu Gléwnego: mgr Olga Turska, doc. dr Jézef Jani-
kowski.

Sposrod cztonkéow Komitetu Glownego wyloniono komisje zadaniowa, ktora wy-

bieralta zadania na zawody Olimpiady zobowiazujac sie do zachowania ich w Scistej

tajemnicy, az do momentu ogloszenia. Sklad tej komisji byl nastepujacy:
dr Jerzy Bednarczuk, prof. dr hab. Czestaw Bessaga, dr Maciej Brynski,
dr Stawomir Cynk, dr Marcin Kuczma, mgr Adrian Langer, dr Rafat
Latala, Rafal L.ochowski, dr hab. Zbigniew Marciniak, mgr Andrzej Makowski,

mgr Waldemar Pompe, prof. dr hab. Andrzej Schinzel, dr Witold Szczechla,
dr Jarostaw Wtodarczyk, dr Michat Wojciechowski, dr Jarostaw Wréblewski.

Biuro Komitetu Gléwnego

Kierownik Organizacyjny — dr Jerzy Norwa, sekretarz naukowy — dr Maciej
Brynski, gtéwny ksiegowy — mgr Maria Piotrowska, st. referenci — Elzbieta Berus
i Grazyna Zaboklicka.

Adres: Komitet Gléwny Olimpiady Matematycznej, ul. Sniadeckich 8, pok. 314, 00-656 War-
szawa, tel. (0-22) 629-95-92.

Komitety Okregowe

1. Komitet Okregowy w Gdansku

Przewodniczacy  prof. dr hab. Tadeusz Figiel.

Czlonkowie — dr Antoni Augustynowicz, dr Tomasz Cztapinski, dr hab. Anna
Kamont, mgr Marcin Marciniak, dr Tadeusz Spanily, mgr Barbara Wolnik.

Sekretarz Komitetu  mgr Grazyna Witostawska-Muszynska.

Adres: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, Instytut Matematyczny PAN, Oddziat
w Gdansku, ul. Abrahama 18, 81-825 Sopot.

Terenem dziatalnosci Komitetu byly szkoly $rednie wojewddztw: elblaskiego, gdanskiego i stup-
skiego.



2. Komitet Okregowy w Katowicach

Przewodniczacy — prof. dr hab. Janusz Matkowski.
Zastepca przewodniczacego — dr Jézef Kalinowski.

Czlonkowie mgr Tomasz Kulpa, dr Marek Pietka, dr hab. Ryszard Rudnicki,
mgr Justyna Sikorska, mgr Antoni Tomala, dr Jacek Uryga.

Przedstawiciele kuratoriow odwiaty: bielskiego — mgr Tomasz Szymeczyk, czesto-
chowskiego — |mgr Wiestaw Kostarczyk|.

Sekretarz Komitetu — dr Jacek Uryga.

Adres: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, Instytut Matematyki Uniwersytetu Sla-
skiego, ul. Bankowa 14, 40-007 Katowice.

Terenem dzialalnosci Komitetu byly szkoly srednie wojewddztw: bielskiego, czestochowskiego
i katowickiego.

3. Komitet Okregowy w Krakowie

Przewodniczacy — dr hab. Edward Tutaj.
Zastepca przewodniczacego  dr Krzysztof Ciesielski.

Czlonkowie mgr Danuta Ciesielska, dr Stawomir Cynk, dr Armen Edigarian,
dr Jozef Piorek, mgr Lestaw Skrzypek, dr Lech Stawik, dr Zbigniew Weglow-
ski, dr Wlodzimierz Zwonek.

Przedstawiciele kuratoriow odwiaty: krosnienskiego — mgr Kazimierz Serbin, no-
wosadeckiego — dr Tadeusz Rams.

Sekretarz Komitetu =~ mgr Danuta Ciesielska.

Adres: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, Instytut Matematyki Uniwersytetu Jagiel-
lonskiego, ul. Reymonta 4, 30-059 Krakéw.

Terenem dzialalnosci Komitetu byly szkoly srednie wojewddztw: miejskiego krakowskiego, kro-
$nienskiego, nowosadeckiego i tarnowskiego.

4. Komitet Okregowy w Lublinie

Przewodniczacy — prof. dr hab. Wiestaw Zigba.
Zastepca przewodniczgcego — prof. dr hab. Zdzistaw Rychlik.

Czlonkowie — mgr Krzysztof Bolibok, dr Halina Hebda-Grabowska, mgr Piotr
Kowalski, dr Andrzej Wisnicki, dr Jacek Wosko.

Sekretarz Komitetu — dr Halina Hebda-Grabowska.

Adres: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, Oddziat Lubelski Polskiego Towarzystwa
Matematycznego, pl. Marii Sktodowskiej-Curie 1, pok. 807, 20-031 Lublin.

Terenem dziatalnosci Komitetu byly szkoly $rednie wojewddztw: bialskopodlaskiego, cheilm-
skiego, lubelskiego, przemyskiego, rzeszowskiego, siedleckiego, tarnobrzeskiego i zamojskiego.



5. Komitet Okregowy w Lodzi
Przewodniczacy — dr hab. Wojciech Banaszczyk.

Czlonkowie — dr hab. Grzegorz Andrzejczak, dr Wojciech Grudzinski, dr Jan
Lesiak, dr Zenon Piesyk, dr Przemystaw Skibinski, mgr Olga Stande.

Sekretarz Komitetu — Danuta Maredziak.

Adres: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, Wydzial Matematyki Uniwersytetu Lédz-
kiego, ul. Banacha 22, 90-238 L6dz.

Terenem dziatalnosci Komitetu byly szkoly srednie wojewddztw: miejskiego 16dzkiego, kielec-
kiego, piotrkowskiego, radomskiego, sieradzkiego i skierniewickiego.

6. Komitet Okregowy w Poznaniu
Przewodniczacy — prof. dr hab. Pawel Domanski.

Czlonkowie — doc. dr hab. Kazimierz Wiertelak, dr Czestaw Mankowski, dr Artur
Michalak, dr Jerzy Szczepaniak, mgr Maciej Radziejewski.

Sekretarz Komitetu — dr Jerzy Szczepaniak.

Adres: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, Wydzial Matematyki i Informatyki Uni-
wersytetu Adama Mickiewicza, ul. Matejki 48/49, 60-769 Poznan.

Terenem dzialalno$ci Komitetu byly szkoly Srednie wojewddztw: koninskiego, leszczynskiego,
pilskiego, poznanskiego i zielonogdrskiego.

7. Komitet Okregowy w Szczecinie

Przewodniczacy — dr Pawel Andrzejewski.

Czlonkowie: dr Adam Neugebauer, dr Czestaw Wowk, dr Kazimierz Skurzynski,
dr Edmund Stasiak, dr Stanistaw Ewert-Krzemieniecki, mgr Zo a Garbiak,
mgr Michal Szuman.

Sekretarz Komitetu — Anna Sasim.

Adres: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, ul. Wielkopolska 15, 70-451 Szczecin.

Terenem dziatalnosci Komitetu byly szkoly Srednie wojewddztw: gorzowskiego, koszalinskiego
i szczecinskiego.

8. Komitet Okregowy w Toruniu

Przewodniczacy — prof. dr hab. Stanistaw Balcerzyk.

Czlonkowie — mgr Zbigniew Bobinski, dr Pawel Jarek, mgr Piotr Jedrzejewicz,
dr hab. Andrzej Nowicki, dr Andrzej Sendlewski, dr Mirostaw Uscki.

Sekretarz Komitetu — mgr Zbigniew Bobinski.

Adres: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, Wydzial Matematyki i Informatyki Uni-
wersytetu Mikotaja Kopernika, ul. Chopina 12/18, 87-100 Torun.

Terenem dziatalnosci Komitetu byly szkoly srednie wojewddztw: bydgoskiego, ciechanowskiego,
olsztynskiego, ptockiego, torunskiego i wloctawskiego.



9. Komitet Okregowy w Warszawie

Przewodniczacy — dr Michal Krych.

Czlonkowie — dr Alina Haman, dr Marcin Kuczma, mgr Krzysztof Oleszkiewicz,
dr Pawel Strzelecki.

Sekretarz Komitetu dr Marcin Kuczma.

Adres: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, Instytut Matematyczny PAN, ul. Sniadec-
kich 8, pok. 314, 00-656 Warszawa.

Terenem dziatalnosci Komitetu byty szkoty $rednie wojewddztw: stolecznego warszawskiego, bia-
lostockiego, tomzynskiego, ostroteckiego i suwalskiego.

10. Komitet Okregowy we Wroclawiu

Przewodniczacy — doc. dr Zbigniew Romanowicz.

Czlonkowie — Tomasz Elsner, dr Liliana Janicka, mgr Augustyn Kaluza,
mgr Bogustaw Merdas, prof. dr hab. Witold Nitka, dr Bogdan Pawlik,
dr Tadeusz Pezda, mgr Witold Seredynski, mgr Zdzistaw Stomian, mgr Sta-
nistaw Zielen.

Sekretarz Komitetu — mgr Witold Seredynski.

Adres: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, Instytut Matematyczny Uniwersytetu
Wroclawskiego, pl. Grunwaldzki 2/4, 50-384 Wroctaw.

Terenem dziatalnosci Komitetu byty szkoly srednie wojewddztw: jeleniogoérskiego, kaliskiego, le-
gnickiego, opolskiego, walbrzyskiego i wroctawskiego.

* ok ok ok

W zwiazku z reforma administracyjna kraju od 1 wrzesnia 1999 r. zmienil sig
zasieg dziatalnosci komitetéw okregowych. Obecnie

Komitet Okregowy w Gdansku dziala w woj. pomorskim,

Komitet Okregowy w Katowicach dziata w woj. $laskim,

Komitet Okregowy w Krakowie dziala w woj. malopolskim,

Komitet Okregowy w Lublinie dziata w woj. lubelskim i podkarpackim,
Komitet Okregowy w Fodzi dziala w woj. 16dzkim i Swietokrzyskim,

Komitet Okregowy w Poznaniu dziatla w woj. wielkopolskim,

Komitet Okregowy w Szczecinie dziala w woj. lubuskim i zachodniopomorskim,

Komitet Okregowy w Toruniu dziala w woj. kujawsko-pomorskim i warminsko-
-mazurskim,

Komitet Okregowy w Warszawie dziata w woj. mazowieckim i podlaskim,

Komitet Okregowy we Wroctawiu dziala w woj. dolnoslaskim i opolskim.



L Olimpiada Matematyczna
Zestawienie ocen rozwigzan zadan zawodéw II stopnia
(oceny wystawione przez komitety okregowe)

Tabela 2
Liczba rozwigzan
Ogblem Pierwszy dzien zawodéw‘ Drugi dzien zawodow
Numer zadania

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 7 B
Razem 2901 485 485 485 482 482 482
9 — 10 punktéw [ 508 79 171 19 126 90 23
7 — 8 punktow | 268 39 85 5 49 69 21
5 — 6 punktéw 148 16 28 37 5 60 2
1 — 4 punktéw | 319 46 67 60 28 65 53
0 punktow [ 1658 305 134 364 274 198 383

Zestawienie ocen rozwigzan zadan zawodoéw IIT stopnia

Tabela 3

Liczba rozwigzan
Ogblem Pierwszy dzien zawodéw Drugi dzien zawodéw

Numer zadania
1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7 8
Razem 510 85 85 85 85 85 85
10 punktéw 94 10 17 12 33 19 3
9 punktéw 41 1 7 7 18 7 1
8 punktéw 19 — 3 5 8 3 —
7 punktéw 8 — 1 2 4 — 1

6 punktéw 10 4 3 3

5 punktéw 6 — — 2 1 3 —
4 punkty 34 — 27 — — 2 5
3 punkty 31 6 10 1 — 6 8
2 punkty 11 — 2 2 4 3 —
1 punkt 18 — 1 1 1 13 2
0 punktow | 238 68 13 50 13 29 65
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L Olimpiada Matematyczna
Zestawienie liczby zawodnikéw wg okregéw

Tabela 4
Okreg Zawody Laureaci | Wyrdznieni
I st. II st. 111 st.

POLSKA 1298 485 85 24 —
gdanski 92 32 7 1 —
katowicki 155 46 7 3 —
krakowski 99 57 12 5 —
lubelski 190 67 5 1 —
16dzki 140 32 5 1 —
poznanski 103 31 4 1 —
szczecinski 59 25 3 1 —
torunski 136 64 12 3 —
warszawski 164 74 21 5 —
wroctawski 160 57 9 3

Lista uczestnikéw zakwali kowanych do zawodéw stopnia trzeciego

1. Michal Adamaszek — uczen klasy drugiej V Liceum Ogdlnoksztalcacego

12

Witodzimierz Bak

Karol Bialas

Piotr Bialowolski

Marek Biskup

Michal Borny

Piotr Buciak

Jakub Byszewski

w Bielsku-Bialej. Nauczyciel zawodnika: Tomasz
Szymczyk.

uczen klasy czwartej III Liceum Ogolnoksztalcacego
im. Mikotaja Kopernika w Kaliszu. Nauczycielka za-
wodnika: Ewa Kaniecka.

uczen klasy pierwszej Samorzadowego Liceum Ogdl-
noksztalcacego w Opocznie. Nauczyciel zawodnika:
Arkadiusz Felis.

uczen klasy czwartej III Liceum Ogdlnoksztatcacego
im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni. Nauczyciele
zawodnika: Jacek Lech i Wojciech Tomalczyk.

uczen klasy czwartej II Liceum Ogolnoksztatcacego
im. Stanistawa Staszica w Starachowicach. Nauczyciel
zawodnika: Henryk Frynas.

uczen klasy trzeciej II Liceum Ogdlnoksztatcacego im.
Jana Zamoyskiego w Lublinie. Nauczyciel zawodnika:
Jacek Klisowski.

uczen klasy piatej Zespolu Szkot Elektryczno-Elek-
tronicznych im. Profesora M. Hubera w Szczecinie.
Nauczycielka zawodnika: Daromita Majewska.

uczen klasy drugiej I Liceum Ogdlnoksztalcacego im.
Juliusza Stowackiego w Chorzowie. Nauczyciel zawod-
nika: Dariusz Kuzior.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Szymon Chojnacki —

Marcin Domagata —

Lech Duraj

Jan Frankowski —

Andrzej —
Gasienica-Samek

T ukasz Gendek —

Jakub Gismatullin

Pawel Golonka —

Przemystaw —
Grudzinski

Marcin Hauzer

Tomasz Helbing —
Dariusz —
Jablonowski

Michat —
Jablonowski

uczen klasy czwartej IV Liceum Ogolnoksztatcacego
im. Tadeusza Ko$ciuszki w Toruniu. Nauczyciele za-
wodnika: Henryk Pawlowski i Andrzej Sendlewski.

uczen klasy czwartej VI Liceum Ogolnoksztalcacego
im. Jana Kochanowskiego w Radomiu. Nauczyciel za-
wodnika: Jerzy Nowicki.

uczen klasy drugiej V Liceum Ogolnoksztatcacego im.
Augusta Witkowskiego w Krakowie. Nauczyciele za-
wodnika: Urszula Szwedzicka i Pawel Gniadek.

uczen klasy trzeciej XIV Liceum Ogolnoksztatcacego
im. Polonii Belgijskiej we Wroctawiu. Nauczyciele
zawodnika: Zbigniew Romanowicz i Aleksander Do-
brzycki.

uczen klasy czwartej XIV Liceum Ogolnoksztalcacego
im. Stanistawa Staszica w Warszawie. Nauczyciele za-
wodnika: Kazimierz Cegietka, Agnieszka Kalamajska
i Edward Stachowski.

uczen klasy czwartej III Liceum Ogolnoksztalcacego
im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni. Nauczyciel za-
wodnika: Wojciech Tomalczyk.

uczen klasy trzeciej XIV Liceum Ogolnoksztatcacego
im. Polonii Belgijskiej we Wroctawiu. Nauczyciele za-
wodnika: Zbigniew Romanowicz, Henryk Pawlowski
i Zdzistaw Stomian.

uczen klasy czwartej V Liceum Ogolnoksztatcacego
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie. Nauczyciele
zawodnika: Zdzistawa Dybiec i Tomasz Szemberg.

uczen klasy trzeciej IV Liceum Ogolnoksztalcacego
im. Tadeusza Kosciuszki w Toruniu. Nauczyciel za-
wodnika: Henryk Pawtowski.

uczen klasy czwartej I Liceum Ogdlnoksztatcacego
im. Adama Mickiewicza w Bialymstoku. Nauczy-
ciele zawodnika: Zo a Parchanowicz, Michal Marczak
i Piotr Gruszczuk.

uczen klasy czwartej XTIV Liceum Ogolnoksztatcacego
im. Stanistawa Staszica w Warszawie. Nauczycielka
zawodnika: Halina Gorzelnik.

uczen klasy czwartej III Liceum Ogolnoksztalcacego
im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni. Nauczyciel za-
wodnika: Wojciech Tomalczyk.

uczen klasy trzeciej III Liceum Ogolnoksztatcacego
im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni. Nauczyciel za-
wodnika: Wojciech Tomalczyk.
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22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

14

Andrzej Jarosz

Artur Jez

Tukasz Kaiser

Cezary Kaliszyk

Dominik Kaminski

T ukasz Kaminski

Wojciech Kaminski

Michat Kapustka

Michatl Kijak

Eryk Kopczynski

Adrian Kosowski

Anna Krzeéniak

Mateusz Kwasnicki

uczen klasy trzeciej V Liceum Ogélnoksztatcacego im.
Augusta Witkowskiego w Krakowie. Nauczyciele za-
wodnika: Armen Edigarian, Maja Jasienska i Lestaw
Skrzypek.

uczen klasy drugiej XIV Liceum Ogolnoksztalcacego
im. Polonii Belgijskiej we Wroctawiu. Nauczyciele za-
wodnika: Zbigniew Lorkiewicz i Zbigniew Romano-
wicz.

uczen klasy trzeciej XIV Liceum Ogolnoksztalcacego
im. Polonii Belgijskiej we Wroctawiu. Nauczyciele za-
wodnika: Bozena Inglot i Zbigniew Romanowicz.

uczen klasy trzeciej I Spotecznego Liceum Ogolno-
ksztalcacego w Warszawie. Nauczyciele zawodnika:
Wojciech Guzicki i Elzbieta Guzicka.

uczen klasy czwartej I Liceum Ogolnoksztalcacego
im. Stanistawa Staszica w Lublinie. Nauczyciel za-
wodnika: Waldemar Y.obodzinski.

uczen klasy czwartej IV Liceum Ogolnoksztalcacego
im. Tadeusza Ko$ciuszki w Toruniu. Nauczyciele za-
wodnika: Henryk Pawtowski i Andrzej Sendlewski.

uczen klasy trzeciej I Liceum Ogdlnoksztatcacego im.
Mikotaja Kopernika w Lodzi. Nauczyciele zawodnika:
Adam Paszkiewicz i Ewa Wojciechowska.

uczen klasy czwartej V Liceum Ogolnoksztatcacego
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie. Nauczyciele
zawodnika: Zdzistawa Dybiec, Tomasz Szemberg, Ar-
men Edigarian i Lestaw Skrzypek.

uczen klasy czwartej II Liceum Ogolnoksztalcacego
im. Ziemi Olkuskiej w Olkuszu. Nauczycielka zawod-
nika: Danuta Przybylska.

uczen klasy czwartej XIV Liceum Ogdlnoksztatcacego
im. Stanistawa Staszica w Warszawie. Nauczyciele za-
wodnika: Wojciech Boratynski, Agnieszka Katamaj-
ska i Jacek Jakubowski.

uczen klasy drugiej IIT Liceum Ogdlnoksztatcacego
im. Bohateréw Westerplatte w Gdansku.

uczennica klasy czwartej II Liceum Ogdlnoksztalca-
cego im. Stefana Batorego w Warszawie. Nauczyciele
zawodniczki: Jerzy Nowicki i Alfreda Klimczewska.

uczen klasy drugiej III Liceum Ogolnoksztatcacego
im. Adama Mickiewicza we Wroctawiu. Nauczyciele
zawodnika: Krzysztof Omilianowski, Augustyn Ka-
tuza i Przemystaw Szczepaniak.



35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

Adam Leszczynski

YTukasz Lew

Roman Lomowski

Krzysztof

Maczynski

Maciej Makowski

Tomasz Malesinski

Michat
Matuszewski

Yukasz Matylla

Jarostaw Mederski

Marcin Meinardi

Dariusz Mika

Maciej Mostowski

Michal Musielak

Michal
Nowakiewicz

uczen klasy czwartej LI Liceum Ogolnoksztatcacego
im. Tadeusza Kosciuszki w Warszawie. Nauczycielka
zawodnika: Edyta Pietrusinska-Ornoch.

uczen klasy trzeciej I Liceum Ogolnoksztatcacego
w Zielonej Goérze. Nauczycielka zawodnika: Alicja
Kozak.

uczen klasy pierwszej VI Liceum Ogolnoksztatcacego
w Bydgoszczy. Nauczyciele zawodnika: Henryk Paw-
towski i Anna Karaszewska.

uczen klasy trzeciej V Liceum Ogolnoksztalcacego
w Bielsku-Bialej. Nauczyciel zawodnika: Tomasz
Szymezyk.

uczen klasy czwartej XIV Liceum Ogolnoksztalcacego
im. Stanistawa Staszica w Warszawie. Nauczyciele za-
wodnika: Wojciech Boratynski, Agnieszka Katamaj-
ska i Jacek Jakubowski.

uczen klasy trzeciej Zespotu Szkét Elektrycznych im.
prof. Janusza Groszkowskiego w Bialymstoku. Na-
uczyciel zawodnika: Anatol Sienkiewicz.

uczen klasy czwartej VIII Liceum Ogélnoksztatcacego
im. Marii Sktodowskiej-Curie w Katowicach. Nauczy-
cielki zawodnika: Renata Suchanek i Krystyna Skor-
nik.

uczen klasy czwartej VIII Liceum Ogolnoksztatcacego
im. Adama Mickiewicza w Poznaniu.

uczen klasy trzeciej I Liceum Ogdlnoksztatcacego im.
C. K. Norwida w Bydgoszczy. Nauczyciel zawodnika:
Henryk Pawlowski.

uczen klasy czwartej V Liceum Ogolnoksztatcacego
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie. Nauczyciele
zawodnika: Zdzistawa Dybiec i Tomasz Szemberg,.
uczen klasy trzeciej I Liceum Ogdlnoksztalcacego im.
Barttomieja Nowodworskiego w Krakowie. Nauczy-
ciel zawodnika: Jacek Baginski.

uczen klasy czwartej XIV Liceum Ogolnoksztalcacego
im. Stanistawa Staszica w Warszawie. Nauczyciele za-
wodnika: Wojciech Boratynski i Agnieszka Katamaj-
ska.

uczen klasy czwartej I Liceum Ogolnoksztatcacego
im. C. K. Norwida w Bydgoszczy. Nauczyciele zawod-
nika: Henryk Pawtowski i Ladystawa Lepek.

uczen klasy czwartej XIV Liceum Ogoélnoksztatcacego
im. Stanistawa Staszica w Warszawie. Nauczycielka
zawodnika: Wactawa Tempczyk.
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49.

50.

ol.

52.

53.

54.

55.

56.

o7.

o8.

99.

60.

61.
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Piotr Nowakowski

Michal Obarski

Karol Palka

Pawel Parys

Sebastian
Pawlowski

Jakub Pochrybniak

Anna Podolak

Robert Poptawski

Marcin Poturalski

Jakub Przybyto

Piotr Przytycki

Anna Ratajczak

Pawel Rochman

— uczen klasy czwartej Zespolu Szkot Ogdélnoksztatca-

cych nr 2 im. Marii Sklodowskiej-Curie w Gorzowie
Wikp. Nauczycielka zawodnika: Malgorzata Jacek.
uczen klasy trzeciej I Liceum Ogdlnoksztalcacego im.
Stanistawa Staszica w Chrzanowie. Nauczycielka za-
wodnika: Iwona Matocha.

uczen klasy drugiej I Liceum Ogdlnoksztalcacego im.
Ignacego Paderewskiego w Walbrzychu. Nauczyciele
zawodnika: Halina Pankanin i Zbigniew Romanowicz.
uczen klasy czwartej Liceum Ogdlnoksztatcacego im.
Stanistawa Staszica w Tarnowskich Gérach. Nauczy-
ciel zawodnika: Dariusz Nowak.

uczen klasy czwartej XTIV Liceum Ogolnoksztatcacego
im. Stanistawa Staszica w Warszawie. Nauczyciele za-
wodnika: Wojciech Boratynski, Agnieszka Katamaj-
ska i Jacek Jakubowski.

uczen klasy czwartej XIV Liceum Ogolnoksztatcacego
im. Stanistawa Staszica w Warszawie. Nauczyciele za-
wodnika: Wojciech Boratynski, Agnieszka Katamaj-
ska i Jacek Jakubowski.

uczen klasy czwartej XIII Liceum Ogolnoksztatcacego
w Szczecinie. Nauczyciel zawodniczki: Michal Szu-
man.

uczen klasy czwartej XIV Liceum Ogolnoksztatcacego
im. Stanistawa Staszica w Warszawie. Nauczyciele za-
wodnika: Wojciech Boratynski, Agnieszka Katamaj-
ska i Jacek Jakubowski.

uczen klasy trzeciej IV Liceum Ogolnoksztalcacego
im. Tadeusza Kosciuszki w Toruniu. Nauczyciel za-
wodnika: Henryk Pawlowski.

uczen klasy czwartej XII Liceum Ogolnoksztalcacego
w Krakowie. Nauczyciele zawodnika: Jerzy Klos i Ja-
cek Dymek.

uczen klasy czwartej XTIV Liceum Ogolnoksztalcacego
im. Stanistawa Staszica w Warszawie. Nauczyciele za-
wodnika: Wojciech Boratynski, Agnieszka Katamaj-
ska i Jacek Jakubowski.

uczennica klasy czwartej IV Liceum Ogoélnoksztalca-
cego im. Tadeusza Koéciuszki w Toruniu. Nauczy-
ciele zawodniczki: Zbigniew Bobinski, Mirostaw Uscki
i Maria Kobus.

uczen klasy czwartej IV Liceum Ogdlnoksztatcacego
im. Tadeusza Ko$ciuszki w Toruniu. Nauczyciele za-
wodnika: Henryk Pawtowski i Andrzej Sendlewski.



62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

4.

75.

Katarzyna
Rucinska

Anna Rusinek

Katarzyna
Rybarczyk
Piotr Sadowski

Piotr Skibinski

Stanistaw

Skowronek

Tomasz Stachowicz

Michat Strojnowski

Michal Szancer

Robert Sze er

Michal Tkacz

Michat Tryniecki

Andrzej Tymoczko

Anna Urbanska

uczennica klasy czwartej XIV Liceum Ogdlnoksztal-
cacego im. Stanistawa Staszica w Warszawie. Nauczy-
ciele zawodniczki: Wojciech Boratynski, Agnieszka
Katamajska i Jacek Jakubowski.

uczennica klasy trzeciej XIV Liceum Ogoélnoksztatcy-
cego im. Stanistawa Staszica w Warszawie. Nauczy-
ciele zawodniczki: Wactawa Tempczyk, Edward Sta-
chowski i Kazimierz Cegielka.

uczennica klasy czwartej I Liceum Ogodlnoksztalca-
cego im. Karola Marcinkowskiego w Poznaniu.
uczen klasy trzeciej XIV Liceum Ogolnoksztatcacego
im. Polonii Belgijskiej we Wroctawiu. Nauczyciele za-
wodnika: Zbigniew Romanowicz i Cezary Urban.
uczen klasy trzeciej IV Liceum Ogolnoksztalcacego
im. Mikotaja Kopernika w Rzeszowie. Nauczycielka
zawodnika: Dorota Gajdek.

uczen klasy drugiej VIII Liceum Ogdlnoksztatcacego
im. Adama Mickiewicza w Poznaniu. Nauczyciel za-
wodnika: Krzysztof Stefanski.

uczen klasy czwartej XIV Liceum Ogolnoksztatcacego
im. Stanistawa Staszica w Warszawie. Nauczyciele za-
wodnika: Agnieszka Katamajska, Kazimierz Cegietka
i Edward Stachowski.

uczen klasy czwartej V Liceum Ogolnoksztalcacego
im. ks. Jézefa Poniatowskiego w Warszawie. Nauczy-
cielka zawodnika: Bogna Lubanska.

uczen klasy czwartej XV Liceum Ogolnoksztalcacego
im. Marii Sktodowskiej-Curie w Krakowie. Nauczy-
ciele zawodnika: Barbara Figura, Lestaw Skrzypek
i Armen Edigarian.

— uczen klasy czwartej XIV Liceum Ogdlnoksztatcacego

im. Tadeusza Ko$ciuszki w Toruniu. Nauczyciele za-
wodnika: Henryk Pawtowski i Andrzej Sendlewski.
uczen klasy czwartej V Liceum Ogdlnoksztatcacego
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie. Nauczyciele
zawodnika: Tomasz Szemberg i Zdzistawa Dybiec.
uczen klasy czwartej II Liceum Ogdlnoksztatcacego
im. Kazimierza Morawskiego w Przemyslu. Nauczy-
ciel zawodnika: Leszek Sochanski.

uczen klasy trzeciej IV Liceum Ogolnoksztalcacego
im. Mikotaja Kopernika w Rzeszowie. Nauczyciel za-
wodnika: Mariusz Kraus.

uczennica klasy trzeciej II Liceum Ogodlnoksztalca-
cego im. Jana III Sobieskiego w Krakowie. Nauczyciel
zawodniczki: Marek Walczyk.
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76. Michalt Wadotowski

77. Piotr Witkowski

78. Marcin Wojnarski

79. Jakub Wojtaszczyk

80. Dominik Wojtczak

81. Mikolaj Zalewski

82. Pawel Zdziarski

83. Jakub Zwierz

84. Robert Zal

85. Anna Zylicz

Lista laureatow

uczen klasy trzeciej I Liceum Ogdlnoksztalcacego im.
Zygmunta Krasinskiego w Ciechanowie. Nauczycielka
zawodnika: Hanna Lenkiewicz.

uczen klasy czwartej III Liceum Ogolnoksztatcacego
im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni. Nauczyciele
zawodnika: Wojciech Tomalczyk i Jacek Lech.

uczen klasy trzeciej Katolickiego Liceum Ogolno-
ksztalcacego Ksiezy Pijarow w Krakowie. Nauczyciel
zawodnika: Krzysztof Reczek.

uczen klasy czwartej XIV Liceum Ogolnoksztatcacego
im. Stanistawa Staszica w Warszawie. Nauczyciele za-
wodnika: Agnieszka Kalamajska, Wojciech Boratyn-
ski i Jacek Jakubowski.

uczen klasy drugiej III Liceum Ogolnoksztatcacego
im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni. Nauczyciel za-
wodnika: Wojciech Tomalczyk.

uczen klasy czwartej I Liceum Ogolnoksztatcacego
im. Bartlomieja Nowodworskiego w Krakowie. Na-
uczyciel zawodnika: Andrzej Pfeifer.

uczen klasy czwartej VI Liceum Ogolnoksztatcacego
w Bydgoszczy. Nauczyciel zawodnika: Henryk Paw-
towski.

uczen klasy drugiej XIV Liceum Ogolnoksztatcacego
im. Polonii Belgijskiej we Wroctawiu. Nauczyciele
zawodnika: Stanistaw Bu$, Zbigniew Romanowicz
i Henryk Pawlowski.

uczen klasy czwartej II Liceum Ogolnoksztalcacego
w Konskich. Nauczycielka zawodnika: Alina Kabata.

uczennica klasy czwartej Pierwszego Spolecznego Li-
ceum Ogodlnoksztalcacego w Warszawie. Nauczyciel
zawodniczki: Wojciech Guzicki.

Komitet Gtéwny Olimpiady Matematycznej na posiedzeniu w dniu 16 kwietnia
1999 r. przyznatl tytul laureata L. Olimpiady Matematycznej i nagrody pierw-
szego, drugiego lub trzeciego stopnia dwudziestu czterem osobom (na marginesie
zaznaczono kolejno$é miejsc):
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nagrody stopnia pierwszego
Michal Kapustka,
Michat Matuszewski,
3 — 4. Piotr Buciak,
Eryk Kopczynski,

N =

nagrody stopnia drugiego
5 — 7. Pawel Parys,
Piotr Przytycki,
Mikotaj Zalewski,

nagrody stopnia trzeciego
8 — 10. Wojciech Kaminski,
Maciej Mostowski,
Michal Nowakiewicz,
11 — 13. Pawel Rochman,
Dominik Wojtczak,
Pawel Zdziarski,
14 — 24. Lech Duraj,
Jakub Gismatullin,
Tomasz Helbing,
Artur Jez,
Michal Kijak,
Jarostaw Mederski,
Piotr Sadowski,
Piotr Skibinski,
Stanistaw Skowronek,
Michal Szancer,
Marcin Wojnarski.

Komitet Gléwny postanowil nie przyznawaé wyréznien.

Zakonczenie L Olimpiady Matematycznej

Uroczyste zakonczenie L Olimpiady Matematycznej odbylo sie w dniu 17 kwietnia
1999 r. w Sali Sesyjnej Urzedu Miasta Bielska-Bialej.

Przewodniczacy Komitetu Gléwnego Olimpiady Matematycznej prof. dr hab.
Edmund Puczytowski oméwit wyniki zawodéw i wreczyt dyplomy laureatom.
Wszyscy laureaci L Olimpiady Matematycznej oprécz dyploméw i nagrod pienigz-
nych otrzymali zestawy ksigzek matematycznych i informatycznych, a takze roczna
prenumerate czasopisma DFELTA.

Komitet Gléwny Olimpiady Matematycznej sktada gorace podzigkowania spon-
sorom i fundatorom nagréd: Wydawnictwom Szkolnym i Pedagogicznym, Wy-

dawnictwu Naukowemu PWN, Wydawnictwu Naukowo-Technicznemu, Redakcji
DELTY.

19



XXXIX Miedzynarodowa Olimpiada Matematyczna

Sprawozdanie

W dniach 10-21 lipca 1998 r. odbyla si¢ w Taipei (Tajwan) XXXIX Migdzynaro-
dowa Olimpiada Matematyczna. Uczestniczylo w niej 419 uczniéw z 76 panstw.
Delegacja polska miata nastepujacy sktad:

dr Marcin Kuczma — przewodniczacy, mgr Waldemar Pompe — zastepca
przewodniczacego, Tomasz Czajka, Michal Kapustka, Szymon PIlis, Piotr
Przytycki, Tomasz Sobieszek, Marcin Stefaniak.

Na podstawie propozycji nadestanych przez uczestniczace panstwa specjalnie po-
wolana komisja opracowala przed przyjazdem delegacji panstw uczestniczacych
liste 28 zadan. Sposrod tych zadan Jury, w sktad ktorego wchodzili przewodni-
czacy wszystkich delegacji, wybrato na zawody sze$¢ zadan. Wybrane zadania zo-
staly przetlumaczone na jezyki macierzyste uczestnikow Olimpiady i dostarczone
zawodnikom do rozwiazania podczas dwéch kolejnych dni (15 1 16 lipca 1998 r.,
cztery i pét godziny kazdego dnia). Rozwiazanie kazdego zadania oceniano w skali
od 0 do 7 punktéw. Zadania okazaly sie do$é trudne. Tylko jeden zawodnik (Omid
Amini z Iranu) otrzymal maksymalna liczbe 42 punktéw.

Jury postanowilo przyznaé 37 osobom zloty medal (31-42 pkt.), 66 osobom srebrny
medal (24-30 pkt.) oraz 102 osobom brazowy medal (14-23 pkt.). Ponadto kazdy
zawodnik, ktory nie otrzymat medalu, ale rozwiazal na ocene maksymalng co naj-
mniej jedno zadanie, zostal wyrézniony wzmianka zaszczytna. Wyniki polskich
ucznidéw sa nastepujace:

Marcin Stefaniak 31 pkt.  zloty medal

Tomasz Czajka 29 pkt. srebrny medal

Michat Kapustka 21 pkt. brazowy medal

Tomasz Sobieszek 13 pkt. wzmianka zaszczytna

Szymon Plis 11 pkt. wzmianka zaszczytna

Piotr Przytycki 7 pkt.  wzmianka zaszczytna

W nieo cjalnej klasy kacji druzynowej zwycigzyla druzyna z Iranu. Polska zajeta
21 miejsce. Nalezy tutaj dodaé, ze w Olimpiadzie nie uczestniczyta druzyna z Chin,
ktora w poprzednich latach bardzo czesto w nieo cjalnej klasy kacji druzynowej
zajmowala czolowe miejsca. Oto obszerny fragment otwartego listu, jaki wystoso-
wal Komitet Organizacyjny Olimpiady Matematycznej w Chinach do uczestnicza-
cych w zawodach XXXIX Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej w Taipei
panstw:

Drodzy Koledzy,

Jako kraj, ktéry od dawna uczestniczy w Miedzynarodowej Olimpiadzie Matematycznej, Chiny
bardzo chcialyby wziaé¢ udziatl w tegorocznych zawodach. Jednak decyzja organizatoréw XXXIX
MOM spowodowala, ze postanowiliSmy nie wysylta¢ w tym roku naszej druzyny na Miedzynaro-
dowa Olimpiad¢ Matematyczna.

Jak powszechnie wiadomo, na $wiecie sa tylko jedne Chiny. Tak zwana ,,Republika Chinska” nigdy
nie zostala zaakceptowana przez Chiny oraz inne panstwa jako legalnie dzialajaca jednostka.
Zatem przedstawiciele tajwanskiego rzadu nie moga braé¢ udzialtu w zadnych miedzynarodowych
rzadowych organizacjach i imprezach. Z drugiej strony, zawsze serdecznie zapraszamy tajwanskich
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naukowcéw i uczniéw do wspoélpracy w pozarzadowych organizacjach i imprezach pod warunkiem,
ze reprezentujg oni ,Taipei, Chiny”, a nie ,Republike Chinska”’. Taka praktyka jest stosowana
w wielu miedzynarodowych organizacjach, dzigki czemu moga uczestniczy¢ w nich przedstawiciele
tajwanscy. Zostalta ona tez zaakceptowana przez naszych kolegdw z Tajwanu. W ten sposéb od
wielu lat w migdzynarodowych olimpiadach naukowych mogly uczestniczyé dwie druzyny z Chin
i niejednokrotnie zawigzywaly si¢ miedzy ich cztonkami przyjaznie.

Kiedy Taipei zostalo wybrane na gospodarza XXXIX Miedzynarodowej Olimpiady Matematycz-
nej, mieliSmy nadziej¢, ze odbedzie si¢ ona bez politycznych interferencji. Jednak gdy zostaly
rozestane zaproszenia, okazalo si¢, ze wystosowat je ,,Minister Edukacji Republiki Chinskiej” —
byl to ruch o mocnym zabarwieniu politycznym. Przez wiele miesiecy prébowaliSmy przekonac
Komitet Organizacyjny XXXIX Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej, aby trzymatl sie¢
utartej praktyki. W ten sposéb nasza druzyna mogtaby uczestniczy¢ w tych zawodach.

Dnia 22 czerwca otrzymali$my fax od Komitetu Organizacyjnego w Taipei z informacja, ze ucznio-
wie z Taipei beda reprezentowaé w zawodach , Tajwan, Republike Chinska”. Organizatorzy prze-
kredlili wiec szanse naszego uczestnictwa w Olimpiadzie. Nie pozostaje nam nic innego jak tylko
zrezygnowaé z udziatu w XXXIX Miedzynarodowej Olimpiadzie Matematycznej.

Jestesmy gleboko zaniepokojeni, ze decyzja organizatoréw zawodéw w Taipei stworzy niebez-
pieczny precedens, ktéry moze rozszerzy¢ si¢ na inne olimpiady naukowe. Mamy nadziejg, ze
nasza postawa bedzie zrozumiana i ta nieprzyjemna sytuacja w przyszlosci si¢ nie powtérzy.

Komitet Organizacyjny Olimpiady Matematycznej w Chinach

Dodajmy, ze spora czes¢ ceremonii otwarcia Olimpiady zajely przeméwienia Mini-
stra Edukacji oraz Premiera Republiki Chinskiej. Uczniowie reprezentujacy w za-
wodach Republike Chifiska otrzymali od organizatoréw nagrode specjalna (nie bar-
dzo wiadomo za co). Zostalo to odnotowane jako oddzielny podpunkt w programie
uroczystosci zakonczenia.

Organizacja zawodéw wywolala sporo kontrowersji wsréd uczestniczacych delega-
cji. Po przybyciu do Taipei uczniowie wraz z zastepcami przewodniczacych de-
legacji zostali przewiezieni do miasteczka studenckiego uczelni ,,National Taiwan
Normal University”, w ktéorym byli zakwaterowani. Wielu uczniéw narzekalo na
panujace tam warunki, miedzy innymi zbyt twarde 16zka, na ktérych nie mogli
solidnie wypoczaé¢ przed zawodami.

Miasteczko bylo strzezone przez policje — ku zaskoczeniu i niezadowoleniu wielu
delegacji, nikomu nie wolno bylo opuszczaé¢ tego miejsca, az do zakonczenia za-
wodéw. Niektorym uczniom i ich opiekunom udato si¢ ztamac ten, zdaniem wielu
delegacji, absurdalny zakaz i wydostacé si¢ na zewnatrz miasteczka, wykorzystujac
nieuwage policji. Dzieki temu mogli oni obejrze¢ najwicksza na pélnocy Tajwanu,
liczaca sobie ponad 100 lat Swiatynie Chihnan oraz wioske aborygenéw ,,Wulai”,
znajdujaca si¢ okoto 30 km na potudnie od Taipei. Mogli oni tez zapoznaé sie
z codziennym zyciem w Taipei, odmiennym od zycia w miastach europejskich,
spacerujac ulicami tego miasta lub podrézujac srodkami komunikacji miejskiej.
Ci, ktérzy zostali w miejscu zakwaterowania (a wiec teoretycznie wszyscy), mogli
gra¢ w pitke nozna w rekordowych od 1921 roku temperaturach w Taipei (36°C)
oraz rozerwaé si¢ przed zawodami uczestniczac w haladliwych grach komputero-
wych.

Zabronione byto réwniez telefonowanie na zewnatrz miasteczka, az do zakonczenia
zawodow. Zakaz ten byt ztamany przez niemal kazdego, kto chcial lub potrzebowat
poinformowaé swoja rodzing o szczesliwym przybyciu do Taipei.
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Po zawodach program Olimpiady przewidywal wycieczke na mecz baseballa, do
Mauzoleum Chiang Kaisheka, Muzeum Narodowego oraz Muzeum Nauki. Wielu
uczniom nie spodobal sie¢ pomyst ogladania meczu baseballa na Tajwanie, lecz
tylko nielicznym wystarczyto odwagi cywilnej, aby poprosié¢ organizatoréw, zeby
pozwolili im nie uczestniczy¢ w ogladaniu tego meczu. Dzieki temu mogli oni zwie-
dzi¢ jedno z najbardziej malowniczych miejsc w granicach miasta Taipei, park
Yangmingshan. Szkoda, ze w programie Olimpiady zabrakto miejsca na wycieczke
krajoznawczo-turystyczna.

Zastepca przewodniczacego delegacji polskiej

mgr Waldemar Pompe

Zestawienie nieo cjalnych wynikéw druzynowych
XXXIX Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej
W kolumnach podano kolejno: miejsce, nazwe panstwa (w nawiasie liczba zawodnikéw, jezeli byta

mniejsza niz 6), sume punktéw, liczbe medali zlotych, srebrnych i brazowych, liczbe wzmianek
zaszczytnych.

1T Iran.....oovveinnnne. 211 (5|1 |- |- 39| Belgia............... 71 111|-

2 |Bulgaria............ 19533 |- |- 40 | Macedonia.......... 69 —(1|1
3-4 | Stany Zjednoczone .. | 186 3|3 |—|— 41 | Kolumbia........... 661 |—|—1|2
Wegry .oovviiinnnn 186|142 |—|— 42 | Tajlandia ........... 65|—|—(2]|1

5| Republika Chinska .. | 184 |3 |2|1|— 43 |Estonia ............. 63|—|1|1]|—
6|Rosja............... 175(2(3|1 |- 44-45 | Holandia............ 62— |1|—|-
7|Indie................ 174133 |- |- Meksyk ............. 62|—-|1|—-|1

8| Ukraina............. 166 [1|3(2|— 46 |Peru (3) ..........t 60|—[2|—|1

9| Wietnam............ 158 |1(3|2|— 47 | Szwecja . ...t .. 58| —|—|2|—

10 | Jugostawia.......... 156 |—(5|—|1 48 | Austria . ...o.vvnnnn.. 57 |—|—-12]|1

11 | Rumunia............ 15513 |—|2]|1 49 | Nowa Zelandia...... 50| —|—|2|—

12 | Republika Korei.. . .. 154 (2|22 50 | Motdawia (2) ....... 45|-]1|1|-

13| Australia............ 146 |- (4|2 |- 51 | Stowenia............ 44| —-—-1]2
14 | Japonia............. 13911131 52-53 | Islandia............. 42 |=|—-(-13
15| Czechy.............. 135|133 |- Maroko ............. 42|-|-|-|3
16 | Niemecy ............. 129 (-13]|2 54 | Azerbejdzan ........ 41|-|-(1|1
17-18 | Turcja ... ....c...... 122 (-2 (4 |- 55 |Litwa . .............. 40(—-(—-(1|1
Wielka Brytania .... [122|—-|1|4|1 56 | Cypr (4) ............ 39(-1-]1|2

19 | Bialorus ............ 118 | —|1|4|— 57 | Szwajcaria .......... 37|——|—12
20| Kanada............. 1131121 58-60 | Hiszpania........... 36|—-|—-|1]1
21 |Polska............. 112|1|1|1|3 Irlandia............. 36|—-|—-|1|—
22-23 | Chorwacja .......... 110 | —|—|5|— Trynidad............ 36| —(—|1|—
Singapur............ 110|-|1|3]|2 61 | Norwegia ........... 33|—-(—-|—-|1

24 |Izrael ............... 104 |-|-|5|- 62 | Malezja............. 32|=|-|-|-
25 |Hong-Kong ......... 102|-(1|3|1 63 | Macedonia.......... 29| —(—|—-12
26—27 | Armenia ............ 100 |—-(2|2|— 64—65 | Finlandia ........... 25|——|—|1
Francja............. 100|1|—-|2|2 Luksemburg (2)..... 25|—|—|1]1

28 | Republika Pid. Afryki| 98|—|1|2]3 66 |Dania............... 21| —|—|—|—-
29 | Argentyna .......... 971 |-|3 |~ 67 | Kuba (1)............ 19(—-|—11|—-
30-31 | Brazylia ............ 91|1(—|1|2 68 | Indonezja ........... 16— |—|—|—
Mongolia............ 91|—-(2]2|- 69 | Kirgistan (5)........ 14-|-]1-|-

32| Grecja...oouaiinnnn. 9 (-(2|1]|1 70-71 | Filipiny (4) ......... 11|=|=|-|-
33-34 | Bosnia i Hercegowina | 88 |—-|1|2|3 Urugwaj............ 11— |=|—|—
Stowacja............ 88|—|1|4|-| |72-73|Paragwaj (5)........ 6|—|—|—-|-

35 | Kazachstan ......... 81|—-|-12(3 Portugalia .......... 6|—|—-|—|—
36 | Gruzja...cvoainn... 781—-1-13|2 74 | Sri Lanka (1)........ 5(--1-1-
37| Lotwa. ... 74|1-11]3|— 75 | Wenezuela (2)....... 1—|-|—-|-

38 | Wiochy ............. 72|-|-[3]2 76 | Kuwejt (3).......... 0|—|-|—|—
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XXI Austriacko-Polskie Zawody Matematyczne

Sprawozdanie

XXI Austriacko-Polskie Zawody Matematyczne odbyly sie w Polsce, w Przysieku
koto Torunia. Obie delegacje przybyly na miejsce zawodéw 24 czerwca 1998 r. po
potudniu i wyjechaty 3 lipca.
Sktad delegacji austriackiej:
przewodniczacy  prof. Gerd Baron, zastepca przewodniczacego — mgr Ro-
mana Schussler, czlonkowie Robert Aschenbrenner, Otmar Ertl, Peter
Holy, Bernhard Kabelka, Helmar Lautscham, Doris Muhlgassner.
Sktad delegacji polskiej:
przewodniczacy — dr hab. Wojciech Guzicki, zastepca przewodniczacego —
dr Witold Szczechla, cztonkowie — Jakub Bialogrodzki, Tomasz Dorau, Pawet
Golonka, fukasz Kaminski, Grzegorz Kapustka, Eryk Kopczynski.
Jury Zawodéw, ztozone z przewodniczacych obu delegacji oraz ich zastepcéw, wy-
brato i zredagowato dziewigé zadan sposréd propozycji zgtoszonych przez dwa
uczestniczace panstwa: sze$é zadan na zawody indywidualne (ktére odbyly sie
29 i 30 czerwca, cztery i p6l godziny kazdego dnia) oraz trzy zadania na zawody
zespolowe (1 lipca, cztery godziny).
W zawodach indywidualnych nagrodzeni zostali uczniowie: Grzegorz Kapustka
(48 pkt.), Eryk Kopczynski (39 pkt.), Lukasz Kaminski (32 pkt.), Jakub Biato-
grodzki (29 pkt.), ex aequo Robert Aschenbrenner i Bernhard Kabelka (po 26 pkt.),
Otmar Ertl (23 pkt.). Liczba mozliwych do zdobycia punktéw wynosita 48. Pozo-
stali uczniowie otrzymali dyplomy uczestnictwa.
W zawodach zespotowych druzyna polska uzyskalta znacznie lepsze wyniki i Jury
Zawodéw z udzialem przewodniczacego honorowego, ktérym byt prof. Daniel Sim-
son (Dziekan Wydzialu Matematyki Uniwersytetu im. Mikolaja Kopernika w To-
runiu), jej przyznalo zwycigstwo.
Organizacja zawodéw byta doskonala. Obie delegacje byly zakwaterowane w ho-
telu Daglezja nalezacym do O$rodka Doradztwa Rolniczego w Przysieku. Standard
zakwaterowania i wyzywienia byl na wysokim poziomie hotelowym. Zawody odby-
waly si¢ w salach konferencyjnych O$rodka Doradztwa Rolniczego, w bezposrednim
sasiedztwie hotelu. Czas poza zawodami byt wypelniony doskonale prowadzonymi
wycieczkami. Uczestnicy Zawodow zwiedzili Torun, obserwatorium astronomiczne
w Piwnicach, Chelmno, Malbork, Radzyn Chelminski, Golub-Dobrzyn i Brodnice.
W niedziele 28 czerwca wzigli udzial w biegu na orientacje. W wolnych chwilach
rozgrywano mecze w pitke nozna na pobliskim boisku.
Uroczystosé ogloszenia wynikéw, wreczenia nagréd (notesy elektroniczne), pu-
charu dla zwycigskiej druzyny oraz upominkéw dla wszystkich uczestnikéw od-
byla si¢ 2 lipca w sali Domu Kopernika w Toruniu z udziatem przedstawicieli
Ministerstwa Edukacj Narodowej i Kuratora O$wiaty w Toruniu. Na zakonczenie
uroczystosci przewodniczacy delegacji austriackiej przekazal Polakom tradycyjne
zaproszenie na kolejne (dwudzieste drugie) Austriacko-Polskie Zawody Matema-
tyczne. Po uroczystosci uczestnicy Zawodéw zwiedzili Muzeum Kopernika i udali
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sie na uroczysty obiad na zaproszenie Prezydenta Torunia, po ktérym odbyli krotka,

przejazdzke statkiem po Wisle.

Jeszcze raz chciatbym podkreslié¢ doskonaty organizacje Zawodéw, dbatosé o do-

skonate samopoczucie uczestnikéw i niezwykle mitg atmosfere w czasie Zawodow.

7 pewnoscia zawdzieczamy ja Organizatorom: Kuratorium O$wiaty w Toruniu,

w szczegoblnosci panu mgr. Czestawowi Stawikowskiemu i jego wspélpracownikom.
Przewodniczacy delegacji polskiej

Wojciech Guzicki

Dziewigte Zawody Matematyczne Panstw Baltyckich

Sprawozdanie

W dniach 6-10 listopada 1998 r. odbytly sic w Warszawie Dziewiate Zawody Ma-
tematyczne Panstw Baltyckich Baltic Way 98. W zawodach tych uczestniczyty
delegacje nastepujacych panstw: Danii, Estonii, Finlandii, Islandii, Litwy, Lotwy,
Niemiec, Norwegii, Polski, Szwecji oraz miasta Petersburga.
Delegacja polska mialta nastepujacy sktad:
dr Krzysztof Oleszkiewicz — przewodniczacy, mgr Henryk Pawlowski — za-
stepca przewodniczacego, Jakub Gismatullin, Michal Matuszewski, Jakub
Wojtaszczyk, Mikolaj Zalewski, Pawel Zdziarski.
Jury ztozone z przewodniczacych wszystkich delegacji obradujace pod przewodnic-
twem dr. Marcina Kuczmy wybrato sposréd propozycji nadestanych przez panstwa
uczestniczace w zawodach 20 zadan. Zawody odbyty si¢ 8 listopada, trwaly cztery
i p6t godziny i miaty charakter zespolowy. Za poprawne rozwiazanie kazdego za-
dania druzyna mogta otrzymaé¢ 5 punktéow. Oceny za rozwiazania poszczegdlnych
zadan byly uzgadniane przez przewodniczacych delegacji i ich zastepcéw z koor-
dynatorami — matematykami polskimi, ktorych pracg kierowal dr hab. Zbigniew
Marciniak. Druzyna polska zlozyla rozwigzania 17 zadan, spoérod ktérych 11 uzy-
skato maksymalng oceng, kolejne trzy oceniono na 4 punkty, pozostate rozwiazania
oceniono nizej. Poszczegdlne druzyny uzyskaty nastepujace liczby punktow:
1. Lotwa 72 pkt.
2. Estonia 70 pkt.
3. Polska 68 pkt.
4. Finlandia 67 pkt.
5. St. Petersburg 62 pkt.
6. Szwecja 56 pkt.
7 9. Dania, Islandia i Norwegia po 49 pkt.
10. Niemcy 48 pkt.
11. Litwa 47 pkt.
Zawodnicy druzyn sklasy kowanych na pierwszych trzech pozycjach otrzymali na-
grody, ktérymi byty wysokiej klasy kalkulatory rmy Tezxas Instruments. Druzyna
lotewska otrzymata puchar przechodni. Ponadto wszyscy zawodnicy otrzymali dy-
plomy.
Nastepne Zawody Matematyczne Panstw Baltyckich odbeda si¢ w listopadzie 1999
roku w Islandii.
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TEKSTY ZADAN

Zawody stopnia pierwszego

1. Dowieéé, ze wéréd liczb postaci 507+ (50n+1)%°, gdzie n je
naturalng, wystepuje nieskonczenie wiele liczb ztozonych.

2. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢, d zach
réownosé

(a+b+c+d)? <3(a®>+b*+c+d?) +6ab.

3. W trojkacie réwnoramiennym ABC kat BAC jest prosty. Punl
na boku BC, przy czym BD =2 CD. Punkt F jest rzutem pros
punktu B na prosta AD. Wyznaczyé miare kata CED.

4. Dane sa takie liczby rzeczywiste z, y, ze liczby = +vy, 22+
i 2 +9* sa calkowite. Dowiesé, ze dla kazdej liczby calkowitej doc
liczba ™ 4+y™ jest liczba caltkowita.

5. Znalezé wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich x, y sp
réwnanie y% =259,

6. Przekatne AC i BD czworokata wypuklego ABCD przec
w punkcie P. Punkt M jest srodkiem boku AB. Prosta MP prze
C'D w punkcie Q. Dowiesé, ze stosunek pdl trojkatow BC'P i ADP je
stosunkowi dtugosci odcinkéw C'Q i DQ.

7. Dana jest liczba naturalna n>2. Wyznaczy¢ wszystkie wi
P(x)=ap+a1z+...+a,z™ majace doktadnie n pierwiastkéw nie w
niz 1 oraz spelniajace warunek

a%—l—alan:a%—i—aoan 1-
Uwaga: Pierwiastki sa liczone z uwzglednieniem krotnosci: jesli liczt
pierwiastkiem k-krotnym wielomianu P(x) (tzn. jesli wielomian P(z
dzielny przez wielomian (z  x0)¥, ale nie przez (z o)1), wowcz
xo jest traktowana jak k pierwiastkéw wielomianu P(x).

8. Dana jest liczba naturalna n > 2 oraz zbiér n-elementowy S. W

g 1 N 1 7 11 v, 7 q 7 . A



9. Punkty D, F, F leza odpowiednio na bokach BC, CA, AB
ABC. Okregi wpisane w trojkaty AEF, BFD, CDE sa styczne d
wpisanego w tréjkat DEF. Udowodnié, ze proste AD, BE, CF p
sie w jednym punkcie.

10. Dana jest liczba x1 > 0. Ciag (x,,) jest zde niowany wzorem:

1
xn+1:xn+x—% dla n=1,2.3,... .

Udowodnié¢, ze istnieje granica lim ;—n , 1 obliczy¢ ja.
n—oo o/n

11. W urnie znajduja si¢ dwie kule: biata i czarna. Ponadto 1
dyspozycji 50 kul biatych i 50 czarnych. Wykonujemy 50 razy nas
czynnos$é: losujemy z urny kule, a nastepnie wrzucamy ja z powl
urny oraz doktadamy jedna kule tego samego koloru, co wylosows
Po zakonczeniu tych czynnosci mamy wiec w urnie 52 kule. Jaka i
biatych znajdujacych sie w urnie jest najbardziej prawdopodobna?

12. Wszystkie wierzchotki szeScianu o krawedzi a leza na pos
czworoscianu foremnego o krawedzi 1. Wyznaczy¢ mozliwe wartosc

Zawody stopnia drugiego

1. Dana jest funkcja f:(0,1) =R taka, ze f(1)=( 1)" dla n=
Wykazaé, ze nie istnieja funkcje rosnace ¢:(0,1) — R, h:(0,1) — R, dl
f=g9 h.

2. Szescian S o krawedzi 2 jest zbudowany z oSmiu szeSciandw je
wych. Klockiem nazwiemy bryte otrzymana przez usuniecie z szeScia
nego sposrdéd odmiu szesciandéw jednostkowych. Szescian T' o krawed
zbudowany z (27)3 szecianéw jednostkowych. Udowodnié, ze po 1
z szeécianu T dowolnego sposrod (27) szeécianéw jednostkowych
bryta, ktéra daje sie szczelnie wypelni¢ klockami.

3. Czworokat wypukly ABCD jest wpisany w okrag. Punkty F
odpowiednio na bokach AB i CD, przy czym AFE:EB=CF:FD.
lezy na odcinku EF' i spelnia warunek FP:PF = AB:CD. Udow
stosunek pdl trojkatow APD i BPC nie zalezy od wyboru punktév

4, Punkt P lezy wewnatrz trojkata ABC' i spelnia warunki:



5. Niech S ={1,2,3,4,5}. Wyznaczy¢ liczbe funkcji f:S — S spelr
réwnosé f2(x) =x dla wszystkich x € S.
Uwaga: f°(x)= fofo...of(x).
50

6. Dana jest liczba naturalna k > 2 oraz liczby catkowite ay,as,...
niajace warunki
a1+ 2%as+3as+...+n'ap =0 dla i=1,2,....k 1.

Dowieéé, ze liczba ay +2Fag +3Fas +...+nFa, jest podzielna przez
Zawody stopnia trzeciego

1. Punkt D lezy na boku BC tréjkata ABC, przy czym AD > B(
FE lezy na boku AC' i spelnia warunek
AE  BD
EC  AD BC’
Udowodnié, ze AD > BE.

2. Dane sg liczby calkowite nieujemne a1 <ao <ag<...<ajo1
od 5050. Dowiesé, ze sposrdd nich mozna wybraé takie cztery rozr
Qm, Gn, z€ liczba ap+a;  a., an jest podzielna przez 5050.

3. Dowieéé, ze istnieja takie liczby naturalne ny <no <... <mnsg,
ni+Sny)=no+S(n2)=n3+S(n3)=...=nso+ S(nso),
gdzie S(n) jest suma cyfr liczby n.

4. Rozstrzygnaé, dla jakich liczb naturalnych n > 2 uktad réwna
22 + 22450 = 1621 + 1222
23+ 23 +50 = 1629+ 1223
23+ 23 +50 = 1623+ 1274
22 | +22+50=162, 1 +122,
22 + 22 +50 =162, + 1211
ma rozwiazanie w liczbach catkowitych x1,x2,23,...,2n.

5. Niech aq,a9,...,a,, b1,bo,...,b, beda liczbami catkowitymi.



6. W szeSciokacie wypukltym ABCDFEF zachodzg réwnosci:

. AB CD EF
JA+SC+4E=360°, BC DE ﬁ—l.
- AB FD EC_1
OWleSC 7e —BF _DE —CA .

XXXIX Miedzynarodowa Olimpiada Matematyczna

1. W czworokgcie wypukltym ABCD przekatne AC i BD sa pro
a przeciwlegte boki AB i DC' nie sg réwnolegle. Zakladamy, ze sy
bokéw AB i DC' przecinaja sie w punkcie P lezgcym wewnatrz cz
ABCD. Udowodnié, ze czworokat ABC D da sie wpisaé w okrag wtec
wtedy, gdy tréjkaty ABP i C'DP majg réwne pola.

2. W konkursie bierze udzial a uczestnikow, ocenianych przez b
natoréw, gdzie b>3 jest liczbg caltkowita nieparzysta. Kazdy egz:
ocenia kazdego uczestnika, wydajac werdykt ,zdal” lub ,nie zdal”.
ze k jest liczba o wlasnosci: oceny kazdych dwdch egzaminatoréw s
dla co najwyzej k uczestnikow. Dowiesé, ze

k S b 1
a” 2

3. Dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n oznaczmy przez d(n)
dodatnich dzielnikéw (wlacznie z 1 oraz n). Wyznaczyé wszystkie
liczby calkowite k takie, ze

dla pewnego n.

4. Wyznaczy¢ wszystkie pary (a,b) liczb catkowitych dodatnich
liczba a?b+a+b jest podzielna przez ab®+b+7.

5. Niech I bedzie érodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. O
jest styczny do bokéow BC, CA i AB odpowiednio w punktach K
Prosta przechodzaca przez B i réwnolegta do M K przecina proste I
odpowiednio w punktach R i S. Wykazaé, ze kat RIS jest ostry.

6. Rozwazamy wszystkie funkcje f ze zbioru N wszystkich liczb
tych dodatnich do tego samego zbioru, spetniajace warunek



XXI Austriacko-Polskie Zawody Matematyczne

1. Niech 21, w2, ¥1, 2 beda takimi liczbami rzeczywistymi, ze 2
Udowodnié¢ nieréwnosé

(11 +aoye 12> (af+a23 D(yi+ys 1).

2. Rozwazamy n punktéow Pi, Ps,..., P, potozonych w tej kolejnos
nej linii prostej. Malujemy kazdy z tych n punktéw na jeden z naste
koloréw: bialy, czerwony, zielony, niebieski, oletowy. Kolorowanie
my dopuszczalnym, jesli dla dowolnych dwoch kolejnych punktow
(i=1,2,...,n 1) oba sa tego samego koloru lub co najmniej jeden z
biaty. lle jest dopuszczalnych kolorowan?

3. Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb rzeczywistych (z,y) spelniaja
pujacy uktad réwnan:

4. Niech m, n bedg danymi liczbami catkowitymi dodatnimi. Ni

sm(n)zznj ka

k=1
([x] jest najwieksza liczba caltkowita nie wieksza od ). Udowodnié,

Sm(n) <n4m ¢2m 1),

5. Wyznaczy¢ wszystkie pary (a,b) liczb catkowitych dodatnich t
réwnanie 22 1722 +ar b>=0 ma trzy pierwiastki catkowite (ni

nie rézne).

6. Rozne punkty A, B, C, D, E, F sa polozone na okregu k w
nosci. Proste styczne do okregu k w punktach A i D oraz proste I
przecinaja sie w jednym punkcie P. Udowodnié, ze proste AD, BC
roéwnolegle lub przecinaja sie w jednym punkcie.

7. Rozwazamy pary (a,b) liczb naturalnych takich, ze iloczyn a®
pisie dziesietnym konczy sie doktadnie 98 zerami. Wyznaczy¢ pare (|
wlasnosci, dla ktérej iloczyn ab jest najmniejszy.

8. Niech n > 2 bedzie dang liczbg naturalnag. Rozwazamy siatke



w kwadraty zawarte w tym wielokacie. Udowodnié, ze jesli wartos
nych dwoch przystajacych wielokatéow dopuszczalnych sa rowne, to v
liczby wpisane w kwadraty siatki sg réwne.

Uwaga. Przypominamy, ze obraz symetryczny Q@ wielokata P je
katem przystajacym do P.

9. Niech K, L, M beda $rodkami bokéw BC', AC, AB tréjka
Punkty A, B, C dzielg okrag opisany na trojkacie ABC na trzy tuki:
CA. Niech X bedzie takim punktem tuku BC, ze BX = XC. Anal
niech Y bedzie takim punktem tuku AC, ze AY =Y C, za$ Z takim
tuku AB, ze AZ=7B. Niech R bedzie promieniem okregu opis:
tréjkacie ABC' iniech r bedzie promieniem okregu wpisanego w trdjk
Udowodnié, ze r+ KX+ LY +MZ =2R.

IX Zawody Matematyczne Panstw Baltyckich

1. Znalez¢ wszystkie funkcje dwoch zmiennych f, ktérych argum
i wartosci f(z,y) sa liczbami catkowitymi dodatnimi, spelniajace nas
warunki (dla wszystkich dodatnich liczb catkowitych x i y):

f(l"x) =,
f(x,y) - f(y,x),
(x+y)f(ry) = yf(r,z+y).

2. Tréjke liczb catkowitych dodatnich (a,b,c) nazywamy quasi-1
skq, jesli istnieje trojkat o bokach dtugosci a, b, ¢, w ktérym miara
przeciwko boku ¢ wynosi 120°. Udowodnié, ze jesli (a,b,c) jest tréjka
tagorejska, to ¢ ma dzielnik pierwszy wiekszy od 5.

3. Znalez¢ wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich x,y, ktore s
rownanie

202 + 5y =11(zy 11).

4. Niech P bedzie wielomianem o wspdlczynnikach catkowitych. !
ze dlan=1,2,...,1998 wartosci P(n) sa liczbami naturalnymi trzycy
Udowodnié, ze wielomian P nie ma pierwiastkéw catkowitych.

5. Niech a bedzie cyfra nieparzysta, zas b cyfra parzysta. Udow
dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n istnieje liczba calkowita c
podzielna przez 2™, w ktérej zapisie dziesietnym nie wystepuja cyfry
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7. Niech R oznacza zbiér wszystkich liczb rzeczywistych. ZnaleZ
kie funkcje f: R — R spelniajace dla dowolnych z,y € R réwnanie

f@)+fy)=F(f(2)f(y)).
8. Niech Py(z)=1+z+22+ B Wykazaé, ze

“ 1
> ()@=t m(57)
k=1 2
dla kazdej liczby rzeczywistej x i kazdej liczby calkowitej dodatniej

9. Liczby «a, (3 spehiaja 0 < a < 3 <m/2. Niech v, ¢ beda liczba
Slonymi przez warunki:

(i) 0<~y<m/2 oraz liczba tg~ jest Srednig arytmetyczna liczb tga

(ii) 0< 0 <m/2 oraz liczba —— jest Srednia arytmetyczna liczb —
cosd COS (

Udowodnié, ze v < 4.

10. Niech n > 4 bedzie parzysta liczba calkowita. W okrag o pro
wpisane sa n-kat foremny i (n 1)-kat foremny. Dla kazdego wie
n-kata rozwazmy odleglosé od tego wierzchotka do najblizszego w
ka (n 1)-kata, mierzona po obwodzie okregu. Niech S bedzie sum
odlegtoéci. Udowodnié, ze S nie zalezy od wzajemnego potozenia tyc
wielokatow.

11. Niech a, b, ¢ bedg dlugo$ciami bokéw pewnego tréojkata, :
promieniem okregu opisanego na nim. Udowodnié, ze
a’+b?

R> .
2v2a2 4202 2

Kiedy zachodzi réwnos¢?
12. W tréjkacie ABC zachodzi < BAC =90°. Punkt D lezy na |
i ¥BDA=29BAD. Udowodnié, ze
11 (L + L)
AD 2\BD (CD)’
13. W pieciokacie wypuklym ABCDFE boki AE i BC sg rownol

JADE =<BDC. Przekatne AC' i BE przecinaja sie w punkcie P.
nié, ze $EAD =<BDP oraz SCBD =<SADP.

14. Dany jest trojkat ABC, w ktorym AB < AC. Prosta prze



15. Dany jest trdjkat ostrokatny ABC. Punkt D jest spodkiem
$ci opuszczonej z wierzchotka A na bok BC. Punkt E lezy na odc
i spetnione jest réwnanie

AE CD

ED DB’
Punkt F' jest spodkiem wysoko$ci opuszczonej z wierzchotka D na
Udowodnié, ze $AFC =90°.

16. Czy mozna pokryé¢ szachownice o wymiarach 13 13 czterd
dwoma klockami o wymiarach 4 1 w taki sposob, ze tylko $rodk
szachownicy pozostanie nie zakryte? (Zakladamy, ze kazdy klocek
cztery pelne pola szachownicy).

17. Niech n i k beda liczbami catkowitymi dodatnimi. Danyct
przedmiotéw (tych samych rozmiaréw) i k pudetek, z ktérych kazd
$ci n przedmiotéw. Kazdy przedmiot jest pokolorowany jednym z k
koloréw. Wykazaé, ze mozna rozmiesci¢ te przedmioty w pudetkac
sposéb, ze w kazdym pudetku znajda sie przedmioty w co najwyz
kolorach.

18. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktéryc

zbiér S o nastepujacych wlasnosciach:

(i) S sklada sie z n liczb catkowitych dodatnich, z ktérych wszystkie:
sze od 2" 1,

(ii) dla dowolnych dwéch réznych niepustych podzbioréw A i B
suma, elementow zbioru A jest rézna od sumy elementéw zbioru

19. Rozwazmy mecz ping-ponga miedzy dwiema druzynami, z
kazda sktada si¢ z 1000 graczy. Kazdy gracz grat przeciwko kazdemu
przeciwnej druzyny dokladnie raz (w ping-pongu nie ma remiséw).
nié, ze istnieje dziesieciu graczy z jednej druzyny takich, ze kazdy
druzyny przeciwnej przegral z co najmniej jednym z tych dziesieciu

20. Powiemy, ze liczba calkowita dodatnia m pokrywa liczbe 1
1,9, 9, 8 pojawiaja sie w tej wlasnie kolejnosci jako cyfry m. (Na
1998 jest pokrywana przez 215993698, ale nie przez 213326798). Ni
oznacza liczbe tych liczb catkowitych dodatnich, ktore pokrywaja 19
doktadnie n cyfr (n>5), z ktérych wszystkie sa rézne od 0. Jal
z dzielenia przez 8 daje k(n)?



ROZWIAZANIA ZADAN'

Zawody stopnia pierwszego

Zadanie 1. Dowiesé, ze wéréd liczb postaci 50™ + (50n +1)°°, gdzie n j
naturalng, wystepuje nieskonczenie wiele liczb zlozonych.

Rozwigzanie

Sposdb 1

Jezeli n jest liczba nieparzysta, to liczba 50™ z dzielenia prze
reszte 2. Jesli ponadto n dzieli si¢ przez 3, to liczba (50n+1)°C z
przez 3 daje reszte 1. Stad wynika, ze liczba 50" + (501 +1)°C jest
przez 3 dla liczb n postaci 6k+ 3. Zatem dla liczb n dajacych z
przez 6 reszte 3, liczba 50"+ (50n+ 1) jest ztozona.

Sposdb 11
Dla liczb n podzielnych przez 5 liczba 50"+ (50n+1)59 jest sum:
poteg liczb naturalnych. Przyjmijmy w tozsamosci

(1) Py’ =(r+y)(at Py+ay o +yh),
x =505 oraz y = (50n+1)0. Z nieréwnosci
l<z+y<azd+y°
wynika, ze oba czynniki stojace po prawej stronie rownosci (1) sa wiek

To oznacza, ze liczba 2 +y° = 50" + (50n+ 1) jest dla liczb n poc
przez 5 liczbg, zlozona.

Uwaga 1.
Podobnie jak w sposobie I mozna wykazaé, ze liczba 50™+ (5
dzieli si¢ przez 3 dla liczb n postaci 6k +5.

Uwaga 2.

Nie wszystkie wyrazy ciggu 50" + (50n+1)% sg liczbami ztozor
przyktad dla n =28 otrzymujemy liczbe pierwsza, ktéra ma 158 cyfr
liczba pierwsza podanej w zadaniu postaci pojawia sie dopiero dle
i ma 823 cyfry!



Zadanie 2.  Wykazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢, d
nieréwnosé
(a+b4c+d)? <3(a® + b+ +d?) +6ab.
Rozungzanie
Sposob 1
Na mocy nieréwnoéci pomiedzy $rednig kwadratows a arytmetyec:
uwaga nizej) zastosowanej do liczb a+0b, ¢ i d otrzymujemy

(a+b)2+c2+d2> (a+b)+c+d
3 - 3 ’
skad 3(a®+b%+c?+d?)+6ab> (a+b+c+d)?.

Sposdb 11
Zachodzg nastepujace zwiazki:
3(a®>+ 02+ +d*)+6ab  (a+b+c+d)? =
=3a®+3b% +3¢* +3d* +6ab
a2 ¥ 2 d® 2ab 2ac 2ad 2be 2bd  2cd
=24 +2b°+2¢* +2d* +4ab 2ac 2ad 2bc 2bd 2cd=
=1(4a®* +40* + 2 +d? +8ab 4dac 4dad 4dbc 4bd+2cd)
+3(2+d?
=21(2a+2b ¢ d)*+3(c d)®>0.
To konczy dowdd danej nieréwnosci.
Uwaga

Nieréwnos¢ pomiedzy Srednig kwadratows a arytmetyczng orzek
dowolnych liczb rzeczywistych x1,x9,...,2,,

P
n n

(1) \/x%—l—x%—i—...—l—x% T1ToF A Tn |

Jest to szczegblny przypadek nieréwnosci Schwarza (zob. Dodatek
no$é¢ Schwarza”, str. 112). Réwno$¢ w nieréwnosci (1) zachodzi wtec
wtedy, gdy x1 =23=... = 2,.

Zadanie 3. W trdjkacie réwnoramiennym ABC kat BAC jest prosty.
lezy na boku BC, przy czym BD =2 CD. Punkt E jest rz
stokatnym punktu B na prosta AD. Wyznaczy¢ miare kat:

Rozwigzanie



wiec trojkaty prostokatne CAF 1 ABE sg przystaja- ¢
ce. Stad \

\ F
(1) AE=CF oraz BE =AF. \\ 'D
Ponadto na mocy twierdzenia Talesa, \\
CF CD 1 B
Korzystajac z réwnosci (1) oraz (2) otrzymujemy A
EF=AF AE=BE AE=2 CF CF=CF. rys. 1

Trojkat CFE jest wigc trojkatem prostokatnym réwnoramiennym, a
cza, 7e SCED=<ICEF =45°.

Sposdb 11 S
Uzupemnijmy tréjkat ABC do kwadratu ABEC C
(rys. 2). Zalézmy, ze prosta AD przecina odcinek !
CF w punkcie P, za$ prosta BE przecina bok AC
w punkcie (). Poniewaz

cP_CD _1 o
AB DB 2’
wiec CP = %CF. Ponadto A,
%:ABE:Q()O %:BAE:§:CAP, rys. 2

co dowodzi, ze tréjkaty prostokatne ABQ oraz C'AP s przystajac
CP=AQ, i w konsekwencji CP=CQ (= 1AB)

Poniewaz ¥ PCQ = S PEQ =90°, wiec punkty C, Q, E, P leza n:
okregu. Stad SCED = JCQP =45°

Sposab 111

Oznaczmy przez F' $rodek odcinka BC' (rys. 3). Wykazemy naj
zachodzi réwnosé:

(3) CD?*=DF DB.

Oznaczmy: AB=AC=a. Wbwczas z de nicji
punktu D,

(4) =(zav2)*=

oraz

DF DB=(DB BF) DB=I’B BF DB~—

@\M




okregu (rys. 3). Zatem na mocy réwnosci (3),

CD DA
D*=DF DB=DE DA, skad——=_—.
(6) ¢ - TDPETCD
Trojkaty ADC' i CDE maja wspolny kat przy wierzchotku D, wigc

réwnosci (6) tréjkaty te sa podobne. Stad
SCED=<ACD =45,

Sposob IV

Niech F' bedzie rzutem prostokatnym punktu D na prosta AB
Wykazemy najpierw, ze punkty C, E, F' sa wspétliniowe. W tym
starczy udowodnié, ze

; AE  AC ‘I
7) - o
Na mocy twierdzenia Talesa mamy nastepujace ,
réwnosci: J
. AC BC 3 5
®) DF BD 2 \
Nalezy wiec dowie$é, ze AE:ED =3:2. \

Oznaczmy: AB=AC=a. Obliczmy dlugosci A S
odcinkéw AFE i ED w zaleznosci od a. rys. 4
Na mocy twierdzenia Talesa AF = %a oraz DF = %a. Zatem z |
nia Pitagorasa AD = %a\/g . Tréjkaty prostokatne AFD i AEB ma;
ny kat przy wierzchotku A, wiec sa podobne. Zatem
AE AF
AB~ AD’
skad wyliczajac wielkos¢é AE otrzymujemy AFE = %a\/g . Ponadto
ED=AD AE=1aV5 taV5=2aV5,
skad AE:ED =3:2. Dowdd réwnosci (7) zostal zakonczony, co oz
punkty C', E, F sa wspdtliniowe.
Poniewaz < BED = < BF D = 90°, wiec na czworokacie FBDE m
saé¢ okrag (rys. 4). Zatem

JCED=<AEF=90° JFEB=90° <JFDB=90"° 45°=

Zadanie 4. Dane sa takie liczby rzeczywiste x, vy, ze liczby x4y, 22 +1
i 2% +y* sa calkowite. Dowieéé, ze dla kazdej liczby caltkowis



wiec liczby 2xy i 202y sa calkowite. Gdyby liczba xy nie byla calk
liczba 2xy musialaby by¢ nieparzysta. Jednak wtedy liczba 222y% =
nie bytaby catkowita. Stad wniosek, ze liczba xy jest catkowita.

Teze dowodzimy indukcyjnie. Dla n=1 i n=2 liczba 2™ +y" je
wita. Korzystajac z tozsamos$ci

2yt = (" Ayt (e dy) ay(e™ 2 4yt ?)

widzimy, ze jezeli n >3 jest taka liczba catkowita dodatnia, ze ot
2™ 2 49" 2 oraz 2™ ' +y" ! sy calkowite, to liczba 2™ 4 y™ jest réw
kowita. Dowdd indukeyjny jest wiec zakonczony.

Uwaga

Zalozenie, ze liczba 23+ 43 jest catkowita, nie bylo w dowodzie :
stywane. Natomiast zalozenia, ze liczba x*4y* jest calkowita, pon
mozna. Pokazuje to przyklad liczb = =+/2/2 oraz y= /2/2, dla k

r+y=0, 2P+y’=1, 2P+y°=0,

4,4 _ 1
lecz 2° +y* = 3.

Zadanie 5.  Znalezé wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich z, y s
réwnanie y% =259,

Rozwigzanie

Dane réwnanie zapisujemy w postaci y=2°%/%. Poniewaz dla ke
bedacego dzielnikiem liczby 50, liczba po prawej stronie jest catkow
otrzymujemy rozwigzania réwnania dla = € {1,2,5,10,25,50}. Inne 1
nia tego réwnania otrzymamy tylko wtedy, gdy = > 2 oraz dla pewn
liczba z jest jednoczeénie k-ta potega pewnej liczby naturalnej oras
kiem liczby 50k. Jesli p jest dzielnikiem pierwszym takiej liczby x, t
Poniewaz zachodzi nieréwnoéé p* >k, wiec nie moze byé p*|k. St:
p jest réwna 2 lub 5. Jezeli p=2, to 2F|2k, skad k=2. Jezeli za$
5|25k, skad znowu k= 2. Zatem liczba 2 musi by¢ jednoczeénie kv
pewnej liczby naturalnej oraz dzielnikiem liczby 100. Otrzymujemy
we wartosci  w tym przypadku: o =4 oraz x=100. Zatem dane
ma 8 rozwigzan (z,y):

(1,1), (2,2%%), (4,2%%), (5,5%9), (10,10°), (25,625), (50,50), (1

Zadanie 6. Przekatne AC i BD czworokata wypuklego ABCD prze
w punkcie P. Punkt M jest srodkiem boku AB. Prosta M

rx e T w0 Y Yt 22 i) 21 bl ) d



Sposdb 1
Prawdziwe sa nastepujace réwnosci (rys. 1):

[MPC]=[AMC] [AMP)=1[ABC] L[ABP]=1[BCP]

Analogicznie dowodzimy, ze [M PD]= 3[ADP].
Zatem stosunek pol trojkatéw BCP i ADP jest
rowny stosunkowi pél trojkatéw M PC i M PD.
Tréjkaty MPC i MPD maja wsp6lng podsta-
we M P, a wiec stosunek ich pdl jest rowny sto-
sunkowi wysokosci opuszczonych na te podsta-
we, czyli (na mocy twierdzenia Talesa) wielkosci

CQ:DQ.

Sposdb 11
Niech K bedzie punktem przecigcia odcinkéw BD i AQ), zas niech
punktem przeciecia odcinkéw AC' i BQ (rys. 2).

-l
N
= NS

rys. 1

Poniewaz punkt M jest $rodkiem odcinka

AB, wiec na mocy twierdzenia Cevy (p. str. 120) D Q
zastosowanego do trdjkata ABQ otrzymujemy v
BL_AK . [BCP|_[ADP b
Qg kKQ Y [CQPl [DQP!
Zatem ‘
[BCP] _ [CQP]_ CQ )
[ADP] ~ [DQP]  DQ’ ng )

Sposdb 111

Niech E bedzie punktem przeciecia prostej M@ z prosta prze
przez punkt A i réwnolegla do C'D. Podobnie, niech F' bedzie punkt
ciecia prostej M Q z prosta przechodzaca przez punkt B i réwnolegl

(rys. 3). C
Na mocy twierdzenia Talesa n %
AE  AM
BF MB P
skad E
BCPl_CP BP_CQ BE_cQ L
[ADP] AP DP AE DQ DQ



Mamy dowiesé, ze
(1) [BC'P] _ cQ

[ADP] DQ°
Wielko$é¢ CQ:DQ jest réwna stosunkowi pél trdjkatéw CPQ i DI
oba trojkaty maja wspolna wysokos¢ opuszczona na podstawy C'Q)
Zatem réwnos$é (1) przybiera postaé

BP CP [CPQ)] Q
AP DP [DPQ|’ D
czyli
BP CP CP (CQ siny P
AP DP DP CQ sinf
Nalezy wiec dowies¢, ze ‘
BP  siny A M
AP sin 3 rys. 4

lub BP sinf=AP sinvy. Po pomnozeniu ostatniej réwnosci przé
wodzona przez nas tozsamosé przybiera postaé [BPM]|=[APM]. Ta
jest prawdziwa, gdyz punkt M jest érodkiem boku AB. Dowdd réw
jest wiec zakonczony.

Zadanie 7. Dana jest liczba naturalna n>2. Wyznaczyé wszystkie
ny P(z)=ag+a1z+...+a,xz™ majace dokladnie n pierwia
wigkszych niz 1 oraz speliajace warunek

ag +aia, = a% +apa, 1 -
Uwaga: Pierwiastki sa liczone z uwzglednieniem krotnosci:
ba x( jest pierwiastkiem k-krotnym wielomianu P(z) (tzn.
lomian P(z) jest podzielny przez wielomian (z x ()", ale
(x m)FHL), wéwcezas liczba xg jest traktowana jak k pier
wielomianu P(x).
Rozwigzanie
Niech p1< p2<...< p, beda pierwiastkami wielomianu spe

go warunki zadania. Wéwcezas p1 > p2 > ... > p, > 1 oraz a, # 0. Por
1 1
an 1 =an(p1+p2t...+pn), @ =anp1pz---pn(—+—+---+—
2 I
oraz ag = a,p1p2..-pn- Warunek a3 +aia, = a2 +apa,, 1 moina wiec |
w postaci

1 1 1
—+ o t—=——4+p1+tp2t+...+pn.

1
pip2---Pnt+—+
D1 Do D D1DOe.. Do



oraz, ze

(2) réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy pe =ps=...=py =
Dla n =2 nier6wnosé¢ (1) przybiera postaé

1 1 1
(3) pip2+—+—>——+p1+pe.

p1 P2 p1p2

Jest ona réwnowazna nieréwnosci

pips Dip2 pips+pip2>pipe p1 petl,

czyli pipa(pr 1)(p2 1) >(p1 1)(p2 1), co przy zalozeniu p; > p
spelnione. Rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy po 1=0.
Zalbézmy teraz prawdziwosé nieréwnosci (1) oraz stwierdzenia (2)
nej liczby n > 2. Niech ponadto dane beda liczby py > p2 > ... 2 p, >
Wowczas pipa > p3 > ... 2 ppy1 2> 1, skad na mocy zalozema indukc;

1 1 1
(p1p2)P3---Pnpni1+——+—+...+—+
pip2  P3 Pn pn+1

(4)

2 +p1p2+p3+...+Pn+DPnt1
(P1P2)P3---PrPn+1

oraz réwnoé¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ps=...=pn =pn+1
Dodanie nieréwnoéci (3) i (4) stronami daje
1 1 1 1 1
P1P2P3---PnPn+1 + + +—+...+—+ >
b2 Dp3 Pn Pn+1
1
> +p1+p2+p3+...+Pn+DPnt1
P1P2P3---PnPn+1
Réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy p2 =p3s=... = pn = Pn+t1

Ze stwierdzenia (2) wynika zatem, ze wielomiany spelniajace wa
dania maja posta¢ P(x)=a(x+1)" ! (x+b), gdzie a jest dowolna r
liczba rzeczywista, zad b> 1

Zadanie 8. Dana jest liczba naturalna n>2 oraz zbiér n-elementow:
znaczy¢ najmniejsza liczbe naturalng k, dla ktérej istnieja |
Aq,As,..., A zbioru S o nastepujacej wlasnosci: dla dowoln;
réznych elementéw a,b € S istnieje taka liczba j € {1,2,...,k
A;n{a,b} jest jednoelementowy.
Rozwigzanie
Wykazemy, ze k= [logy(n  1)+1], tzn. 28 1 <n <2



na i-tym miejscu jedynke. Dowolne rézne elementy a i b zbioru S m,
czas przypisane rézne numery, ktére roznig sie, powiedzmy, na j-tym
Wtedy do zbioru A; nalezy doktadnie jeden z elementéw a, b.

Tak znaleziona liczba k jest najmniejsza. Zalézmy bowiem, ze
zbiory Ai,As,..., Ay spelniajace warunki zadania dla 2F <n. Kazd
mentowi z zbioru S przypisujemy uklad k liczb (c1,co,...,cx) wedh
pujacej zasady:

i:{o gly wddi iy .
1 gdy x€A;
Poniewaz 2% < n, wiec istnieja dwa rézne elementy a,b € S, ktére m.
pisany ten sam uklad liczb. To za$ oznacza, ze element a nalezy do d
tych samych zbioréw spoérod Aq,As,..., Ay, co element b.

Zadanie 9. Punkty D, E, F lezg odpowiednio na bokach BC, CA, AL
ABC. Okregi wpisane w tréjkaty AEF, BFD, CDE sa s
okregu wpisanego w trojkat DEF. Udowodnié, ze proste
CF przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Rozwigzanie

Sposdb 1

Rozwigzanie to opiera sie na twierdzeniu méwiacym o tym, ze
dwdch jednokladnosci jest (na ogdt) jednoktadnoscia. Doktadne sfor
nie tego twierdzenia oraz jego dowdd znajduje sie na koncu niniejszej

(zob. Dodatek, ,Twierdzenie o ztozeniu jednoktadnosci”, str. 114).

Niech K, L, M beda odpowiednio punktami stycznosci okregu
go w tréjkat DEF' z bokami EF, FD, DE (rys. 1). Przyjmijmy po

okrag wpisany w tréjkat AF'E jest styczny do bokéw EF, FA, AE o

nio w punktach K, P, Q. Wowczas ME=KFE=QF oraz LFF =K

Stad otrzymujemy

AF+DE=AP+PF+DM+MFE=AQ+QF+FL+LD=AF-
M D

E
L



Niech 01 bedzie okregiem wpisanym w trojkat DEF, za$ 02
wpisanym w trojkat ABC' (rys. 2). Punkt D jest $rodkiem jednokta
o skali dodatniej, przeksztalcajacej okrag o1 na 04; punkt A jest s
jednoktadnosci jo o skali dodatniej, przeksztatcajacej okrag o4 n:
tem jednoktadno$¢ j o skali dodatniej, przeksztatcajaca okrag o1 n:
ztozeniem jednoktadnoéci ji i jo — jej érodek lezy wiec na prostej .

B

rys. 2
Analogicznie dowodzimy, ze srodek jednokladnos$ci j lezy na pros
iCF.
Whiosek: proste AD, BE, CF maja punkt wspoluy, bedacy
jednoktadnoéci okregéw o1 i 0o.

Uwaga

Prawdziwe jest twierdzenie odwrotne do tego, z ktorego korzysta
poczatku powyzszego rozwiazania, a mianowicie: jesli w czworokqg
mozna wpisac okragg, to okregi wpisane w tréjkgty AFE oraz DEF sq
Nietrudny dowdd pozostawiamy Czytelnikowi.

Sposob 11

Poniewaz okrag wpisany w trojkat DEF jest styczny do okreg
sanych w trojkaty AEF, BFD, CDE, wiec w czworokaty AFDE,
CEFD mozna wpisaé¢ okregi (zob. poczatek sposobu 1). Oznaczn
wpisane w wyzej wymienione czworokaty odpowiednio przez o4, op

Wykazemy, ze tréjkaty ABC oraz DEF maja 0§ perspektywiczn
datek, ,Twierdzenie Desarguesa’, str. 117). Wéwczas na mocy tw
Desarguesa, trojkaty te maja srodek perspektywiczny. To oznacza,
AD, BE, CF przecinaja sie w jednym punkcie.

Pozostalo wiec udowodnié, ze tréjkaty ABC, DEF maja oS pe
wiczng. W tym celu rozpatrzymy trzy przypadki.

(a) Zalézmy najpierw, ze zadna z par (AB,DE), (BC,EF), (
nie tworzy pary bokéw réwnoleglych, tzn. AB DE, BC )| EF, (



punkt Y jest $rodkiem jednoktadnosci jo o skali dodatniej, ktora pr
ca okrag op na okrag oc. Zatem zlozenie jgoj; jest jednokladnosc
srodek lezy na prostej XY. Z drugiej strony jednoktadno$é¢ jsoji
le dodatnia i przeprowadza okrag o4 na okrag oc. Srodkiem jej .
punkt Z. WykazaliSmy tym samym, ze punkty X, Y, Z sa wspc
Zatem trojkaty ABC i DEF majg 0§ perspektywiczna.

(b) Zalézmy z kolei, ze dokladnie jedna sposéréd par (AB,DFE), (1
(CA,FD) jest para prostych réwnoleglych. Bez straty ogdélnosci
przyjaé, ze CA || F D, oraz ozmaczy¢ X = BANDE,Y =BCNEF.
jac tak samo jak w przypadku (a) widzimy, ze punkt X jest $rodkie
ktadno$ci j1 o skali dodatniej, przeksztatcajacej okrag o4 na okrag
punkt Y jest $rodkiem jednokladno$ci js o skali dodatniej, ktora prze
okrag op na okrag oc. Poniewaz promienie okregdw o4 i oc s je
wiec ztozenie jo 041 jest przesunieciem. Wektor tego przesuniecia jes
legly do prostej XY jak rowniez do prostej taczacej srodki okregow
Proste XY, AB, C'D sa wiec réwnoleglte, co w tym przypadku oz
trojkaty ABC i DEF maja o$ perspektywiczng.

(c¢) Pozostal do rozpatrzenia przypadek, w ktérym co najmniej d
sposrod (AB,DE), (BC.EF), (CA,F D) sa parami bokéw réwnoleg]
straty og6lnosci przyjmijmy, ze tymi dwiema parami sa (BC,EF') i ((
Wéwezas na mocy twierdzenia Talesa

BD CE AF

DC EA FB’
skad wynika, ze réwniez AB | DE. Zatem, zgodnie z przyjeta ko
réowniez w tym przypadku tréjkaty ABC i DEF maja oS perspekty

W dwdéch kolejnych sposobach skorzystamy z nastepujacego lem
Lemat
Punkt 7 jest $rodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC (rys. :
ten jest styczny do boku AB w punkcie K. Wowczas
) AC AK_<A1)2
BC BK \BI)
Dowdd

Oznaczmy:

a=JCAT=IKAI, 3=3CBI=YKBI.



Korzystajac z de nicji funkeji trygonometrycznych oraz stosujac twi

sinuséw do trojkatow ABC i ABI, mozemy powyzsza réwnosé |

kolejno jako:

sin2 sin 3 2sinf3 cos3 sin/
= cOSQ ————— =CO0S

- =cos —
sin2« sina

cosq - =
2 sina cosa sinc

Ostatnia zalezno$é¢ jest spetniona dla dowolnych liczb 0 < a <
0<fB<m/2. Dowdd lematu jest wiec zakonczony.

Sposob 111
Oznaczmy przez [4, I, Ic, I odpowiednio érodki okregdéw w
w trojkaty ARF, BFD,CDFE, DEF. Niech ponadto K, L, M beda
stycznodci okregu wpisanego w trojkat D EF odpowiednio z bokami |
DE. Punkty K, L, M sg rowniez punktami stycznosci okregdéw w
w trojkaty AEF, BFD, CDE z bokami tréjkata DEF (rys. 4).
powyzszy lemat do tréjkatow EDC, FEA, DF B otrzymujemy kole
CD MD (DIc\?> AE KE (EI4\> BF LF _(F
CE EM_(EIC> " AF ﬁ_(F—I) " BD ﬁ_(ﬁ
Poniewaz EM =KFE, FK=LF oraz DL=MD, wigc mnozac stro
wyzsze zaleznosci otrzymujemy
CD AE BF (Dlc Ela Flp 2_ DIc\? (EI4\? /.
" ¢k AF BD - (EIC FI, DIB) N (D—IB> (E—IC) (
Dalej zauwazamy, ze
2({MDIc+SIgDI)=29¥MDIc+24<LDI+2¥IgDL = 18

skad $IgDI=90° SMDIc=<SI11cD. Ponadto SIgID=<DM
tatnich dwoch réwnosci wynika, ze tréjkaty IDIp oraz [1cD sa po

y




Uzyskujemy zatem nastepujace proporcje:

DIl 1l¢ DI ID
— = oraz —_— =
DIgp ID DIg Ilp
DI, 1]
Mnozac je stronami dostajemy <—C) = C Analogicznie dowo«
DIp 1ip
(EIA)2 I, <FIB )2 Il
—_— ) == oraz — | ==—.
EIC I[C Fiy 114

Laczac ze sobg trzy ostatnie réwnosci oraz zalezno$é (4) otrzymujer
CD AE BF Ilc IlI4 Ilp 1
CE AF BD Ilg Il Iy '

skad, na mocy twierdzenia Cevy (zob. str. 120), odcinki AD, BE, (

cinaja sie w jednym punkcie.

Sposdb IV

Przyjmijmy takie same oznaczenia jak w sposobie III. Niech
ra, B, Tc, r beda odpowiednio promieniami okregdéw wpisanych
katy ALF, BFD, CDE, DEF oraz niech t=DL=DM, y=F]I
2=FK=FL, a=<MDIg, 3=<IDM=<IDL, v=<IgDL (r

A

rys. b

Poniewaz SCDE+<SEDF +<FDB=180°, wiec a+p+v=9
otrzymujemy réwnosci: ctg(8+v) =ctg(90° «)=tga. Przeksztalc:
nowaznie ostatni zwiazek dostaiemv koleino:



skad 2% =r(rg+rc)+rpro. Analogicznie obliczamy:
v =r(rc+ra)+rera oraz 22 =r(ra+rg)+rarp.
Korzystajac z lematu oraz z powyzszych trzech wzoréw otrzymujen
EC y y*+1& r(ro+ra)+rera+rd

CD z  a2+r% r(rg+rc)+rpro+ra
_(r4rc)(re+ra)  TC+TA
(r+rc)(rc+rp) rc+rp

W ten sam sposdéb dowodzimy, ze

DB x rg+re FA 2 raq+rp

BF z rg+ra oraz AE y  ratre’
Mnozac stronami trzy ostatnie rownoéci dostajemy

EC DB FA ro+ra rg+rc ra+rm .

CD BF AE rc+rg rg+ra rat+rc
skad, na mocy twierdzenia Cevy (zob. str. 120), odcinki AD, BE, (

cinaja sie w jednym punkcie.

Zadanie 10. Dana jest liczba 21 > 0. Ciag (zy,) jest zde niowany wzoren

$n+1=In+E dla n=1,2.3,... .
T
Udowodnié, ze istnieje granica lim —3n , 1 obliczy¢ ja.
n— 00 \/ﬁ

Rozwigzanie
W rozwigzaniu skorzystamy z nastepujacego twierdzenia:

Jezeli ciqg (an) jest zbiezny do granicy g, to cigg (by), okreslony w:

ai+az+...+an
bn: 3

n
jest rowniez zbiezny i jego granica wynosi g.

Dowdd tego twierdzenia znajduje sie w Dodatku, str. 116.
Podstawmy y,, = 3. Wtedy
1\3 3 1
yn+1:yn<1+_) =Yn+3+—+—5.
Un Yn  Yn
Skoro yp4+1>yn+3, wiec ciag (y,) jest rozbiezny do nieskonczon
tem na mocy powyzszej rownosci (Yn+1  Yn) — 3. Z ostatniej zbiezn
z zacytowanego wyzej twierdzenia zastosowanego do ciagu
Y1 dla n=1
an =
Yn Yn1 dla n>1

rzvmitiermy



Zadanie 11. W urnie znajduja si¢ dwie kule: biala i czarna. Ponadto
dyspozycji 50 kul biatych i 50 czarnych. Wykonujemy 50
stepujaca czynnoséé: losujemy z urny kule, a nastepnie wrz
z powrotem do urny oraz doktadamy jedng kule tego san
ru, co wylosowana kula. Po zakonczeniu tych czynnosdci m
w urnie 52 kule. Jaka liczba kul bialych znajdujacych sie w
najbardziej prawdopodobna?

Rozwigzanie

Niech P(k,n), gdzie 1 <k<n 1, oznacza prawdopodobienstwo z
ze gdy w urnie jest n kul, to doktadnie k z nich ma kolor biaty. Udoy
ze

n k ko1

(1) P(1,2)=1 oraz P(k,n—}—l):TP(k:,n)—}—TP(k 1,7

Pierwsza z powyzszych réwnoéci jest oczywista. Druga wynika z n:

cych rozwazan.

Zastanawiamy sie, kiedy po dotozeniu (n+1)-szej kuli do urny
jacej n kul w urnie znajdzie sie doktadnie k kul biatych. Jest to
w nastepujacych dwoch sytuacjach:

(a) Jako (n+1)-szq kule dolozono kule czarng. Wowczas przec
niem tej kuli musialo by¢ w urnie k kul biatych. Prawdopodobiens
zdarzenia wynosi P(k,n). Kule czarng wylosowano wiec z prawdop
stwem % Zatem prawdopodobienstwo tego, ze w urnie zawieraje
kul doktadnie k jest bialych, pod warunkiem, ze ostatnia dorzucona
czarna, wWynosi

n k
—— P(k.n).
— P(k.n)

(b) Jako (n+1)-szq kule dotoZono kule bialg. Wéwczas przed do
tej kuli musiato byé w urnie doktadnie & 1 kul bialych. Prawdopodo
tego zdarzenia wynosi P(k 1,n). Kule biala wylosowano wiec z p1
dobienstwem le Stad prawdopodobienstwo tego, ze w urnie zaw
n+1 kul dokladnie k jest bialtych, pod warunkiem, ze ostatnia d
kula jest biata, wynosi

ko1
——P(k 1,n).
Pk 1)
t.aczac ze soby dwa powyzsze przypadki dostajemy drugg z réwn
Korzystajac ze wzoréw (1) dowodzimy indukcyjnie (ze wzgledu -



to dla k=1,2,...,n mamy

k ko1 ko1 ko1
P(k:,n+1):nTP(k:,n)+TP(k 1n)=" +

n n 1 noon
W szczegodlnosci

1
P(k52)==  dla k=12...51

Zatem kazda mozliwa liczba kul bialych po 50 losowaniach (od 1 dc
jednakowo prawdopodobna.

Zadanie 12. Wszystkie wierzcholki szedcianu o krawedzi a lezg na po
czworoscianu foremnego o krawedzi 1. Wyznaczy¢ mozliwe w

Rozwigzanie

7 warunkéw zadania wynika, ze dany szeScian ABCDA'B'C'D’
wnatrz danego czworoscianu K LM N. Mozliwe sg dwa przypadki:

(a) Istnieje Sciana czworoscianu K LM N (na przyktad K LM), :
leza co najmniej trzy wierzchotki szescianu;

(b) Na kazdej $cianie czworos$cianu K LM N leza dokladnie dwa w
ki szedcianu.

Rozwazmy najpierw przypadek (a). Trzy wierzchotki sze$cianu,
73 na $cianie K LM, muszg by¢ wierzchotkami jednej $ciany tego s
To oznacza, ze pewna $ciana sze$cianu, powiedzmy ABCD, lezy
trojkata K LM ; pozostale cztery wierzchotki A’, B/, C’, D' znajdu
$cianach K LN, LM N, M K N. Bez straty ogélnosci mozemy przyjac
na K LN zawiera ktore$ dwa sposéréd punktéw A’, B’, C', D'. Musz:
dwoma kolejnymi wierzchotkami kwadratu A’B’C’'D’. Nie tracac
rozwazan, mozemy przyjac, ze punkty A’, B’ leza na $cianie KL N, |
lezy na $cianie LM N, za$ punkt D’ znajduje sie na $cianie M KN |

Warunek (a) wyznacza wigc jednoznacznie (z doktadnoscig d
tych oznaczen) polozenie danego szeScianu wewnatrz czworoscianu fc
o krawedzi 1. Przystepujemy do wyznaczenia dlugosci krawedzi a.

Oznaczmy przez K', L', M’', odpowiednio punkty przeciecia
KN, LN, MN z ptaszczyzng A’ B'C'D’. Czworoécian K'L'M'N jest
Oznaczmy jego krawedz przez b. Wtedy K'A'=B'L' = (av/3)/3, sk

(1) b—a+2T\/§a.

Wvaenkodé czworoécianit foremneco o krawed7l N\ wvrarza <ie w7orem



skad wykorzystujac réwnosé (1) mamy
V6
a=—=—.
V6+2v2+3

rys. 2

rys. 1

Pozostal do rozpatrzenia przypadek (b).

Kazdy z czterech odcinkéw tgczacych wierzchotki danego szescian
na tej samej $cianie czworoscianu K LM N, jest krawedzia tego s
Odcinki te nie maja wspolnych koncéw. Przypusémy, ze krawedz
na $cianie K LM. Wéwcezas jedna z krawedzi A’B’ lub CD lezy na
Scian KLN, LMN, MKN. Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze -
na KLN. Wtedy proste AB i A’B’ sg réwnolegle do krawedzi KL
tym idzie, proste CD i C'D’ sg prostopadle do krawedzi M N; nie m
one lezeé¢ na écianach LMN i KM N. Mozemy zatem zalozyé, ze
CC" lezy na $cianie LM N, za$ odcinek DD’ znajduje si¢ na $ciani
(rys. 2).

Oznaczmy przez X, Y, Z, T odpowiednio $rodki krawedzi KN, |
MK. Woéwczas kwadraty A’B'BA oraz D'C'C'D maja boki réwno
powiednio do bokéw kwadratu XY ZT. Stad istnieje (w przestrzen
jednoktadnosci P kwadratéw A'B'BA 1 XY ZT, lezacy na krawedzi
$rodek jednoktadno$ci Q kwadratéw D'C'CD i XY ZT, lezacy na
M N. Skale jednoktadnosci w obu przypadkach sg rowne i wynoszg,
glosci od punktéw P i @ do plaszczyzny XY ZT sy réwne i wynos:
Stad wynika, ze odlegloéci od ptaszczyzn A’B’'BA i D'C'C'D do pta
XY ZT sa réwne — a wiec kazda z nich wynosi a/2. Te trzy wie
zwigzane ze soba zaleznoscia

7~ .



Reasumujac: mozliwe warto$ci a wynosza

\/6 ora 1
—_— 4 .
V6+2v2+3 24+4/2

Zawody stopnia drugiego

Zadanie 1. Dana jest funkcja f:(0,1) — R taka, ze f(1)=( 1)" dlan
Wykazaé, 7e nie istnieja funkcje rosnace ¢:(0,1) — R, h:(0,1]
ktérych f=g h.
Rozwigzanie
Przypusémy, ze istnieja funkcje g i h spelniajace warunki zadani
waz funkcje te sa rosnace, wigc dla kazdego k € N mamy

9(err) = flagm) +h(ggm) = 1+h(gy) <
< 1+h(g)=14+h(3) 2=
=f(gp)+h(zp) 2=9(5) 2<9(zT) 2

7 monotoniczno$ci funkeji g oraz powyzszych nieréwnosci dostajem

9(0)<g(gpr) <9(mt) 2<9(zy) 4<..<g(z) 2k 1)<y
Zatem g(1) ¢(0) > 2k dla dowolnego k € N, co nie jest mozliwe.

Uwaga

Zadanie wigze sie z pojeciem funkcji o wahaniu ograniczonym.
ze funkcja f:(a,b) — R ma wahanie ograniczone, jezeli istnieje taka 1
ze dla dowolnej liczby naturalnej n i dowolnych liczb rzeczywistych

A< T <N <T2<Y < ... <Tp <Y <b

zachodzi nieré6wnosé

) fl)l+1f(2)  flr2)[+.+[f(yn)  flan)| <M.

Funkcje, ktére nie speliaja powyzszego warunku, nazywamy funkcje
haniu nieograniczonym.
Zauwazmy, ze dana w tresci zadania funkcja f ma wahanie nieogr:
Wystarczy bowiem przyjac
1 1
T on 2k+2 Y PP Ton ok

Woéwezas 0z <y1 <wo<ye<...<x,<y,<1 oraz

" ps N ns Nl 1 ps N n s N1 1" ps N ns N | o~

dla k=1,2,...,



Zadanie 2. SzeScian S o krawedzi 2 jest zbudowany 7z oSmiu szesciandv
kowych. Klockiem nazwiemy bryte otrzymana przez usunic
$cianu S jednego sposrod osmiu szesciandéw jednostkowych
T o krawedzi 2" jest zbudowany z (2")2 szeScianéw jedno:
Udowodnié, ze po usunigciu z szeScianu 7' dowolnego spos
szesciandéw jednostkowych powstaje bryta, ktora daje sie
wypelni¢ klockami.

Rozwigzanie

Przeprowadzimy dowdd indukcyjny. Dla n =1 teza zadania jest o
prawdziwa.

Niech n bedzie liczbg naturalng, dla ktorej teza zadania jest pr:
Rozwazmy szeécian C' o krawedzi 2" z wyréznionym szescianem je
wym D. Sze$cian C' dzielimy na osiem przystajacych szeSciandéw C'y,(
kazdy o krawedzi 2". W jednym z nich (przyjmijmy, ze w C7) zna
szeScian jednostkowy D. Potézmy klocek K w samym Srodku szes
tak, aby jego cze$¢ wspdlna z kazdym z szedcianéw Cs,Cs,...,Cg |
Scianem jednostkowym (analogiczna sytuacja przedstawiona jest 1
w przypadku dwuwymiarowym).

rys. 1

Na mocy zalozenia indukcyjnego mozna wypelnié¢ klockami zaré
Scian C7 z usunietym szeScianem jednostkowym D, jak i kazdy z
now Co,Cs,...,Cs z usunietym szescianem jednostkowym stanowiac
wspdélng z klockiem K.

W ten sposéb wypelnimy klockami szescian C' z usunietym sz
jednostkowym D, co konczy dowdd indukeyjny.

Tadamie Coworolkat vwvniilklvy ARC'D ioct wnicany w okraoc Piinltv



Rozwigzanie
Sposdb 1
Zalézmy najpierw, ze proste AD i BC nie sa réwnolegle i pi
si¢ w punkcie S (rys. 1). Poniewaz $BAS=180° $BCD =4 D(
trojkaty ASB i C'SD sg podobne. Ponadto
AB_ | BE_| FD_CD . AE_AB_A
AE A Tcr - cr ™ CFT oD ©
7Z powyzszych zwigzkéw oraz z réwnosci S EAS = S FCS wynika, ze
ASE i CSF sa podobne. Stad $DSE = JCSF oraz
SE SA AB EP
SF  SC CD PF’
co dowodzi, ze YESP=<FSP. Zatem punkt P lezy na dwusiec:
ASB, czyli jest on rownoodlegly od prostych AD i BC. Stosunek
katéw APD i BPC jest wiec rowny stosunkowi dlugosci bokéw A
czyli nie zaleZond wyboru punktéw F i F.

rys. 1 rys. 2

Zalézmy teraz, ze proste AD i BC' sa réwnolegle (rys. 2). Wtedsy
kat ABC'D jest trapezem réwnoramiennym, gdzie AB=CD. Punl
wiec Srodkiem odcinka FEF', co oznacza, ze jest on réwnoodlegly
stych przechodzacych przez punkty F, F'iréwnoleglych do podstaw
ABCD. Ponadto BE=DF, skad wynika, ze punkty F i F s3 je
odlegte odpowiednio od prostych BC i AD. Zatem odlegltosci od p
do prostych BC' i AD sa takie same. Tym samym stosunek pdl t
APD i BPC jest réwny stosunkowi dtugosci odcinkow AD i BC,
zalezy od wyboru punktéw F i F.

Sposdb 11
Udowodnimy najpierw nastepujacy

Lemat
Danv iest trapez ABC D o podstawach AB i1 CD. Prosta réwne



Dowdd
Niech P bedzie punktem przeciecia przekatnej BC z odcinkiem K

czas na mocy twierdzenia Talesa D
DP LC
e — — K,
KP 5D AB 0 AB iz
oraz Bp LB
PL=—— (CD=—— CCD.
BD BC A rys. 3

Dodajac stronami powyzsze réwnosci dostajemy teze.

Przystepujemy do rozwiazania zadania.
Poniewaz AE:EB=CF:FD, wiec

(1) A—E:C—F:)\ oraz %:Q:u
AB CD AB CD
7 warunku FP:PF = AB:CD wynika natomiast, ze
(2) P = _AB oraz Pr = _ D .
EF AB4+CD EFF  AB+CD

Oznaczmy przez A', D', E', F', P’ odpowiednio rzuty prostokat
tow A, D, E, F, P na prosta BC (rys. 4). Na mocy udowodnione
lematu oraz réwnosci (2) otrzymujemy

EP FP AB D

pp =T pp g 2B pp CD
gF T EF AB+CD ' TAB+CD

B E'A P D F C
rys. 4

Korzystajac z twierdzenia Talesa oraz réwnosci (1) uzyskujemy

A AB n CD
PP =" "— DD+ ——— AA
AB+CD Dt AB+CD
Mnozac obie strony powyzszej réwnosci przez %BC mamy
A AB w CD

79\ T DY s Yalk a1l



Wprowadzmy dla zwieztosci zapisu nastepujace oznaczenia:
a=9DAB, [B=9ABC, y=<4BCD, 6=9CDA.
Poniewaz na czworokacie ABC' D mozna opisa¢ okrag, wiec sinq =+
sin#=sind. Stad oraz z réwnosci (3) i (4) otrzymujemy
[APD] pn AB [ADC]+X CD [ADDB]

[BPC] M\ AB [BCD)+u CD [BCA]
. AB AD CD sind+A CD AB AD
A\ AB BC CD siny+u CD AB BC
_AB AD CD (psind+Asina)AD
~ AB BC CD (Asiny+psinB)BC’
Otrzymana wielko$¢ nie zalezy od wyboru punktéow E, F', co koncz

Zadanie 4. Punkt P lezy wewnatrz trojkata ABC' i spelnia warunki:
(1) JPAB=<PCA oraz JPAC =< PBA.
Punkt O jest érodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC.
ze jezeli O # P, to kat APO jest prosty.
Rozwigzanie
Sposdb 1
Oznaczmy przez K, L, M odpowiednio punkty przeciecia prost
BP, CP z okregiem opisanym na tréjkacie ABC' (rys. 1). Na mocy
IBAK =4ACM dhugosci tukéw BK i AM sa réwne. Analogicznie,
tukéw KC'i LA sa réwne. (Dlugo$é tuku XY jest mierzona od punl
punktu Y w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara).

rys. 1 rys. 2

Odcinki LC, AK, M B sa wiec réwnolegle (rys. 2). Zatem maja o



Sposdb 11

Niech M i N beda odpowiednio $rodkami bokéw AB i AC' (rys
niewaz SANO = SAMO =90°, wiec okrqg opisany na tréjkqcie A
chodzi przez punkt O ($rednicy tego okregu jest odcinek AO). Wyke
punkt P lezy na tym okregu.

C
A

AN M
rys. 3 rys. 4

Na mocy réwnosci (1), trojkaty ABP oraz C AP sg podobne. Z:
BM AB BP
AN AC AP’
Ponadto $MBP =<NAP. Tozsamosci te dowodza, ze tréjkaty M
N AP sy podobne (rys. 4). Stad <BMP =<JANP, czyli
JAMP+<SANP=180°.
Powyzsza réwno$é oznacza, ze okrgg opisany na trdjkgcie AMN p
przez punkt P. Zatem punkty A, M, O, P, N leza na jednym okreg

JAPO =SANO =90°.

Sposdb 111
Niech prosta AP przecina okrag opisany na trojkacie ABC w p
(rys. 5). Wéwezas zachodza réwnosci:

(2) IBCQ=YBAQ=YACP, skad <JIPCQ=JACB.

Mamy ponadto nastepujace zaleznosci: C
‘V

(3) IPQC =YAQC =< ABC.

Z drugiej réwnosci (2) oraz z tozsamosci (3) wy-

nika, ze tréjkaty ABC i PQC' sa podobne. Po-
dobne sa réwniez trojkaty APC oraz ABP. Stad o)

v



Zadanie 5. Niech S={1,2,3,4,5}. Wyznaczy¢ liczbe funkcji f:5— S
cych ré6wnoéé f59(x) =z dla wszystkich x € S.
Uwaga: f*°(z)=fofo...of(z).
50
Rozwigzanie

Sposdb 1

Niech f bedzie funkcja spetniajaca warunki zadania. Dla liczb x #
jemy fY(f(z))=z#y=f*(f(y), skad f(x)# f(y). Poniewaz f
niez funkcja ,na”, wiec f jest permutacja zbioru S. Oznaczmy pi
(z € S) najmniejsza liczbe catkowita dodatnia, dla ktérej f7(@)(z) =
czas r(x) <5 oraz r(x)|50, skad r(z) € {1,2,5}.

Jezeli istnieje taka liczba a € S, ze r(a) =5, to liczby a, f(a), f?(c
f*(a) sa r6zne — wyczerpuja wiec zbiér S. Wtedy dla dowolnej licz
r(z)= 5 FunkQ]a f jest wiec jednoznacznie wyznaczona przez pe
(f(1),f2(1),f3(1),f4(1)) zbioru {2,3,4,5}; zatem moze byé¢ ona okre
4! 24 sposoby

Jezeli dla wszystkich x € S zachodzi r(z) =1, to f jest funkcja
nosciowa. Taka funkcja jest jedna.

Pozostal do rozpatrzenia przypadek, w ktérym najwieksza wartos
na przez funkcje r wynosi 2. Niech wiec a bedzie takim elementem :
ze r(a) =2. Wtedy takze r(b) =2, gdzie b= f(a).

Jezeli r(x)=1 dla wszystkich z € S\{a,b}, to f jest wyznaczo
wybér dwuelementowego podzbioru {a,b} zbioru S, co mozna uc
(g) =10 sposobéw.

Jezeli natomiast istnieje taka liczba ¢ € S'\ {a,b}, ze r(c) =2, to pr:
d= f(c) oraz oznaczajac przez e jedyny element zbioru S\ {a,b,c,d]

(1) fla)=b, f(b)=a, [flc)=d, [fld)=c, fle)=e.
Taka funkcja f jest wyznaczona przez wybor liczby e (mozna to z
5 sposobdéw) oraz podzial zbioru S\{e} na dwa podzbiory dwuele
{a,b} i {c,d} (istnieja 3 takie podzialy). Dostajemy wiec 15 funkc
ci (1).

Lacznie istnieje 50 funkcji spelniajacych warunki zadania.

Sposdb 11
Zamiast liczy¢ permutacje zbioru piecioelementowego spelniajace
podany w zadaniu, mozna policzy¢ te permutacje, ktére go nie spel
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(4) fla)=b, f(b)=c, [flc)=d, f(d)=a, fle)=e,
gdzie {1,2,3,4,5} ={a,b,c,d.e}.

Liczby a, b, ¢ ze zbioru {1,2,3,4,5} mozna wybraé¢ na (g) =10 s
za$ ustawi¢ cyklicznie na 2 sposoby. Zatem istnieje 20 permutacji pc
oraz 20 permutacji postaci (3).

Podobnie, liczby a, b, ¢, d ze zbioru {1,2,3,4,5} mozna wybraé n
sposobéw, zas ustawié cyklicznie na 6 sposobdéw. Zatem istnieje 30 pe
postaci (4).

Stad wynika, ze istnieje 70 permutacji nie spelniajacych warus
dania, a wiec z ogélnej liczby 5! =120 permutacji pozostaje 50 s;
permutacji.

Zadanie 6. Dana jest liczba naturalna k> 2 oraz liczby catkowite a;
speliajace warunki
a1 +2'ay+3'ag+...+n'a, =0  dla i=1,2,....k
Dowiesé, ze liczba ai +2%as + 3k az + ...+ nFa,, jest podzieln:

Rozwigzanie

Dla dowolnej liczby catkowitej m > k liczba (') jest catkowita. |

dowolnej liczby catkowitej dodatniej m, liczba m(m 1)(m 2)...(:
jest podzielna przez k!. Istnieja wiec takie liczby catkowite b1,bo,...
dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej m,

mF=bym—+bom?+...4+by 1 mk ! (mod &!).

Mnozac powyzsza kongruencje przez a,,, a nastepnie dodajac strc
m=1 do m =n otrzymujemy

a1+ 2%as +...+nfa, = bi(a1+2az+...+nayn)+
—l—bg(al +22a2—|—... +n2an) +...

et b1 (a1+2k Lag+..+nF g
=0 (mod k!).

To oznacza, ze liczba a4+ 2%ag + 3*as+ ... +n"a, jest podzielna pr:
konczy rozwiagzanie zadania.

Zawody stopnia trzeciego

Tadomie 1 Pinkt D leov na holkil B +rdillata A RC nrov covim 7



Rozwigzanie
Sposdb 1
Uzupeliamy tréjkat BDA do réwnolegloboku
BDAF (rys. 1). Na pélprostej BC™ odkladamy
odcinek BK o dlugoéci AD. Dana w zadaniu za-
lezno$¢ przyjmuje teraz postaé
AE AF
EC CK’
7 tej réwnosci oraz z réwnolegtosci odcinkéw CK g D
i AF wynika, ze punkty F', E/, K sg wspoétliniowe. rys. 1
Punkt F lezy wiec na podstawie KF' trdojkata réwnoramienneg
Stad dostajemy BF > BE, czyli AD > BFE.

Sposob 11
Skorzystamy z nieréwnosci Ptolemeusza, ktéra moéowi, ze dla d
punktow A, B, C, D lezgcych na plaszczyinie zachodzi

AC BD<CD AB+AD BC,

przy czym réwnos$é ma miejsce wiedy i tylko wtedy, gdy punkty A,
lezg, w tej wilasnie kolejnosci, na jednym okregu.

(Dowéd znajduje sie w broszurze XLVI Olimpiada Matematyczi
wozdanie Komitetu Gidwnego, Warszawa 1996, str. 96).

Stosujac zacytowang nieréwnosé¢ do punktéw A, B,
C, FE otrzymujemy AC BE<AFE BC+EC AB, czyli

AFE EC

(2) BE<E BC’—)A—C AB.
Korzystajac ze zwiazku (1) otrzymujemy nastepujace
rownosci:

y

skad dostajemy e

AFE BD EC AFE AD B
AC~ 4D Bo+BD "™  Ac~' ACTAD BCq
Na mocy nieréwnosci (2) oraz powyzszych zalezno$ci mamy
- BC BD N (AD BC) AB
AD BC+BD AD BC+BD

BE



Sposdb 111

Niech 01 bedzie okregiem o $rodku D i promieniu AD (rys. 3).
AD > BC, wiec okrag ten przecina pétprosta BC™ tylko w jednym
nazwijmy go A’. Z nieréwnos$ci AD > BC wynika réwniez, ze punk
A’ leza w tej wlasnie kolejnosci na prostej BC.

Oznaczmy przez 02 okrag bedacy obrazem okregu o1 przy jednokt:
o $rodku C'iskali A= EC:AC. Wéwczas E = j(A). Ponadto punkt F
lezy pomiedzy punktami C' i A’, jak réwniez $rodek D’ okregu oo
miedzy punktami D i C. Zatem punkt D’ lezy pomiedzy punktam
To natomiast oznacza, ze okrag o $rodku B i promieniu BE’ jest

wewnetrznie do okregu o9 (rys. 4). Wniosek: BE < BE'.
A

rys. 3 rys. 4
7 powyzszych rozwazan wnioskujemy, ze punkty B, D, C, E’, A
prostej BC' w tej wlasnie kolejnodci.
Na mocy réwnosci (1) skala jednokladnosci j jest réwna
EC AD BC A'D BC  A'C BD
AC~ AD BC+BD A'D BC+BD  AC
Stad dostajemy

BE<BE' =BC+CE' =BC+X A'=BC+A'C BD=A'D-

A:

Sposdb IV

Wykorzystamy nastepujace

Twierdzenie (Van Aubela):

Punkty D, E, F leza odpowiednio na bokach
BC, CA, AB dowolnego trojkata ABC (rys. 5). B
Odcinki AD, BE, CF przecinaja sie w punkcie Q).
Woéwczas Q



Oznaczmy przez P punkt przeciecia odcinkéw AD i BE (rys. ¢
prosta C'P przecina bok AB w punkcie F'. Na mocy twierdzenia Vai
oraz rownoéci (1) otrzymujemy

cpP CE cDh AD BC CD AD BD
PF EA DB DB + DB DB
Dodajac do obu stron powyzszej réwnoéci liczbe 1 dostajemy

CF AD
) PF- DB’
Oznaczmy przez [ XY Z] pole tréjkata XY Z. Z réwnosci
[BCP] [CAP] [ABP]

=1
[ABC]  [ABC] [ABC]
otrzymujemy zwigzek
PD PF _1 PE B J
AD CF BE’ rys.
Na mocy réwnosci (4) powyzsza réwnosé przybiera postaé
PD BD BE PFE i PD+BD BP
T = , czyli —_— = .
AD  AD BE AD BE

Z nieréwnosci trojkata PDB dostajemy ostatecznie

BP - PD+BD BP
AD AD  BE’
skad AD > BE.

Uwaga

Po zawodach wielu uczestnikéw skarzyto sie, ze dana w tresci zac
leznosé (1) jest ,sztuczna” i dlatego zadanie to sprawilo im sporo t
(por. tabela w czesci sprawozdawczej). Nasuwa sie¢ wiec pytanie: Cz
warunek (1) zastapié¢ innym, réwnowaznym, a przy tym ,bardziej
nym”? Odpowiedz daje nastepujacy

Fakt

Punkt D lezy na boku BC tréjkata ABC, przy czym AD > B(
FE lezy na boku AC. Odcinki AD, BFE przecinaja sie w punkcie P.

AFE BD

pc~ap po 7 ATTPC

Dowdod faktu



Zatem

AE__BD  _ _BD BC DP_ _ DP_AD
EC AD BC AD BC BD AP AP .
DP AD AD AD
A A
E E
B D C B D C
rys. 7 rys. 8
Sposob V

Korzystajac z wyzej udowodnionego faktu, réwnosé (1) mozemy |
w postaci

EC PD
(5) AE - BD
Stosujac twierdzenie Menelausa do tréjkata EBC (rys. 8) otrzymu
EP BD CA ) EP BD EP BD EC
— — — =1, czyli — — —

PB DC AF PB DC’ PB DC AE
Na mocy réwnoéci (5) ostatnia zaleznos$é przybiera postaé

EP BD EP PD

PB DC PB DC =1L
skad
EP PB

= 1
DC~ BD+PD
Zatem EP < DC oraz PB<BD+PD. Dodajac stronami dwie
nieréwnosci otrzymujemy BE < BC+PD=AD.

Zadanie 2. Dane sg liczby caltkowite nieujemne a1 < as < az < ... < aig1
od 5050. Dowieé¢, ze sposréd nich mozna wybraé takie czt
Qky Gy G, Gn, %€ liczba ap,+a; a ,, a ., jest podzielna pr:

Rozwigzanie
Rozwazamy wszystkie wyrazenia postaci ax +a;, gdzie 1 <k <[ <



Pozostaje do rozpatrzenia przypadek, w ktérym wszystkie pow:
my daja rézne reszty z dzielenia przez 5050. Wykazemy, ze ten p
zachodzi¢ nie moze. Gdyby bowiem tak bylo, to rozwazane sumy ¢
wszystkie mozliwe reszty z dzielenia przez 5050 — kazda jeden raz.

5049
5049 5050
S= Y (apta)=)d i=—"—1""=2525 (mod 505(

1<k<I<101 i=0
co dowodzi, ze S jest liczba nieparzysta.
7 drugiej strony

101
S= > (ak+a)=100 > ay,
1<k<I<101 k=1

co oznacza, ze S jest liczba parzysta. Otrzymalidémy sprzeczno$é.

Zadanie 3. Dowiesé, ze istniejag takie liczby naturalne n; <nz <...<n,
ny+5(ny) =n2+S(ng)=nz+S(n3)=...=ns0+5(n
gdzie S(n) jest suma cyfr liczby n.
Rozwigzanie
Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

ar(k) = 10054519 15=9999...9910000...00,
————— ——

10k k
as(k) = 101" ++1 — 10000...00.

10k k41
Wéwezas ay (k) + S (a1 (k) =az(k)+ S (az(k)) = 1010%+5+1 1. Okres
by ko,k1,ks,... wzorami:
ko=0 oraz ki1 =10F+k+2 dla i>0.

Dla dowolnego ciggu € = (gg,e1,...,€5), gdzie €g,e1,...,65 € {1,2}, prz

5
Nne = Zafi(ki) .
=0

Otrzymane w ten sposob 64 liczby n. sg parami rézne. Wykazem

wszystkich 64 ciagéw e wielkosci n.+S(n.) sa jednakowe.
Poniewaz dla i € {0,1,2,3,4,5} liczba ac, (k;) jest co najwyzej ki1

i ma co najmniej k; zer koficowych, wigc zadne dwie z liczb a, (k;)

7/ 11 e 7 e\ - v ~ B 4 .



Zatem
5 5 N
ne+S(ne) = (ac, (ki) +S(ac, (k:))) =6+ 10107 Hhith,
i=0 i=0
co jest wielko$cig niezalezng od e.

Zadanie 4. Rozstrzygnaé, dla jakich liczb naturalnych n > 2 uktad réw
23 +23+50 = 1671 + 1229
23+ 22+50 = 1625 + 1223
22+ 22 +50 = 1623+ 1224

22 | +22+50=161, 1 +122,
22 + 22 +50 = 162, + 1221
ma rozwigzanie w liczbach catkowitych x1,23,23,...,2,.
Rozwigzanie
Réwnanie IE% + 9:% +50=16x1 4+ 1222 jest réwnowazne réwnaniu

(x1 8)*4(z2 6)*=50.

Liczby x1,x9,...,2, spehiaja dany w tresci zada-
nia uktad réwnan wtedy i tylko wtedy, gdy punkty
(r1,22),(x2,23),..., (xy,21) leza na okregu o Srod-
ku (8,6) i promieniu v/50. Na tym okregu lezy 12
punktéw o wspotrzednych catkowitych (zob. rysu-
nek obok): (1,5), (1,7), (3,1), (3,11), (7, 1), (7,13),
(9, 1), (9,13), (13,1), (13,11), (15,5), (15,7).

Poniewaz kazda z liczb x; wystepuje raz jako odcieta, a raz jak
punktu kratowego lezacego na tym okregu, wiec liczby x; moga prz
tylko wartosci 1, 7 lub 13. To pozostawia nam trzy mozliwe uktady
(24,7i41), a mianowicie: (1,7), (7,13) lub (13,1). Stad wniosek, ze w
liczb (z1,79,...,2,) bedacym rozwiazaniem wyjsciowego ukladu réw
stepuja cyklicznie liczby 1, 7, 13. Taka sytuacja jest mozliwa wted
wtedy, gdy n jest liczba podzielng przez 3.

Zadante 5.  Niech ay,as,...,a,, b1,b,...,b, bedg liczbami catkowitymi.
nié, ze

(1) > e agl+bi bD< D Jai byl

1<i<jsn 1<i,5<n



(Ja; ajl+|b; bj])= Z (aj ai+bj b)<

1<i<j<n 1<i<j<n

< Z (|aj bz‘+|b] az‘)<
1<i<j<n
< Y (lay bil+lai b+ D lai bl
1<i<j<n 1<i<n
= |CLZ b]|
1<, g<n

Uwaga 1.

Zalozenie, ze liczby a1,a9,...,a,, b1,b2,...,b, sa caltkowite, nie by
wiazaniu wykorzystywane. Nier6wno$é (1) jest prawdziwa dla dowoln
rzeczywistych.

Uwaga 2.

Uwazne przesledzenie podanego wyzej rozwigzania prowadzi ¢
sku, ze rowno$é w nieréwnosci (1) zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gi (a1,as,...,a,) oraz (by,ba,...,b,) po uporzadkowaniu w sposéb rc
identyczne.

Zadanie 6. W szeSciokacie wypukltym ABCDEF zachodzg réwnosci:

. AB CD EF
Dowiesé, ze A—B Q E—Czl
’ BF DE CA
Rozwigzanie
Sposdb 1

Na mocy zatozenia A+ SC + 4 E =360°, istnieje taki punkt
chodza nastepujace réwnosci katéow (rys. 1):

(2) IYBCP=YBAF, YPCD=<YFED, YCDP=<JEDF.

Trojkaty DEF i DCP sa wiec podobne, 2
skad dostajemy E
ED FD
EDC=<YFDP — =
(3) YEDC =4 oraz 5= 55
Korzystajac z danej w tresci zadania row- c



co na mocy pierwszej sposréd réwnoscei (2) dowodzi, ze tréjkaty BA.
sa podobne. Zatem
AB FB
BC  BP’
Roéwnosci (3) oznaczaja, ze tréjkaty EDC i F'DP sa podobne; z réw
wynika natomiast, ze podobne sg trojkaty CBA i PBF. Otrzymuje
odpowiednio nastepujace proporcje:

EC FP AB BF

DE FD CA  FP’

Mnozac stronami powyzsze dwie rownosci dostajemy teze.

(4) JCBA=4PBF oraz

oraz

Sposdb 11

Uzyjemy algebry liczb zespolonych.

Niech liczby a, b, ¢, d, e, f reprezentuja na plaszczyznie zespolor
wiednio punkty A, B, C, D, E, F. Oznaczmy przez Argz argume
zespolonej z bedacy liczba z przedzialu (0,27). Wéowezas

Arel - ya Al 30, Al Co
b a d c f

Poniewaz 4A+<SC+<4E =2, wiec

f ab cd e)
A = 2.
rg(b a d c f e i

JE.

Liczba Jab edc jest wiec dodatnia liczba rzeczywista. Po
b a d ¢ f e
f ab cd el FA BC DE
‘b ad cf e AB CD EF
Zatem warunek (1) implikuje réwnosé
f ab ¢ d e
(5) b ad c f 6:1

Stad (f a)(b ¢)(d e)=(b a)(d c)(f e). Wymnazajac nawia
mujemy
abd+acd+abe ace+bdf cdf bef+cef=
= ace+bce+ade bde+acf bef adf +bdf
czyli po uporzadkowaniu i redukcji wyrazéow podobnych
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otrzymujemy (a b)(f d)(e c¢)=(f b)(e d)(a c¢),skad
acd bed ade+bde acf+bef+aef bef=
=abd bed abe+bee adf +cdf +aef cef.
Porzadkujac i redukujac dostajemy
(8) acd+bde+bef+abe+adf + cef = abd+bce+ cdf +ade+ acf
Ro6wnosé (8) niczym nie rézni si¢ od réwnoéci (6), co oznacza, ze zale
jest réwnowazna réwnosci (5).
Poréwnujac wartosci bezwzgledne liczb stojacych po obu stronac
ku (7) dostajemy
AB FD EC Ja
BF DE CA |f

co konczy dowdd.

C

b f d e _q
be da cf

Uwaga 1.

Rachunki w sposobie II mozna nieco uprosci¢ przyjmujac (bez str

noéci), ze a=0 oraz b=1.

Uwaga 2.

W obu powyzszych rozwiazaniach ukryty jest dowdd nastepujace
éci: YJACE =<4 ABF + < FDE. Odnalezienie go pozostawiamy Czy
jako ciekawe uzupelnienie zadania.

Uwaga 3.
Prawdziwy jest nastepujacy, nietrudny do samodzielnego udow
fakt: jesli na sze$ciokgcie ABCDEFE mozZna opisac okragg, to

JA+<SC+<SE=360°.

Zastapmy wiec w treéci zadania wyrazenie ,, A+ S C + S E = 3¢
niem: ,na szesciokacie ABC'D E'F mozna opisaé okrag” (pozostawia]
bez zmian). W ten sposéb otrzymamy tresé innego, jak sie okazuje, p:
zadania, ktore mozna tatwo rozwigzaé przy pomocy twierdzenia Ptol
Oto rozwiazanie:

Chcemy dowiesé, ze E
(9) AB FD EC=DE BF CA.

Na mocy twierdzenia Ptolemeusza (rys. 2) mamy
FD EC=DE FCH+EF CD,
RL (A — AR (O LEA R



czyli AB CD FEF=BC DFE FA. OtrzymaliSmy druga spe
$ci (1), a wiec tym samym dowiedliSémy réwnosci (9).

Kilku uczestnikow przedstawito powyzsze rozumowanie w swoich
po czym probowali oni dowieéé, ze jedynymi sze$ciokgtami ABC D
niajacymi réwnoéé LA+ SO+ E =360° sy szedciokaty wpisane -
To w polaczeniu z prostym zastosowaniem twierdzenia Ptolemeusz
im rozwiazanie zadania.

Jednak okazuje sie, Zze z warunku S A+ SC + S E = 360° nie wynz
szesciokacie ABC'DEF mozna opisaé okrag (a wiec twierdzenie odw
zacytowanego na poczatku Uwagi 3 nie jest prawdziwe). Przyklad
sie na rysunku 3. Punkty A’, B, C, D, E, F’' leza na jednym okre
JA' +4C+SE=360°) oraz AF || A'F’. Zatem A+ 4C+<4E =3
na szesciokacie ABC DEF nie da si¢ opisa¢ okregu.

c
rys. 3 rys. 4

Inny przyktad jest przedstawiony na rysunku 4. Szesciokat ABC'
te wlasnoéé, ze na czworokatach ABCF' i FC D FE mozna opisa¢ okreg
rézne. Wtedy S BAF + S BCF =180° oraz YFED +<SFCD =180
jac stronami otrzymane réwnosci dostajemy A+ LC + S FE = 360°.
jak widaé, nie istnieje okrag opisany na szesciokacie ABCDEF.

Powyzsze krétkie rozumowanie korzystajace z twierdzenia Pto
stosuje sie rowniez dla takich sze$ciokatéw jak na rysunku 4, czyli
tozeniu, ze na czworokatach ABC'F, FCDFE mozna opisa¢ okregi.
sie wiec nastepujace pytanie: Czy z warunku $A+ $C+ S E = 360°
ze na czworokatach ABCF, FCDFE da sie opisa¢ okregi? Odpow
negatywna, co mozna zrozumie¢ spogladajac na rysunek 4. Na tym
JA+YC+ 4 FE=360°, wiec réwniez LB+ <D + L F =360°, lecz ne
katach BCDA. ADFEF nie da sie opisa¢ okregdw.



XXXIX Miedzynarodowa Olimpiada Matematyczna

Zadanie 1. W czworokacie wypuklym ABCD przekatne AC' i BD sa
dte, a przeciwlegte boki AB i DC nie sg réwnolegle. Zakt:
symetralne bokéw AB i DC przecinaja sie w punkcie P lez
wnatrz czworokata ABCD. Udowodnié, ze czworokat AB(
wpisa¢ w okrag wtedy i tylko wtedy, gdy trojkaty ABP i C
roéwne pola.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez M, N odpowiednio érodki bokow AB i CD

Niech E bedzie punktem przeciecia przekatnych AC' i BD. Ponie

ste AB i C'D nie sa rownolegte, wiec katy BEM oraz DEN nie s

Stad wynika, ze punkty M, E, N nie sa wspotliniowe. Bez straty «

przyjmijmy, ze

(1) YBEM +<CEN <90°.

Poniewaz punkt P lezy wewnatrz czworokata ABC' D, wiec tamana I
tworzy pieciokat. Wykazemy, Ze jest to pieciokat wklesty. Istotnie:
nieréwnodci (1) miara kata przy wierzchotku P tego pieciokata wyr
SP=540° 2 99 IMBE <EBC <INCE <JECB-=

=270° YBEM <CEN >180°.

D
N
ALE £ c
M
B rys. 1

Zatem punkt P lezy wewnatrz czworokata BC'N M. Ponadto
(2) IMPN =360° ¥P=90°+4BEM +JCEN=<MEN.
Oznaczmy przez [ XY Z] pole tréjkata XY Z. Na mocy réwnosci (2)
jemy

NP AB - NP MFE

MP CD MP NE
-~ trAilkcatyy MPN 1 NEAM <a nodobhne

[ABP] =[CDP]



< <IMBE=9NCE oraz <NDE=<MA

< na czworokacie ABC'D mozna opisa¢ ok

Zadanie 2. W konkursie bierze udzial a uczestnikéw, ocenianych przez
natoréw, gdzie b> 3 jest liczba calkowitg nieparzysta. Ka
minator ocenia kazdego uczestnika, wydajac werdykt ,zdalt
zdal”. Zalézmy, ze k jest liczbg o wlasnosci: oceny kazdy
egzaminatorow sg zgodne dla co najwyzej k uczestnikéw. D

kb1
a” 20
Rozwigzanie
Oznaczmy przez z; liczbe egzaminatorow, wedhug ktorych uczest
merze i (gdzie i =1,2,...,a) zdal. Niech y; bedzie liczba tych egzami
ktorzy uznali, ze i-ty uczestnik nie zdal. Liczba par tych egzami
ktorych oceny zgadzaja sie wzgledem i-tego uczestnika, wynosi

(5)+(%) =46t +az @ieun-
i(xmLyz) 1(%’ yi)? %($i+yi):
[ (LT LR () RN

Poniewaz b jest liczbg nieparzysta, wiec (z; ;)% > 1, skad
) (5)+(5) =40 v @ w2 nxie V2
2 9) 1 i Yi Z 7
Y.aczna liczba par ocen zgodnych w konkursie wynosi
a
2((3)+(3)
=1
7 drugiej strony wielkos$¢ ta, na mocy wtasnodci liczby k, nie przeki

Korzystajac z nieréwnosci (1), otrzymujemy wiec

() ()

7



Zadanie 3. Dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n oznaczmy przez d
jej dodatnich dzielnikéw (wlacznie z 1 oraz n). Wyznaczy¢
dodatnie liczby catkowite k takie, ze

d(n?)

i) "

dla pewnego n.
Rozwigzanie
Niech n:pzflpgz...p?j bedzie rozktadem liczby n na czynniki |
Wowczas
d(n)=(x1+1)(x2+1)...(x;+1).

Zatem dla dowolnych liczb wzglednie pierwszych a, b mamy d(ab) =
Liczba d(n?) = (221 +1)(222+1)...(22;+1) jest nieparzysta, wi
wite wartosci wyrazenia d(n?)/d(n) moga by¢ jedynie liczbami nie;
mi.
Wykazemy indukcyjnie, ze dla kazdej liczby nieparzystej k istn
liczba naturalna n, ze

(1) ()
Dla k=1 wystarczy przyja¢ n=1.

Niech £ =2"] 1, gdzie r > 1 jest liczba naturalna, za$ [ liczba nie
Poniewaz [ <k, wiec na mocy zalozenia indukcyjnego istnieje tal
naturalna m, ze

d(m?) B

d(m)
Liczby naturalnej n, spelniajacej réwnosé (1), szukamy w postaci
(2) n=m §qit...q;* ,

gdzie ¢o,q1,-..,9s 1 sa dowolnymi liczbami pierwszymi, nie bedacy
nikami liczby m, za$ s oraz xg,z1,...,x5 1 liczbami catkowitymi dc
ktére nizej odpowiednio dobierzemy.
Na mocy réwnosci (2) otrzymujemy zaleznosé

3 d(n?) d(m?) 2zo+1 2z1+1 25 1 +1

(3) din)  d(m) wo+1 x+1 Tagq 17

Aby uprosci¢ utamki stojace po prawej stronie powyzszego wyrazen:
mijmy z; =2z dla j=1,2,...,s 1. Wtedy réwno$¢ (3) przybiera

d(n2) 25x0+1

)




czyli 2%x0l+1=2"209l x0+2"1 1. W tym celu wystarczy wziaé s
xo=(2" 1)l 1.
Dowdéd indukeyjny zostal wiec zakonczony.

Zadanie 4. Wyznaczyé wszystkie pary (a,b) liczb calkowitych dodatn
ze liczba a?b+4a+b jest podzielna przez ab?+b+7.
Rozwigzanie
7 warunkow zadania wynika, ze liczba

b(a’b+a+b) a(ab®>+b+7)=b* Ta
jest podzielna przez ab®>+b+7. Liczby a, b sa catkowite dodatnie, v
ab®> +b+7>b*+7>b* Ta.

Zatem podzielnogé ab®?+b-+7|b> 7a jest mozliwa jedynie wtedy, g
b?> T7a jest niedodatnia.

Wszystkie pary (a,b) spelniajace réwnanie b>  7a =0 s3 dane w

(a,b)=(7Tk%,7k)  dla k=1,2,3,... .
Bez trudu sprawdzamy, ze powyzsze pary spetniaja warunki zadania
ab? +b+T7=T(49k* +k+1),  a®b+a+b=Tk(49%k* +k+1

Pozostato rozwazyé przypadek, gdy v Ta < 0. Wéwezas
(1) liczba dodatnia 7a  b? jest podzielna przez ab®+b+7.
Jesli b>3, to ab’>+b+7>9a>7a b?, co dowodzi, ze w tym pr
podzielnoéé ab?+b+7|7a b? nie moze byé speliona. Zatem b= 1"

(a) Przyjmijmy najpierw, ze b=1. Wtedy warunek (1) sprowad
podzielnosci a+8|7a 1. Poniewaz

7a 1=T(a+8) 57,

wiec a+8|57. Zatem a+ 8 musi by¢ jedna z liczb: 1, 3, 19, 57. Stad
dodatniosci liczby a wynika, ze a =11 lub a =49.

Bez trudu sprawdzamy, ze pary (a,b) =(11,1) oraz (a,b) = (49,1) :
warunki zadania. Istotnie: jesli (a,b) = (11,1), to

ab*+b+7=19,  a*b+a+b=133 (=19 7).
Gdy natomiast (a,b) =(49,1), to otrzymujemy
ab> +b+7=57,  a’b+a+b=2451 (=57 43).

(b) Niech z kolei b=2. Wéwczas na mocy warunku (1) liczba 7

~Adrialva oo Aa L QO PAaniotrarrs



Reasumujac: wszystkie pary (a,b) spelniajace warunki zadania
wzorami:

(a,b)= (7% 7k) dla k=1,2,3,...,  (a,b)=(11,1), (a,b)=(

Zadanie 5. Niech I bedzie $rodkiem okregu wpisanego w trojkat AB
ten jest styczny do bokéw BC, CA i AB odpowiednio w pui
L i M. Prosta przechodzaca przez B i rownolegta do M K
proste LM i LK odpowiednio w punktach R i S. Wykaz:
RIS jest ostry.

Rozwigzanie

Zachodza nastepujace rownoéci katéw (rys. 1):
SRMB=4LKM=<KSB  oraz JMRB=4LMK =<
Z powyzszych réwnosci wynika, ze tréjkaty RM B oraz KSB sa po
% S

rys. 1 R

Otrzymujemy wiec réwnosci
(1) BR BS=BK BM=B%

Prosta IB jest prostopadia do prostej KM, wiec IB 1 RS. Ko

z réwnosci (1) mamy
RI*+SI* RS?=(BI*+BR?) +(BI*+BS?) (BR+BS)?-
=2(BI* BR BS)=2(B1T BK?) =2IK%:

Ostatnia nieréwno$¢ dowodzi, ze kat RIS jest ostry.

Zadanie 6. Rozwazamy wszystkie funkcje f ze zbioru N wszystkich lic



Rozwigzanie

Odpowiedz: 120.

Udowodnimy najpierw, ze zwiazek (1) jest réwnowazny naster
warunkowi:

(2) F(f(s)=s((1)> oraz f(1)f(st)=f()f(t) dla wszystkich

Oznaczmy: f(1)=a.
Zalézmy, ze réwnosé (1) jest spelniona. Podstawiajac do réw:
najpierw s =1, a potem ¢ =1 otrzymujemy odpowiednio

(3) flat?)=(f(t))*  oraz  f(f(s))=as.

Stad oraz z réwnania (1) mamy

(F(&) )2 =(f(s)* [fla)=f(s*f(f(at®)))=
= f(s°a*at®) = f(a(ast)?) = (f(ast))?,
czyli f(ast) = f(s)f(t). W szczegdlnosci f(as) =af(s). Wstawiajac
niej réwnoéci st w miejsce s oraz korzystajac z przedostatniej zalezn
skujemy

(4) af(st)=f(s)f(t) dla wszystkich s,t€N.

Rownosé (4) oraz druga z réwnosci (3) daja (2).
Zalézmy, ze warunek (2) jest spelniony. Wtedy
a® f(1f(s)) = af () [(f()) = (f(1)%a?s,
skad dostajemy zaleznosé (1).

Wykazemy teraz, ze poszukiwania najmniejszej wartosci f(1998)
ograniczy¢ do tych funkeji f spelniajacych réwnania (2), dla ktérych
W tym celu udowodnimy najpierw, ze jezeli funkcja f spelnia (2
dowolnej liczby s € N liczba f(s) jest podzielna przez a (= f(1)).

Ustalmy liczbe naturalng s. Niech p bedzie dowolnym dzielnikie:
szym liczby a. Niech a > 1 bedzie najwickszym wyktadnikiem, z ja
ba p wchodzi do rozkladu na czynniki pierwsze liczby a (tzn. p©
p®*!fa). Analogicznie, niech 3> 0 bedzie najwicksza liczba catkowi
snosci p° | £(s) (a wiee p* [ £(s)).

Korzystajac z drugiego réwnania (2) dowodzimy indukeyjnie, ze
(5) at v f(sF)y = (f(s))" dla k=1,2,3,... .

Liczba pierwsza p wchodzi do rozkltadu na czynniki pierwsze liczb;



De niujemy funkcje g(s) = f(s)/a. Woéwczas g:N— N oraz g(1):
nadto funkcja g spelnia warunki (2). Istotnie: dzielac obie stromn;
réwnoéci (2) przez a? otrzymujemy
(6) g(st)=g(s)g(t) dla wszystkich s,t€N.

Ponadto na mocy pierwszej réwnoéci (2), f(f(1))=(f(1))?, skad
Zatem korzystajac z réwnosci (6),

ag(g(s)) = g(a)g(g(s)) = glag(s)) = g(f(s)) = f(f(s)) Ja=as
co dowodzi, ze funkcja g spelnia warunki (2). Oprécz tego g(s) <
wszystkich s € N. Poszukiwania najmniejszej wartosci f(1998) moz
ograniczy¢ do funkcji f:N — N spelniajacych réwnosci

(7) f(f(s))=s  oraz  f(st)=f(s)f(t)
dla wszystkich liczb s,z € N.

Niech f bedzie dowolna funkcja spelniajaca (7). Wykazemy, ze d
nej liczby pierwszej p liczba f(p) jest pierwsza. Niech wiec f(p)=+
u,v € N. Wtedy

p=f(f(p))=flw)=f(u)f(v).

Stad wynika, ze jedna z liczb f(u), f(v) (powiedzmy, ze f(u)) jest
Stad, na mocy drugiego réwnania (7), u= f(f(u)) = f(1) = 1. Zatem
liczba pierwsza.

Ponadto funkcja f jest réznowartosciowa. Istotnie: jesli f(s)=
f(f(s))=f(f(1)), skad s =t.

Udowodnilismy wiec, ze funkcja f przeksztalca rézne liczby pie
rézne liczby pierwsze. Stad wynika, ze

f(1998)=f(2 3 371)=/f(12) (f(3) f(37) >3 32 5=12

Pozostalo podaé przyklad funkcji f spelniajacej warunki (7), d

zachodzi réwnosé f(1998) = 120. Taka funkcje f de niujemy nastep
f)=1, f(2)=3, fB)=2, [f(6)=37, f@7)=5

oraz f(p)=p dla liczb pierwszych p#2,3,5,37. Dla dowolnej liczby
n=py' p3°...pp" przyjmujemy

f(n)=f(p1)™ f(p2)**...f(pn)™".
Woéwcezas f(1998) =120 oraz funkcja f spelnia zaleznosci (7).



XXI Austriacko-Polskie Zawody Matematyczne

Zadanie 1. Niech 1, 2, y1, y» bedg takimi liczbami rzeczywistymi, ze
w2 +a2<1.
Udowodnié nieréwnosé
1) (1y1+azyz 1) 2> (@i +23 D(yi+ys 1)
Rozwigzanie
Rozpatrzmy najpierw przypadek, gdy 3% +y3 > 1. Wtedy lewa st
réwnosci (1) jest nieujemna (jako kwadrat liczby rzeczywistej), n
z nieréwnosci a2 +x3 <1 oraz y?+y3 > 1 wynika, ze jej prawa st
niedodatnia. Zatem w tym przypadku nieréwnos¢ (1) jest udowodn
Zalézmy teraz, ze y? +y3 < 1. Niech

a=\/22+13 oraz b=1\/y3+y3.

Wowcezas 0<a<1 oraz 0<b< 1. Na mocy nieréwnosci Schwarza
datek, ,Nier6wno$é Schwarza”, str. 112) otrzymujemy z1y1 + Z2y2
Zatem

(r191+a292 17> (ab 1=’V 2ab+1>d’F o B+
=(a® 1) 1)=(3+22 V(i+43 1),

co koniczy dowé6d nieréwnosei (1).

Zadanie 2. Rozwazamy n punktéw Pi,Ps,..., P, potozonych w tej kol
jednej linii prostej. Malujemy kazdy z tych n punktow na je
stepujacych koloréw: biaty, czerwony, zielony, niebieski, olet
lorowanie nazwiemy dopuszczalnym, jesli dla dowolnych dw
nych punktéw P;, P;y1 (1=1,2,...,n 1) oba sg tego same
lub co najmniej jeden z nich jest biaty. Ile jest dopuszczalr
rowan?

Rozwigzanie

Wykazemy, ze dopuszczalnych kolorowan jest (3714 ( 1)n+!

Sposdb 1

Niech b, bedzie liczba dopuszczalnych kolorowan n punktéw, w
ostatni punkt jest pomalowany na bialo, zas k, — liczba pozosta
puszczalnych kolorowan, tzn. kolorowan, w ktérych ostatni punkt je
lowany na czerwono, zielono, niebiesko lub oletowo. Punkty pokol
na czerwono, zielono, niebiesko lub oletowo bedziemy nazywaé pre

3 9



W tym celu zastanéwmy sie, jak z dopuszczalnego kolorowania n
mozna otrzymaé dopuszczalne kolorowanie n+ 1 punktéw.

Liczba kolorowan n+ 1 punktow zakonczonych punktem biatym
na liczbie wszystkich dopuszczalnych kolorowan n punktéw, gdyz k
puszczalne kolorowanie n punktéw mozna uzupehié (n+41)-szym
pomalowanym na biato. Zatem b, =b, +k,, co dowodzi pierwsze;
réwnosci (1).

Wsrod wszystkich dopuszezalnych kolorowan n+ 1 punktow zako:
punktem prawdziwie kolorowym mozna wyrézni¢ dwa rodzaje:

1. Kolorowania, w ktorych przedostatni, n-ty punkt jest bialy. Wt
ostatniego, (n+1)-szego punktu moze byé¢ wybrany dowolnie sposréd
koloréw prawdziwych. Zatem kazde kolorowanie n punktéw, zakon
bialo, moze byé¢ uzupelnione na 4 sposoby do kolorowania n-+1 j
zakonczonego punktem prawdziwie kolorowym. Otrzymujemy wiec
rowan tego rodzaju.

2. Kolorowania, w ktorych przedostatni, n-ty punkt nie jest bia
czas, na mocy de nicji kolorowan dopuszczalnych, ostatni (n+1)-sz
musi by¢ tego samego koloru co przedostatni. Zatem kazde kolore
punktéw, zakonczone punktem prawdziwie kolorowym, moze by¢ uzu
tylko na jeden sposob do kolorowania n+1 punktow, zakonczonego
prawdziwie kolorowym. Kolorowan tego rodzaju jest wiec k.

t.acznie kolorowan n+ 1 punktéw zakonczonych punktem prawd
lorowym jest 4b, + kn, czyli kpy1 =4b, + ky, co dowodzi drugiej spos
nosci (1).

Niech d,, bedzie liczbg wszystkich dopuszczalnych kolorowan n i
Wtedy d, =b,+k, oraz di =5, do=13. Ponadto dla n > 2 mamy

dpy2 =bpyo+knt2=bp1 +kni1+4bpt1 +knpp1 =
=bBbpy1+2kn+1=2(bpt1+ Ekny1) + 3bpi1 = 2dp 41 +3d,
Stosujac metode rozwiazywania rekurencji liniowych (zob. Dodate
wigzywanie rekurencji liniowych”, str. 103) otrzymujemy
dn — %(3n+1 +( 1)n+1)‘
Sposob 11
Rozwazmy kolorowanie dopuszczalne n punktéw. Jednokolorot

nazwiemy kazdy maksymalny, niepusty ciag kolejnych punktéw pc
nych jednym kolorem, r6znym od biatego. Niech m oznacza liczbe wy



strony punkt pomalowany na biato. Bialym sgsiadem jednokolorou
nazwiemy ten punkt bialy, ktéry jest polozony na prawo od dan
i lezy najblizej niej.

Policzymy, ile jest dopuszczalnych kolorowan, wiedzac, ze jedr
wych wysp jest doktadnie k (gdzie 0 <k <[(n+1)/2]).

Zero jednokolorowych wysp

Wszystkie punkty sa pomalowane na biato mamy wiec tyl
dopuszczalne kolorowanie w tym przypadku.

Jedna jednokolorowa wyspa

Kolorowanie dopuszczalne jest wyznaczone przez polozenie wy
wybér jednego sposrdd czterech koloréw, na ktéry pomalowane sa p
wyspy. Potozenie wyspy mozna wyznaczy¢ wybierajac dwa rézne pui
§réd Py, Ps,...,Pp41. (Pierwszy z nich to wysuniety najbardziej na ley
wyspy, za$ drugi to jej bialy sasiad). Zatem w tym przypadku dopusz

kolorowan jest
n+1
4 .
(")
Duwie jednokolorowe wyspy

To kolorowanie jest wyznaczone przez potozenie dwoch wysp (wy
rech réznych punktéw sposréd Py, Ps,..., P, 1) oraz wybdr dwoch kol
tych wysp (co mozna uczynié¢ na 42 sposobéw). Mamy wiec taczni

przypadku
2 n—l—l
e (")

Analogicznie stwierdzamy, ze dla k <[(n+1)/2] istnieje
(%)
kolorowan dopuszczalnych majacych doktadnie k wysp jednokoloror
t.acznie wszystkich dopuszczalnych kolorowan jest wiec

[(n§/2]4k ( ) (%21 <n+ 1) +"§:1 (n+1>> _

k=0

kolorowan dopuszczalnych.

:%((1+2)n+1+(1 2)n+1):%(3n+1+( 1)n



punktéw tego samego koloru oraz ostatniego punktu biatego (w szcz
segment moze byé¢ jednopunktowy, zlozony tylko z punktu bialego
segment zakodujemy przy pomocy ciagu cyfr 0, 1, 2. Cigg ten bec
taka sama dlugosé jak kodowany segment. W ten sposob kazde kol
dopuszczalne zostanie zakodowane przy pomocy ciagu ztozonego z n

Kazdemu nie bialemu punktowi przyporzadkujmy (uporzadkows
cyfr wedlug reguty: czerwony: 11, zielony: 12, niebieski: 21, oletow:

Kodowanie segmentéw odbywa sie¢ nastepujaco.

Segmentowi ztozonemu z jednego (bialego) punktu przypisujems

Segmentowi ztozonemu z dwéch punktéow (pierwszy nie biaty, d
ly) przypisujemy pare cyfr przyporzadkowana kolorowi pierwszeg
segmentu.

Segmentowi o dlugosci k (k> 3) przypisujemy pare cyfr cd, k
przyporzadkowana kolorowi poczatkowych punktéw segmentu, praze
k2 zerami: c000...0d. (Na przyklad segmentowi zlozonemu z siednr
tow zielonych i ostatniego punktu bialego przypisujemy ciag 10000(

Tym samym otrzymujemy wzajemnie jednoznaczng odpowiedniof
wan i (n+1)-elementowych ciagéw cyfr 0, 1, 2, zawierajacych parzys
cyfr niezerowych.

Aby udzieli¢ liczbowej odpowiedzi na pytanie postawione w zad
lezy wyznaczy¢ liczbe takich ciggow.

Wszystkich (n+1)-elementowych ciagdéw zlozonych z cyfr 0, 1, 2 j
Ile z nich ma parzysta liczbe cyfr niezerowych? Okazuje sie, ze prawie
gdyz istnieje prawie wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é miedzy
z parzysta i ciagami z nieparzysta liczba cyfr niezerowych. Odpowie:
wyglada nastepujaco: Majac dany ciag cyfr, zmieniamy pierwsza, ré
cyfre wedlug zasady: jesli jest ona ,zerem”, to zamieniamy ja na .,
jesli jest to ,dwojka”, to wymieniamy jg na ,zero”. Taka operacja
parzysto$é liczby cyfr niezerowych, a jej dwukrotne zlozenie jest ide
$cia.

Powyzsze przeksztalcenie jest poprawnie okreélone na kazdym c
z wyjatkiem ciggu zlozonego z samych jedynek. Pozostatych cig
371 11 dokladnie polowa z nich ma parzysta liczbe cyfr niezeros
tego trzeba doliczyé¢ ciag ztozony z samych jedynek w przypadku, g
n+1 jest parzysta.

Zatem szukana liczba ciagdéw jest rowna

(1l/on+1 1) PO I TSI LIS T ST



Zadanie 3.  Wyznaczyé wszystkie pary liczb rzeczywistych (z,y) spein

stepujacy uklad réwnan:
2 z3=y
2 y3=uz.
Rozwigzanie

Para (x,y) =(1,1) spelnia dany uklad réwnan. Wykazemy, ze j
dyne rozwigzanie.

Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Przypus$émy, ze pewne lic
spelniaja podany w treéci zadania uktad rownan, przy czym x # 1.

Jezeli ©>1, to y=2 23 < 1. Podobnie, gdyby zachodzita ni
x <1, to mielibyémy y=2 %> 1. Zatem ze wzgledu na symetrie 1
mych w danym ukladzie réwnan mozemy (bez szkody dla ogélnosci
przyjaé, ze x > 1, y<1.

Podstawmy: a=x 1, b=1 vy, czyli a=1+a, y=1 b. Wtec
b>0 oraz

b=3a+3a’+a?
a=3b 3b%+0b3.

7 pierwszej réwnosci wynika natychmiast, ze b > 3a. Natomiast wych
drugiej réwnosci oraz wykorzystujac nieréwnosé b >0 otrzymujemy

a=3b 3*+b3=0b(3 3b+b?)=
=b(3+2 3401 =b(3+(% 0)?)>3>%a.

Stad, poniewaz a >0, wigc 1> %. OtrzymaliSmy sprzecznosé.
Zatem x =1, co pociaga za sobg y=1.

Zadanie 4. Niech m, n bedg danymi liczbami catkowitymi dodatnimi.
n
Sm(n) =" [kQ kmj|
k=1
([«] jest najwieksza liczba catkowita nie wieksza od ). Udos
Sm(n)<n+m (V2m 1).
Rozwigzanie

Wprowadzmy nastepujace oznaczenie: Ap = k\Q/E. Wtedy liczb
mozemy zapisa¢ w postaci

SIA7].
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czyli

n

Z m(A 1) .

Wykazemy najpierw, ze dla kazdej liczby naturalnej k& zachodzi ni
A < As. Istotnie:
A<Ay & VE<VZ o K<2¥ o k<o (4
Jezeli wiec k>4, to dostajemy k< 2F<2F (/4 To dowodzi nie
A < As w przypadku, gdy k> 4. Dla k=3 otrzymujemy:
A3<Ar & 34<2¥ o 81<512,

co jest prawdg. Wreszcie dla k=1 mamy A; =1 < v/2=As.
Jedli ponadto przyjmiemy, ze k > m, to prawdziwe sa nastepujac

wania:
AP < AF =V < V2k=2.

Zatem [A7* 1]<0 dlak>m
Wykorzystujac uzyskane WyZej nieréwnosci dostajemy:
n m
AT <> AR Z m[AY 1] <m(AY
k=1 k=1
co konczy dowdd danej nieréwnosci.

Zadanie 5.  Wyznaczyé wszystkie pary (a,b) liczb catkowitych dodatni
ze réwnanie 2% 17z 24az b2=0 ma trzy pierwiastki
(niekoniecznie rézne).

Rozwigzanie
Niech p, ¢, r bedg pierwiastkami danego réwnania. Wowczas:
(1) p+q+r=17
(2) pg+qr+rp=a
(3) pqr =02 .

Poniewaz b? >0, wiec z réwnania (3) wynika, ze liczby p, ¢, 7 sa 10:
Ponadto sg one wszystkie dodatnie lub doktadnie dwie sposréd nich
ne.
Gdyby p> 0 oraz ¢,r <0, to na mocy réwnosci (2) oraz (1) miel
a=pg+qr+rp= q7“+(17 q ?”)(CI+7“)

L L D) e D) D)



Zatem liczby p, q, r sa dodatnie. Pozostaje znalezé wszystkie te
ki liczb calkowitych dodatnich (p,q,r), Ze liczba pgr jest kwadrate
naturalnej oraz p+q+7r=17.

Bez szkody dla ogdlnosci mozemy przyjaé, ze p< q <.

W ponizszych tabelach wypisane sg wszystkie rozwigzania w licz
datnich réwnania p+q+r =17, przy zalozeniu p< g <r.

p g rv|pgr a b p q r|lpgr a b
1 1 15| 15 2 6 9] 108
1 2 14| 28 2 7 8| 112
1 3 13| 39 3 3 11| 99
1 4 12| 48 3 4 10| 120
1 5 11| 55 3 5 9135
1 6 10| 60 3 6 8144 90 12
17 9| 63 3 7 7| 147
1 8 8| 64 8 8 4 4 9|144 88 12
2 2 13| 52 4 5 8] 160
2 3 12| 72 4 6 7] 168
2 4 11| 88 5 5 7|17
2 5 10100 80 10 5 6 6/ 180

Sposrad tych rozwiazan musimy wybraé te, dla ktorych liczba pgr jes
kwadratem. Przez bezposrednie sprawdzenie widzimy, ze istnieja czt
tréjki (p,q,r). Otrzymujemy wiec cztery pary liczb (a,b) spelniajace
zadania, a mianowicie:

(80,8), (80,10), (88,12), (90,12).

Zadanie 6. Roézne punkty A, B, C, D, E, F s polozone na okregt
kolejnosci. Proste styczne do okregu k& w punktach A1 D o
BF i CFE przecinaja sie w jednym punkcie P. Udowodni¢,
AD, BC i EF sa réwnolegle lub przecinaja sie w jednym

Rozwigzanie

Prosta AD jest biegunowa punktu P wzgledem okregu k (p.

,Dwustosunek i biegunowa”, str. 107). Zatem na mocy twierdzenia

stronie 110, proste AD, BC, EF sa réwnolegte lub przecinaja sie w

punkcie.

Zadanie T. Rozwazamy pary (a,b) liczb naturalnych takich, ze iloczyn a
pisie dziesietnvm konczy sie dokladnie 98 zerami. Wyzna



Twierdzenie
Liczba a® b konczy sie dokladnie 98 zerami wtedy i tylko wted;

(1) (a,b) =(98,¢) lub (a,b)=(¢,98),
gdzie £="75 lub £=10m+5 dla m > 10.

7 powyzszego twierdzenia wynika natychmiast, ze istnieja doktac
pary (a,b) spelniajace warunki zadania, a mianowicie:

(a,b) =(98,75) lub (a,b) =(75,98).

Dowdd twierdzenia

Jezeli (a,b) jest parg postaci (1), to liczba a® ®»ma w rozkladzie
niki pierwsze doktadnie 98 ,, dwoéjek” i co najmniej 100 ,piatek”. To
ze liczba a® b konczy sie¢ dokladnie 98 zerami.

Zalézmy teraz, ze liczba a®  bkonczy sie dokltadnie 98 zerami. Ge
liczby a, b byly podzielne przez 5, to liczba a® b (jako piata pote
naturalnej) konczyltaby sie liczba zer podzielng przez 5, podczas gdy
jest doktadnie 98. Niech wiec, bez straty ogélnosci, a bedzie liczt
dzielng przez 5. Wowczas liczba b musi byé¢ podzielna przez 5, co oz
czynnik ,,5” wchodzi do rozktadu na czynniki pierwsze liczby a® %z
nikiem podzielnym przez 5. Skoro jednak liczba a® b konczy sie d
98 zerami, wiec musi mie¢ ona w rozktadzie na czynniki pierwsze co
100 ,piatek” i doktadnie 98 ,dwdjek”. Stad wynika, ze b€ {50,75} |
liczba podzielng przez 5 réwna co najmniej 100 (w przeciwnym razie
w rozktadzie na czynniki pierwsze liczby a® b byloby mniej niz 10(

Wykazemy teraz, ze b jest liczba nieparzysta.

Gdyby liczba b> 100 byta parzysta, to liczba ,,dwdjek” w rozkl
czynniki pierwsze liczby a® ® bylaby co najmniej 100, podczas gd;
ich doktadnie 98.

Gdyby za$ b=>50, to liczba a® miataby w rozkladzie na czynniki
doktadnie 48 ,dwbéjek”. Jedli przyjmiemy a=2% n, gdzie n jest ]
parzysta, to ak =48, czyli k& & n=48. Stad k€ {1,2,3,4}. Podsta
kolei k=1,2,3,4, obliczamy: n=24,6,2, %. W zadnym z przypadke
jest liczbg nieparzysta. OtrzymaliSmy sprzecznosé.

Zatem b jest liczba nieparzysta, co na mocy powyzszych ogranic
b=751ub b=10m+5 dla m > 10.

Liczba a® musi mie¢ w rozkladzie na czynniki pierwsze dokladnie
sak”  Tedli provimiomy 0 — 28 1 odvie n dect liecvha nienarsvaeta  +



Zadanie 8. Niech n>2 bedzie dang liczbg naturalng. Rozwazamy si:
dratowa na ptaszczyznie. W kazdym kwadracie jednostkow
wpisana jest liczba naturalna. Wielokaty o polu réwnym r
boki sa zawarte w prostych tworzacych siatke, nazwiemy wi
dopuszczalnymi. Wartoscig wielokata dopuszczalnego nazs
me wszystkich liczb wpisanych w kwadraty zawarte w tym w
Udowodnié, ze jedli wartosci dowolnych dwdéch przystajacycl
téw dopuszczalnych sa réwne, to wszystkie liczby wpisane w
siatki sg rowne.
Uwaga. Przypominamy, ze obraz symetryczny () wieloka
wielokatem przystajacym do P.

Rozwigzanie

Najpierw rozpatrzymy przypadek, gdy n jest liczba nieparzyst

n=2k+1. Jako dwa dopuszczalne wielokaty przystajace rozwazamy

prostokat 2k z dolaczonym kwadratem jednostkowym, jak na ry

(Na tym rysunku k=4).

rys. 1

Wartosci obu wielokatow sa rowne, wiec mamy e = j. Poniewaz |
pare wielokatéw mozna przesunaé¢ w dowolne miejsce ptaszczyzny, jal
obréci¢ o 90°, wnioskujemy stad, ze w dowolne dwa kwadraty jed:
majace wspdlny bok wpisano réwne liczby. Zatem wszystkie liczby
w kwadraty siatki sg réwne.

Pozostal do rozwazenia przypadek, gdy n jest liczba parzysta, po
n = 2k. Rozwazamy pare dopuszczalnych wielokatéw przystajacych,
lych z dotaczenia do tego samego prostokata 1 (2k 1) kwadratu
kowego, jak na rysunku 2. (Na tym rysunku k =4).




jest przesunieciem drugiego o wektor o wspdtrzednych parzystych,
sg réwne liczby. W rezultacie w kwadraty plaszczyzny moga byé wi
najwyzej 4 rozne wartoéci A, B, C, D, tak jak na rysunku 3.

A/B|A|B|A|B|A|B|A|B|A|B|A|B|A|B|A|B

c|\D|C|\D|C|\D\C\D\C|\D|C|D|C|D|C|D|C|D

A|B|A|B|A|B|A|B|A|B|A|B|A|B|A|B|A|B

c|\D|C|\D|C|\D\C\D\C|\D|C|D|C|D|C|\D|C|D

A/B|A|B|A|B|A|B|A|B|A|B|A|B|A|B|A|B
rys. 3

Z kolei rozwazmy dwa wielokaty jak na rysunku 4, gdzie Srodkow
bione prostokaty 1 (2k 2) pokrywaja sie.

D C
A|B|A|B|A|B A|B|A|B| A
D
rys. 4

Rownosé wartosci tych wielokatow daje 2D =2C', czyli D=C. D
potozenia tych wielokatéow pokazuje, ze dowolne dwa kwadraty jed:
o wspdlnym boku majg wpisang te sama liczbe. Wszystkie liczby
w kwadraty siatki sg wiec réwne i w tym przypadku.

Zadanie 9. Niech K, L, M beda érodkami bokéw BC, AC, AB tréjk:
Punkty A, B, C dziela okrag opisany na tréjkacie ABC
tuki: AB, BC, CA. Niech X bedzie takim punktem tuk
BX = XC'. Analogicznie, niech Y bedzie takim punktem
ze AY =YC, za$ Z takim punktem tuku AB, 7e AZ =7
R bedzie promieniem okregu opisanego na tréjkacie ABC
bedzie promieniem okregu wpisanego w trojkat ABC. Udov
r+KX+LY+MZ=2R.

Rozwigzanie



Wprowadzmy nastepujace oznaczenia: =KX, y=LY, z=M
ponadto a=BC, b=CA, ¢=AB oraz 2p=a+b+c.
Rownosé, ktérg mamy udowodnié, przepisujemy w postaci
(1) A
ror T T
Aby dowiesé tozsamosci (1), wyrazimy najpierw utamki stojace w po
wyrazeniu w zaleznoéci od a, b, c.

rys. 1 rys. 2

Niech T bedzie punktem stycznosci okregu wpisanego w tréjk
z bokiem AB (rys. 2). Wéwcezas TA=p a. Poniewaz YK BX = <
= JTAI, wicc trojkaty prostokatne K BX oraz TAI sa podobne. S
KX TI1 . 2x T
%B_TA czyli ;:p o
Otrzymana rownosé jest rownowazna tozsamosci
x a

2 —= .
@) r 2(p a)
Rozumujac analogicznie uzyskujemy zaleznosci

Y b z c

3 —_— = i .

@) T TR

Oznaczmy przez S pole trojkata ABC. Znane sg nastepujace wz

abc
S=pr oraz S=—.
P AR
Korzystajac z powyzszych réwnoéci oraz ze wzoru Herona mamy
2R abc p abe
(4) = =

28 S 20 a)p b o




co mozemy réwniez przepisaé¢ nastepujaco:

alp b)(p c)+blp c)(p a)+clp a)lp b)+2(p a)p b)p
Podstawmy: t=p a, u=p b, v=p c. Wowczas otrzymujemy:
b=v+t, c=t+u. Zatem tozsamos¢, ktéra chcemy otrzymaé, wyg
stepujaco:

(5) (u+v)uv+ (v+t)vt+ (t+u)tu+ 2tuw = (u+v)(v+1)(t+u).

Powyzsza zaleznosé jest prawdziwa dla dowolnych liczb rzeczywistyc
Mamy bowiem nastepujace rownosci:

u+wv)(v+ +u) =uwvt+uv+ut”+ut+ovt+vu+ovt” +ot
(u+v)(v+1)(t+u) t+uv+ut? +ult+ ot ot ot? +ot
= (u+v)uv+ (v+t)vt+ (t+ u)tu+ 2tuv.

Dowéd réwnosei (1) zostal tym samym zakoniczony.

IX Zawody Matematyczne Panstw Baltyckich

Zadanie 1. Znalezé wszystkie funkcje dwéch zmiennych f, ktérych a
x, y 1 wartosci f(z,y) sa liczbami calkowitymi dodatnimi, s
ce nastepujace warunki (dla wszystkich dodatnich liczb ca

zivy):
f(z,z) = x,
f(zy) = f(y,x),
(@+y)f(z.y) = yf(z,a+y).

Rozwigzanie

Wykazemy najpierw, ze istnieje co najwyzej jedna funkcja f sp
warunki zadania.

7 pierwszego réwnania mamy f(1,1)=1. Korzystajac z drugieg
ciego réwnania otrzymujemy f(1,2)= f(2,1)=2. Ogdlnie: jesli obli
juz wartosci liczb f(x,y) dla wszystkich 0 <z,y < z, gdzie z>2 jes
ustalong liczba naturalng, to podstawiajac do trzeciego réwnania
znajdujemy wartosci f(x,z) dla 0 <z < z. Potem korzystajac z drug
nania obliczamy liczby f(z,y) dla 0 <y < z. Z pierwszego réwnania
jemy f(z,z)=z. Tak wiec taka funkcja f, jesli istnieje, to jest tylko

7 drugiej strony funkcja

f(x,y) =najmniejsza wspélna wielokrotnos$é liczb z, y



wspdlng wielokrotnosé oraz najwiekszy wspoélny dzielnik liczb a i b
korzystujac tozsamo$é (a,b)[a,b] = ab otrzymujemy
vy o a(zty)
ry) 7 (@aty)
a to jest trzecia sposréd danych w zadaniu réwnosci.

Tak wiec jedyna funkcja f spelniajaca dane warunki jest f(z,y)

=y [z,a+y],

(z+y) [z, y] = (x+y) (

Zadanie 2.  Tréjke liczb calkowitych dodatnich (a,b,c) nazywamy quc
rejskq, jesli istnieje tréjkat o bokach dtugosci a, b, ¢, w ktor
kata naprzeciwko boku ¢ wynosi 120°. Udowodnié, ze jesli (
tréjka quasi-pitagorejska, to ¢ ma dzielnik pierwszy wigksz

Rozwigzanie

Niech (a,b,c) bedzie tréjka quasi-pitagorejska. Na mocy twierdze
nuséw otrzymujemy rownosé
(1) > =a*+ab+ 7.

Zalézmy najpierw, ze liczby a, b sg wzglednie pierwsze, tzn. ich na
wspolny dzielnik jest réwny 1. Przy tym zalozeniu udowodnimy nawe
kazdy dzielnik pierwszy liczby c jest wiekszy od 5.

Niech p bedzie dzielnikiem pierwszym liczby c. Liczby a, b nie 1
jednoczeénie parzyste, gdyz sa wzglednie pierwsze. Stad wynika,
c? =a®+ab+b? jest nieparzysta, a wiec p # 2.

Przypusémy teraz, ze p=3. Najwiekszy wspolny dzielnik liczb
réwny 1, wiec jedna z liczb a, b (powiedzmy, Ze jest nia a) nie jest 1
przez 3. Réwnosé (1) przepisujemy w postaci
(2) 4c = (a+2b)* 4 3a>.

Wtedy 3|(a+2b)?, skad 3|a+2b i w konsekwencji 9| (a+2b)%. Zatem 1

na réwnosci (2) jest podzielna przez 9, zas$ prawa nie. OtrzymaliSmy

noé¢.

Przypusémy z kolei, ze p=>5. Tak jak w poprzednim przypadku
zatozy¢, ze liczba a nie jest podzielna przez 5. Kwadrat liczby c:
moze z dzielenia przez 5 dawaé jedynie reszty 0, 1, 4. Stad 3a®>= 3
Zatem na mocy réwnosci (2) dostajemy (a+2b)2= 2 (mod 5).
liczby catkowitej a+2b daje wiec z dzielenia przez 5 reszte 2 lub 3,
wspomnielidmy wyzej, nie jest mozliwe. Otrzymana sprzeczno$¢ do
p>5.

Niech teraz a, b, ¢ beda dowolnymi liczbami catkowitymi spein



c=dc; ma wiec dzielnik pierwszy wigkszy od 5 — jest nim kazdy
pierwszy liczby c;.

Uwaga 1.

Jedli liczby catkowite dodatnie a, b, ¢ spelniaja réwnosé (1), 1
(a,b,c) jest quasi-pitagorejska. Istotnie, z réwnosci (1) wynika, ze a <
2 =a’+ab+b? < (a+b)?, co oznacza, ze z odcinkéw dtugosci a, b,
zbudowaé trojkat. Ponadto z twierdzenia cosinuséw wynika, ze mi
naprzeciwko boku ¢ wynosi 120°.

Warto zauwazy¢, ze dowdd tej implikacji nie byt potrzebny w po
rozwiazaniu.

Uwaga 2.

Tréjka (3,5,7) jest quasi-pitagorejska, co oznacza, ze liczby ,5” n
w tresci zadania zastapié przez wigkszg liczbe pierwsza. Mozna mimg
ko wzmocnié¢ znacznie tez¢  patrz uwaga 4.

Uwaga 3.
Znana jest ogdlna postaé trojek quasi-pitagorejskich (a,b,c):

a=d(2zy+y?), b=d(2® y*), c=d(@®+ay+y?),

gdzie d jest dowolna liczba naturalng, x >y >0 i x, y sa wzgledn
sze. Jak sie Czytelnik nietrudno przekona, znajomosé powyzszego |
pomaga w rozwigzaniu zadanial

Uwaga 4.

Mozna wykazaé, ze jesli (a,b,c) jest tréjka quasi-pitagorejska,
¢ ma dzielnik pierwszy postaci 6k+ 1. Stad oczywiscie wynika teza
zadania, gdyz kazda liczba pierwsza postaci 6k+1 jest wieksza od
jest bowiem nastepujace, nielatwe

Twierdzenie
Niech p >3 bedzie liczbg pierwszq. Jezeli istnieje taka liczba catkou

22= 3 (mod p), to liczba p jest postaci 6k+1.

W oparciu o powyzsze twierdzenie dowdéd wspommnianego uogdln
jest trudny. Wykorzystujac bowiem fragmenty zaprezentowanego 1
nia, wystarczy udowodnié¢ nastepujacy

Fakt

Jesli p> 3 jest dzielnikiem pierwszym liczby a® 4 ab+b?, przy czym .



tozsamosci 4(a’+ab+b?) = (a+2b)?+3a? oraz malego twierdzeni:
ta otrzymujemy 2?=(a+2b)%a? 3 = 3a? ' = 3 (mod p). Z po
twierdzenia wynika wiec, ze liczba p jest postaci 6k+1.

Zadanie 3.  Znalezé wszystkie pary liczb calkowitych dodatnich x,y, k
niaja réwnanie
222 +5y% =11(zy 11).

Rozwigzanie
Dane réwnanie jest réwnowazne réwnaniu (2z  y)(by x)=121.
czynniki stojace po lewej stronie powyzszego réwnania musza mieé
znak. Gdyby oba byly ujemne, to mieliby$my 2z <y < x/5, co ozn:
ze liczba x jest ujemna, a to przeczy zatozeniom. Liczby 22y, by
dodatnimi dzielnikami liczby 121. Zatem dane réwnanie prowadzi
uktadéw réwnan:
2 y=1 2¢ y =11 2¢ y =121
by x = 121, oy x = 11, oy x = 1.

Rozwiazujac powyzsze uktady dostajemy odpowiednio:
(xy):(14,27), ($,y):(22/3,11/3), (x,y):(202/3,41

Tak wiec jedynym rozwigzaniem danego réwnania w liczbach catkow:
para (z,y) = (14,27).

Zadanie 4. Niech P bedzie wielomianem o wspdtezynnikach catkowity
my, ze dla n=1,2,...,1998 wartosci P(n) sa liczbami na
trzycyfrowymi. Udowodnié¢, ze wielomian P nie ma pierwias
kowitych.

Rozwigzanie

Przypuéémy, ze istnieje taka liczba catkowita m, ze P(m)=0. Zn:

taka liczbe n € {1,2,...,1998}, Ze m =n (mod 1998). Wtedy 0= P(m

(mod 1998). Liczba P(n) jest trzycyfrowa, nie moze by¢ wiec podzie

1998. Otrzymalisémy sprzecznos¢.

Zadanie 5.  Niech a bedzie cyfrg nieparzysta, zas b cyfra parzysta. Uc
ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n istnieje liczba
dodatnia, podzielna przez 2", w ktoérej zapisie dziesigtnym 1
puja cyfry inne niz a i b.

Rozwigzanie



Dla n=1 wystarczy przyjaé di =b. Zaltdézmy, ze dla pewnego n
skonstruowaé liczbe d,,. Wtedy liczba ta z dzielenia przez 2"+! daje
lub 2™. De niujemy liczbe

4 _{10”b+dn jedli dp, =0 (mod 27*1),
" 10ma+dn jedli dp =27 (mod 27D,

(Innymi stowy, d,+1 powstaje z liczby d,, przez dopisanie na jej

cyfry b badz a, w zaleznoéci od tego, czy d,, dzieli sie przez 27+1,

Liczba dn4+1 ma oczywiscie n+1 cyfr, z ktérych kazda jest rowna

Pozostaje wykazaé, ze d, 1 dzieli sie przez 2"T!. Cyfra a jest niej
za$ b parzysta, wiec na mocy powyzszych réwnosci dostajemy

d _{0 +0  (mod 2""1) jedli d,=0 (mod 2"*1),

T 2n 427 (mod 271) jedli dp,=2" (mod 271).

W obu przypadkach liczba d,, 41 jest podzielna przez 2" 1. Dowdéd in
jest wiec zakonczony.

Uwaga
Kazda liczba catkowita dodatnia ma dwa rozwiniecia dziesietne, 1
17 mozna takze zapisa¢ jako 16,99999... . W tresci zadania milczas

daliSmy, ze chodzi o zapis dziesietny ,bez przecinka’. Bez tego :
mozna bardzo tatwo rozwigza¢ zadanie w przypadku gdy a=9: liczl
ci d, =0999...99,99999... (gdzie przed przecinkiem wypisano n dzi
ma jak widaé¢ w zapisie dziesietnym tylko cyfry a i b oraz jest podzie
2" gdyz d, =10" (b+1).

Zadanie 6. Niech P bedzie wielomianem stopnia 6 i niech a, b beds
rzeczywistymi takimi, ze 0 < a < b. Zatézmy, ze
P(a)=P( a), Pb)=P( b), P '(0)=0.
Udowodnié, ze P(x)= P( x) dla wszystkich liczb rzeczywi;
Rozwigzanie
Niech Q(z)=P(z) P( xz). Wtedy Q jest wielomianem stopnia c
zej 5, Q'(0)=0 oraz Q(0)=Q(a)=Q( a)=Q(b)=Q( b)=0. Za
lomian () ma pieé réznych pierwiastkéw rzeczywistych. Przy tym :
pierwiastkiem wielomianu @ i jego pochodnej, jest wiec pierwiastkie
krotnym wielomianu Q. Zatem wielomian @) jest tozsamosciowo rov
skad P(x)=P( z) dla wszystkich x rzeczywistych.



Rozwigzanie

Niech zp bedzie dowolna liczba rzeczywista oraz niech f(xg) =
stawiajac do danego réwnania =y =1zg dostajemy f(c?)=2c. Kl
lej x =y=c? otrzymujemy f(4c?)=4c. Podstawiajac wreszcie x =
y=4c? mamy f(4c?)=5c. Zatem 4c= 5c, skad ¢ =0. Poniewaz liczl
ta wybrana dowolnie, wiec jedyna funkcja f spelniajaca dane réwn

f(z)=0.

Zadanie 8. Niech Py(z)=1+z+2%2+  +% 1. Wykazaé, ze
< 1
3 (”)Pk(x) —gn 1 Pn< ”)
k 2
k=1
dla kazdej liczby rzeczywistej x i kazdej liczby catkowitej do

Rozwigzanie

Oznaczmy przez L(x) oraz P(z) odpowiednio lewg oraz prawa st
nej w zadaniu réwnoéci. Poniewaz (1 z)Py(z)=1 2, wiec

i (Z)z‘k:2" (14

k=0

n

0 L(w)zkgl(}j)u x’“>=§(}j)
Ponadto otrzymujemy

00 P ={1 55) (S0 -r (1 (BY)

=2" (1+xz)™
Zatem L(x)=P(x) dla x# 1. Obie funkcje L(z) i P(x) sa wielon
skad wynika, ze L(x)= P(z) dla wszystkich z.

Zadanie 9.  Liczby a, 3 spelniajg 0 < a < 3 < /2. Niech v, § beda liczh
§lonymi przez warunki:
(i) 0<vy<m/2 oraz liczba tgy jest $rednig arytmetyczng
itgf;
(ii) 0<d<m/2 oraz liczba 1/cosd jest Srednia arytmetyc
1/cosa i 1/cosp.
Udowodnié¢, ze v < 4.
Rozwigzanie
Sposdb 1
Niech f(t)=+v1+t?. Wéwczas dla dowolnych liczb rzeczywistyc
nich u # v zachodzi nieréwnosé f(3(u+v)) <3 f(u)+3f(v), tzn.

(1) S liyro2 <l 1aw2el [1o02.



Podnoszac ponownie do kwadratu, upraszczamy powyzszg nieréwno
staci 2uv <u®+0?, czyli (u  v)?>0). Wykorzystujac nieréwnosé (
mujemy

tga+tgls
= 1+tg27=f(tg7)=f<u><
cos7y 2
<f(tgoz)+f(tgﬂ):}< L1 >:
2 2 \cosa  cosf3
skad v < 4.
Sposob 11

Przedstawimy rozwiazanie geometryczne.

Na plaszczyZnie rysujemy odcinek jednostkowy OP (rys. 1). W:
punkty A, B lezace po tej samej stronie prostej OP tak, aby zachod
noéci: $POA=IPOB=90°, JOPA=a, SOPB=/. Wtedy O.
OB=tgf, PA=1/cosa, PB=1/cosf3. Oznaczmy przez C Srodek
AB. Na mocy zalozen
t t 1
%gﬁ =tg7, skad JOPC =~ oraz PC=

COs
Niech @ bedzie punktem symetrycznym do P wzgledem punktu C. C;
PAQ@B jest réwnoleglobokiem, a wiec AQ = PB =1/cosf. Stad
2 1 1 2

=PA+AQ>PQ=2 PC= ,
cosYy

oC =

cosd  cosa cosf3
czyli v <.
Q

A

(0] 1 P

rys. 1

Zadanie 10. Niech n > 4 bedzie parzysta liczba catkowita. W okrag o pr



Rozwigzanie

Bez straty ogdlnosci mozemy zalozyé, ze rozwazany okrag ma
2n(n 1), zamiast 2.

Wierzchotki (n 1)-kata foremnego AgA;...A, o dziela dany
n 1 tukéw, kazdy diugosci 2n. Na mocy zasady szu adkowej, pev
kolejne wierzchotki n-kata foremnego ByBj... B, 1 leza w jednym 7
kéw. Bez straty ogdlnosci mozemy wiec przyjaé, ze punkty By, B-
tuku AgAj, przy czym AgBy < AgBi oraz AgBp < B1A;p (rys. 1).

31 B2
Ay

By

Ao A2
rys. 1
Rozetnijmy dany okrag w punkcie Ag i rozt6zmy go na osi liczbowej
punkty Ag, A1, As, ... pokryly sie odpowiednio ze wspdlrzednymi 0, 2
(rys. 2). Wéwezas punkty By, By, Ba,... pokryja sie odpowiednio z
rzednymi zg,x1,22,..., gdzie xp =x0+2k(n 1) (k=0,1,2,...,n 1),

o T T2
0 2n 4dn

rys. 2
Nizej udowodnimy, ze:
(a) jezeli 1 <k<n/2, to punkt By lezy miedzy Ay 1 a Ag, blizej A
(b) jezeli n/2<k<n 1, to punkt By lezy miedzy Ay 1 a Ay, blize
Zatem jezeli 1 <k<n/2, to odleglo$é¢ od punktu By do najblizsze
chotka n-kata AgAi...A, 1 wynosi 2kn  xp =2k x0; W przeciwn
odleglo$¢ ta wynosi xr  (2k 2)n=x9 2k+2n. Stad

n/2 nl n/2 n 1
S:xo—l—Z@k x0) + Z (zo 2k—|—2n)=22k + Z (2n
k=1 k=n/2+1 k=1 k=n/2+1

co jest wielkoScig, zalezng tylko od n.
Pozostatlo udowodnié zdania (a) oraz (b).
Na mocy poczynionych zalozen otrzymujemy 0 < 2z¢ < zg+ (2n
skad w szczegdlnosci
2k n<zo<2k dla  1<k<n/2,
2k 2n<xo<2k n dla n/2<k<n.



Zadanie 11. Niech a, b, ¢ beda dlugosciami bokéw pewnego trojkata,
promieniem okregu opisanego na nim. Udowodnié, ze
(1) B> _CHP
2v2a2+2b2 ¢?
Kiedy zachodzi réwno$é?
Rozwigzanie
Sposob 1
Oznaczmy katy naprzeciwko bokdéw a, b, ¢ odpowiednio przez A, |
mocy twierdzenia sinuséw a =2RsinA, b=2Rsin B, ¢=2RsinC. Pc
jac powyzsze zaleznosci do nieréwnosci (1) sprowadzamy ja do nier

4R?(sin? A+sin’ B)

R> .
2,/8R2(sin?A +sin’B) 4R?sin®C

Przeksztalcajac réwnowaznie ostatnia nieréwnosé¢ dostajemy kolejn
2(sin? A +sin?B)  sin?C > (sin? A +sin? B)?,
(sin® A+sin’B)(2 sin?A  sin’B) >sin’C,
(sin® A +sin® B)(cos? A+ cos® B) > sinC.

Ostatnia nieréwno$¢ wynika z nieréwnosci Schwarza (p. Dodatek,
no$é Schwarza”, str. 112):

(2) (sin® A+sin®B)(cos? B+cos?A) > (sinA  cosB+sinB  cos A}

Dowéd nieréwnosei (1) jest wiec zakonczony.

W nieréwnosci (1) zachodzi réwnos$é wtedy i tylko wtedy, gdy s
jest réwnosé w nieréwnosci (2). To natomiast jest mozliwe wted:
wtedy, gdy istnieje taka liczba rzeczywista A, ze

(3) sinA = Acos B oraz sin B = Acos A.

7 powyzszych zwigzkéw wynika, ze A >0 oraz ze katy A, B sg ostre.
stronami réwnosci (3) otrzymujemy sin2A =sin2B. To oznacza, ze
lub 2A+2B =, czyli A=B lub A+ B=m/2.

Roéwniez odwrotnie: jesli A= B, to zalezno$¢ (3) jest spelnions
wolnej liczby dodatniej A. Jedli natomiast A+ B=m7/2, to zwiazl
prawdziwe dla A =1. Zatem w obu przypadkach istnieje taka liczba

anelnicone ca ohie rAvwnade] (2)



Oznaczmy przez A, B, C wierzchotki lezace odpowiednio nap
bokéw a, b, c. Niech O bedzie $rodkiem okregu opisanego na tréjkac
za$ niech M bedzie srodkiem boku AB (rys. 1).

Dtugosé srodkowej m, poprowadzonej do boku ¢ spelnia zalezno
(4) dm?=2a>+20* .

Zatem nieréwno$¢ (1) mozna przepisaé w nastepujacej, réownowazne
4Rme > a® +b%. Ze zwiazku (4) wyliczamy wielko$é a®+b? i podsta
do ostatniej nieréwnosci. W ten sposéb nieréwnoéé, ktérg mamy ud
sprowadza si¢ do zaleznosci 8 Rm, > 4m?+ c2.

Te nieréwnoé¢ z kolei traktujemy jako nieréwnosé

kwadratowa z ,niewiadoma” m. i ,parametrami”

R, c. Rozwiazujac ja dostajemy réwnowazng for-

me nieréwnosci (1): O

Ime  RI<y/R? (c/2)?,

A M
czyli [MC  OC|<OM. Otrzymaliémy nieréw-
noéé¢ tréjkata zastosowang do trojkata COM,
a wiec tym samym udowodniliémy nieréwnosé (1). rys. 1

Rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy punkty C, O, M sa
niowe. To za$ jest mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy AC' = BC' luk
czyli wtedy i tylko wtedy, gdy a=b lub LACB =90°.

Zadanie 12. W tréjkacie ABC zachodzi $BAC =90°. Punkt D lezy na
i ¥BDA=24BAD. Udowodnié, ze

1 1/1 1
AD 2 (@ + C_D) -
Rozwigzanie
Sposob 1
Niech O bedzie érodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC. O
przez E punkt przeciecia prostej AD z tym okregiem (rys. 1).
Woéwcezas < BOE =2<BAFE =<CDE, co dowodzi,

ze DE=O0OEF. Na mocy podobienstwa tréjkatéw
ADC i BDE otrzymujemy

AD _CD
BD DE

AD _ BD
CD DE’

oraz

Stad



Sposdb 11
Oznaczmy: o= <BAD, 3=<CAD. 7 danych w treéci zadania
ze $BDA=2a, $CDA=2f. Z twierdzenia sinuséw wynika, ze
AD  sin3a AD  sin3f
BD ~ sina CD ™~ sin§’
Korzystajac z tozsamosci

oraz

sin3dy = sinpcos2¢ + cospsin2p = singo(cos 20+ 2c0s> go)
oraz rownosci a+ 8 =90° otrzymujemy
AD n AD
BD CD
co konczy dowdd danej tozsamosci.

= (cos2a+cos2f3) +2(cos’a+cos? 3) =0+2=2.

Zadanie 13. W pieciokacie wypukltym ABCDE boki AE i BC sg réwno
YADE =<4BDC. Przekatne AC i BE przecinaja sic w p
Udowodnié, ze $EAD =<BDP oraz <YCBD = <JADP.
Rozwigzanie
Sposdb 1
Niech ¢; i ¢o beda odpowiednio okregami opisanymi na trojkata
i BCD. Zalézmy, ze prosta D P przecina okrag co w punkcie F' (rys

C1

rys. 1

Poniewaz SADE =< BDC, wiec stosunek dlugosci odcinkéw I
jest réwny stosunkowi dtugoéci okregdéw cq i co. Zatem jednokladnos
ku P, przeksztalcajaca odcinek AFE na odcinek C'B, przeksztalca

na Alrraos - Ta carma 1odnnl-ladnandd nrronravxradra il D E Al-vaocit



Sposdb 11
Udowodnimy najpierw nastepujacy

Lemat
Dany jest sze$ciokat ABCDFEF. Czworokaty ABCE, CDFEA, F
wypukte oraz zachodzg réwnosci:

JEAF=9CAB=0a, JACB=YECD=p3, JYCED=<AE]
Woéwezas przekatne AD, BE, C'F' przecinaja sie w jednym punkcie
D D

A Q
rys. 2 rys. 3

Dowad
Przez [ XY Z] bedziemy oznaczaé pole trojkata XY Z.
Niech K, L, M beda odpowiednio punktami przeciecia nastepuja
odcinkéw: AD,EC; BE,CA; CF,AE (rys. 2). Dostajemy réwnosci
AL CK EM [ABE] [CDA] [EFC| [ABE] [CDA] [El
LC KE MA [CBE] [EDA] [AFC] [AFC] [CBE] [EI
_AB AECD CAEF EC AB CD EF
~ AF ACCB CEED EA CB ED AF

qmﬂ siny sina

=1.

sina sinf sinvy
(Pierwsza réwno$é wynika z twierdzenia Talesa oraz z faktu, ze stos
tréjkatéw o wspolnej podstawie jest réwny stosunkowi wysokosSci ¢
nych na te podstawe. Trzecia réwnosé to zastosowanie wzoru

(XYZ]|=3XY XZ sy XZ.

Piata réwnos$é otrzymujemy z twierdzenia sinuséw). Na mocy tw



(rys. 3). Na mocy lematu, zastosowanego do szesciokata AQBCDE
D, P, @ sa wspotliniowe. Poniewaz odcinki AE i BC' sa réwnolegle

JADB=9FEAD+4CBD=9QAB+4QBA=180° JAQ
Zatem na czworokacie AQBD da sie opisaé¢ okrag, stad SEAD = -
= IBDQ = <BDP. Drugy réwnoé¢ dostajemy analogicznie.

Zadanie 14. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym AB < AC. Prosta prze
przez B i réwnolegta do AC przecina dwusieczng kata zew
IBAC w punkcie D. Prosta przechodzaca przez C i réwr
AB przecina te dwusieczng w punkcie FE. Punkt F' lezy na
i spetniona jest réwnosé FC = AB. Udowodnié, ze DF = F
Rozwigzanie
Poniewaz proste BD i AC sa réwnolegte oraz AD jest dwusiec
zewnetrznego BAC, wiec $BAD =<4BDA=qa. Stad SCAE = 4.C
Roéwniez AB = BD oraz AC =CE. Niech B, C', F' beda odpowie
tami prostokatnymi punktéw B, C, F' na prosta DE (rys. 1).

E

B C
rys. 1

7 warunku F'C = AB wynika, ze AB+ AF = AC, skad dostajemy 1
B'F'=(AB+ AF)cosa= ACcosa=AC'=C'E. Ponadto DB'=DB
=FCcosa=F'C'. Zatem DF'=F'E, czyli DF = FE.

Zadanie 15. Dany jest tréjkat ostrokgtny ABC'. Punkt D jest spodkiem
opuszczonej z wierzchotka A na bok BC. Punkt E lezy n:
AD i spelione jest rownanie
AE _CD
ED DB’
Punkt F' jest spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzcho
bok BE. Udowodnié¢, ze $AFC = 90°.
Rozwigzanie A

Niech P bedzie takim punktem, ze czworo-
kat ADC'P jest prostokatem (rys. 1). Wéwczas



lezy na okregu opisanym na prostokacie ADCP. Zatem
JAFC =<ADC =90°.

Zadanie 16. Czy mozna pokry¢ szachownice o wymiarach 13 13 czterd
dwoma klockami o wymiarach 4 1 w taki sposéb, ze tylke
we pole szachownicy pozostanie nie zakryte? (Zakltadamy,
klocek zakrywa cztery pelne pola szachownicy).

Rozwigzanie

Nie mozna.

Sposdb 1

Pokolorujmy dang szachownice tak jak na ry-
sunku 1. Kazdy klocek o wymiarach 4 1, poto-
zony pionowo lub poziomo, przykrywa doktadnie
dwa pokolorowane i dwa niepokolorowane pola.
Srodkowe pole jest niepokolorowane. Gdyby wicc
zadane pokrycie istnialo, to liczba pdl pokolo-
rowanych danej szachownicy musiataby by¢ o 1 gz
mmniejsza niz liczba pdl niepokolorowanych. rys. 1

Jednak bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze jest odwrotnie: y
lorowanych jest 85, za$ niepokolorowanych 84. OtrzymaliSmy sprzec

Sposdb 11

Ponumerujmy pola szachownicy jak na rysunku 2. Wowczas kazc
4 1 potozony na szachownicy przykrywa 4 pola z réznymi numera

Cala szachownica zawiera po 42 pola z liczbami 2, 3 i 4 oraz
z liczbg 1. Po usunieciu $rodkowego pola pozostanie tylko 41 pdl z
nie mozna wiec umiesci¢ 42 klockéw na szachownicy bez pokrycia t
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Uwaga

Bardziej narzucajace wydaje si¢ ponumerowanie pél szachownic
sOb pokazany na rysunku 3. W wielu zadaniach olimpijskich o pol
szachownicy wtagnie takie ponumerowanie rozstrzyga, czy dang sza
da sie pokryé¢ odpowiednimi kostkami. Jednak w tym przypadku pc
wanie z rysunku 3 do niczego nie prowadzi: po usunigciu $rodkowegc
szachownicy pozostana po 42 pola z kazda z liczb 1, 2, 3, 4.

Zadanie 17. Niech n i k beda liczbami calkowitymi dodatnimi. Danyc
przedmiotéw (tych samych rozmiaréw) i k pudelek, z ktor:
pomiesci n przedmiotéw. Kazdy przedmiot jest pokoloro
nym z k réznych koloréw. Wykazaé, ze mozna rozmiescié¢
mioty w pudetkach w taki sposob, ze w kazdym pudelku 2
przedmioty w co najwyzej dwoch kolorach.

Rozwigzanie

Przeprowadzimy dowdd indukcyjny wzgledem k. Dla k=1 teza j
wiscie prawdziwa. Zaldézmy wiec, ze zadane rozmieszczenie jest mo
pewnego k; wykazemy, ze mozna rozmiesci¢ przedmioty, gdy kolorox
tek jest k+1.

Poniewaz wszystkich przedmiotéw jest n(k+1), wiec przedmiot
nego koloru (powiedzmy bialego) jest co najwyzej n. Z tego sar
wodu przedmiotéw pewnego innego koloru (na przyktad czarnego
najmniej n. Wkltadamy do pudetka wszystkie przedmioty biate ora:
niamy wolne miejsce przedmiotami czarnymi. W pudetku tym zna
wiec n przedmiotéw co najwyzej dwdch koloréw. Pozostato do wype
pudelek nk przedmiotami k koloréw (biatych przedmiotéw juz nie 1
na mocy zaltozenia indukcyjnego jest wykonalne.

Zadanie 18. Wyznaczy¢ wszystkie liczby calkowite dodatnie n, dla ktoryq
zbiér S o nastgpujacych wlasnosciach:
(i) S sklada sie z n liczb catkowitych dodatnich, z ktérych
sg mniejsze od 2" 1
(ii) dla dowolnych dwéch réznych niepustych podzbioréw A
S suma elementow zbioru A jest rézna od sumy elemer
ru B.
Rozwigzanie
Dla n=1 lub n=2 nie istnieje zbiér S majacy wtasnosé (i). I
jedynym zbiorem S spelniajacym warunek (i) jest zbior {1,2,3}, je



Jezeli S ={ay,as,...,an} jest zbiorem spelniajgcym warunki (i), (ii)
nego n, to zbior S ={1,2a1,2a2,...,2a,} spetnia warunki (i), (ii) d
Istotnie, na mocy wlasnoéci (i) zbioru S, kazdy element zbioru S je
szy od 2". Zbiér S ma wiec wlasnosé (i). Jesli teraz A, B sa dc
roztgcznymi podzbiorami zbioru S |, przy czym zaden z nich nie z:
to sumy elementéw tych zbioréw sa rézne (na mocy wlasnosei (ii) zl
Jesli natomiast jeden z podzbioréw A, B (na przyktad A) zawiera 1,
elementéw zbioru A jest nieparzysta, za$ zbioru B — parzysta; wie
sa wiec rézne. To dowodzi, ze zbiér S ma réwniez wlasnosé (ii).

Odpowiedz: Zbior S o zadanych wtasnosciach istnieje wtedy i tyll
gdy n > 4.

Zadanie 19. Rozwazmy mecz ping-ponga miedzy dwiema druzynami,
kazda sklada sie z 1000 graczy. Kazdy gracz gral przeciwko
7z graczy przeciwnej druzyny dokladnie raz (w ping-pong
remiséw). Udowodnié, ze istnieje dziesigciu graczy z jedne
takich, ze kazdy z graczy druzyny przeciwnej przegral z co
jednym z tych dziesigciu graczy.

Rozwigzanie

Rozwazmy najpierw mecz ping-ponga, w ktérym uczestnicza d
druzyny: jedna sktadajaca sie z m zawodnikdéw, a druga z n. Wowcz
nej z tych druzyn istnieje zawodnik, ktory wygral z co najmniej pc
wodnikow druzyny przeciumej.

Dowdd: Przypuéémy, ze kazdy zawodnik wygral z mniej niz potow
druzyny przeciwnej. Wtedy liczba zwycigstw jednej druzyny jest mn:
m  n/2; za$ drugiej jest mniejsza niz n m/2. Zatem laczna liczba
w meczu jest mniejsza niz m n. Otrzymalismy sprzecznosé, gdyz tac
wszystkich zwyciestw jest rowna liczbie wszystkich rozgrywek, czyli

Powracamy do druzyn 1000-osobowych.

Zawodnika, ktéry wygral z co najmniej 500 graczami druzyny
nej, odznaczamy medalem (taki istnieje, na mocy powyzszych ro
a wszystkich tych, ktorzy z nim przegrali, odsytamy do domu. Po t
cji postepujemy analogicznie: znajdujemy zawodnika (by¢ moze z
druzyny, co poprzednio), ktéry wygral z co najmniej potowa graczy
przeciwnej, dajemy mu medal, a tych, ktérzy z nim przegrali, odsy
domu. Postepowanie to kontynuujemy do momentu, gdy ostatni :
ktérejs z druzyn (nazwijmy ja A) pojedzie do domu. Niech B be



samym co najwyzej dziesigciu zawodnikéw druzyny B dostalo med
staje zauwazy¢, ze kazdy zawodnik druzyny A przegral z pewnym 1
druzyny B.

Zadanie 20. Powiemy, 7e liczba calkowita dodatnia m pokrywa liczbe 19!
9, 9, 8 pojawiaja sie w tej wladnie kolejnoéci jako cyfry m.
ktad 1998 jest pokrywana przez 215993698, ale nie przez 21
Niech k(n) oznacza liczbe tych liczb catkowitych dodatnich,
krywaja 1998 i maja dokladnie n cyfr (n>5), z ktérych ws
rézne od 0. Jaka reszte z dzielenia przez 8 daje k(n)?
Rozwigzanie
Niech 1<g<h<i<j<n beda ustalonymi liczbami catkowity
wazmy wszystkie takie liczby n-cyfrowe a =a71...a,,, o cyfrach réznycl
(1) ag=1, a;=9, ar#1 dla f<g; ag#9 dla h<
ap,=9, a;=38, ar#9 dla g<fl<h; ar#8 dla i<
(Powyzszy warunek oznacza, ze sposrdd tych czwoérek ,,1,9,9,87, |
krywaja liczbe a, czworka pokrywajaca te liczbe na miejscach g, h,
usytuowana najbardziej na lewo).
Wszystkich liczb spelniajacych warunek (1) jest

2) 91 ol ghl gil gj
Wyrazenie to daje reszte 1 z dzielenia przez 8 dlag=1, h=2,1=3, )
jest podzielne przez 8 dla wszystkich innych uktaddéw 1 <g<h <1<

Liczbe k(n) otrzymujemy dodajac wyrazenie (2) po wszystkich m
wyborach liczb 1 <g<h<i<j<n. Zatem liczba k(n) z dzielenia
daje reszte 1.



DODATEK ?

A. Rozwigzywanie rekurencji liniowych

Rozwazamy ciggi spelniajace rownanie rekurencyjne
(1) Cni2 =aCpi1 +bey (n>0),
gdzie a, b sa danymi liczbami rzeczywistymi. Chcielibyémy umieé r
réwnanie rekurencyjne (1), tzn. wypisaé¢ wzor ogdlny na n-ty wyraz
znajac wartoéci poczatkowe cg i ¢1. Okazuje sie, ze istnieje ogdlna
pozwalajaca rozwiazywaé rownania rekurencyjne postaci (1). Zilustr
trzema przykladami.

Przyktad 1.
Wyznaczymy wzoér ogélny na n-ty wyraz ciagu (¢,) danego wzor
(2) =5, =13, Cn+2=2Cn11+3c, (n>0).

(Ciag dp =cn 1 pojawil sie w rozwiazaniu zadania 2 z XXI Austric
skich Zawoddéw Matematycznych, zob. str. 76).

Zapominamy na chwile o danych warto$ciach poczatkowych co,
ramy sie znalez¢ jak najwiecej ciagdw ¢, ktére spelniaja dane réw
kurencyjne. Najpierw szukamy niezerowych ciagdw geometrycznycl
cn, = 2™, dla ktorych spelione jest dane réwnanie rekurencyjne. Lic:
musi wiec dla dowolnego n > 0 spelniaé¢ rownanie

"2 =9z 1 327 czyli 2?2 =2x+3.
Otrzymane réwnanie nazywamy réwnaniem charakterystycznym row
kurencyjnego (2). Rozwiazujac je uzyskujemy zq1 =3, xo= 1. Zat
geometryczne ¢, =3" oraz ¢, =( 1)" spelniaja dane réwnanie rekw
Stad wynika, ze dla dowolnych liczb «, (3, ciag postaci

n=3"a+( 1)"3
rowniez spelnia nasze réwnanie rekurencyjne. Pozostato dobraé t:
a, B, aby ¢ =5 oraz ¢c; =13. W tym celu ukltadamy uktad réownan

a+fB=cp=>
3aa fB=c1=13,
skad otrzymujemy o= %, 6= % Zatem wzér ogdlny na n-ty wyraz
okreslonego warunkami (2) wyglada nastepujaco:



Przyktad 2.
Tym razem wyznaczymy wzér na n-ty wyraz ciagu ¢, danego w

(3) =0, c1=2, Cht2= 2¢p41 2¢, (n=0).

Podobnie jak poprzednio, staramy sie znalezé niezerowe ciagi geo
ne postaci ¢, = 2" spelniajace powyzsze réwnanie rekurencyjne. W
podstawiamy powyzsza réwnosé do danego réwnania rekurencyjne;
mujac jego rownanie charakterystyczne:

(4) = 2 2.
Niestety, powyzsze rownanie nie ma rozwigzan rzeczywistych, a wie
niejg niezerowe rzeczywiste ciggi geometryczne spelniajace réwnal
rencyjne (3). Jednak wiemy, ze istnieja zespolone rozwiazania rowi
dane wzorami x1 =1 ¢ oraz xo =141, dzieki czemu mozemy konty
naszg metode przy uzyciu liczb zespolonych.

Ciagi ¢, =(1 4)™ oraz ¢, = (141)™ spelniaja nasze réwnanie rel
ne. Stad dla dowolnych liczb zespolonych «, 3, ciag ¢, dany wzorer

=01 i) "a+ (14"

rowniez spetnia dane rownanie rekurencyjne.

Pozostalo wyznaczy¢ takie liczby (zespolone) «, 3, dla ktéryc
c1 = 2. Podobnie jak poprzednio, uktadamy i rozwiazujemy odpowiec
rownan, skad dostajemy a=1i, f= . Zatem wzor ogdlny na mn-i
ciagu ¢, danego wzorami (3) wynosi

ecn=01 )" (14+4)".

Poniewaz ciag ¢, sktada sie z wyrazow rzeczywistych, wiec chci
tak przeksztalci¢ powyzszy wzér, aby wyeliminowaé z niego liczby z
W tym celu skorzystamy ze wzoru de Moivre’a:

(cost+isint)™ = cosnt+ sinnt,
gdzie n jest liczba naturalna, a t rzeczywista. Mamy bowiem:
1 =2 € )" =(D" (cos( T)+isin( )=
— (VD" (eos (=) +isin( 7)) = (V" (cos (2
Analogicznie obliczamy, ze
(1+4)"=(v2)" (cos (ZE) +isin (2T)).

) isin



Przyktad 3.
Wyznaczymy z kolei wzér na n-ty wyraz ciagu ¢, danego wzora

(5) =1, a= 4, Cnt2 =41 4, (n2>0).

Tak jak w poprzednich dwéch przykiadach, szukamy niezerowyc
geometrycznych postaci ¢, =", spetniajacych dane réwnanie rekus
Tym razem ukltadajac i rozwiazujac odpowiednie réwnanie charakt
ne, widzimy, ze ma ono jeden podwdjny pierwiastek: z1=x02=2. Z
nieje tylko jeden cigg geometryczny ¢, = 2" spelniajacy dane rowna
rencyjne. Aby utozyé¢ odpowiedni uktad rownan i wykorzystaé¢ war
czatkowe, musimy znalezé drugi, ,catkiem inny” cigg spelniajacy n:
nanie rekurencyjne. Jak Czytelnik bez trudu sprawdzi, ciag ¢, =n2’
dane réwnanie rekurencyjne. (Ogélnie: jesli x1 jest pierwiastkiem po
rownania charakterystycznego, to ciagi 27 oraz naf spelniaja dane -
rekurencyjne).

Pozostato kontynuowaé jak w poprzednich przykladach: Dla d
liczb rzeczywistych «, (3, ciag

cn=2"a+n2"p
spetnia dane rownanie rekurencyjne. Wykorzystujac wartosci po
cg, c1, uktadamy i rozwigzujemy odpowiedni uktad réwnan, skad ot
my =1, = 3. Zatem wzér ogdlny na n-ty wyraz ciagu ¢, daneg
mi (5) ma postaé

ecn=(1 3n) 2.

Podsumowanie, zarys ogdlnej metody

Mamy nadzieje, ze powyzsze przykitady wyczerpujaco ilustruja
wiong metode. Jednak dla wygody Czytelnika naszkicujemy na konie
algorytm postepowania w ogélnym przypadku.

Chcemy rozwiazaé¢ réwnanie rekurencyjne postaci (1), gdy znan
by a, b oraz wartosci poczatkowe cg, c1. Zastanawiamy sie najpie
niezerowe ciagi geometryczne postaci ¢, =x" (byé¢ moze o wyrazac
lonych) spelniaja réwnanie (1). W tym celu podstawiamy powyzsza
do zwiazku (1) otrzymujac réwnanie

$n+2 :axn—l-l +bl‘n ;

ktore sprowadza sie do 22 = ax +b. Réwnanie to nazywamy réwnan

I A Y T I S S 2 S W dU R (. I



(a) Liczby x1 i xo sq rézne

Woéwezas dwa rézne ciagi geometryczne ¢, =] oraz c, =5
dane réwnanie rekurencyjne. Ciagi te nazywamy ciggamsi bazowyms 1
rekurencyjnego (1). Zalezno$é (1) jest wiec spelniona przez wszyst
postaci
(6) cn=aTa+asf,
gdzie a, B sa dowolnymi liczbami zespolonymi. Poniewaz wszystkis
ciagu rekurencyjnego sa wyznaczone przez wartoéci poczatkowe cq
ramy sie tak dopasowaé liczby « i (3, aby réwnanie (6) bylo speh
n=01n=1. Otrzymujemy zatem uklad rownan

a+f=cy
o+ Prg =1,
ktory ma zawsze rozwiazanie:
o= 1 X200 ’ 3 .
r1 X2 r1 X2
(b) Liczby x1 i w2 sq réwne

Jesli o1 =9 =0, to a=b=0, skad ¢, =0 dla dowolnego n > 0.

Przyjmijmy wiec, ze x1 = o =y # 0. Wéwczas réwnanie (1) jest s

1€y C1

przez dwa ciagi: ¢, =y" oraz ¢, =ny". Ciagi te nazywamy ciggami !
réwnania rekurencyjnego (1). Kontynuujemy jak w przypadku (a): 7
my, ze zalezno$é (1) jest spelniona przez wszystkie ciagi postaci

(7) Cp = ynOé + ”ynﬂa

gdzie «, ( sa dowolnymi liczbami zespolonymi. Nastepnie szukamn
liczb «, 3, aby réwnanie (7) bylo spelione dla n=0 i n=1. Otrz;
zatem uklad réwnan

o= Cq
yatyB=cy,
ktory ma zawsze rozwiazanie:

1 Yo
» .

a=Cy, /6:

Uwaga
Podobnie postepujemy w przypadku réwnan rekurencyjnych wyzs
du, tzn. w przypadku réwnan postaci
Cntk =01Cntk 1 TA2Cntk 2 + ...+ apCy (k>2)a

gdzie ay,as,...,ar oraz cy,c1,...,cp 1 S8 znanymi liczbami rzeczywist



B. Dwustosunek i biegunowa

Duwustosunek i podzial harmoniczny
Dane sg cztery rézne punkty A, B, C, D lezace na jednej proste;j.
wyrazenia
AC AD
BC  BD
nazywamy dwustosunkiem czwdrki punktéw A, B, C, D i oznacza)
(A,B;C,D). Wprost z de nicji wynikaja nastepujace réwnosci:

1
(B,A;C,1
Zatem jesli (A,B;C,D)=1, to (A,B;C,D)=(B,A;C,D)=(A,B;I
W tym przypadku (tzn. gdy (A,B;C,D)=1) punkt C' nazywamy
nym harmonicznie do punktu D wzgledem pary punktow (A,B) (rys

(A,B;C,D)=(D,C;B,A) oraz (A,B;C,D) =

A C B D
rys. 1

Bezposrednio z de nicji wynikaja nastepujace wnioski:

(a) Jezeli punkt C' jest sprzezony harmonicznie do punktu D v
pary punktéw (A,B), to punkt D jest sprzezony harmonicznie do p
wzgledem tej samej pary.

(b) Jezeli punkt C jest sprzezony harmonicznie do punktu D v
pary (A,B), to punkt C jest sprzezony harmonicznie do punktu D v
pary (B,A).

Z wnioskéw (a), (b) wynika, ze w de nicji sprzezenia harmoniczne;
ty C, D, jak rowniez punkty A, B, odgrywaja symetryczne role. Z te
du, zamiast pisa¢: punkt C' jest sprzezony harmonicznie do punktu
dem pary (A,B), mozemy napisaé: punkty C' i D sq sprzezone harn
do siebie wzgledem punktow A, B; czy tez po prostu: punkty C,
harmonicznie odcinek AB.

(¢) Jezeli punkty C' i D dzielag harmonicznie odcinek AB, to punk
dzielg harmonicznie odcinek C'D.



Rowniez odwrotnie: jezeli punkt C' lezy na zewnatrz odcinka
punkt D, sprzezony harmonicznie do C, lezy pomiedzy punktami A

Udowodnimy teraz twierdzenie méwigce o tym, ze dwustosunek
chowywany przez rzut $rodkowy.

Twierdzenie 1.

Niech S bedzie punktem, za$ ¢ prostg nie zawierajaca punktu .
punkty A, B, C, D leza na prostej ¢ (rysunki 2 i 3). Prosta k nie p
przez punkt S i przecina proste AS, BS, C'S, DS odpowiednio w |
A, B', C', D'. Wéwezas

(A,B;C,D)=(A",B";C",D").

Dowaod

Niech l4, g, Lo, £p beda czterema réznymi, ustalonymi prosty
chodzacymi przez punkt S. Przyjmijmy, ze prosta ¢, nie przechodzz
punkt S, przecina proste £ 4, g, ¢, £p odpowiednio w punktach A,
Wystarczy dowie$é, ze wartosé wyrazenia (A,B;C,D) nie zalezy oc
prostej £.

C/

k rys. 2

Oznaczmy przez [K LM] pole tréjkata K LM. Mamy nastepujace
AC [ACS] %AS CS s$hASC _AS sind ASC
BC [BCS] iBS CS saBSC  BS singBSC’




Dzielgc stronami powyzsze réwnosci uzyskujemy

_AC AD sindASC singASD

"~ BC BD  sin¥BSC sindBSD’
Poniewaz sina =sin(180° «) dla 0 < a < 180°, wiec wielko$é po pra
nie powyzszej rownosci nie zalezy od wyboru prostej £. Dowdd tw:
zostal wiec zakonczony.

(A,B;C.D)

Biegunowa

Niech o bedzie dowolnym okregiem, za§ P dowolnym punktem lez
zewnatrz tego okregu.

Przez punkt P prowadzimy prosta ¢, ktora prze-
cina okrag o w punktach X, Y. Niech Z bedzie
punktem sprzezonym harmonicznie do punktu P
wzgledem punktéw X, Y. Innymi stowy, punkt Z
lezy na odcinku XY i jest wyznaczony przez waru-
nek
(X,Y;Z,P)=1, czyli %:%
Naszym celem jest wyznaczenie zbioru punktéw
Z przy ustalonym okregu o, ustalonym punkcie P
oraz zmieniajacej sie prostej ¢ (rys. 4). rys. 4

Jak podpowiada rysunek 4, zbiér punktow Z powinien leze¢ n:
prostej. Udowodnimy teraz, ze tak rzeczywidcie jest.

Twierdzenie 2.

Niech proste PA, PB beda styczne do okregu o odpowiednio
tach A, B (rys. 5). Wéwczas zbiorem wyzej zde niowanych punktoy
odcinek AB.

Prosta AB nazywamy biegunowq punktu P wzgledem okregu
prostu biegunowgq, gdy nie ma watpliwosci, ktéremu punktowi i okre
ona przyporzadkowana.

Dowdad

Niech ¢ bedzie dowolng prosta przechodzacy przez punkt P i prze
okrag o odpowiednio w punktach X, Y (rys. 5). Oznaczmy przez
przeciecia odcinkéw XY i AB. Polozenie punktu sprzezonego harn

Ph DR B ) B, [ [ Y R VN 1A E . A [



Poniewaz ¥ PAX = 4 PY A, wiec tréjkaty PAX i PY A s podo
my wiec nastepujace tozsamosci:
@) XP [PAX] _<AX)2
YP [PYA] \AY )’
gdzie [K LM] oznacza pole trojkata K LM. Przepro-

wadzajac analogiczne rozumowanie otrzymujemy row-
nosé

(3) 2D (%Y.
YP BY
7 réwnosci (2) i (3) wynika nastepujaca zaleznosé:
AX BX
AY ~ BY rys. 5

Poniewaz 4AXB=180° <JAY B, wiec otrzymujemy nastepujace :
) (AX>2_ AX BX 1AX BX s$AXB [AXB] X!
AY ) AY BY LAY BY swAYDB [AYB] Y.

Laczac réwnosci (3) 1 (4) dostajemy réwnosé (1).

Twierdzenie 3.
Dwie rézne proste przechodzace przez punkt P przecinaja okrag
wiednio w punktach X, Y oraz U, V (rys. 6 i 7). Woéwczas:

(a) Przekatne czworokata XY VU przecinaja sie¢ na biegunowej p
wzgledem okregu o;

(b) Proste XU, YV przecinaja sie¢ na biegunowej punktu P wzgled
gu o lub sg réwnolegle do tej biegunowe;j.

Dowad

Udowodnimy najpierw zdania (a) oraz (b) przy zalozZeniu, ze .
(rys. 6).

Niech Z bedzie punktem przeciecia przekatnych czworokata XY
niech proste XU, YV przecinaja sie w punkcie T'. Przyjmijmy, ze p
przecina proste XY, UV odpowiednio w punktach K, L.

Nalezy dowieéé, ze prosta T'Z jest biegunows punktu P wzgled
gu o. W tym celu wystarczy wykazaé, ze na prostej 1'Z znajdu
najmniej dwa punkty z tej biegunowej. Udowodnimy, ze tymi pun
K Arar T Talr wioe novrinnidmy dovriedd oo (XY VK PN —(TTY/ - T,



skad (X,Y;K,P)?=1 i w konsekwencji (X,Y;K,P)=1. Korzystaj
nosci (5) otrzymujemy (U,V;L,P)=(X,Y;K,P)=1, co dowodzi pr:
Sci zdan (a) i (b) w przypadku, gdy XU JfYV.

P

rys. 6 rys. 7

Pozostalo udowodnié¢ zdania (a) oraz (b) przy zalozeniu, ze -
(rys. 7).

Niech Z bedzie punktem przeciecia przekatnych czworokata XY
sta réwnolegta do prostych XU i YV przecina odcinki XY, UV odp
w punktach K, L.

Punkty X, K, Y s odpowiednio symetryczne do punktéow U, L,
dem prostej taczacej punkt P ze $§rodkiem okregu o. Mamy wiec nag
rownosci:

(6) (XY K,P) = (U,V;L,P) = (Y. X;K,P) — —

(X,Y:;K,P)’
Zatem (X,Y;K,P)=1,skad réwniez (U,V;L,P)=1.7 dwbch ostat
noéci wynika, ze prosta K L jest biegunows punktu P wzgledem okre
dowodzi prawdziwosci zdan (a) oraz (b) przy zalozeniu XU || YV.

Jako zastosowanie powyzszych twierdzen, proponujemy Czytelni
stepujace

Zadanie konstrukcyjne

7 danego punktu, lezacego na zewnatrz okregu o, poprowadzi¢ st
okregu o postugujac sie jedynie linijka.



C. Nieréwnosé Schwarza

Twierdzenie

Dla dowolnej liczby naturalnej n oraz liczb rzeczywistych x1,:
Y1,Y2,---,Yn prawdziwa jest nieréwnosé

(1) @y +2oy2+ o+ Tpyn <23+ 23+ ...+ 22 \/y%+y%+...+y
przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ta

rzeczywista t >0, ze y; =tx; dla i =1,2,...,n.

Uwaga 1.
7 powyzszego twierdzenia wynika nieco silniejsza nieréwnosé, a mi

(2) |z +zoya .. Fapyn| < \/a:%+$%+...+x% \/y%+y%+...+

Istotnie: jezeli liczba x1y1 +xoy2 + ... + x5y, jest nieujemna, to nierds
niczym si¢ nie rézni od nieréwnosci (1). Jedli natomiast powyzsza s
liczba ujemna, to wstawiajac do zaleznosci (1) liczby x1, xa,...,
wiednio w miejsce liczb z1,29,...,2, dostajemy nier6wnosé (2).
Nieréwno$¢ (1) (jak réowniez jej nieco mocniejsza forma (2)) je
pod wieloma nazwami. Jedng z nich jest nierdwno$é Schwarza. Int
spotykane w literaturze to: nieréwnosé Cauchy’ego lub nierdwnos
kowskiego. Niektorzy tez postuguja sie nazwami taczonymi, np. ni
Cauchy’ego-Schwarza, Schwarza-Buniakowskiego, itp.

Dowdd twierdzenia
Rozpatrzmy tréojmian kwadratowy

n n n n
w(t):Z(wit yi)2: <ZI?) 2+ (22Iiyi>t+2y3:at2+t
=1 =1 i=1 i=1

Poniewaz w(t) > 0 dla dowolnej liczby rzeczywistej ¢, wiec

n 2 n n
A=b dac= <22xzyz> 4 <Zx?> (ny) >0.
i=1 i=1

i=1
Przeksztalcajac rownowaznie powyzszg nieréwnosé otrzymujemy 1
z ktorego uzyskujemy nieréwnosé (1).
Réwnosé w nieréwnoscei (2) ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy
kwadratowy w(t) ma dokladnie jeden (podwdjny) pierwiastek rze
Tak sie dzieje jedynie wtedy, gdy dla pewnej liczby rzeczywistej ¢

(3Y 74t 1vvi=70t o= .. =711 1.=0. tzn. 1. =1tr. dla i=1.°9



Uwaga 2.
Oto inny, bardziej bezposredni dowdd nieréwnosci (1). Z ciagu z

n n 2
o< (zy yjzxz) _
=1 k=1

\

n 2 n n n n n
(zu) 2 iy S 4D (z
i=1 j=1 i=1 k=1 j=1 k=1

/

X

o<(2) (E4) (B’

Przeksztalcajac rownowaznie powyzsza nieréwnosé uzyskujemy zalez
skad natychmiast wynika nieréwnosé (1).

n
>
j=1

n
>
j=1
i (2] (ow) 3o
j=1 k=1 i=1 k=1

otrzymujemy

Uwaga 3.
W przypadku, gdy n =2 lub n =3, nieréwno$¢ Schwarza ma nas
interpretacje geometryczna;:

Dla wektoréw @ = (x1,22,....%p), Y= (Y1,Y2,---,Yn) zachodzi nieréwn

(4) zoy<|z| |y,

gdzie o oznacza iloczyn skalarny, za$ |z| jest dlugoscig wektora z.
Wobec wzoru xoy=|z| |y| cdyz,y), nieréwnosé (4) jest roéw

stwierdzeniu, ze cosinus nie przekracza 1.

Uwaga 4.

Roéwnoéé w nierdwnosci Schwarza zachodzi wtedy i tylko wtedy, |
tory « i y maja ten sam kierunek i zwrot (lub co najmniej jeden z
wektorem zerowym). Dla wektoréow x i y réwnosé

zoy= |z| [yl
jest rownowazna réwnosci
(xoy) z=|z| y,
co (miejmy nadzieje) choé¢ troche wyjasnia, dlaczego w dowodzie nie
Schwarza, przedstawionym w uwadze 2, wyszliémy od oszacowania



D. Twierdzenie o zlozeniu jednokladnosci

Twierdzenie 1.

Niech P;, P» beda dwoma réznymi punktami na ptaszczyznie. O
przez j1 jednoktadnosé o srodku P; i skali 0 < k1 < 1, za$ przez js je
noé¢ o srodku P i skali 0 < ko < 1. Wéwcezas zlozenie jeoj; jest je
noécig o srodku lezacym na prostej P Ps i skali kp  &.

Dowaod

Dla dowolnego punktu 7' plaszczyzny oznaczmy: 1" = ji(T), T"
Wybierzmy dowolny punkt X nie lezacy na prostej P;P». Niech ¢
punktem przeciecia prostej X X” z odcinkiem Py Py (rys. 1). Wyka
polozenie punktu @ nie zalezy od wyboru punktu X oraz ze punl
srodkiem jednoktadnosci jo o0 j1.

Zachodza nastepujace rownosci:

X"X' _PQX/ P X" B P X’ 1 1 1 ko
P, X" P, X" P,X" ko ko
Ponadto
X’X:XP1 X’P1:1 X/Plz1 ey
XP XP XP '

Stosujac twierdzenie Menelausa (zob. str. 122) do tréjkata PPy X’
korzystujac powyzsze zwiagzki otrzymujemy kolejno:

PQ PX" X’X: PQ ke (1 B=1
QP X"X' XP ’ QP 1 ko ’
skad
PQ 1 ko

1 = .

@ QPy  ka(1 k1)
Powyzsza rownoéé oznacza wlasnie, ze polozZenie punktu Q nie zale:
boru punktu X spoza prostej P1Ps.

X X

X//

P Q Py YY P Y Q



X & P| P zachodzi réwnosé
QX//

) =t
Stosujac twierdzenie Menelausa do trojkata P;QX uzyskujemy
QX" XX' P1P2: QX" <XP1 1) (1+Pl(
X"X X'P PQ X"X \X'P, QF
Korzystajac z réwnoéci (1) otrzymujemy

ox (& 1) (i)
= 1) (1+—"2 ) =1,
X'X \k T k)

Przeksztalcajac rownowaznie powyzsza zaleznosé dostajemy

1!
XX 1 wkad QX 1

=k &

1, skad

QX" ki &

QX" ki &
W ten sposéb dowiedli$émy réwnosci (2).
Aby zakonczy¢ dowdd twierdzenia nalezy wykazaé, ze dla dowolne
tu Y lezacego na prostej Py P, zachodzi réwnosé
iz
QY =k &
QY
W tym celu wybierzmy dowolny punkt X nie lezacy na prostej Py P>
Na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa, XY || X
X'Y'|| X"Y". Zatem XY || X"Y" skad
le/ QXI/
QY QX

Dowdéd twierdzenia jest wiec zakonczony.

k1 k.

Zmieniajac nieznacznie fragmenty powyzszego dowodu mozna uc
ponizsze, nieco ogllniejsze twierdzenie. Dopracowanie szczegdtéw
wiamy Czytelnikowi.

Twierdzenie 2.

Niech P, P» beda dwoma réznymi punktami na plaszczyznie. O
przez j; jednokladno$é o srodku P; i skali k1, za$ przez jo jedno
o érodku Ps i skali ke, gdzie ki, k2 sa dowolnymi liczbami rzecz
réznymi od 0. Wéwcezas
(a) jezeli k1 k# 1, to zlozenie jooj; jest jednokladnoscia o $rodku

na prostej P1 P iskali k1 &



E. Twierdzenie o zbieznosci ciggu $rednich arytmetycznycl

Udowodnimy twierdzenie, z ktérego korzystaliSmy w rozwiazax
nia 10 z zawoddéw pierwszego stopnia (zob. str. 46).

Twierdzenie
Jezeli ciag (ay) jest zbiezny do granicy g, to ciag (b, ), okreslony
a1+ag+...+ap

(1) bn = n )

jest réwniez zbiezny i jego granica wynosi g.

Dowaod

Niech € bedzie dowolna liczba dodatnia. Na mocy de nicji granicy
taka liczba naturalna N, ze dla wszystkich liczb n > N zachodzi nie
€
5 .
Wybierzmy tak duza liczbe naturalng M > N, ze
S |a1—|—a2—i—...—|—aN Ng|

lan, 9] <

M

e/2
Wtedy dla dowolnej liczby m > M zachodzg nieréwnosci:
Me
lai+as+...+an Ng|<7,
€ € €
aAN+1 9|<§7 lan42 g\<§, s lam g|<§-
Stad
m
ja1+as+ . tam mgl=|(a1+az+..ay Ng)+ > (a; g
i=N+1
i M+m N)e
<\a1+a2+...a1\7 Ng|+ Z \ai g|<%<7

i=N+1

Zatem
ai+az+...+am

m

<

co na mocy de nicji granicy daje teze twierdzenia.



F. Twierdzenie Desarguesa

Srodek perspektywiczny

Na plaszczyznie dane s takie dwa tréjkaty ABC i A'B'C’,
B+#DB', C#C'". Jedli proste AA’, BB', CC' przecinaja sie w jednym
lub s réwnolegle, to méwimy, ze tréjkaty ABC, A’B'C’ majq $rodek
tywiczny (rysunki 1, 2, 3). W przypadku, gdy proste AA’, BB’', C
punkt wspélny, punkt ten nazywamy srodkiem perspektywicznym t

ABC, A'B'C',

B
A A’
B
AY B’
A’ B’
rys. 2 rys. 3

0s$ perspektywiczna

Niech ABC, A'B'C’ beda takimi trojkatami lezacymi na plaszcz
A+ A, B#B', C#(C'. Rozpatrzymy trzy mozliwe potozenia tych tr

1. Zat6zmy, ze zadna z par (BC,B'C"), (CA,C'A"), (AB,A'B') n
pary prostych réwnolegltych, tzn. BC f B'C', CAffC'A’, AB A'B’.
my przez X, Y, Z odpowiednio punkty przeciecia prostych BC' i I
iC'A’'; AB i A'B'. Jezeli punkty X, Y, Z leza na jednej prostej, to
ze trojkaty ABC oraz A'B'C" majq 08 perspektywiczng (rysunki 4 i
sta zawierajaca punkty X, Y, Z nazywamy osiq perspektywiczng t
ABC, A'B'C.

~ - e A e



punktami przeciecia prostych BC, B'C’ oraz C A, C'A’. Jezeli pry
jest réwnolegla do prostych AB i A’B’, to méwimy, ze trdjkaty A
A'B'C" majq o$ perspektywiczng. Prosta XY nazywamy osig perspek
trojkatow ABC oraz A'B'C'.

Analogicznie de niujemy o$ perspektywiczng, gdy zachodzi dokt:

den z warunkéw: BC'|| B'C"; CA || C'A'.

X Y

7

A \/ , B A \/

Crl
rys. 6 rys. 7

3. Pozostal do rozpatrzenia przypadek, w ktérym co najmniej ¢
éroéd par (BC,B'C"), (CA,C'A"), (AB,A’B’) tworza pary bokéw
gltych. Woweczas jezeli BC' || B'C', CA || C' A’ oraz AB || A’B’ (vys. 7),
mujemy (umownie), ze tréjkaty ABC oraz A'B'C’" majq 0§ perspekt

Twierdzenie Desarquesa®

Dwa trojkaty ABC, A’B'C’ takie, ze A# A', B#B', C#C’, ma,
perspektywiczny wtedy i tylko wtedy, gdy maja os$ perspektywiczns

Dowadd
Zalézmy najpierw, ze tréjkaty ABC, A’B'C’ maja $rodek perspe
ny. Przyjmijmy ponadto, ze BC )| B'C', CA){C'A’, AB )l A’B’ oraz
AA', BB', CC' przecinaja sie w punkcie P. (Dow6d w pozostatych
kach mozna bez trudu przeprowadzié¢, wzorujac sie na ponizszym ro
niu).
WprowadZmy nastepujace oznaczenia: X = BCNB'C', Y =C
7 =ABNA'B', gdzie kN{ jest punktem wspélnym prostych & i /.
Stosujac twierdzenie Menelausa (zob. str. 122) dla tréjkatéw P(
PC'B’ (rys. 8), otrzymujemy odpowiednio
PC CY AA PC C'X BB
o' VA AP o' YR RBP

1.



c'y AA (C'X B'B
YA AP XB' BP’
skad
(1) A'A PB :C”X YA
AP BB XB' CY’
Stosujac po raz kolejny twierdzenie
Menelausa, lecz tym razem dla tréj-
kata A’B'P, dostajemy réwnosé
(2) A'A PB B'Z _
AP BB ZA
Z réwnosci (1) oraz (2) otrzymujemy zwiazek
C'X YA ZA Kad C'X BZ YA
XB CY Bz 2 CROWW N za oy T
Ostatnia zalezno$¢, na mocy twierdzenia Menelausa zastosowanego
kata A'B’'C’, oznacza, ze punkty X, Y, Z sa wspolliniowe. Zatem
ABC, A'B'C’ maja o$ perspektywiczna.
Zalézmy teraz, ze trojkaty ABC,
A'B'C" maja o perspektywiczng. Po-
dobnie jak wyzej, dowdd przeprowa-

1 A’ B’
rys. 8

1

A

dzimy jedynie przy zalozeniu, ze
BC)B'C', CAJC'A', AB}|A'B, (o

pozostawiajac Czytelnikowi do rozwa- A’ B
zenia pozostale przypadki. rys. 9

Punkty X, Y, Z sa wspétliniowe, wiec proste AB, A’B’, XY p
sie w jednym punkcie. Zatem trojkaty AA’Y, BB’'X maja Srodek pe
wiczny — jest nim punkt Z (rys. 9). Stad, jak wykazaliSmy wyzej,
ze trojkaty AA’Y, BB'X majg 0§ perspektywiczng. Zatem albo prc
BB’, CC" sa réwnolegle, albo prosta C'C’ przechodzi przez punk
ny prostych AA’ i BB’. To w obu przypadkach oznacza, ze tréjka
A’B'C’" maja érodek perspektywiczny.




G. Twierdzenie Cevy

Jednym z najczesciej stosowanych twierdzen z geometrii na Oli
Matematycznej jest twierdzenie Cevy. W niniejszej broszurze stost
je kilkakrotnie: w rozwiazaniach zadan 6 (sposéb 11, str. 38) oraz ¢
IIT i IV, str. 44 i 45) zawod6w stopnia pierwszego oraz w dowodzie
(str. 97), ktory znalazt zastosowanie w rozwiazaniu zadania 13 z IX
Matematycznych Panstw Baltyckich.

Twierdzenie Cevy*

Dany jest tréjkat ABC. Punkty D, E, F', rézne od wierzchotkow
ABC, leza odpowiednio na prostych BC, CA, AB, przy czym speln
jeden z dwoch warunkow:

(a) wszystkie trzy punkty D, E, F' leza na obwodzie tréjkata ABC
(b) dokladnie jeden spoéréd punktéw D, E, F' lezy na obwodzie

ABC (rys. 2).

Woéwcezas proste AD, BE, C'F przecinaja sie w jednym punkcie wtec
wtedy, gdy

(1) AF BD C’E_1
FB DC EA
C
E
C
P
B D D
A F B A B
rys. 1 rys. 2
Dowdd

Zal6zmy najpierw, ze proste AD, BE, CF przecinaja sie¢ w pu
Niech [XY Z] oznacza pole tréjkata XY Z. Stosunek pél dwoch t
o wspdlnej podstawie jest réwny stosunkowi wysokoSci opuszczony
podstawe. Stad oraz z twierdzenia Talesa otrzymujemy

AF _[CPA] BD _[APB] CE _[BPC]




Zalézmy teraz, ze zachodzi réwno$¢ (1). Przyjmijmy réwniez, b
ogblnosci, ze punkt D lezy na obwodzie tréjkata ABC (rys. 31 4).

rys. 3 rys. 4

Przypusémy, ze proste AD, BE, CF nie przecinaja sie w jedny
cie. Niech P bedzie punktem przeciecia prostych BE i C'F. Wowcz:
AP przecina odcinek BC w punkcie D' # D. Na mocy wyzej udow
implikacji oraz zwiazku (1) uzyskujemy:

BD" FB EA BD

D'C~ AF CE DC’
Poniewaz oba punkty D, D’ leza na odcinku BC, wiec z powyzszej
wnioskujemy, ze D = D’. Otrzymaliémy sprzecznosé.




H. Twierdzenie Menelausa

Twierdzenie Menelausa
Dany jest tréjkat ABC. Punkty D, E, F', r6zne od wierzchotkow
ABC, leza odpowiednio na prostych BC, C A, AB, przy czym speln
jeden z dwoch warunkow:
(a) doktadnie dwa sposéréd punktéw D, E, F leza na obwodzie trojk:
(xys. 1);
(b) zaden z punktéw D, E, F nie lezy na obwodzie tréjkata ABC |
Wowczas punkty D, E, F' leza na jednej prostej wtedy i tylko wted
AF BD CE

(1) B DC BA

rys. 1 rys. 2

Dowaod
Zatézmy najpierw, ze punkty D, F, F' leza na jednej proste;j.
bedzie punktem przeciecia prostej przechodzacej przez punkt A i rov
do prostej BC' z prosta zawierajaca punkty D, E, F' (rys. 11 2)."
na mocy twierdzenia Talesa
AF XA CE CD
FB BD EA XA
Mnozac stronami powyzsze dwie réwnosci otrzymujemy réwnosé (1
Zalézmy teraz, ze zachodzi réwnosé (1). Przyjmijmy réwniez, b
og6lnosci, ze punkt F' lezy na przedluzeniu boku AB (rys. 31 4).




Wéwcezas prosta DFE przecina przediuzenie boku AB w punkcic
Na mocy wyzej udowodnionej implikacji oraz zwiazku (1) uzyskuje:
AF'  EA DC AF
F'B CE BD FB’
Poniewaz oba punkty F, F’ leza na przedluzeniu boku AB, wiec

OtrzymaliSmy sprzeczno$é.

7 twierdzenia Menelausa korzystaliémy w dowodzie Faktu (str. 6
znalazl zastosowanie w sposobie V rozwigzania zadania 1 z zawoddv
trzeciego, w dowodzie twierdzenia Desarguesa (str. 117), jak réwni
wodzie twierdzenia o zlozeniu jednoktadnosci (str. 114).
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