TEKSTY ZADAN

Zawody stopnia pierwszego

1. Dowieéé, ze wérdd liczb postaci 50"+ (50n+1)%9, gdzie n jest liczba
naturalng, wystepuje nieskonczenie wiele liczb ztozonych.

2. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢, d zachodzi nie-
réwnosé
(a+b+ct+d)? <3(a*+b*+c +d?) +6ab.

3. W trojkacie réwnoramiennym ABC kat BAC jest prosty. Punkt D lezy
na boku BC| przy czym BD=2-CD. Punkt F jest rzutem prostokatnym
punktu B na prosta AD. Wyznaczy¢ miare kata CED.

4. Dane sa takie liczby rzeczywiste z, vy, ze liczby = +vy, 22 +1y%, 23 +y>
i 2t +9y* sa catkowite. Dowiesé, ze dla kazdej liczby calkowitej dodatniej n
liczba x™ 4 y™ jest liczba catkowita.

5. Znalez¢ wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich z, y spelniajace
réwnanie y% = 20,

6. Przekatne AC i BD czworokata wypuklego ABCD przecinaja sie
w punkcie P. Punkt M jest srodkiem boku AB. Prosta M P przecina bok
CD w punkcie Q). Dowiesé, ze stosunek pél trojkatéw BCP i ADP jest réwny
stosunkowi dtugosci odcinkéw C'Q i DQ.

7. Dana jest liczba naturalna n > 2. Wyznaczy¢é wszystkie wielomiany
P(x)=ap+a1x+...+a,z™ majace dokladnie n pierwiastkéw nie wigkszych
niz —1 oraz spelniajace warunek

a% +aia, = ai +apan_1.
Uwaga: Pierwiastki sa liczone z uwzglednieniem krotnosci: jesli liczba xq jest
pierwiastkiem k-krotnym wielomianu P(z) (tzn. jesli wielomian P(x) jest po-
dzielny przez wielomian (z —x¢)*, ale nie przez (z —z0)*+!), wéwczas liczba
xo jest traktowana jak k pierwiastkéw wielomianu P(x).

8. Dana jest liczba naturalna n > 2 oraz zbiér n-elementowy S. Wyznaczy¢
najmniejszg liczbe naturalng k, dla ktorej istnieja podzbiory A, As,..., Ag
zbioru S o nastepujacej wtasnosci: dla dowolnych dwdch réznych elementéw
a,be S istnieje taka liczba je{1,2,....k}, Ze zbior AjNn{a,b} jest jednoele-
mentowy.



9. Punkty D, F, F leza odpowiednio na bokach BC, C'A, AB tréjkata
ABC. Okregi wpisane w trojkaty AEF, BFD, CDFE s3 styczne do okregu
wpisanego w tréjkat DEF. Udowodnié, ze proste AD, BE, C'F przecinaja
sie w jednym punkcie.

10. Dana jest liczba x1 > 0. Ciag (z,,) jest zdefiniowany wzorem:

1
Tp41 =Tn+ — dla n=1,2,3,... .
mn

Udowodnié, ze istnieje granica lim ;j—n , 1 obliczy¢ ja.
n—oo o/n

11. W urnie znajduja si¢ dwie kule: biala i czarna. Ponadto mamy do
dyspozycji 50 kul biatych i 50 czarnych. Wykonujemy 50 razy nastepujaca
czynnos$é: losujemy z urny kule, a nastepnie wrzucamy ja z powrotem do
urny oraz doktadamy jedna kule tego samego koloru, co wylosowana kula.
Po zakonczeniu tych czynnosci mamy wiec w urnie 52 kule. Jaka liczba kul
biatych znajdujacych sie w urnie jest najbardziej prawdopodobna?

12. Wszystkie wierzcholki sze$cianu o krawedzi a leza na powierzchni
czworo$cianu foremnego o krawedzi 1. Wyznaczy¢ mozliwe wartosci a.

Zawody stopnia drugiego

1. Dana jest funkcja f:(0,1) — R taka, ze f(£)=(—1)" dlan=12,... .
Wykazaé, ze nie istnieja funkcje rosnace ¢g:(0,1) — R, h:(0,1) — R, dla ktérych
f=g—h.

2. Szescian S o krawedzi 2 jest zbudowany z oSmiu szeSciandow jednostko-
wych. Klockiem nazwiemy bryle otrzymang przez usuniecie z szescianu S' jed-
nego spoérdéd odmiu szesciandow jednostkowych. Szescian T o krawedzi 2™ jest
zbudowany z (2™)3 sze$cianéw jednostkowych. Udowodnié, ze po usunieciu
7 szeécianu T dowolnego spogréd (27)2 szedcianéw jednostkowych powstaje
bryla, ktéra daje sie szczelnie wypetnié¢ klockami.

3. Czworokat wypuklty ABCD jest wpisany w okrag. Punkty F i F' lezg
odpowiednio na bokach AB i CD, przy czym AE:EB=CF:FD. Punkt P
lezy na odcinku EF' i spetnia warunek FP:PF = AB:CD. Udowodnié, ze
stosunek pdél tréjkatéw APD i BPC nie zalezy od wyboru punktéw E i F.

4. Punkt P lezy wewnatrz trojkata ABC' i spetnia warunki:
JPAB=<PCA oraz JPAC =< PBA.

Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC. Dowiesé, ze jezeli
O # P, to kat APO jest prosty.



5. Niech S'={1,2,3,4,5}. Wyznaczy¢ liczbe funkcji f:S — S spelniajacych
réwnosé f70(x) =x dla wszystkich = € S.
Uwaga: f°(x)= fofo...of(x).
—_—

50

6. Dana jest liczba naturalna k > 2 oraz liczby catkowite aq,aq,...,a, spel-
niajace warunki
a1+ 2'as+3%az +...+nla, =0 dla i=1,2,....,k—1.

Dowieséé, ze liczba aq +2Fas +3%as+ ...+ nFa, jest podzielna przez k!.
Zawody stopnia trzeciego

1. Punkt D lezy na boku BC tréjkata ABC, przy czym AD > BC'. Punkt
F lezy na boku AC' i spelnia warunek
AE  BD
EC ~ AD-BC
Udowodnié, ze AD > BE.

2. Dane sg liczby catkowite nieujemne a1 < as < as<...<aip; mniejsze
od 5050. Dowies¢, ze sposrdd nich mozna wybraé takie cztery rézne ayg, ay,
A, Gn, 7€ liczba a4+ a; — a,, — a, jest podzielna przez 5050.

3. Dowie$é, ze istnieja takie liczby naturalne ni; <ng <... <nsg, ze
n1+5(n1) :n2+5(n2) :n3+S(n3) ... :n5o+S(n50),
gdzie S(n) jest suma cyfr liczby n.

4. Rozstrzygnaé, dla jakich liczb naturalnych n > 2 ukltad réwnan
23+ 23450 = 16271 + 1229
23+ 23450 = 1622 + 1223
23+ 234+ 50= 1623 + 1224
22 | +22+50=16x, 1+12x,
22 + 23 +50 = 162, + 1271
ma rozwiazanie w liczbach catkowitych x1,x2,23,...,2,.

5. Niech aq,a9,...,an, b1,ba,....b, beda liczbami catkowitymi. Udowod-

nié, ze
> (ai—ag[+1bi=b)< D lai—byl .

1<i<j<n 1<i,j<n



6. W szesciokacie wypuktym ABCDFEF zachodzg réwnosci:
AB CD EF
JA+SC+SE=360°, e

BC DE FA
AB FD EC
Dowiesé, 26 — - ——-——=1.

BF DE CA

XXXIX Miedzynarodowa Olimpiada Matematyczna

1. W czworokacie wypuklym ABC D przekatne AC' i BD sg prostopadte,
a przeciwlegle boki AB i DC' nie sg réwnoleglte. Zaktadamy, ze symetralne
bokéw AB i DC przecinajg sie w punkcie P lezacym wewnatrz czworokata
ABCD. Udowodnié, ze czworokat ABC D da sie wpisa¢ w okrag wtedy i tylko
wtedy, gdy trojkaty ABP i CDP maja réwne pola.

2. W konkursie bierze udzial a uczestnikéw, ocenianych przez b egzami-
natoréow, gdzie b>3 jest liczbg caltkowityg nieparzysta. Kazdy egzaminator
ocenia kazdego uczestnika, wydajac werdykt ,zdal” lub ,nie zdal”. Zalézmy,
ze k jest liczba o wlasnoéci: oceny kazdych dwéch egzaminatorow sa zgodne
dla co najwyzej k uczestnikéw. Dowiesé, ze

k S b—1
a” 2

3. Dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n oznaczmy przez d(n) liczbe jej
dodatnich dzielnikéw (wlacznie z 1 oraz n). Wyznaczyé wszystkie dodatnie
liczby caltkowite k takie, ze

dla pewnego n.

4. Wyznaczyé wszystkie pary (a,b) liczb catkowitych dodatnich takie, ze
liczba a?b+a+0b jest podzielna przez ab® +b+7.

5. Niech I bedzie §rodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. Okrag ten
jest styczny do bokéw BC, CA i AB odpowiednio w punktach K, L i M.
Prosta przechodzaca przez B i rownolegla do M K przecina proste LM i LK
odpowiednio w punktach R i S. Wykazaé, ze kat RIS jest ostry.

6. Rozwazamy wszystkie funkcje f ze zbioru N wszystkich liczb catkowi-
tych dodatnich do tego samego zbioru, spelniajace warunek

F(#2f(s)=s(f(1))?
dla wszystkich s,t € N. Wyznaczy¢ najmniejsza mozliwa wartosé f(1998).



XXI Austriacko-Polskie Zawody Matematyczne

1. Niech 21, w2, y1, y2 beda takimi liczbami rzeczywistymi, ze 22 +23 < 1.
Udowodnié¢ nieréwnosé

(T1y1+a2y2 —1)* > (] +25 - 1) (yi +93 —1).

2. Rozwazamy n punktéw Py, Ps,..., P, polozonych w tej kolejnosci na jed-
nej linii prostej. Malujemy kazdy z tych n punktéw na jeden z nastepujacych
koloréw: bialy, czerwony, zielony, niebieski, fioletowy. Kolorowanie nazwie-
my dopuszczalnym, jesli dla dowolnych dwdéch kolejnych punktéw P, Piiq
(1=1,2,...,n—1) oba sa tego samego koloru lub co najmniej jeden z nich jest
biaty. Ile jest dopuszczalnych kolorowan?

3. Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb rzeczywistych (z,y) spelniajace naste-
pujacy uktad réwnan:
2—23=y
2y =uz.

4. Niech m, n beda danymi liczbami catkowitymi dodatnimi. Niech

Sm(n) =3 [ /]

k=1
([«] jest najwigksza liczba catkowita nie wieksza od x). Udowodnié, ze

Spn(n) <n+m-(vV2m —1).

5. Wyznaczyé wszystkie pary (a,b) liczb catkowitych dodatnich takich, ze
réwnanie x° — 1722 +az —b*>=0 ma trzy pierwiastki calkowite (niekoniecz-
nie rézne).

6. Rézne punkty A, B, C, D, E, F sj potozone na okregu k w tej kolej-
noéci. Proste styczne do okregu k w punktach A i D oraz proste BF i CE
przecinajg sie w jednym punkcie P. Udowodnié, ze proste AD, BC' i E'F sa
rownolegle lub przecinajg sie w jednym punkcie.

7. Rozwazamy pary (a,b) liczb naturalnych takich, ze iloczyn a® b’ w za-
pisie dziesietnym konczy sie dokladnie 98 zerami. Wyznaczy¢ pare (a,b) o tej
wlasnosci, dla ktorej iloczyn ab jest najmniejszy.

8. Niech n > 2 bedzie dang liczba naturalng. Rozwazamy siatke kwadra-
towa na ptlaszczyznie. W kazdym kwadracie jednostkowym siatki wpisana
jest liczba naturalna. Wielokaty o polu rownym n, ktérych boki sa zawarte
w prostych tworzacych siatke, nazwiemy wielokatami dopuszczalnymi. War-
toscig wielokata dopuszczalnego nazwiemy sume wszystkich liczb wpisanych



w kwadraty zawarte w tym wielokacie. Udowodnié, ze jesli wartosci dowol-
nych dwéch przystajacych wielokatéw dopuszczalnych sa réwne, to wszystkie
liczby wpisane w kwadraty siatki sg réwne.

Uwaga. Przypominamy, ze obraz symetryczny () wielokata P jest wielo-
katem przystajacym do P.

9. Niech K, L, M beda srodkami bokéw BC, AC, AB trojkata ABC.
Punkty A, B, C dzielg okrag opisany na trojkacie ABC na trzy tuki: AB, BC,
C'A. Niech X bedzie takim punktem tuku BC, ze BX = XC. Analogicznie,
niech Y bedzie takim punktem tuku AC, ze AY =Y C, za$ Z takim punktem
tuku AB, ze AZ=_7B. Niech R bedzie promieniem okregu opisanego na
trojkacie ABC'iniech r bedzie promieniem okregu wpisanego w tréjkat ABC.
Udowodnié, ze r+ KX+ LY +MZ =2R.

IX Zawody Matematyczne Panstw Baltyckich

1. Znalez¢ wszystkie funkcje dwoch zmiennych f, ktorych argumenty z, y
i wartosci f(z,y) sa liczbami catkowitymi dodatnimi, spelniajace nastepujace
warunki (dla wszystkich dodatnich liczb catkowitych x i y):

f(x,x) =,
f(ar,y) = f(y,a:),
(+y)f(z.y) = yf(z.2+y).

2. Trojke liczb catkowitych dodatnich (a,b,c) nazywamy quasi-pitagorej-
skq, jesli istnieje trojkat o bokach dlugosci a, b, ¢, w ktérym miara kata na-
przeciwko boku ¢ wynosi 120°. Udowodnié, ze jesli (a,b,c) jest trojka quasi-pi-
tagorejska, to ¢ ma dzielnik pierwszy wigkszy od 5.

3. Znalez¢ wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich x,y, ktore spetniaja
rownanie
222 +5y? = 11(zy — 11).

4. Niech P bedzie wielomianem o wspoétczynnikach catkowitych. Zalézmy,
ze dlan=1,2,...,1998 wartosci P(n) sa liczbami naturalnymi trzycyfrowymi.
Udowodnié, ze wielomian P nie ma pierwiastkéw catkowitych.

5. Niech a bedzie cyfra nieparzysta, za$ b cyfra parzysta. Udowodnié, ze
dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n istnieje liczba catkowita dodatnia,
podzielna przez 2", w ktérej zapisie dziesigtnym nie wystepuja cyfry inne niz
aib.

6. Niech P bedzie wielomianem stopnia 6 i niech a, b beda liczbami rze-
czywistymi takimi, ze 0<a <b. Zalézmy, ze P(a)=P(—a), P(b)=P(-b),
P’(0) =0. Udowodnié, ze P(z) = P(—x) dla wszystkich liczb rzeczywistych z.



7. Niech R oznacza zbior wszystkich liczb rzeczywistych. Znalezé wszyst-
kie funkcje f: R— R spelniajace dla dowolnych x,y € R réwnanie

f@)+fy)=F(f (@) f ()
8. Niech Py (z) =14z +22+---+2F 1. Wykazaé, ze

n 1

> (Z)Pk<x)—2”—1Pn< ;x)

k=1

dla kazdej liczby rzeczywistej x i kazdej liczby caltkowitej dodatniej n.

9. Liczby a, (3 speliaja 0 < a < 3 <m/2. Niech 7, ¢ beda liczbami okre-
Slonymi przez warunki:

(i) 0<vy<7/2 oraz liczba tg~ jest érednia arytmetyczna liczb tga i tg/3;
1

i .
cosa  cosf

1
(ii) 0<d <m/2 oraz liczba - jest Srednia arytmetyczna liczb
cos
Udowodnié, ze v < .

10. Niech n >4 bedzie parzysta liczba catkowita. W okrag o promieniu 1
wpisane sa n-kat foremny i (n—1)-kat foremny. Dla kazdego wierzchotka
n-kata rozwazmy odleglosé od tego wierzchotka do najblizszego wierzchot-
ka (n—1)-kata, mierzong po obwodzie okregu. Niech S bedzie suma tych n
odlegtosci. Udowodnié, ze S nie zalezy od wzajemnego potozenia tych dwdch
wielokatow.

11. Niech a, b, ¢ beda dlugosciami bokéw pewnego trdjkata, zas R —
promieniem okregu opisanego na nim. Udowodnié¢, ze
212
R> a“+b .
2v2a2+ 202 — 2

Kiedy zachodzi réwnos¢?

12. W tréjkacie ABC zachodzi < BAC =90°. Punkt D lezy na boku BC'
i $BDA=29BAD. Udowodni¢, ze

171 n 1
AD 2\BD CD)’
13. W pieciokacie wypuktym ABCDFE boki AE i BC' sg réwnolegle oraz

JADE =<BDC. Przekatne AC' i BE przecinaja sie w punkcie P. Udowod-
nié, ze $FEAD =<<BDP oraz SCBD=<JADP.

14. Dany jest trojkat ABC, w ktérym AB < AC'. Prosta przechodzaca
przez B i réwnolegta do AC przecina dwusieczna kata zewnetrznego S BAC
w punkcie D. Prosta przechodzaca przez C' i rownolegta do AB przecina te

dwusieczng w punkcie F. Punkt F' lezy na boku AC' i spelniona jest réwnosé
FC = AB. Udowodnié¢, ze DF =FFE.



15. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Punkt D jest spodkiem wysoko-
$ci opuszczonej z wierzchotka A na bok BC. Punkt E lezy na odcinku AD
i spetnione jest réwnanie

AE CD

ED DB’
Punkt F' jest spodkiem wysoko$ci opuszczonej z wierzchotka D na bok BE.
Udowodnié, ze $AFC =90°.

16. Czy mozna pokryé¢ szachownice o wymiarach 13 x 13 czterdziestoma
dwoma klockami o wymiarach 4 x 1 w taki sposob, ze tylko srodkowe pole
szachownicy pozostanie nie zakryte? (Zakladamy, ze kazdy klocek zakrywa
cztery pelne pola szachownicy).

17. Niech n i k beda liczbami catkowitymi dodatnimi. Danych jest nk
przedmiotéw (tych samych rozmiaréw) i k pudetek, z ktérych kazde pomie-
Sci n przedmiotéw. Kazdy przedmiot jest pokolorowany jednym z k réznych
koloréw. Wykazaé, ze mozna rozmiesci¢ te przedmioty w pudetkach w taki
sposob, ze w kazdym pudetku znajda sie przedmioty w co najwyzej dwdch
kolorach.

18. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktérych istnieje

zbiér S o nastepujacych wtasnosciach:

(i) S sklada sie z n liczb catkowitych dodatnich, z ktérych wszystkie sa mniej-
sze od 271

(ii) dla dowolnych dwdch réznych niepustych podzbioréw A i B zbioru S
suma elementow zbioru A jest rézna od sumy elementéw zbioru B.

19. Rozwazmy mecz ping-ponga miedzy dwiema druzynami, z ktorych
kazda sktada sie z 1000 graczy. Kazdy gracz grat przeciwko kazdemu z graczy
przeciwnej druzyny dokladnie raz (w ping-pongu nie ma remiséw). Udowod-
ni¢, ze istnieje dziesieciu graczy z jednej druzyny takich, ze kazdy z graczy
druzyny przeciwnej przegral z co najmniej jednym z tych dziesieciu graczy.

20. Powiemy, ze liczba catkowita dodatnia m pokrywa liczbe 1998, jesli
1, 9, 9, 8 pojawiaja sie w tej wlasnie kolejnosci jako cyfry m. (Na przyktad
1998 jest pokrywana przez 215993698, ale nie przez 213326798). Niech k(n)
oznacza liczbe tych liczb catkowitych dodatnich, ktore pokrywaja 1998 i maja
dokladnie n cyfr (n>5), z ktérych wszystkie sa rézne od 0. Jaka reszte
z dzielenia przez 8 daje k(n)?

e



ROZWIAZANIA ZADAN'!

Zawody stopnia pierwszego

Zadanie 1.  Dowiesé, ze wsrod liczb postaci 50" + (50n+1)%0, gdzie n jest liczba
naturalna, wystepuje nieskoniczenie wiele liczb ztozonych.

Rozwigzanie

Sposdb 1

Jezeli n jest liczba nieparzysta, to liczba 50™ z dzielenia przez 3 daje
reszte 2. Jedli ponadto n dzieli sie przez 3, to liczba (50n+1)%° z dzielenia
przez 3 daje reszte 1. Stad wynika, ze liczba 507+ (50m +1)%0 jest podzielna
przez 3 dla liczb n postaci 6k+3. Zatem dla liczb n dajacych z dzielenia
przez 6 reszte 3, liczba 50" 4 (50n+1)*° jest zlozona.

Sposob 11
Dla liczb n podzielnych przez 5 liczba 50™ 4 (50n 4 1)%0 jest sumg piatych
poteg liczb naturalnych. Przyjmijmy w tozsamos$ci

(1) 2 +y° = (e +y) (@t — Py +a?y? —ay’ +y),
& =50"° oraz y = (50n+1)0. Z nieréwnosci
l<z4y<az®+y°
wynika, ze oba czynniki stojace po prawej stronie réwnoéci (1) sa wigksze od 1.

To oznacza, ze liczba 2 +y° = 50"+ (50n+1)% jest dla liczb n podzielnych
przez 5 liczba ztozona.

Uwaga 1.
Podobnie jak w sposobie I mozna wykazaé, ze liczba 5074 (50m +1)%°
dzieli si¢ przez 3 dla liczb n postaci 6k + 5.

Uwaga 2.

Nie wszystkie wyrazy ciggu 50" + (50n+1)°° sa liczbami ztozonymi. Na
przyktad dla n =28 otrzymujemy liczbe pierwsza, ktéra ma 158 cyfr. Kolejna
liczba pierwsza podanej w zadaniu postaci pojawia si¢ dopiero dla n =484
i ma 823 cyfry!

!Na podstawie materialéw Komitetu Gtéwnego Olimpiady Matematycznej oraz prac
uczestnikéw opracowali Waldemar Pompe i Jarostaw Wroblewsks.



Zadanie 2.  Wykazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢, d zachodzi
nieré6wnosé
(a+b+c+d)* <3(a®+b*+c*+d?) +6ab.

Rozwigzanie

Sposob 1

Na mocy nieréwnosci pomiedzy $rednia kwadratowa a arytmetyczna (zob.
uwaga nizej) zastosowanej do liczb a+b, ¢ i d otrzymujemy

\/(a+b)2+02+d2> (a+b)+c+d
3 - 3 ’
skad 3(a®+b>+c?+d?)+6ab> (a+b+c+d)?.

Sposob 11
Zachodza nastepujace zwiazki:

3(a® +0* 4+ ? +d*) +6ab— (a+b+c+d)? =
=3a” +3b* +3¢? + 3d* + 6ab
—a?—b? - —d? —2ab—2ac—2ad — 2bc— 2bd — 2cd =
= 20?4 2b* +2¢% + 2d* + 4ab — 2ac — 2ad — 2bc — 2bd — 2¢d =
= 1(4a® +4b* + * +d? + 8ab— dac — 4ad — 4bc — 4bd + 2cd)
+3(+d?—2cd) =
=1(2a+20—c—d)?+3(c—d)*>0.
To konczy dowdd danej nieréwnosci.
Uwaga

Nierownos¢ pomiedzy Srednig kwadratows a arytmetyczng orzeka, ze dla
dowolnych liczb rzeczywistych x1,xo,...,2,,

(1) \/x%+m%+...+x%> 1+ To+... +an
n n

Jest to szczegblny przypadek nieréwnosci Schwarza (zob. Dodatek ,Nieréw-
no$¢ Schwarza”, str. 112). Réwnos$¢ w nieréwnosci (1) zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy x1 =22 =... = x,,.

Zadanie 3. W tréjkacie réwnoramiennym ABC kat BAC jest prosty. Punkt D
lezy na boku BC, przy czym BD =2-CD. Punkt E jest rzutem pro-
stokatnym punktu B na prosta AD. Wyznaczy¢ miare kata CED.

Rozwigzanie

Sposob 1
Niech F' bedzie rzutem prostokatnym punktu C' na prosta AD (rys. 1).
Poniewaz

JCAF =90° —<4<BAE=<YABE oraz AB=AC,



wiec tréjkaty prostokatne CAF i ABFE sg przystaja- ¢

ce. Stad \ P

(1) AE=CF  oraz BE=AF. L ND

Ponadto na mocy twierdzenia Talesa, \

2) %§:%%:%a skad BE=2-CF. £

Korzystajac z réwnosci (1) oraz (2) otrzymujemy A 3
EF=AF - AE=BE—-AE=2-CF-CF=CF, rys. 1

Trojkat CFE jest wiec trojkatem prostokatnym réwnoramiennym, a to ozna-
cza, ze SCED =<JCEF =45°.

Sposab 11
Uzupelnijmy trojkat ABC do kwadratu ABFC -
(rys. 2). Zalézmy, ze prosta AD przecina odcinek | Y
CF w punkcie P, zaé prosta BE przecina bok AC D
w punkcie (). Poniewaz ¢ \
CP CD 1 “E"’
AB DB 2’
wiec CP = %C’F. Ponadto 4 5

JABE=90°—<BAE=<CAP, Iys. 2

co dowodzi, ze trojkaty prostokatne ABQ oraz CAP sy przystajace. Zatem
CP=AQ, i w konsekwencji CP=CQ (=3 5 ADB).

Poniewaz S PCQ = SPEQ =90°, wiec punkty C, Q, E, P lezg na jednym
okregu. Stad SCED = JCQP =45°.

Sposob 111

Oznaczmy przez F' $rodek odcinka BC' (rys. 3). Wykazemy najpierw, ze
zachodzi réwnosé:

(3) CD*=DF-DB. G
Oznaczmy: AB=AC=a. Wbwczas z definicji
punktu D, L .
(4) =(3av2)*=3a? AN
) E
oraz , \
DF-DB=(DB—-BF)-DB=DB*-BF-DB= A \\B
(5) = (30v2? - (30vD)-(Fav2) = . S

Laczac ze soba réwnosci (4) i (5), otrzymujemy réownosé (3).
Poniewaz YAEB = JAFB =90°, wiec punkty A, B, F, E lezg na jednym



okregu (rys. 3). Zatem na mocy réwnosci (3),

CD DA
D?*=DF-DB=DE-DA kad —— = .

(6) c ;o oskad =

Tréjkaty ADC i CDE maja wspdlny kat przy wierzchotku D, wiec na mocy

réwnosci (6) tréjkaty te sa podobne. Stad

JCED=<ACD =45°.

Sposob TV

Niech F' bedzie rzutem prostokatnym punktu D na prosta AB (rys. 4).
Wykazemy najpierw, ze punkty C', E, F' sa wsp6tliniowe. W tym celu wy-
starczy udowodnié, ze

AE AC
9 D DF
Na mocy twierdzenia Talesa mamy nastepujace
rownosci:
8 AC  BC 3
®) DF BD 2

Nalezy wiec dowies¢, ze AFE:ED =3:2.

Oznaczmy: AB=AC=a. Obliczmy dlugosci
odcinkow AF i ED w zaleznosci od a. rys. 4
Na mocy twierdzenia Talesa AF = %a oraz DF = %a. Zatem z twierdze-
nia Pitagorasa AD = %a\/g . Trojkaty prostokatne AF'D i AEB maja wspol-
ny kat przy wierzchotku A, wiec s podobne. Zatem

AE AF
AB ~ AD’
skad wyliczajac wielko$¢ AE otrzymujemy AFE = %a\/g . Ponadto
ED=AD-AE=%aV5—taV5=2a\5,
skad AE:ED =3:2. Dowdd réwnosci (7) zostal zakonczony, co oznacza, ze
punkty C', E, F' sa wspdlliniowe.

Poniewaz < BED = 4 BF D = 90°, wiec na czworokacie F'BDE mozna opi-

saé okrag (rys. 4). Zatem

JCED=<AEF =90°—<JFEB=90°—<FDB=90°—45° = 45°.

Zadanie 4. Dane sg takie liczby rzeczywiste z, y, ze liczby = +1vy, 22 4+y2, 23 +1°
i z* +y* sa calkowite. Dowieéé, ze dla kazdej liczby calkowitej dodat-
niej n liczba ™ 4+y™ jest liczba catkowita.

Rozwigzanie

Poniewaz

2xy = (x+y)2—(a:2+y2) oraz 2x2y2 = (x2+y2)2— (x4—|—y4),



wiec liczby 22y i 22%y? sa catkowite. Gdyby liczba zy nie byla catkowita, to
liczba 2xy musiataby by¢ nieparzysta. Jednak wtedy liczba 22:2y? = (2xy)? /2
nie bytaby catkowita. Stad wniosek, ze liczba xy jest catkowita.

Teze dowodzimy indukcyjnie. Dla n=1 i n =2 liczba 2"+ 4™ jest calko-
wita. Korzystajac z tozsamosci

ay" = (@ ) (@b y) —ay (a2 4y )

widzimy, ze jezeli n >3 jest taka liczba catkowita dodatnia, Zze obie liczby
2" 24 y" 2 oraz 2" 1 +y" ! sy catkowite, to liczba ™+ y™ jest réwniez cal-
kowita. Dowdd indukeyjny jest wigc zakonczony.

Uwaga

Zalozenie, ze liczba a2+ jest calkowita, nie byto w dowodzie wykorzy-
stywane. Natomiast zalozenia, ze liczba z*44* jest calkowita, pominaé nie
mozna. Pokazuje to przyktad liczb o =+/2/2 oraz y = —v/2/2, dla ktérych

r+y=0, x2+y2:1, .7;3—|—y3:(),

4,4 _ 1
lecz x°+y* =3.

Zadanie 5.  Znalezé wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich x, y spelniajace
réwnanie y¥ =59,

Rozwigzanie

Dane réwnanie zapisujemy w postaci y = 2°°/*. Poniewaz dla kazdego =,
bedacego dzielnikiem liczby 50, liczba po prawej stronie jest catkowita, wiec
otrzymujemy rozwigzania réwnania dla x € {1,2,5,10,25,50}. Inne rozwiaza-
nia tego réwnania otrzymamy tylko wtedy, gdy = > 2 oraz dla pewnego k > 2
liczba x jest jednoczeénie k-ta potega pewnej liczby naturalnej oraz dzielni-
kiem liczby 50k. Jesli p jest dzielnikiem pierwszym takiej liczby , to p*|50k.
Poniewaz zachodzi nieréwnoéé p* >k, wiec nie moze byé p*|k. Stad liczba
p jest réwna 2 lub 5. Jezeli p=2, to 2|2k, skad k=2. Jezeli za$ p=2>5, to
5¥ |25k, skad znowu k = 2. Zatem liczba 2 musi by¢ jednoczeénie kwadratem
pewnej liczby naturalnej oraz dzielnikiem liczby 100. Otrzymujemy dwie no-
we wartosci x w tym przypadku: x =4 oraz x=100. Zatem dane rownanie
ma 8 rozwigzan (z,y):

(L1), (2,2%), (42%), (5,5'), (10,10°), (25,625), (50,50), (100,10).

50/x

Zadanie 6. Przekatne AC' i BD czworokata wypuklego ABCD przecinaja si¢
w punkcie P. Punkt M jest srodkiem boku AB. Prosta M P przeci-
na bok C'D w punkcie Q). Dowiesé, ze stosunek pél tréjkatow BC'P
i ADP jest réwny stosunkowi dtugosci odcinkéw C'Q i DQ.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez [ XY Z] pole tréjkata XY Z.



Sposob 1
Prawdziwe sa nastepujace réwnosci (rys. 1):

[MPC)=[AMC]—[AMP]=1[ABC]—1[ABP]|=%[BCP].

Analogicznie dowodzimy, ze [M PD]=1[ADP]. ¢
Zatem stosunek pdl trojkatow BCP i ADP jest
rowny stosunkowi pdl tréjkatéw M PC i M PD.
Trojkaty M PC i M PD majg wspdlng podsta-
we M P, a wiec stosunek ich pdl jest réwny sto-
sunkowi wysokosci opuszczonych na te podsta-
we, czyli (na mocy twierdzenia Talesa) wielko$ci

CQ:DQ.

Sposob 11
Niech K bedzie punktem przeciecia odcinkéw BD i AQ), za$ niech L bedzie
punktem przeciecia odcinkéw AC i BQ (rys. 2).

%E%/‘Q

Poniewaz punkt M jest $rodkiem odcinka C

AB, wiec na mocy twierdzenia Cevy (p. str. 120)
zastosowanego do tréjkata ABQ otrzymujemy >

% B A_K dad [BCP] [ADP]
Q KQ % lcqQpl [DQP
Zatem

> A@

H
ERS
[\

[BCP] _[CQP] CQ

[ADP]  [DQP] DQ

Sposob 111

Niech E bedzie punktem przecigcia prostej M) z prosta przechodzaca
przez punkt A i réwnolegta do C'D. Podobnie, niech F' bedzie punktem prze-
ciecia prostej M(Q z prosta przechodzaca przez punkt B i réwnolegla do CD

(rys. 3). C
Na mocy twierdzenia Talesa D%
AE  AM
BF MB P
skad E

[BCP] CP BP CQ BF (CQ
[ADP] AP DP AE DQ DQ°

=
WK
o]

rys. 3

Sposdb IV
WprowadZmy nastepujace oznaczenia (rys. 4):

a=JAPD=%CPB, B=<DPQ=<YBPM, ~=JIQPC=<JIMPA.



Mamy dowiesé, ze

1 [BCP] CQ

. [ADP] ~ DQ’
Wielkos¢ CQ:DQ jest réwna stosunkowi pdl tréjkatéw CPQ i DPQ, gdyz
oba trojkaty maja wspdlna wysokosé opuszczong na podstawy CQ i DQ.
Zatem réwnos$é (1) przybiera postaé

BP-CP [CPQ)] Q ¢
AP-DP [DPQ)’ D
czyli
BP-CP CP-CQ-siny
AP-DP  DP-CQ-sinp’ A
Nalezy wiec dowiesé, ze
BP sinvy A M B
AP sin g rys. 4

lub BP-sin 3= AP -sin-y. Po pomnozeniu ostatniej réwno$ci przez %M P do-
wodzona przez nas tozsamosé przybiera postaé¢ [BPM] = [APM]. Ta réwnosé
jest prawdziwa, gdyz punkt M jest $rodkiem boku AB. Dowéd réwnosci (1)
jest wiec zakonczony.

Zadanie 7. Dana jest liczba naturalna n > 2. Wyznaczyé wszystkie wielomia-
ny P(z)=ap+a1z+...+apz™ majace dokladnie n pierwiastkéw nie
wigkszych niz —1 oraz spelniajace warunek

ag +aia, = ai +agn—1.

Uwaga: Pierwiastki sa liczone z uwzglednieniem krotnosci: jesli licz-
ba x( jest pierwiastkiem k-krotnym wielomianu P(z) (tzn. jesli wie-
lomian P(z) jest podzielny przez wielomian (z—z0), ale nie przez
(z—x0)F 1), wéwezas liczba xq jest traktowana jak k pierwiastkow
wielomianu P(z).

Rozwigzanie

Niech —p; < —po <... < —p, beda pierwiastkami wielomianu spelniajace-
go warunki zadania. Wowczas p1 > p2 > ... > p, > 1 oraz a, # 0. Ponadto

1 1 1
p—1=apn(P1+p2+...4+p0n), @ :anp1p2---pn(p—l+p—2+---+p—)7
n

oraz ag = appP1pP2...Pn. Warunek a% +aia, = a2 +apa, 1 mozna wiec przepisaé

w postaci

1 1 1
pip2---Pnt—+—+...t—=——"—"—+pPrtpP2+t...+Pn.
p1 P2 Pn P1P2---Pn

Udowodnimy indukcyjnie, ze dla n > 2 oraz dla dowolnych liczb rzeczywistych

p1 =P >... 2 pp > 1 zachodzi nieréwnosé

1 1 1 1
(1) Pipzent—+—+. At —>————— L pi+pot... 4D
pL P2 Pn P1P2---Pn



oraz, ze

(2)  réwno$é zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy po=p3=...=p,=1.
Dla n =2 nieréwnos¢ (1) przybiera postaé

1 1 1
(3) pip2+—+—>——+p1+po.

p1 P2 pip2

Jest ona réwnowazna nieréwnosci

PP —Pip2 —p1p3+pip2 > p1p2 —p1 —p2+1,
czyli pip2(p1—1)(p2—1) > (p1—1)(p2 —1), co przy zalozeniu p; > pa > 1 jest
spelnione. Rownos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy po —1=0.
Zalézmy teraz prawdziwosé nieréwnosci (1) oraz stwierdzenia (2) dla pew-
nej liczby n > 2. Niech ponadto dane beda liczby p1 > p2 > ... 2 pn 2 ppt1 2> 1.
Wowcezas pips 2 p3 > ... 2 pny1 2> 1, skad na mocy zalozema indukcyjnego

1 1 1 1
(P1P2)P3--PrPny1+——+—+...+—+ >
pip2  Pp3 Prn Pn+1
1
(4) > +p1p2+p3+...+PptPrt1
(P1P2)P3-+-PrPn+1
oraz rownoé¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ps=...=p, =pn+1=1.
Dodanie nieréwnoséci (3) i (4) stronami daje
1 1 1 1 1
P1P2P3---PnPn+1 —l— —i— +—+...+—+ P
P2 Pp3 Prn Pn+1
1
> +p1+p2+p3t+... +ppt+Pria-
P1P2p3---PnPn+1
Réwnoséé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy po=ps=...=pp =ppsr1=1.

Ze stwierdzenia (2) wynika zatem, ze wielomiany spelniajace warunki za-
dania maja posta¢ P(x)=a(x+1)""1(x+b), gdzie a jest dowolna niezerows,
liczba rzeczywisty, zas b> 1

Zadanie 8. Dana jest liczba naturalna m > 2 oraz zbiér n-elementowy S. Wy-
znaczy¢ najmniejsza liczbe naturalna k, dla ktoérej istnieja podzbiory
Ay, As, ..., Ag zbioru S o nastepujacej wlasnosci: dla dowolnych dwoch
réznych elementéw a,b € S istnieje taka liczba j € {1,2,...,k}, Ze zbior
Ajn{a,b} jest jednoelementowy.

Rozwigzanie

Wykazemy, ze k= [logy(n —1)+1], tzn. 281 <n < 2F.

Majac liczbe k okreélong jak wyzej, konstruujemy zbiory A; nastepujaco:
numerujemy elementy zbioru S liczbami k-cyfrowymi w ukltadzie dwdjkowym
(dopuszczamy zera poczatkowe). Mamy wiec do dyspozycji 2 > n liczb. Na-
stepnie za A; bierzemy zbior tych elementéw zbioru S, ktérych numer ma



na i-tym miejscu jedynke. Dowolne rézne elementy a i b zbioru S maja wow-
czas przypisane rézne numery, ktére réznia sie, powiedzmy, na j-tym miejscu.
Wtedy do zbioru A; nalezy doktadnie jeden z elementéw a, b.

Tak znaleziona liczba k jest najmniejsza. Zalézmy bowiem, ze istniejy
zbiory Ai,As,...,A; spetniajace warunki zadania dla 2 <n. Kazdemu ele-
mentowi z zbioru S przypisujemy uklad k liczb (c1,ca,...,¢x) wedlug naste-
pujacej zasady:

i={(1) ig iiiz (i=1,2,....k).
Poniewaz 2% < n, wiec istnieja dwa rézne elementy a,b € S, ktére maja przy-
pisany ten sam uklad liczb. To za$ oznacza, ze element a nalezy do dokladnie
tych samych zbioréw sposréd Aq,As,..., Ay, co element b.

Zadanie 9. Punkty D, E, F leza odpowiednio na bokach BC, C'A, AB tréjkata
ABC. Okregi wpisane w trojkaty AEF, BFD, CDFE sa styczne do
okregu wpisanego w trojkat DEF. Udowodnié, ze proste AD, BE,
CF przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwigzanie

Sposab 1

Rozwigzanie to opiera sie na twierdzeniu méwiacym o tym, ze ztozenie
dwéch jednoktadnodei jest (na ogoét) jednoktadnoscia. Doktadne sformutowa-
nie tego twierdzenia oraz jego dowdd znajduje sie na koncu niniejszej broszury
(zob. Dodatek, ,Twierdzenie o zlozeniu jednoktadnosci”, str. 114).

Niech K, L, M beda odpowiednio punktami stycznosci okregu wpisane-
go w trojkat DEF' z bokami EF, FD, DE (rys. 1). Przyjmijmy ponadto, ze
okrag wpisany w trojkat AF'E jest styczny do bokéw EF, F A, AE odpowied-
nio w punktach K, P, Q. Wowczas ME=KFE=QF oraz LI'=KF =PF.
Stad otrzymujemy

AF+DE=AP+PF+DM+MFE=AQ+QF+FL+LD=AE+DF.

M D
E
L

A * F

rys. 1
Udowodnilismy wiec, ze jesli okregi wpisane w trdjkgty AFE oraz DEF sq
styczne, to w czworokgt AFDFE mozna wpisaé okrgg. Oznaczmy ten okrag
przez oa.



Niech 01 bedzie okregiem wpisanym w trojkat DEF', za$ 0o okregiem
wpisanym w trojkat ABC' (rys. 2). Punkt D jest srodkiem jednokladnosci j;
o skali dodatniej, przeksztatcajacej okrag o1 na 04; punkt A jest srodkiem
jednoktadnosci jo o skali dodatniej, przeksztalcajacej okrag o4 na oo. Za-
tem jednokladno$¢ j o skali dodatniej, przeksztatcajaca okrag o1 na os, jest
ztozeniem jednoktadnosci ji 1 jo — jej Srodek lezy wiec na prostej AD.

B

rys. 2
Analogicznie dowodzimy, ze srodek jednokladno$ci j lezy na prostych BE
i C'F.
Whiosek: proste AD, BE, CF maja punkt wspdlny, bedacy srodkiem
jednoktadnosci okregdéw o1 i 09.

Uwaga

Prawdziwe jest twierdzenie odwrotne do tego, z ktorego korzystaliSmy na
poczatku powyzszego rozwigzania, a mianowicie: jesli w czworokqt AFDE
mozna wpisac okragg, to okregi wpisane w tréjkaty AFE oraz DEF sq styczne.
Nietrudny dowdd pozostawiamy Czytelnikowi.

Sposob 11

Poniewaz okrag wpisany w trojkat DEF' jest styczny do okregdéw wpi-
sanych w trojkaty AEF, BFD, CDE, wiec w czworokaty AFDE, BDEF',
CEFD mozna wpisa¢ okregi (zob. poczatek sposobu I). Oznaczmy okregi
wpisane w wyzej wymienione czworokaty odpowiednio przez o4, 0B, oc.

Wykazemy, ze tréjkaty ABC oraz DEF maja o$ perspektywiczna (p. Do-
datek, ,Twierdzenie Desarguesa”, str. 117). Wéwczas na mocy twierdzenia
Desarguesa, trojkaty te maja srodek perspektywiczny. To oznacza, ze odcinki
AD, BE, C'F przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Pozostalo wiec udowodnié, ze tréjkaty ABC, DEF maja o$ perspekty-
wiczng. W tym celu rozpatrzymy trzy przypadki.

(a) Zalézmy najpierw, ze zadna z par (AB,DE), (BC,EF), (CA,FD)
nie tworzy pary bokéw réwnolegtych, tzn. AB){ DE, BC )| EF, CA} FD.
Oznaczmy symbolem kN¢ punkt przecigcia prostych k oraz ¢. Przyjmij-
my: X=BANDE,Y =BCNEF, Z=CANFD. Poniewaz okregi 04, 0B sa
styczne do prostych AB i DFE, wiec punkt X jest $rodkiem jednokladnosci
j1 o skali dodatniej, przeksztalcajacej okrag o4 na okrag op. Analogicznie,



punkt Y jest érodkiem jednoktadnosci jo o skali dodatniej, ktora przeksztat-
ca okrag op na okrag oc. Zatem zlozenie jooj; jest jednokladnoscia, ktérej
srodek lezy na prostej XY. Z drugiej strony jednoktadno$é¢ jsoj; ma ska-
le dodatnig i przeprowadza okrag o4 na okrag oc. Srodkiem jej jest wiec
punkt Z. Wykazaliémy tym samym, ze punkty X, Y, Z sa wspoétliniowe.
Zatem trojkaty ABC i DEF maja o$ perspektywiczna.

(b) Zalézmy z kolei, ze dokladnie jedna sposréd par (AB,DFE), (BC,EF),
(CA,FD) jest para prostych réwnolegltych. Bez straty ogdélnosci mozemy
przyjaé, ze CA|| FD, oraz oznaczy¢ X = BANDE,Y = BCNEF. Rozumu-
jac tak samo jak w przypadku (a) widzimy, ze punkt X jest érodkiem jedno-
ktadnosci j1 o skali dodatniej, przeksztatcajacej okrag o4 na okrag op, za$
punkt Y jest érodkiem jednokladnosci js o skali dodatniej, ktora przeksztalca
okrag op na okrag oc. Poniewaz promienie okregdéw o4 i oc sa jednakowe,
wiec zlozenie jsoj1 jest przesunieciem. Wektor tego przesuniecia jest réwno-
legty do prostej XY jak rowniez do prostej taczacej srodki okregdw 04 i oc.
Proste XY, AB, CD sa wiec réwnolegle, co w tym przypadku oznacza, ze
trojkaty ABC i DEF maja oS perspektywiczng.

(¢) Pozostal do rozpatrzenia przypadek, w ktérym co najmniej dwie pary
sposérod (AB,DE), (BC,EF), (CA,FD) s parami bokéw réwnoleglych. Bez
straty ogélnosci przyjmijmy, ze tymi dwiema parami sa (BC,EF) i (CA,FD).
Woéwezas na mocy twierdzenia Talesa

BD CE AF
DC  EA FB’
skad wynika, ze réwniez AB || DE. Zatem, zgodnie z przyjeta konwencja,
rowniez w tym przypadku trojkaty ABC' i DEF maja o$ perspektywiczna.
* * *

W dwéch kolejnych sposobach skorzystamy z nastepujacego lematu.

Lemat

Punkt I jest érodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC' (rys. 3); okrag
ten jest styczny do boku AB w punkcie K. Wowczas

) AC AK [ AIN?
@ 50 = 51) -
Dowaod

Oznaczmy:
a=JCAI=<9KAI, 3=9CBI=<9KBI.

Roéwnosé (1) przepisujemy w nastepujacej,
rownowaznej postaci

AK AC BK Al

‘Al BC BI BI'




Korzystajac z definicji funkcji trygonometrycznych oraz stosujac twierdzenie

sinuséw do trojkatow ABC i ABI, mozemy powyzsza réwno$é przepisaé

kolejno jako:
sin2(

COS(Y - — =cosf3- —
sin2a sina

sinf 2 sinf3 cos3 sinf3
, cosq-—— =cosff- ——.
2 sina cosa sina
Ostatnia zalezno$é jest speliona dla dowolnych liczb 0<a < m/2 oraz
0<p<m/2. Dowdd lematu jest wiec zakonczony.

Sposob 111

Oznaczmy przez I4, I, Ic, I odpowiednio érodki okregdéw wpisanych
w tréjkaty AEF, BE'D, CDE, DEF. Niech ponadto K, L, M beda punktami
stycznosci okregu wpisanego w trojkat D EF odpowiednio z bokami EFF', F'D,
DE. Punkty K, L, M sa rowniez punktami stycznosci okregdéw wpisanych
w trojkaty AEF, BFD, CDE z bokami tréjkata DEF (rys. 4). Stosujac
powyzszy lemat do tréjkatow EDC, FEA, DF B otrzymujemy kolejno:

CD MD (D¢ 2 AE KE (FEly 2 BF LF (FIp 2

OE'EM_(EIC> " AF FK (FIA) " BD DL (D—IB> '
Poniewaz EM =KFE, FK=LF oraz DL= M D, wiec mnozac stronami po-
wyzsze zalezno$ci otrzymujemy

CD AE BF (Dlg Elan Flp 2_ DIc\? [(EI4\? [(FIp\?*

W) G AF BD (EIC "FI, DIB> - (DIB) ' (EIO> ' (FIA) '
Dalej zauwazamy, ze

2(¥MDIc+SIgDI)=29SMDIc+2SLDI+2¥1gDL=180°,

skad SIgDI=90° —S<MDIc=<IIcD. Ponadto <IgID=<DMIc. Z os-
tatnich dwoch réwnosci wynika, ze tréjkaty IDIg oraz 11cD sa podobne.

rys. 4



Uzyskujemy zatem nastepujace proporcje:

Dic 1l DIl ID
D—IB == ﬁ oraz D—IB == E .
Mnozac je stronami dostajemy <%>2 = E Analogicznie dowodzimy, ze
Dlip 1Ip
EI N\? 114 FIg\? Ilg
(E—Ic> TIe (F—If;) T Il

Laczac ze soba trzy ostatnie rownosci oraz zalezno$é (4) otrzymujemy

CD AE BF _llc Iy Iy

CE AF BD Ilg Ilc Iy ’
skad, na mocy twierdzenia Cevy (zob. str. 120), odcinki AD, BE, C'F prze-
cinajg sie w jednym punkcie.

Sposob IV

Przyjmijmy takie same oznaczenia jak w sposobie III. Niech ponadto
A, TB, TC, T beda odpowiednio promieniami okregéw wpisanych w tréj-
katy AEF, BFD, CDE, DEF oraz niech t=DL=DM, y=FEM =FK,
2=FK=FL, a=4MDIc, 3=<IDM =<IDL, v=<IgDL (rys.5).

A

rys. b

Poniewaz SCDE+<YEDF+<FDB=180°, wiec a+3+v=90°, skad
otrzymujemy réwnosci: ctg(5+) = ctg(90° — a) = tga. Przeksztalcajac réw-
nowaznie ostatni zwigzek dostajemy kolejno:

T T
i |

ctgfBctgy—1 r T re 2—rrg

7:tga7 - . T - =Tc,

ctgB+ctgy T T rg+r

T B



skad 22 =r(rg+rc)+rprc. Analogicznie obliczamy:
v =r(rc+ra)+rera oraz 22 =r(ra+re)+rars.
Korzystajac z lematu oraz z powyzszych trzech wzoréw otrzymujemy
EC y_yg—l—ré (TC—I—TA)—I—TCTA—O—TC
CD.E_I2+T% r(rg+re)+rero+rd
_(r+re)ret+ra)  rotra

- (r4rc)(r¢+rB) To+rE

W ten sam sposéb dowodzimy, ze

DB x rp+rc FA z ra+rp
oraz —_— = )
BF 2  rp4ra AE " Yy TA+TC

Mnozac stronami trzy ostatnie rownosci dostajemy
EC DB FA rg+ra rg+rc mA+7B
CD BF AE rec+rg rp4+ra TA+TC
skad, na mocy twierdzenia Cevy (zob. str. 120), odcinki AD, BE, C'F prze-

cinaja sie w jednym punkcie.

b

Zadanie 10. Dana jest liczba x1 > 0. Ciag (z,,) jest zdefiniowany wzorem:
1
Tpt1 =Tn+—5 dla n=1,2,3,....
x”L

Udowodnié, ze istnieje granica lim 3=
n—oo \/ﬁ

i obliczy¢ ja.

Rozwigzanie
W rozwigzaniu skorzystamy z nastepujacego twierdzenia:

Jezeli cigg (ay) jest zbieiny do granicy g, to cigg (by), okreSlony wzorem
ai+as+...+ an
by, =
n

jest rowniez zbieiny i jego granica wynosi g.

Dowdd tego twierdzenia znajduje sie w Dodatku, str. 116.
Podstawmy v, =z>. Wtedy
Y1 =9 (14— ) =y 3+ — 4.
Skoro Yn41>yn+3, wiec ciag (y,) jest rozbiezny do nieskonczonosci. Za-
tem na mocy powyzszej réwnosci (Yn+1—yn) — 3. Z ostatniej zbieznosci oraz
z zacytowanego wyzej twierdzenia zastosowanego do ciaggu
o — { Y1 dla n=1
"\ Yn—Yno1 dla n>1

otrzymujemy
i yitWe—y)+Ws—y2)+-tWn—yn1) 1 —3
n— o0 n n—oo n

skad lim f—\/% = 3.



Zadanie 11. W urnie znajdujg sie dwie kule: biata i czarna. Ponadto mamy do
dyspozycji 50 kul biatych i 50 czarnych. Wykonujemy 50 razy na-
stepujaca czynnosé: losujemy z urny kule, a nastepnie wrzucamy ja
z powrotem do urny oraz dokladamy jedna kule tego samego kolo-
ru, co wylosowana kula. Po zakoficzeniu tych czynnosci mamy wigc
w urnie 52 kule. Jaka liczba kul biatych znajdujacych si¢ w urnie jest
najbardziej prawdopodobna?

Rozwigzanie

Niech P(k,n), gdzie 1 <k <n—1, oznacza prawdopodobienstwo zdarzenia,
ze gdy w urnie jest n kul, to doktadnie k£ z nich ma kolor biaty. Udowodnimy,
ze

n—k k—1

(1) P(1,2)=1 oraz P(kn+1)= P(k,n)+ P(k—1,n).

n n
Pierwsza z powyzszych réwnoéci jest oczywista. Druga wynika z nastepuja-
cych rozwazan.

Zastanawiamy sie, kiedy po dolozeniu (n+1)-szej kuli do urny zawiera-
jacej n kul w urnie znajdzie sie dokladnie £ kul biatych. Jest to mozliwe
w nastepujacych dwdéch sytuacjach:

(a) Jako (n+1)-szq kule dolozono kule czarng. Woéwczas przed doloze-
niem tej kuli musialo by¢ w urnie k£ kul biatych. Prawdopodobienstwo tego
zdarzenia wynosi P(k,n). Kule czarna wylosowano wiec z prawdopodobien-
stwem ”Tfk Zatem prawdopodobienstwo tego, ze w urnie zawierajacej n+ 1
kul doktadnie k jest biatych, pod warunkiem, ze ostatnia dorzucona kula jest
c2arna, Wynosi

n—k

TP(k,n).

(b) Jako (n+1)-szq kule doloZono kule bialg. Wéwczas przed dolozeniem
tej kuli musiato by¢ w urnie doktadnie £ — 1 kul biatych. Prawdopodobienstwo
tego zdarzenia wynosi P(k—1,n). Kule biala wylosowano wiec z prawdopo-
dobienstwem % Stad prawdopodobienstwo tego, ze w urnie zawierajacej
n—+1 kul dokltadnie k jest biatych, pod warunkiem, ze ostatnia dorzucona
kula jest biata, wynosi

k—1
- P(k—1,n).

Laczac ze soba dwa powyzsze przypadki dostajemy druga z réwnosci (1).

Korzystajac ze wzoréw (1) dowodzimy indukcyjnie (ze wzgledu na n), ze
P(k,n)=1/(n—1) dla k=1,2,...,n—1. Istotnie, dla n=2 mamy P(1,2)=1.
Jesli n > 2 jest taka liczba naturalna, ze

1
P(k,n):—1 dla k=1,2,...,n—1,

n—



to dla k=1,2,...,n mamy

n—=k k—1 n—k 1 kK—1 1 1
P )=—" T Plk—1.n) = . . _

W szczegdlnosci
1
Pk52)=  dla k=12...5L
Zatem kazda mozliwa liczba kul biatych po 50 losowaniach (od 1 do 51) jest
jednakowo prawdopodobna.

Zadanie 12. Wszystkie wierzchotki szescianu o krawedzi a leza na powierzchni
czworo$cianu foremnego o krawedzi 1. Wyznaczy¢ mozliwe wartosci a.
Rozwigzanie

7, warunkéw zadania wynika, ze dany szescian ABCDA'B'C'D’ lezy we-
wnatrz danego czworoscianu K LM N. Mozliwe sa dwa przypadki:

(a) Istnieje Sciana czworoscianu K LM N (na przyktad K LM), na ktorej
leza co najmniej trzy wierzchotki szeScianu;

(b) Na kazdej $cianie czworoécianu K LM N leza dokladnie dwa wierzchol-
ki szeScianu.

Rozwazmy najpierw przypadek (a). Trzy wierzcholki szeScianu, ktére le-
z3 na $cianie K LM, musza by¢ wierzchotkami jednej $ciany tego szeScianu.
To oznacza, ze pewna $ciana szescianu, powiedzmy ABCD, lezy wewnatrz
trojkata K LM ; pozostale cztery wierzchotki A’, B’, C’, D’ znajduja si¢ na
Scianach K LN, LM N, M K N. Bez straty ogdlnosci mozemy przyjac, ze $cia-
na K LN zawiera ktéres dwa spoéréd punktow A’ B', C’, D’. Muszg one byé
dwoma kolejnymi wierzchotkami kwadratu A’B’C’D’. Nie tracac ogdlnosci
rozwazan, mozemy przyjaé, ze punkty A’, B’ leza na $cianie K LN, punkt C’
lezy na $cianie LM N, za$ punkt D’ znajduje si¢ na $cianie M KN (rys. 1).

Warunek (a) wyznacza wiec jednoznacznie (z dokladnoscia do przyje-
tych oznaczen) polozenie danego szeScianu wewnatrz czworo$cianu foremnego
o krawedzi 1. Przystepujemy do wyznaczenia dlugosci krawedzi a.

Oznaczmy przez K', L', M’', odpowiednio punkty przeciecia krawedzi
KN, LN, MN z ptaszczyzng A’ B'C’D’'. Czworoscian K'L' M'N jest foremny.
Oznaczmy jego krawedz przez b. Wtedy K'A’ = B'L' = (a/3)/3, skad
(1) b=a+ %a.

3
Wysokosé czworoécianu foremnego o krawedzi A wyraza sie wzorem h =
Poréwnujac wysokodci czworoécianéw K LM N oraz K'L'M'N otrzymujemy

rownosé
6 6
VG, Yo
3 3

DY



skad wykorzystujac réwnosé (1) mamy

V6
V6+2v2+3

rys. 2

rys. 1

Pozostal do rozpatrzenia przypadek (b).

Kazdy z czterech odcinkéw taczacych wierzchotki danego szeScianu, lezacy
na tej samej $cianie czworoscianu K LM N, jest krawedzia tego szeScianu.
Odcinki te nie maja wspélnych koncéw. Przypusémy, ze krawedz AB lezy
na $cianie K LM. Wéwezas jedna z krawedzi A’B’ lub C'D lezy na jednej ze
§cian KLN, LM N, MKN. Bez straty ogdlnoSci przyjmijmy, ze A’'B’ lezy
na KLN. Wtedy proste AB i A’B’ sa réwnolegte do krawedzi KL, a co za
tym idzie, proste CD i C' D’ sg prostopadle do krawedzi M N; nie moga wiec
one leze¢ na $cianach LMN i KMN. Mozemy zatem zalozyé, ze odcinek
CC’ lezy na $cianie LM N, za$ odcinek DD’ znajduje si¢ na Scianie KM N
(rys. 2).

Oznaczmy przez X, Y, Z, T odpowiednio srodki krawedzi KN, NL, LM,
MK. Wéwcezas kwadraty A’B’BA oraz D'C'C'D maja boki réwnolegte od-
powiednio do bokéw kwadratu XY ZT'. Stad istnieje (w przestrzeni) srodek
jednoktadnosci P kwadratéow A’'B'BA i XY ZT, lezacy na krawedzi K L oraz
$rodek jednoktadnos$ci Q kwadratéw D'C'CD i XY ZT, lezacy na krawedzi
M N. Skale jednoktadnoéci w obu przypadkach sa réwne i wynosza 2a. Odle-
glosci od punktéw P i Q do ptaszczyzny XY ZT sa réwne i wynosza v/2/4.
Stad wynika, ze odlegloéci od ptaszczyzn A’B’'BA i D'C'CD do plaszczyzny
XY ZT sa réwne — a wiec kazda z nich wynosi a/2. Te trzy wielkosci sa
zwigzane ze soba zalezno$cia

a/2 skad otrzymujem a= !

vﬁﬁf & ymujemy 2+V6.

Pozostaje zauwazy¢, ze powyzsza warto$¢ mozna zrealizowaé biorac za P i Q)
srodki krawedzi KL i MN.

1—-2a=




Reasumujac: mozliwe wartosci a wynosza

V6 1

oraz

V6+2v/2+3 242"

e
Zawody stopnia drugiego

Zadanie 1. Dana jest funkcja f:(0,1) — R taka, ze f()=(-1)"dlan=1,2,....
Wykazad, Ze nie istnieja funkcje rosnace g:(0,1) — R, h:(0,1) = R, dla
ktorych f=g—h.

Rozwigzanie

Przypusémy, ze istniejy funkcje g i h spelniajace warunki zadania. Ponie-
waz funkcje te sg rosnace, wiec dla kazdego k € N mamy

9(am1) = f (o) + Pl ) = =1+ hl5rg) <
<=1+h(g)=1+h(5)-2=
= () +hiz) —2=g() ~2 <glzt7) 2.

7 monotonicznosci funkcji g oraz powyzszych nieréwnosci dostajemy

9(0) < glzp) < 9(r)~2 < glarig)— A< . < g() 20k — 1) < g(1) 2k
Zatem ¢(1)—¢g(0) > 2k dla dowolnego k € N, co nie jest mozliwe.

Uwaga

Zadanie wigze sie z pojeciem funkcji o wahaniu ograniczonym. Méwimy,
ze funkcja f:(a,b) — R ma wahanie ograniczone, jezeli istnieje taka liczba M,
ze dla dowolnej liczby naturalnej n i dowolnych liczb rzeczywistych

A< T <Y1 <Ta <Y <...<xp <Y, <b
zachodzi nieréwnosé

L) = f@)l+[f (y2) = f(@2) [+ 4 [f () — flan)| <M.

Funkgcje, ktore nie spetniajg powyzszego warunku, nazywamy funkcjami o wa-
haniu nieograniczonym.
Zauwazmy, ze dana w tresci zadania funkcja f ma wahanie nieograniczone.
Wystarczy bowiem przyjacé
1 1
Ton—2kt2 O R on okt
Wiéwezas 0< 21 <y1 <Ta<yo <...<Tp <yYp <1 oraz

|fy) = f@)+[f (y2) = flz2) [+ +[f(yn) — fan)| =2n,

co wraz ze wzrostem n jest nieograniczone.
Okazuje sie, ze wahanie ograniczone maja te i tylko te funkcje, ktére daja
sie¢ przedstawi¢ w postaci réznicy dwdch funkeji rosnacych.

Tk dla £=1,2,...,n.



Zadanie 2. SzeScian S o krawedzi 2 jest zbudowany z o$miu sze$cianéw jednost-
kowych. Klockiem nazwiemy bryte otrzymana przez usunigcie z sze-
$cianu S jednego sposrod o$miu szesciandéw jednostkowych. Sze$cian
T o krawedzi 2" jest zbudowany z (2")3 szedcianéw jednostkowych.
Udowodnié, ze po usunigciu z szeécianu T' dowolnego sposérod (27)3
szeScianéw jednostkowych powstaje bryta, ktora daje sig¢ szczelnie
wypelnié¢ klockami.

Rozwigzanie

Przeprowadzimy dowdd indukeyjny. Dla n =1 teza zadania jest oczywiscie
prawdziwa.

Niech n bedzie liczba naturalng, dla ktérej teza zadania jest prawdziwa.
Rozwazmy sze$cian C' o krawedzi 2" 7! z wyréznionym szeécianem jednostko-
wym D. Sze$cian C' dzielimy na osiem przystajacych sze$cianéw C1,Cs,...,Csg,
kazdy o krawedzi 2". W jednym z nich (przyjmijmy, ze w C7) znajduje sie
szeScian jednostkowy D. Potézmy klocek K w samym Srodku szeScianu C'
tak, aby jego cze$¢ wspélna z kazdym z szedcianéw Cs,(Cl,....Cg byla sze-
Scianem jednostkowym (analogiczna sytuacja przedstawiona jest na rys. 1
w przypadku dwuwymiarowym).

rys. 1

Na mocy zalozenia indukcyjnego mozna wypetni¢ klockami zaréwno sze-
Scian C7 z usunietym szeScianem jednostkowym D, jak i kazdy z szeScia-
néow Cs,Cls,...,Cs z usunietym szedcianem jednostkowym stanowigcym czesé
wspolng z klockiem K.

W ten sposéb wypelnimy klockami szescian C' z usunietym sze$cianem
jednostkowym D, co konczy dowdd indukceyjny.

Zadanie 3.  Czworokat wypuklty ABCD jest wpisany w okrag. Punkty F i F lezg
odpowiednio na bokach AB i CD, przy czym AE:EB=CF:FD.
Punkt P lezy na odcinku E'F' i spetlnia warunek EP:PF = AB:CD.
Udowodnié, ze stosunek pél trojkatow APD i BPC nie zalezy od
wyboru punktéw F i F.



Rozwigzanie
Sposob 1
Zaltézmy najpierw, ze proste AD i BC nie sg réwnolegle i przecinaja
sie w punkcie S (rys. 1). Poniewaz $BAS=180° - <BCD=<YDCS, wiec
trojkaty ASB i C'SD sg podobne. Ponadto
AB EB FD CD AE AB AS
7 powyzszych zwigzkéw oraz z réwnosci L EAS = L FC'S wynika, ze trojkaty
ASE i CSF sa podobne. Stad $DSE =< CSF oraz
SE SA AB FEP
SF~ SC CD PF’
co dowodzi, ze YESP=<FSP. Zatem punkt P lezy na dwusiecznej kata
ASB, czyli jest on rownoodlegly od prostych AD i BC. Stosunek pdl trdj-
katéw APD i BPC jest wiec rowny stosunkowi dlugosci bokéw AD i BC,
czyli nie zaleiond wyboru punktéw E i F.

A D

rys. 1 rys. 2

Zalézmy teraz, ze proste AD i BC' sa réwnolegle (rys. 2). Wtedy czworo-
kat ABCD jest trapezem réwnoramiennym, gdzie AB=CD. Punkt P jest
wiec Srodkiem odcinka EF, co oznacza, ze jest on réwnoodlegly od pro-
stych przechodzacych przez punkty F, F'i réwnoleglych do podstaw trapezu
ABCD. Ponadto BE=DF, skad wynika, ze punkty F i F' sa jednakowo
odlegte odpowiednio od prostych BC i AD. Zatem odleglosci od punktu P
do prostych BC' i AD sg takie same. Tym samym stosunek pdl tréjkatéw
APD i BPC jest réwny stosunkowi dtugoséci odcinkow AD i BC', czyli nie
zalezy od wyboru punktéow E i F.

Sposdb 11
Udowodnimy najpierw nastepujacy

Lemat
Dany jest trapez ABC'D o podstawach AB i C'D. Prosta réwnolegta do
podstaw tego trapezu przecina odcinki AD i BC odpowiednio w punktach
K i L (rys. 3). Wéwczas
LC LB



Dowdd
Niech P bedzie punktem przeciecia przekatnej BC z odcinkiem K L. Wow-
czas na mocy twierdzenia Talesa D C

DP LC / \
_or s LO K L
KP=pr-AB=35-AB 5
oraz BP LB
PL=2Y .cp==2.0D,
BD BC 4 75, 3 B

Dodajac stronami powyzsze réwnosci dostajemy teze.

Przystepujemy do rozwigzania zadania.
Poniewaz AE:EB=CF:FD, wiec

(1) £:C—F:)\ oraz %:Q:u.
AB CD AB CD
Z warunku EP:PF = AB:CD wynika natomiast, ze
) Ep__4AB ., PE__CD
EF AB+CD EF AB+CD

Oznaczmy przez A’, D', E', F', P’ odpowiednio rzuty prostokgtne punk-
téow A, D, E, F, P na prosta BC (rys. 4). Na mocy udowodnionego wyzej
lematu oraz réwnosci (2) otrzymujemy

EP PP AB CD
PPP=—— FF4+— F=——— FF +————.FF.
BEF ' TEF AB+CD ' TABYCD
B EA P D F C
rys. 4
Korzystajac z twierdzenia Talesa oraz réwnosci (1) uzyskujemy
A-AB uw-CD
PP=——— _.DD' 4+ ———-AA".
AB+oD V7 TABYOD
Mnozac obie strony powyzszej réwnosci przez %BC’ mamy
A-AB uw-CD
BPC|=———=-[BCD|+——+=-[BCA
3) BPC =T rep BOPI Gprap POAl
gdzie [XY Z] oznacza pole tréjkata XY Z. Analogicznie dowodzimy, ze
u-AB A-CD
4 APD|=———-[ADC]+ ————="-[ADB].
) APDI= A op AP Tprep APP)



Wprowadzmy dla zwieztosci zapisu nastepujace oznaczenia:
a=9DAB, [B=<ABC, y=<4BCD, 6=<9CDA.
Poniewaz na czworokacie ABC D mozna opisaé¢ okrag, wiec sina =sin~y oraz
sin f =sind. Stad oraz z réwnosci (3) i (4) otrzymujemy
[APD] pu-AB-[ADC|+)X-CD-[ADB]
[BPC] ~ X-AB-[BCD]+u-CD-[BCA]
w-AB-AD-CD-sind+A-CD-AB-AD -sina
"~ X-AB-BC-CD-siny+p-CD-AB-BC-sinf3
AB-AD-CD-(pusind+Asina) AD
" AB-BC-CD-(Asiny+pusing) BC’
Otrzymana wielko$¢ nie zalezy od wyboru punktéow E, F', co konczy dowdd.

Zadanie 4. Punkt P lezy wewnatrz trojkata ABC' i spelnia warunki:
(1) JPAB=<YPCA  oraz  JPAC=<JPBA.
Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC. Dowiesé,
ze jezeli O # P, to kat APO jest prosty.
Rozwigzanie
Sposob 1
Oznaczmy przez K, L, M odpowiednio punkty przeciecia prostych AP,
BP, CP z okregiem opisanym na tréjkacie ABC' (rys. 1). Na mocy réwnosci
IBAK =4 ACM dtugoéci tukéw BK i AM sa réwne. Analogicznie, dtugoéci
tukéw KC' i LA sa réwne. (Dlugo$é tuku XY jest mierzona od punktu X do
punktu Y w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara).

rys. 1

Odcinki LC, AK, M B sa wiec réwnolegle (rys. 2). Zatem maja one wspoél-
ng symetralng, ktora przechodzi przez punkt O. Na tej symetralnej lezy row-
niez punkt P, gdyz punkt ten jest punktem przeciecia przekatnych MC i BL
trapezu réwnoramiennego M BCL. Stad, w szczegblnoéci, S APO =90°.



Sposob 11

Niech M i N beda odpowiednio $rodkami bokéw AB i AC (rys. 3). Po-
niewaz SANO = <JSAMO =90°, wiec okrqg opisany na tréjkqcie AMN prze-
chodzi przez punkt O (Srednica tego okregu jest odcinek AO). Wykazemy, ze
punkt P lezy na tym okregu.

C
A

rys. 3 rys. 4

Na mocy réwnosci (1), tréjkaty ABP oraz C AP sa podobne. Zatem
BM AB BP
AN AC AP’
Ponadto $MBP =< NAP. Tozsamoéci te dowodza, ze trojkaty M BP oraz
N AP sa podobne (rys. 4). Stad {BMP =<JANP, czyli
JAMP+ AN P =180°.
Powyzsza réwnosé oznacza, ze okrgg opisany na tréjkgcie AMN przechodzi
przez punkt P. Zatem punkty A, M, O, P, N leza na jednym okregu, skad
JAPO =<ANO =90°.

Sposab 111

Niech prosta AP przecina okrag opisany na trojkacie ABC w punkcie Q
(rys. 5). Wéwezas zachodza réwnosci:
(2) IBCQ=94BAQ=JACP, skad IPCQ=YACB.

Mamy ponadto nastepujace zaleznosci:

C
(3) IPQC=4AQC=JABC. A?

7Z drugiej réwnoéci (2) oraz z tozsamosci (3) wy-
nika, ze tréjkaty ABC i PQC sa podobne. Po-
dobne sg réwniez trojkaty APC oraz ABP. Stad O

PQ _PC_PA / y
AB CA AB’ \\\\_////
czyli PQ=PA. Zatem punkt P jest $rodkiem

cieciwy AQ, co oznacza, ze LAPO =90°.




Zadanie 5.  Niech S={1,2,3,4,5}. Wyznaczy¢ liczbe funkcji f:S — S spelniaja-
cych réwnosé f20(x) =z dla wszystkich z € S.
Uwaga: f°(z)= fofo...of(x).
—_—
50
Rozwigzanie

Sposob 1

Niech f bedzie funkcja spelniajaca warunki zadania. Dla liczb x # y dosta-
jemy fY(f(z))=x#y=f*(f(y)), skad f(z)# f(y). Poniewaz f jest réw-
niez funkcja ,na”, wiec f jest permutacja zbioru S. Oznaczmy przez r(x)
(z € S) najmniejszy liczbe catkowita dodatnig, dla ktérej f7)(z) = 2. Wow-
czas r(x) <5 oraz r(x)|50, skad r(z)€{1,2,5}.

Jezeli istnieje taka liczba a € S, ze r(a) =5, to liczby a, f(a), f?(a), f3(a),
f*(a) sa ré7me — wyczerpuja wiec zbiér S. Wtedy dla dowolnej liczby = € S,
r(z)=>5. Funkcja f jest wiec jednoznacznie wyznaczona przez permutacje
(f(1),f2(1),£3(1),f4(1)) zbioru {2,3,4,5}; zatem moze byé ona okreslona na
4! =24 sposoby.

Jezeli dla wszystkich = € S zachodzi r(z) =1, to f jest funkcja identycz-
nosciowg. Taka funkcja jest jedna.

Pozostal do rozpatrzenia przypadek, w ktérym najwieksza warto$¢ osiaga-
na przez funkcje » wynosi 2. Niech wiec a bedzie takim elementem zbioru S,
ze r(a) =2. Wtedy takze r(b) =2, gdzie b= f(a).

Jezeli r(x)=1 dla wszystkich x € S\{a,b}, to f jest wyznaczona przez
wybér dwuelementowego podzbioru {a,b} zbioru S, co mozna uczynié¢ na
(3) =10 sposobéw.

Jezeli natomiast istnieje taka liczba c € S\ {a,b}, ze r(c) = 2, to przyjmujac
d= f(c) oraz oznaczajac przez e jedyny element zbioru S\ {a,b,c,d}, mamy

(1) fla)=b, f(b)=a, f[flc)=d, f(d)=c, f[fle)=e.
Taka funkcja f jest wyznaczona przez wybor liczby e (mozna to zrobié na
5 sposobdéw) oraz podzial zbioru S\{e} na dwa podzbiory dwuelementowe
{a,b} i {c,d} (istnieja 3 takie podzialy). Dostajemy wiec 15 funkcji posta-
ci (1).

Lacznie istnieje 50 funkcji spelniajacych warunki zadania.

Sposob 11

Zamiast liczy¢ permutacje zbioru piecioelementowego spelniajace warunek
podany w zadaniu, mozna policzy¢ te permutacje, ktére go nie spetniaja.

Rozumowanie analogiczne do tego w sposobie I dowodzi, ze sa to permu-
tacje f nastepujacych trzech postaci:
(2) fla)=b, f(b)=c. [flc)=a, f(d)=d, f[fle)=e,
(3) f(a) =0, f(b) =G f(C) =a, f(d) =e



(4) fla)=b, fb)=c, [flc)=d, [fld)=a, [f(e)=e,
gdzie {1,2,3,4,5} = {a,b,c,d,e}.

Liczby a, b, ¢ ze zbioru {1,2,3,4,5} mozna wybra¢ na (g) =10 sposobdw,
za$ ustawié cyklicznie na 2 sposoby. Zatem istnieje 20 permutacji postaci (2)
oraz 20 permutacji postaci (3).

Podobnie, liczby a, b, ¢, d ze zbioru {1,2,3,4,5} mozna wybra¢ na (i) =5
sposobéw, zas ustawi¢ cyklicznie na 6 sposobéw. Zatem istnieje 30 permutacji
postaci (4).

Stad wynika, Ze istnieje 70 permutacji nie spelniajacych warunkéw za-
dania, a wiec z ogdlnej liczby 5! =120 permutacji pozostaje 50 szukanych
permutacji.

Zadanie 6. Dana jest liczba naturalna k> 2 oraz liczby calkowite ay,as,...,ay
spekliajace warunki
a1 +2%as +3%as+...+nla, =0 dla 1=1,2,...,k—1.
Dowiesé, ze liczba ag +2%as +3%as + ... +nka, jest podzielna przez k!.
Rozwigzanie

Dla dowolnej liczby calkowitej m >k liczba (}) jest calkowita. Stad, dla
dowolnej liczby catkowitej dodatniej m, liczba m(m—1)(m—2)...(m—k+1)
jest podzielna przez k!. Istnieja wiec takie liczby calkowite b1,bo,...,bk_1, Ze
dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej m,

mP =bym+bam? 4 ...+ bp_ymFt (mod E!).

Mnozac powyzsza kongruencje przez a,,, a nastepnie dodajac stronami od
m=1 do m =mn otrzymujemy

a1 +2%ag+ ...+ nFa, =bi (a1 +2a3+ ... +nay) +
+by(ay +2%ag+ ...+ n%ay) + ...

+bk,1(a1 —|—2k*1a2 +... +nk71an) =
=0 (mod k!).

To oznacza, ze liczba aq 4+ 2%as+3%as+ ... +nFa, jest podzielna przez k!, co
konczy rozwigzanie zadania. s

Zawody stopnia trzeciego
Zadanie 1.  Punkt D lezy na boku BC trdjkata ABC, przy czym AD > BC.
Punkt E lezy na boku AC i spelnia warunek

(1) AFE BD

EC~ AD-BC"
Udowodnié, ze AD > BE.



Rozwigzanie
Sposob 1 F
Uzupelniamy tréjkat BDA do réwnolegtoboku
BDAF (rys. 1). Na pélprostej BC~ odktadamy
odcinek BK o dlugo$ci AD. Dana w zadaniu za-
leznos¢ przyjmuje teraz postaé
AE  AF
EC~ CK’
Z tej réwnosci oraz z réwnoleglosci odcinkéw CK g D O K
i AF wynika, ze punkty F', E/, K sg wspoétliniowe. rys. 1

Punkt F lezy wiec na podstawie KF' trojkata réwnoramiennego BKF'.
Stad dostajemy BE > BE, czyli AD > BE.

Sposob 11
Skorzystamy z nieréwnosci Ptolemeusza, ktéra mowi, ze dla dowolnych
punktéow A, B, C, D lezgcych na plaszczyinie zachodzi

AC-BD<CD-AB+AD-BC,

przy czym réwnos$é ma miejsce wtedy 1 tylko wtedy, gdy punkty A, B, C, D
lezg, w tej wiasnie kolejnosci, na jednym okregu.
(Dowéd znajduje si¢ w broszurze XLVI Olimpiada Matematyczna, Spra-
wozdanie Komitetu Gléwnego, Warszawa 1996, str. 96). A
Stosujac zacytowang nieréwnosé¢ do punktéw A, B,
C, F otrzymujemy AC-BE <AE-BC+ EC-AB, czyli

AFE EC

(2) BE<E-BC+E-AB.
Korzystajac ze zwiazku (1) otrzymujemy nastepujace E
réwnosci:

s, e, b _nc

AE AE BD ' B b C
skad dostajemy ys. 2

AFE BD EC AE AD—BC

oraz

AC ~ AD—BC+BD AC T ACTAD BCLiBD

Na mocy nieréwnosci (2) oraz powyzszych zalezno$ci mamy

Bp. . BC-BD (AD—BC)-AB
AD—BC+BD ' AD—BC+BD
__ BC-BD (AD- BC)-BD (AD- BC)-AD _
AD—BC+BD ' AD—BC+BD ' AD—BC+BD
AD-BD (AD—BC)-AD _ (BD+AD—BC)-AD _

=AD.

 AD-BC+BD AD-BC+BD  AD-BC+BD



Sposob 111

Niech 07 bedzie okregiem o $rodku D i promieniu AD (rys. 3). Poniewaz
AD > BC, wiec okrag ten przecina pétprosta BC' ™ tylko w jednym punkcie;
nazwijmy go A’. Z nieréwnoéci AD > BC wynika réwniez, ze punkty B, C,
A’ lezg w tej wlasnie kolejnosci na prostej BC.

Oznaczmy przez o2 okrag bedacy obrazem okregu o1 przy jednoktadnosci j
o érodku C'iskali A= EC:AC. Wéwcezas E = j(A). Ponadto punkt £/ = j(A")
lezy pomiedzy punktami C' i A’, jak réwniez $rodek D’ okregu os lezy po-
miedzy punktami D i C. Zatem punkt D’ lezy pomigdzy punktami B i F'.
To natomiast oznacza, ze okrag o §rodku B i promieniu BE' jest styczny

wewnetrznie do okregu oo (rys. 4). Wniosek: BE < BE'.
A

E
B D D'C JE A’ B D' E’
02 02

rys. 3 rys. 4
Z powyzszych rozwazan wnioskujemy, ze punkty B, D, C, E’, A’ leza na
prostej BC' w tej wlasnie kolejnodci.
Na mocy réwnosci (1) skala jednokltadnosci j jest réwna
_EC  AD-BC AD-BC  AC—BD
~ AC T AD-BC+BD AD-BC+BD  AC
Stad dostajemy

BE<BE =BC+CE =BC+XA'C=BC+A'C-BD=A'D=AD.

A

Sposob TV
Wykorzystamy nastepujace
Twierdzenie (Van Aubela): K
Punkty D, F, F' leza odpowiednio na bokach
BC, CA, AB dowolnego tréjkata ABC' (rys. 5). E

Odcinki AD, BE, C'F przecinaja sie w punkcie Q. D

Woéwcezas Q

5 cq_cr cp ] —,
QF FA DB rys. b

(Dowéd tego twierdzenia mozna znalezé w ksiazce: S. 1. Zetel, Geometria
trdjkqta, Warszawa 1964, rozdzial 1. 15, str. 22).



Oznaczmy przez P punkt przeciecia odcinkéw AD i BE (rys. 6). Niech
prosta C'P przecina bok AB w punkcie F'. Na mocy twierdzenia Van Aubela
oraz réwnosci (1) otrzymujemy

cp CkE CD AD-BC CD AD-— BD
PF  EA * DB DB + DB DB

Dodajac do obu stron powyzszej réwnoéci liczbe 1 dostajemy A
CF AD
4 27
() PF DB
Oznaczmy przez [XY Z] pole trojkata XY Z. Z réwnosci
[BCP| [CAP] [ABP] F,
=1 E
[ABC] " [ABC] | [ABC]
otrzymujemy zwiazek ‘
PD PF_ PE R
AD CF — BE’ rys. 6
Na mocy réwnosci (4) powyzsza réwnos$é przybiera postaé
PD BD BE-PE . PD+BD BP

DT Ap - BE AD  BE

Z nieréwnosci trojkata PDB dostajemy ostatecznie
BP PD+BD BP
AD AD  BE’
skad AD > BE.

Uwaga

Po zawodach wielu uczestnikéw skarzyto sie, ze dana w treéci zadania za-
leznoséé (1) jest ,sztuczna” i dlatego zadanie to sprawilo im sporo trudnosci
(por. tabela w czesci sprawozdawczej). Nasuwa sie wiec pytanie: Czy mozna
warunek (1) zastapié¢ innym, réwnowaznym, a przy tym ,bardziej natural-
nym”? Odpowiedz daje nastepujacy

Fakt

Punkt D lezy na boku BC' trojkata ABC, przy czym AD > BC. Punkt
E lezy na boku AC'. Odcinki AD, BE przecinaja sie w punkcie P. Wéwczas

AFE BD

Dowaod faktu
Na mocy twierdzenia Menelausa (zob. str. 122) zastosowanego do trojkata
ADC (rys. 7) otrzymujemy
AE BC DP

EC BD AP~



Zatem

AE_ BD  BD BC DP_ . _ DP_AD BC
EC  AD-BC AD—BC BD AP AP  BC
DP AD AD AD
A A
E E
B D C B D C
rys. 7 rys. 8

Sposob V

Korzystajac z wyzej udowodnionego faktu, réwnosé (1) mozemy przepisaé
w postaci
EC  PD
(5) AE - BD
Stosujac twierdzenie Menelausa do tréjkata EBC (rys. 8) otrzymujemy
EP BD CA_| . EP BD EP BD EC_
PB DC AFE ’ ' PB DC PB DC AFE
Na mocy réwnosci (5) ostatnia zalezno$é przybiera postaé
EP BD FEP PD !
PB DC T PB DC
skad
EP _ PB <1
DC BD+PD
Zatem FEP < DC oraz PB<BD+PD. Dodajac stronami dwie ostatnie
nieréwnosci otrzymujemy BE < BC+PD=AD.

Zadanie 2.  Dane sg liczby catkowite nieujemne a1 < as < a3z < ... < ajg; mniejsze
od 5050. Dowies¢, ze sposérdéd nich mozna wybraé takie cztery rézne
Qs Q1 A, G, %€ liczba ag + a; — am — ay, jest podzielna przez 5050.

Rozwigzanie

Rozwazamy wszystkie wyrazenia postaci ax +q;, gdzie 1 <k <1< 101. Ta-

kich wyrazen jest (lgl) =5050. Jezeli znajdziemy wéréd nich dwa, powiedzmy

ag+ap i ag+ay, ktérych wartodcei daja te sama reszte z dzielenia przez 5050,

to liczby ax, a;, am, an spelniaja warunki zadania — liczby te sa bowiem

parami rézne (jesli np. ax = am, to takze a; = an, gdyz 0 < aj,an < 5050).



Pozostaje do rozpatrzenia przypadek, w ktérym wszystkie powyzsze su-
my daja rézne reszty z dzielenia przez 5050. Wykazemy, ze ten przypadek
zachodzi¢ nie moze. Gdyby bowiem tak bylo, to rozwazane sumy dawalyby
wszystkie mozliwe reszty z dzielenia przez 5050 — kazda jeden raz. Stad

5049
4
S= Y (ata)= Zz—w—%% (mod 5050),
1<k<I<101

co dowodzi, ze S jest liczba nieparzysta.
7, drugiej strony

101
S= > (ag+a)=100-> ay,
1<k<I<101 k=1

co oznacza, ze S jest liczba parzysta. Otrzymalidmy sprzeczno$c.

Zadanie 3. Dowiesé, ze istniejg takie liczby naturalne ny <ng <...<nsg, Ze
ni —i—S(m) =nNs +S(n2) =n3+5(n3) =... =n50+5'(n50),
gdzie S(n) jest suma cyfr liczby n.
Rozwigzanie
Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

ar (k) = 101°+5+1 9.10% =9999...9910000...00,
——— ——

10k k
as(k) = 101" +5+1 — 10000...00.
N————

10k +k+1
Woéwcezas ay(k)+ S (a1(k)) =a2(k)+ S (az2(k)) = 10107 +k+1 41 Okreslmy licz-
by kg,k1,ks,... wzorami:
ko=0 oraz ki1 =10 +k+2 dla i>0
Dla dowolnego ciagu € = (¢,é1,...,5), gdzie €g,e1,...,5 € {1,2}, przyjmijmy

5
Ng = Zaai (ki
i=0

Otrzymane w ten sposob 64 liczby n. sa parami rézne. Wykazemy, ze dla
wszystkich 64 ciagéw e wielkosci n.+S(n.) sa jednakowe.

Poniewaz dla i € {0,1,2,3,4,5} liczba a, (k;) jest co najwyzej k;y1-cyfrowa
i ma co najmniej k; zer koficowych, wigc zadne dwie z liczb ac, (k;) i aaj(kj)
(dla i # j) nie maja niezerowych cyfr na tym samym miejscu dziesietnym.
Stad



Zatem
5 5 .
ne+S(ne) = (ae; (ki) +S(ac; (k) =6+ 1010 Frtt,
i=0 i=0
co jest wielkoScia niezalezng od e.

Zadanie 4. Rozstrzygnaé, dla jakich liczb naturalnych n > 2 uktad réwnan
:17% +x% +50=16x1+ 1229
:17% +x§ +50=16x2+12x3
m% +xi +50=16x3+12x4

2 +22+50=16x, 1+122,
22 + 22450 =162, + 1221
ma rozwiazanie w liczbach catkowitych xq,z2,23,...,2y.
Rozwigzanie
Réwnanie 22+ 23 +50 = 1621 + 1222 jest réwnowazne réwnaniu

(21— 8)*+ (w2 —6)? = 50.

Liczby x1,z9,...,7, spelniaja dany w tresci zada-
nia uktad réwnan wtedy i tylko wtedy, gdy punkty
(x1,22), (x2,23),...,(zn,z1) leza na okregu o Srod-
ku (8,6) i promieniu v/50. Na tym okregu lezy 12
punktéw o wspolrzednych catkowitych (zob. rysu-
nek obok): (1,5), (1,7), (3,1), (3,11), (7,—1), (7,13),
(9,—1), (9,13), (13,1), (13,11), (15,5), (15,7).

Poniewaz kazda z liczb x; wystepuje raz jako odcieta, a raz jako rzedna
punktu kratowego lezacego na tym okregu, wiec liczby x; moga przyjmowac
tylko wartoéci 1, 7 lub 13. To pozostawia nam trzy mozliwe uktady dla par
(xi,7i41), a mianowicie: (1,7), (7,13) lub (13,1). Stad wniosek, ze w ukladzie
liczb (x1,22,...,2,) bedacym rozwiazaniem wyjsciowego uktadu réwnan, wy-
stepuja cyklicznie liczby 1, 7, 13. Taka sytuacja jest mozliwa wtedy i tylko
wtedy, gdy n jest liczba podzielng przez 3.

Zadanie 5.  Niech aj,as,...,ay, b1,ba,...,b, beda liczbami catkowitymi. Udowod-
nié, ze
(1) > (ai—al+bi=b)< Y Jai—byl .
1<i<jgsn 1<i,5<n
Rozwigzanie
Sumy wystepujace po obu stronach danej w zadaniu nieréwnosci nie zmie-
nig sie, jeéli w dowolny sposéb zmienimy kolejnosé liczb a; oraz liczb b;.
Bez szkody dla ogdlnoéci mozemy wiec zalozyé, ze a1 <as<...<a, oraz



b1 <by <...<b,. Wowczas
(las—ajl+1bi=bi)= > (a5—ai+bj—b;) <

1<i<j<n 1<i<j<n
< Y (lag=bil+bj—ai]) <
1<i<j<n
< Y (aj=bil+lai=bi[)+ > lai—bi|=
1<i<j<n 1<i<n
= Z |ai*bj|.
1<i,5<n

Uwaga 1.

Zalozenie, ze liczby ai,a9,...,ay, b1,b2,...,b, sa caltkowite, nie bylo w roz-
wiazaniu wykorzystywane. Nier6wnosé (1) jest prawdziwa dla dowolnych liczb
rzeczywistych.

Uwaga 2.

Uwazne przesledzenie podanego wyzej rozwigzania prowadzi do wnio-
sku, ze réwno$é w nieréwnosci (1) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy cig-
gi (ay,a9,...,a,) oraz (by,bs,...,b,) po uporzadkowaniu w sposéb rosnacy sa
identyczne.

Zadanie 6. W szeSciokgcie wypukltym ABCDEF zachodzg réwnosci:

. AB CD EF
Dowiesé, ze A—B-Q-E—Czl
’ BF DE CA
Rozwigzanie
Sposob 1

Na mocy zatozenia A+ <SC + < FE =360°, istnieje taki punkt P, Ze za-
chodza nastepujace réwnosci katéw (rys. 1):

(2) IBCP=<BAF, YPCD=<FED, JCDP=<EDF.

Tréjkaty DEF i DCP s wiec podobne, 2
skad dostajemy E
ED FD

(3) SEDC=YFDP oraz DC = DP"
Korzystajac z danej w tresci zadania row-
noéci oraz z podobienstwa tréjkatéw EDF
i CDP otrzymujemy F

FA FEF CD CP CD CP

AB DE BC CD BC BC’ A B rys- 1




co na mocy pierwszej sposrod réwnoscei (2) dowodzi, ze tréjkaty BAF i BCP
sa podobne. Zatem
AB FB
BC  BP’
Réwnosci (3) oznaczaja, ze trojkaty EDC' i F'DP sa podobne; z réwnosci (4)
wynika natomiast, ze podobne sg tréjkaty CBA i PBF. Otrzymujemy wiec
odpowiednio nastepujace proporcje:

EC  FP AB BF

DE-FD oraz CA-FP
Mnozgc stronami powyzsze dwie rownosci dostajemy teze.

(4) YCBA=<4PBF oraz

Sposob 11

Uzyjemy algebry liczb zespolonych.

Niech liczby a, b, ¢, d, e, f reprezentuja na plaszczyznie zespolonej odpo-
wiednio punkty A, B, C, D, E, F. Oznaczmy przez Argz argument liczby
zespolonej z bedacy liczba z przedziatu (0,27). Wowczas

f—a b—c d—e
A =JA A
gy — =94, rg o — =
Poniewaz 4A+ 4O+ 4E =27, wiec

f—a b—c d—e)
1Ag(ba d—c f—e m

=4C, Arg =<4EF.

Liczba {—a . Z_c ;—e jest wiec dodatnig liczbg rzeczywista. Ponadto
—a d—c f—e
f-a b—c d-e| FA BC DE
b—a d—c¢ f—e ~AB CD EF

Zatem warunek (1) implikuje réwnosé

f—a b—c d—e
(5) b—a d—c f—e
Stad (f—a)(b—c)(d—e)=(b—a)(d—c)(f —e). Wymnazajac nawiasy otrzy-

mujemy

=1.

—abd+acd+ abe — ace+bdf —cdf —bef +cef =
= —ace+bece+ade—bde+acf —bef — adf + bdf ,
czyli po uporzadkowaniu i redukeji wyrazéw podobnych
(6)  acd+abe+cef +bde+bef+adf =bece+ade+acf +abd+ cdf +bef.

7 drugiej strony, przeksztatcajac analogicznie rownosé

a—2b f d e—c
7 =1
9 f—be—da-c




otrzymujemy (a—0b)(f—d)(e—c)=(f—b)(e—d)(a—c), skad
acd—bed— ade+bde —acf +bef +aef —bef =
=abd — bed — abe+bee — adf +cdf +aef —cef.
Porzadkujac i redukujac dostajemy
(8)  acd+bde+bef +abe+ adf + cef =abd+bee+ cdf +ade+acf +bef.
Réwnosé (8) niczym nie rézni sie od réwnosci (6), co oznacza, ze zaleznosé (7)
jest réwnowazna réwnosci (5).
Poréwnujac wartosci bezwzgledne liczb stojacych po obu stronach zwiaz-

ku (7) dostajemy

A_B Q E_C a—>b f d e—c _1

BF DE CA |f-b e—d a—c ’

co koneczy dowadd.

Uwaga 1.

Rachunki w sposobie II mozna nieco uproscié¢ przyjmujac (bez straty ogél-
nosci), ze a=0 oraz b= 1.

Uwaga 2.

W obu powyzszych rozwigzaniach ukryty jest dowod nastepujacej réwno-

éci: YACE =<4 ABF + < FDE. Odnalezienie go pozostawiamy Czytelnikowi
jako ciekawe uzupelnienie zadania.

Uwaga 3.
Prawdziwy jest nastepujacy, nietrudny do samodzielnego udowodnienia
fakt: jesli na szesciokgcie ABCDEF mozna opisaé okrqg, to

JA+SLC+IE =360°.

Zastapmy wiec w treéci zadania wyrazenie ,, A+ $C+ S E =360°" zda-
niem: ,na szesciokacie ABC'DEF mozna opisaé okrag” (pozostawiajac reszte
bez zmian). W ten sposéb otrzymamy tre$é innego, jak sie okazuje, prostszego
zadania, ktore mozna tatwo rozwigzaé¢ przy pomocy twierdzenia Ptolemeusza.
Oto rozwiazanie:

Chcemy dowiesé, ze

9) AB-FD-EC =DE-BF-CA.

Na mocy twierdzenia Ptolemeusza (rys. 2) mamy
FD-EC=DE-FC+EF-CD,
BF-CA=AB-FC+FA-BC.

Wstawiajac powyzsze zwiazki do réwnosci (9), spro- A
wadzamy ja do postaci: rys. 2

AB-DE-FC+AB-EF-CD=DFE-AB-FC+DE-FA-BC,




czyli AB-CD-EF=BC-DE-FA. OtrzymaliSmy druga spoéréd réwno-
sci (1), a wiec tym samym dowiedliSémy réwnosci (9).
* * *

Kilku uczestnikéw przedstawito powyzsze rozumowanie w swoich pracach,
po czym prébowali oni dowieéé, ze jedynymi sze$ciokatami ABC'DEF spet-
niajacymi réwnosé A+ SC+ S FE =360° sa szeiciokaty wpisane w okrag.
To w potaczeniu z prostym zastosowaniem twierdzenia Ptolemeusza daloby
im rozwigzanie zadania.

Jednak okazuje sie, ze z warunku S A+ $C'+ L E = 360° nie wynika, ze na
szeSciokacie ABC' DEF mozna opisa¢ okrag (a wiec twierdzenie odwrotne do
zacytowanego na poczatku Uwagi 3 nie jest prawdziwe). Przyklad znajduje
sie na rysunku 3. Punkty A’, B, C, D, E, F’ leza na jednym okregu (skad
A +4C+IE=360°) oraz AF | A'F'. Zatem SA+<SC+<SE =360, lecz
na szeéciokacie ABC DEF nie da si¢ opisaé¢ okregu.

C
rys. 3 rys. 4

Inny przyktad jest przedstawiony na rysunku 4. Szesciokat ABC' D EF ma,
te wlasnosé, ze na czworokatach ABC'F' i FC D E mozna opisaé okregi i sa one
réine. Wtedy <BAF +<JBCF =180° oraz <FED+<FCD=180°. Doda-
jac stronami otrzymane réwnoéci dostajemy A+ <C + S E =360°. Jednak,
jak widaé, nie istnieje okrag opisany na szesciokacie ABCDEF'.

Powyzsze krotkie rozumowanie korzystajace z twierdzenia Ptolemeusza
stosuje sie¢ rowniez dla takich szesciokatéw jak na rysunku 4, czyli przy za-
lozeniu, ze na czworokatach ABCF, FCDE mozna opisaé okregi. Nasuwa
sie wiec nastepujace pytanie: Czy z warunku $A+ SC + 4 FE = 360° wynika,
ze na czworokatach ABCF, FCDE da sie opisa¢ okregi? Odpowiedz jest
negatywna, co mozna zrozumieé¢ spogladajac na rysunek 4. Na tym rysunku
JA+LC + I E=360°, wiec réwniez LB+ <D + < F =360°, lecz na czworo-
katach BCDA, ADEF nie da sie opisaé¢ okregéw. &



XXXIX Miedzynarodowa Olimpiada Matematyczna

Zadanie 1. W czworokacie wypuklym ABCD przekatne AC i BD sg prostopa-
dle, a przeciwlegte boki AB i DC nie sg réwnoleglte. Zakladamy, ze
symetralne bokow AB i DC przecinaja sie w punkcie P lezgcym we-
wnatrz czworokata ABCD. Udowodnié, ze czworokat ABCD da si¢
wpisaé w okrag wtedy i tylko wtedy, gdy tréjkaty ABP i CDP maja
réwne pola.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez M, N odpowiednio $rodki bokéw AB i C'D (rys. 1).

Niech E bedzie punktem przecigcia przekatnych AC' i BD. Poniewaz pro-

ste AB i C'D nie sa réwnolegle, wiec katy BEM oraz DEN nie sa rowne.

Stad wynika, ze punkty M, E, N nie sg wspotliniowe. Bez straty ogdlnosci

przyjmijmy, ze

(1) IBEM +<4CEN < 90°.

Poniewaz punkt P lezy wewnatrz czworokata ABC D, wiec tamana BCNPM
tworzy pieciokat. Wykazemy, Ze jest to pieciokat wklesty. Istotnie: na mocy
nieréwnoéci (1) miara kata przy wierzcholtku P tego pieciokata wynosi
IP=540°—2-90° - SMBE - SEBC - 4NCE - 4ECB =
=270°—¥BEM —SCEN >180°.

D
N
ALE P c
M
B rys. 1

Zatem punkt P lezy wewnatrz czworokata BC'N M. Ponadto

(2) SMPN =360°—-<4P=90°+<4BEM+<4<CEN=<4MEN.
Oznaczmy przez [ XY Z] pole tréjkata XY Z. Na mocy réwnosci (2) otrzymu-
Jeny

NP AB NP ME

MP~CD © MP NE

tréjkaty M PN i NEM sa podobne

ME=NP oraz NE=MP

czworokat M PN E jest réwnolegltobokiem
ME 1 CD oraz NE 1 AB

[ABP]=[CDP]

SO R



& JIMBE=9INCE oraz YNDE=4MAE
< na czworokacie ABC'D mozna opisaé¢ okrag.

Zadanie 2. W konkursie bierze udzial a uczestnikéw, ocenianych przez b egzami-
natoréw, gdzie b>3 jest liczba calkowita nieparzysta. Kazdy egza-
minator ocenia kazdego uczestnika, wydajac werdykt ,zdal” lub ,nie
zdal”. Zalozmy, ze k jest liczba o wlasnosci: oceny kazdych dwdéch
egzaminatorow sg zgodne dla co najwyzej k uczestnikéw. Dowiesé, ze

k_b—1

>

a” 2b
Rozwigzanie

Oznaczmy przez x; liczbe egzaminatoréw, wedtug ktorych uczestnik o nu-
merze i (gdzie i =1,2,...,a) zdal. Niech y; bedzie liczba tych egzaminatoréw,
ktérzy uznali, ze i-ty uczestnik nie zdatl. Liczba par tych egzaminatordw,
ktérych oceny zgadzaja sie wzgledem i-tego uczestnika, wynosi

Z; i
<2> + <y2> = 5(af +yf — (zity:) =
($z+yz) i($i*yi)2*%($i+yi):
b %b—l—i(mi—yi)QZi((b—l)Q—l—(xi—yi)Q—l).
Poniewaz b jest liczbg nieparzysta, wiec (z; —1;)% > 1, skad
L; Yi
(1) (2>+(‘;>:%((bl)2+(wiyi)21)>%(b1)2.

Laczna liczba par ocen zgodnych w konkursie wynosi

2((3)+(3))

7 drugiej strony wielko$¢ ta, na mocy wtasnosci liczby k, nie przekracza

Korzystajac z nieréwnoéci (1), otrzymujemy wiec

=) 5(()+ ()5

Przeksztatcajac rownowaznie powyzsza nierownosé uzyskujemy

k:bl

a/ 2

|»—A ylkl»—t



Zadanie 3. Dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n oznaczmy przez d(n) liczbe
jej dodatnich dzielnikéw (wlacznie 7z 1 oraz n). Wyznaczy¢ wszystkie
dodatnie liczby catkowite k takie, ze

d(n?)

i) "

dla pewnego n.
Rozwigzanie
Niech n=pi'p3?... p;-:j bedzie rozktadem liczby n na czynniki pierwsze.
Wéwezas

Zatem dla dowolnych liczb wzglednie pierwszych a, b mamy d(ab) =d(a)d(b).
Liczba d(n?) = (221 +1)(2x2+1)...(2z; +1) jest nieparzysta, wigc catko-
wite wartosci wyrazenia d(n?)/d(n) moga byé jedynie liczbami nieparzysty-
mi.
Wykazemy indukcyjnie, ze dla kazdej liczby nieparzystej k istnieje taka
liczba naturalna n, ze

(1) a0
Dla k=1 wystarczy przyja¢ n=1.

Niech k=2"]—1, gdzie r > 1 jest liczbg naturalna, za$ [ liczba nieparzysta.
Poniewaz [ <k, wiec na mocy zalozenia indukcyjnego istnieje taka liczba
naturalna m, ze

d(mZ) _

d(m)
Liczby naturalnej n, spelniajacej réwnosé (1), szukamy w postaci
(2) n=m-q°q{*...q5°7",

gdzie qo,q1,...,9s—1 8 dowolnymi liczbami pierwszymi, nie bedacymi dziel-
nikami liczby m, za$ s oraz xg,21,...,Ts_1 liczbami catkowitymi dodatnimi,
ktore nizej odpowiednio dobierzemy.

Na mocy réwnosci (2) otrzymujemy zaleznosé

d(n?) d(m?) 2zg+1 2z1+1 2 1+1

3 = . . .
) din) dim) xzo+1 x1+1 rs-1+1

Aby uproscié¢ utamki stojace po prawej stronie powyzszego wyrazenia, przyj-
mijmy ; = 2xg dla j=1,2,...,5s—1. Wtedy réwnosé (3) przybiera postaé

d(n?) _ 25x0+1

din) — mo+1°
Pozostato tak wybraé liczby catkowite dodatnie s oraz zq, aby
25 1
20 oy,
zro+1




czyli 2%2gl+1=2"2gl —x0+2"1—1. W tym celu wystarczy wzia¢ s=r oraz
xo=(2"—=1)I—1.
Dowod indukeyjny zostal wiec zakonczony.

Zadanie 4.  Wyznaczyé wszystkie pary (a,b) liczb calkowitych dodatnich takie,
ze liczba a?b+a+b jest podzielna przez ab?+b+17.
Rozwigzanie
7 warunkow zadania wynika, ze liczba
b(a®b+a+b)—a(ab* +b+7)=b*—Ta
jest podzielna przez ab? +b+7. Liczby a, b sa catkowite dodatnie, wiec
ab® +b+7>b*+7> b —Ta.

Zatem podzielnoéé ab®+b+7|b? —T7a jest mozliwa jedynie wtedy, gdy liczba
b2 — Ta jest niedodatnia.

Wszystkie pary (a,b) spehiajace réwnanie b2 —7a =0 sy dane wzorami

(a,b)=(7TK*7k)  dla k=1,2,3,... .
Bez trudu sprawdzamy, ze powyzsze pary spetniaja warunki zadania, bowiem
ab® +b+7=T(49k*+k+1),  a’b+a+b="Tk(49k* +k+1).

Pozostato rozwazy¢ przypadek, gdy b — 7a < 0. Wéwcezas
(1) liczba dodatnia 7a —b? jest podzielna przez ab®+b+7.
Jesli b>3, to ab®>4+b+7>9a>7a—b?, co dowodzi, ze w tym przypadku
podzielnoéé ab®+b+7|7a—b? nie moze byé spetiona. Zatem b= 1 lub b= 2.

(a) Przyjmijmy najpierw, ze b=1. Wtedy warunek (1) sprowadza sie do
podzielnosci a+8|7a— 1. Poniewaz

Ta—1="T(a+8)—57,

wiec a+8]57. Zatem a+ 8 musi by¢ jedna z liczb: 1, 3, 19, 57. Stad na mocy
dodatnio$ci liczby a wynika, ze a =11 lub a =49.

Bez trudu sprawdzamy, ze pary (a,b) = (11,1) oraz (a,b) = (49,1) spelniaja
warunki zadania. Istotnie: jesli (a,b) =(11,1), to

ab® +b+7=19,  a*b+a+b=133 (=19-7).
Gdy natomiast (a,b) =(49,1), to otrzymujemy
ab> +b+7=57,  a’b+a+b=2451 (=57-43).

(b) Niech z kolei b=2. Wéwezas na mocy warunku (1) liczba 7a—4 jest

podzielna przez 4a+9. Poniewaz
4(7Ta—4)="T(4a+9)—T79,

wiec 4a+9|79. Jedynymi dzielnikami liczby 79 sa 1 oraz 79. Zadna z tych
liczb nie jest postaci 4a+9. OtrzymaliSémy sprzecznosé.



Reasumujac: wszystkie pary (a,b) spelniajace warunki zadania sa dane
wzorami:

(a,0) = (Tk*,7k) dla k=1,2,3,...,  (a,b)=(11,1), (a,b)=(49,1).

Zadanie 5. Niech I bedzie $rodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC. Okrag
ten jest styczny do bokéow BC, CA i AB odpowiednio w punktach K,
L i M. Prosta przechodzaca przez B i réwnolegta do M K przecina
proste LM i LK odpowiednio w punktach R i S. Wykazaé, ze kat
RIS jest ostry.

Rozwigzanie

Zachodza nastepujace rownosci katéw (rys. 1):
YRMB=<LKM=<YKSB oraz IMRB=<LMK =<4SKB.
7 powyzszych réwnosci wynika, ze tréjkaty RM B oraz KSB sa podobne.
< S

rys. 1 R

Otrzymujemy wiec rownosci
(1) BR-BS=BK -BM = BK?>.
Prosta IB jest prostopadia do prostej KM, wiec IB 1 RS. Korzystajac
z rébwnosci (1) mamy
RI?+SI? - RS?=(BI*+BR* +(BI*+ BS?) — (BR+BS)*=
=2(BI*> - BR-BS)=2(BI> - BK?*)=2IK?>0.

Ostatnia nieréwno$é¢ dowodzi, ze kat RIS jest ostry.

Zadanie 6. Rozwazamy wszystkie funkcje f ze zbioru N wszystkich liczb catko-
witych dodatnich do tego samego zbioru, spelniajace warunek

(1) F(Ef(s) =s(f(1))”
dla wszystkich liczb s,t € N. Wyznaczy¢ najmniejsza mozliwg warto$é
£(1998).



Rozwigzanie

Odpowiedz: 120.

Udowodnimy najpierw, ze zwiazek (1) jest réwnowazny nastepujacemu
warunkowi:

(2) f(f(s)=s(f(1))? oraz f(1)f(st)=f(s)f(t) dla wszystkich s,t€N.

Oznaczmy: f(1)=a.
Zalézmy, ze réwno$é (1) jest spelniona. Podstawiajac do réwnosci (1)
najpierw s =1, a potem ¢t =1 otrzymujemy odpowiednio

(3) fat®)=(f(t)?  oraz  f(f(s))=a’s.

Stad oraz z réwnania (1) mamy

(f(s)f () =(f(s))?- flat?) = f(s*f(f(at?))) =
= f(s*a®at®) = f(a(ast)?) = (f(ast))?,
czyli f(ast) = f(s)f(t). W szczegblnosci f(as)=af(s). Wstawiajac do ostat-
niej réwnoéci st w miejsce s oraz korzystajac z przedostatniej zaleznosci uzy-
skujemy

(4) af(st)=f(s)f(t) dla wszystkich s,z €N.

Roéwnosé (4) oraz druga z réwnosci (3) daja (2).
Zalézmy, ze warunek (2) jest spelniony. Wtedy
a® f(Bf(s))=af(*) [ (f(s) = (f(1)%a?s,
skad dostajemy zalezno$é (1).

Wykazemy teraz, ze poszukiwania najmniejszej wartosci f(1998) mozemy
ograniczy¢ do tych funkcji f spelniajacych réwnania (2), dla ktérych f(1) =1.
W tym celu udowodnimy najpierw, ze jezeli funkcja f spelnia (2), to dla
dowolnej liczby s € N liczba f(s) jest podzielna przez a (= f(1)).

Ustalmy liczbe naturalng s. Niech p bedzie dowolnym dzielnikiem pierw-
szym liczby a. Niech a > 1 bedzie najwickszym wyktadnikiem, z jakim licz-
ba p wchodzi do rozkladu na czynniki pierwsze liczby a (tzn. p®|a, lecz
p®*1fa). Analogicznie, niech 3> 0 bedzie najwicksza liczbg catkowita o wla-
snosci p7 | f(s) (a wige p”f f(s)).

Korzystajac z drugiego réwnania (2) dowodzimy indukeyjnie, ze
(5) a" () = (f(s)F dla k=1,2,3,....

Liczba, pierwsza p wchodzi do rozktadu na czynniki pierwsze liczby (f(s))*
z wyktadnikiem [k, natomiast do rozktadu liczby a*~! f(s*) z wykladnikiem
co najmniej a(k — 1). Zatem na mocy réwnosci (5) otrzymujemy Sk > a(k—1)
dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej k. Stad 3 > «.. Poniewaz liczba p byta
dowolnym dzielnikiem pierwszym liczby a, wiec a | f(s) dla s € N.



Definiujemy funkcje g(s)= f(s)/a. Woéwczas g:N— N oraz g(1)=1. Po-
nadto funkcja g spelnia warunki (2). Istotnie: dzielac obie strony drugiej
réwnosci (2) przez a? otrzymujemy
(6) g(st)=g(s)g(t) dla wszystkich s,t€N.

Ponadto na mocy pierwszej réwnoéci (2), f(f(1))=(f(1))?, skad g(a)=a.
Zatem korzystajac z réwnosci (6),

ag(g(s)) = g(a)g(g(s)) = g(ag(s)) = g(f(s)) = f(f(s))/a=as,
co dowodzi, ze funkcja g spelnia warunki (2). Oprécz tego g(s) < f(s) dla
wszystkich s € N. Poszukiwania najmniejszej wartosci f(1998) mozemy wiec
ograniczy¢ do funkcji f:N— N spetniajacych réwnosci
(7) f(f(s))=s oraz f(st)=f(s)f(t)
dla wszystkich liczb s,t € N.

Niech f bedzie dowolna funkcja spelniajaca (7). Wykazemy, ze dla dowol-
nej liczby pierwszej p liczba f(p) jest pierwsza. Niech wiec f(p)=uwv, gdzie
u,v € N. Wtedy

p=[f(f(p)) = f(uv) = f(u)f(v).
Stad wynika, ze jedna z liczb f(u), f(v) (powiedzmy, ze f(u)) jest réwna 1.
Stad, na mocy drugiego réwnania (7), u= f(f(u)) = f(1) = 1. Zatem f(p) jest
liczba pierwsza.

Ponadto funkcja f jest réznowartosciowa. Istotnie: jesli f(s)= f(t), to
f(f(s)=Ff(f(t)), skad s =t.

Udowodnilismy wiec, ze funkcja f przeksztalca rézne liczby pierwsze na
rozne liczby pierwsze. Stad wynika, ze

£(1998) = f(2-3%-37) = £(2)- (f(3))3- f(37) > 3-23.5=120.
Pozostato podaé przyktad funkeji f spelniajacej warunki (7), dla ktorej
zachodzi réwnos$é f(1998) =120. Taka funkcje f definiujemy nastepujaco:
F)=1, f(2)=3, [f(3)=2, [f(5)=37, [f(37)=5
oraz f(p)=p dla liczb pierwszych p#2,3,5,37. Dla dowolnej liczby ztozonej
n=p{'py?...pd" przyjmujemy
fn)=f(p1)™ f(p2)* ... f(pn)™"
Wéwezas f(1998) = 120 oraz funkcja f spelnia zaleznosci (7). a



XXI Austriacko-Polskie Zawody Matematyczne

Zadanie 1. Niech x1, w2, y1, y2 bedg takimi liczbami rzeczywistymi, ze
w2221,
Udowodnié¢ nieréwnosé
(1) (z1y1 +22y2—1)* > (27 +23 - 1) (47 +y3 —1).
Rozwigzanie
Rozpatrzmy najpierw przypadek, gdy 42 +y3 > 1. Wtedy lewa strona nie-
réwnosci (1) jest nieujemna (jako kwadrat liczby rzeczywistej), natomiast
z nieréwnodci 22 +23 <1 oraz y?+y3>1 wynika, ze jej prawa strona jest
niedodatnia. Zatem w tym przypadku nieréwno$¢ (1) jest udowodniona.
Zat6ézmy teraz, ze y? +y3 < 1. Niech

a=\/2? 423 oraz b=1\/y?+y3.

Wéwezas 0<a<1 oraz 0<b<1. Na mocy nier6wnosci Schwarza (p. Do-
datek, Nier6wnos$é Schwarza”, str. 112) otrzymujemy x1y; +zoy2 <ab< 1.
Zatem

(11 +x2y2 —1)2 > (ab—1)2 =a®V* —2ab+1> a*b* —a® — 0> + 1=
= (@®=1)(0*~1) = (] + 23— 1)(y7 +y5 — 1),

co konczy dowdd nieréwnosei (1).

Zadanie 2. Rozwazamy n punktéw Pi,Ps,..., P, potozonych w tej kolejnosci na
jednej linii prostej. Malujemy kazdy z tych n punktéw na jeden z na-
stepujacych koloréw: biaty, czerwony, zielony, niebieski, fioletowy. Ko-
lorowanie nazwiemy dopuszczalnym, jesli dla dowolnych dwéch kolej-
nych punktéw P;, Piy1 (i=1,2,...,n—1) oba sa tego samego koloru
lub co najmniej jeden z nich jest bialy. Ile jest dopuszczalnych kolo-
rowan?

Rozwigzanie

Wykazemy, ze dopuszczalnych kolorowan jest (3" 4 (—1)"+1).

Sposob 1

Niech b,, bedzie liczba dopuszczalnych kolorowan n punktéw, w ktérych
ostatni punkt jest pomalowany na biato, zas k, — liczba pozostatych do-
puszczalnych kolorowan, tzn. kolorowan, w ktérych ostatni punkt jest poma-
lowany na czerwono, zielono, niebiesko lub fioletowo. Punkty pokolorowane
na czerwono, zielono, niebiesko lub fioletowo bedziemy nazywaé prawdziwie
kolorowymi.

Oczywiscie by =1 oraz k1 =4. Wykazemy, ze dla n > 1 zachodza nastepu-
jace rownosci:

(1) b1 ="bp+kn oraz kni1=4bp + k.



W tym celu zastanéwmy sie, jak z dopuszczalnego kolorowania n punktow
mozna otrzymaé dopuszczalne kolorowanie n+ 1 punktow.

Liczba kolorowan n+ 1 punktéw zakonczonych punktem biatym jest row-
na liczbie wszystkich dopuszczalnych kolorowan n punktéw, gdyz kazde do-
puszczalne kolorowanie n punktéw mozna uzupelnié¢ (n+1)-szym punktem
pomalowanym na biato. Zatem b, 1 =b,+k,, co dowodzi pierwszej spoérod
réwnosci (1).

Wsréd wszystkich dopuszcezalnych kolorowan n+ 1 punktéw zakonczonych
punktem prawdziwie kolorowym mozna wyrézni¢ dwa rodzaje:

1. Kolorowania, w ktorych przedostatni, n-ty punkt jest bialy. Wtedy kolor
ostatniego, (n+1)-szego punktu moze byé wybrany dowolnie sposrdd czterech
koloréw prawdziwych. Zatem kazde kolorowanie n punktow, zakonczone na
biato, moze byé¢ uzupelnione na 4 sposoby do kolorowania n+1 punktéw,
zakonczonego punktem prawdziwie kolorowym. Otrzymujemy wiec 4b,, kolo-
rowan tego rodzaju.

2. Kolorowania, w ktorych przedostatni, n-ty punkt nie jest bialy. Wow-
czas, na mocy definicji kolorowan dopuszczalnych, ostatni (n+1)-szy punkt
musi by¢ tego samego koloru co przedostatni. Zatem kazde kolorowanie n
punktow, zakonczone punktem prawdziwie kolorowym, moze by¢ uzupetnione
tylko na jeden sposob do kolorowania n+1 punktéw, zakonczonego punktem
prawdziwie kolorowym. Kolorowan tego rodzaju jest wiec k.

t.acznie kolorowan n+ 1 punktow zakonczonych punktem prawdziwie ko-
lorowym jest 4b,, +k,,, czyli k,y1 =4b,+k,, co dowodzi drugiej sposrdd row-
nosci (1).

Niech d,, bedzie liczba wszystkich dopuszczalnych kolorowan n punktéw.
Wtedy d, =b,+k, oraz di =5, ds =13. Ponadto dla n > 2 mamy

dn+2 - bn—|—2 + kn—l—? - bn+1 + kn+1 + 4bn+1 + kn—l—l -
= 5bn—i—l + 2kn+1 = 2(bn+1 + kn—i—l) + 3bn+1 = 2dn-i—l + 3dn

Stosujac metode rozwiazywania rekurencji liniowych (zob. Dodatek, ,Roz-
wiazywanie rekurencji liniowych”, str. 103) otrzymujemy

d, = % (3n+l 4 (_1)n+1)‘

Sposab 11

Rozwazmy kolorowanie dopuszczalne n punktéw. Jednokolorowqg wyspg
nazwiemy kazdy maksymalny, niepusty ciag kolejnych punktéw pomalowa-
nych jednym kolorem, réznym od biatego. Niech m oznacza liczbe wysp jedno-
kolorowych. Wtedy punktow biatych jest co najmniej m —1. Stad 2m —1 < n.
Zatem wysp jednokolorowych nie moze by¢ wiecej niz [(n+1)/2].

Niech P,;1 bedzie dodatkowym bialym punktem potozonym na prawo
od punktéw Pi, Ps,..., P,. Wowczas kazda jednokolorowa wyspa ma z prawej



strony punkt pomalowany na biato. Bialym sgstadem jednokolorowej wyspy
nazwiemy ten punkt bialy, ktéry jest polozony na prawo od danej wyspy
i lezy najblizej niej.

Policzymy, ile jest dopuszczalnych kolorowan, wiedzac, ze jednokoloro-
wych wysp jest doktadnie k (gdzie 0 <k <[(n+1)/2]).

Zero jednokolorowych wysp
Wszystkie punkty sa pomalowane na bialo — mamy wiec tylko jedno
dopuszczalne kolorowanie w tym przypadku.

Jedna jednokolorowa wyspa

Kolorowanie dopuszczalne jest wyznaczone przez polozenie wyspy oraz
wybér jednego spoérdd czterech koloréw, na ktéry pomalowane sg punkty tej
wyspy. Polozenie wyspy mozna wyznaczy¢ wybierajac dwa rézne punkty spo-
§roéd Py, Ps,..., Py y1. (Pierwszy z nich to wysuniety najbardziej na lewo punkt
wyspy, za$ drugi to jej bialy sasiad). Zatem w tym przypadku dopuszczalnych

kolorowan jest
n+1
4 ( ; )
Dwie jednokolorowe wyspy

To kolorowanie jest wyznaczone przez potozenie dwéch wysp (wybédr czte-
rech réznych punktéw sposréd Py, Ps,...,Py41) oraz wybdr dwoch koloréw dla
tych wysp (co mozna uczyni¢ na 4% sposobéw). Mamy wiec tacznie w tym

przypadku
2 n+1
(")

Analogicznie stwierdzamy, ze dla k < [(n+1)/2] istnieje

(")
kolorowan dopuszczalnych majacych doktadnie k wysp jednokolorowych.
t.acznie wszystkich dopuszczalnych kolorowan jest wiec

kolorowan dopuszczalnych.

[(n+1)/2] n+1 n+1
1 1 n+1 n+1
> 4k.<”+ >__<§:2l.( >+§ (2)l.< )>_
k=0 2k 2 1=0 ! 1=0 !

= H(A+ 2 (-2 = 3 (E (1))

Sposab 111

Kazde dopuszczalne kolorowanie n punktéw uzupeltnijmy (n+1)-szym bia-
lym punktem dotaczonym na koncu. W ten sposob kazde otrzymane koloro-
wanie mozna podzieli¢ na segmenty. Kazdy segment sktada si¢ z kolejnych



punktéw tego samego koloru oraz ostatniego punktu bialego (w szczegdlnosci
segment moze by¢ jednopunktowy, zlozony tylko z punktu bialego). Kazdy
segment zakodujemy przy pomocy ciggu cyfr 0, 1, 2. Cigg ten bedzie miat
taka sama dlugosé jak kodowany segment. W ten sposéb kazde kolorowanie
dopuszczalne zostanie zakodowane przy pomocy ciggu ztozonego z n+1 cyfr.

Kazdemu nie bialemu punktowi przyporzadkujmy (uporzadkowana) pare
cyfr wedtug reguly: czerwony: 11, zielony: 12, niebieski: 21, fioletowy: 22.

Kodowanie segmentéw odbywa sie nastepujaco.

Segmentowi ztozonemu z jednego (bialego) punktu przypisujemy 0.

Segmentowi zlozonemu z dwéch punktéw (pierwszy nie bialy, drugi bia-
ly) przypisujemy pare cyfr przyporzadkowana kolorowi pierwszego punktu
segmentu.

Segmentowi o dlugosci k (k> 3) przypisujemy pare cyfr cd, ktéra jest
przyporzadkowana kolorowi poczatkowych punktow segmentu, przedzielona
k —2 zerami: ¢000...0d. (Na przyklad segmentowi ztozonemu z siedmiu punk-
téw zielonych i ostatniego punktu biatego przypisujemy ciag 1000002).

Tym samym otrzymujemy wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$é¢ koloro-
wan i (n+1)-elementowych ciagéw cyfr 0, 1, 2, zawierajacych parzysta liczbe
cyfr niezerowych.

Aby udzieli¢ liczbowej odpowiedzi na pytanie postawione w zadaniu, na-
lezy wyznaczy¢ liczbe takich ciagéw.

Wszystkich (n+1)-elementowych ciagéw zlozonych z cyfr 0, 1, 2 jest 37+,
Ile z nich ma parzysta liczbe cyfr niezerowych? Okazuje sie, ze prawie potowa,
gdyz istnieje prawie wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy ciggami
z parzysta i ciagami z nieparzysta liczba cyfr niezerowych. Odpowiednios¢ ta
wyglada nastepujaco: Majac dany ciag cyfr, zmieniamy pierwsza, réozng od 1
cyfre wedlug zasady: jesli jest ona ,zerem”, to zamieniamy ja na ,,dwdjke”;
jesli jest to ,dwojka”, to wymieniamy ja na ,zero”. Taka operacja zmienia
parzysto$é¢ liczby cyfr niezerowych, a jej dwukrotne zlozenie jest identyczno-
Scia.

Powyzsze przeksztalcenie jest poprawnie okreélone na kazdym ciggu cyfr
z wyjatkiem ciggu ztozonego z samych jedynek. Pozostatych ciggow jest
371 —1 i doktadnie potowa z nich ma parzysta liczbe cyfr niezerowych. Do
tego trzeba doliczy¢ ciag ztozony z samych jedynek w przypadku, gdy liczba
n+1 jest parzysta.

Zatem szukana liczba ciagdéw jest rowna

F(3n 1 —1), gdy n+1 jest liczbg nieparzysta,
(3" —1)+1, gdy n+1 jest liczba parzysta,

czyli ogdlnie
%(3n+1 4 (_1)n+1)_



Zadanie 3.  Wyznaczyé wszystkie pary liczb rzeczywistych (x,y) spelniajace na-

stepujacy uktad réwnan:
2—23 =y
2—y3=1.
Rozwigzanie

Para (x,y) =(1,1) spelnia dany uktad réwnan. Wykazemy, ze jest to je-
dyne rozwiazanie.
Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Przypu$émy, ze pewne liczby z, vy
spelniaja podany w treéci zadania uktad réwnan, przy czym x # 1.
Jezeli x>1, to y=2—2%<1. Podobnie, gdyby zachodzila nieréwnosé
x <1, to mielibyémy y=2— x> 1. Zatem ze wzgledu na symetrie niewiado-
mych w danym ukladzie réwnahn mozemy (bez szkody dla ogdlnosci zadania)
przyjaé, ze x > 1, y < 1.
Podstawmy: a=x—1, b=1—y, czyli z=1+a, y=1—0. Wtedy a >0,
b>0 oraz
b=3a+3a?+a?
a=3b—3b*+b.

7 pierwszej réwnosci wynika natychmiast, ze b > 3a. Natomiast wychodzac od
drugiej réwnoéci oraz wykorzystujac nieréwnosé b > 0 otrzymujemy kolejno
a=3b—30>+b3=b(3-3b+b%) =
=b(3+5§-3b+0)=b(2+(3-0)?) >3b>a.
Stad, poniewaz a >0, wigc 1> %. OtrzymaliSmy sprzecznosé.
Zatem =1, co pociaga za sobg y=1.

Zadanie 4. Niech m, n bedg danymi liczbami catkowitymi dodatnimi. Niech

Sulm) =3 [/ ]

k=1
([x] jest najwigksza liczba calkowita nie wigksza od z). Udowodnié, ze

Sm(n)én—l—m-(\‘l/Z_m—l).

Rozwigzanie
2
Wprowadzmy nastepujace oznaczenie: Ap= %/k. Wtedy liczbe S,,(n)
mozemy zapisa¢ w postaci
n
>[4

k=1
Mamy wiec udowodnié, ze

Z[AZ’] <m(AJ—1)+n,
k=1



czyli

n

D AR —1] <m(AF 1) .
k=1

Wykazemy najpierw, ze dla kazdej liczby naturalnej k zachodzi nieréwnosé
A < Ay, Istotnie:
A <Ay o E<Y2 o <P o pgob),
Jezeli wice k>4, to dostajemy k<2 <28E /Y To dowodzi nieréwnosci
A < As w przypadku, gdy k> 4. Dla k=3 otrzymujemy:
A3<4, & 32<2¥ o 81<512,

co jest prawdg. Wreszcie dla k=1 mamy A; =1< v/2= A,.
Jesli ponadto przyjmiemy, ze k > m, to prawdziwe sa nastepujace oszaco-

wania:
AP < AR = k< Vb =2.

Zatem [A}"—1]<0 dla k>m.
Wykorzystujac uzyskane wyzej nieréwnosci dostajemy:
n m m
YOAR <Y AR 1<) (AT - ) =m[AF — 1] <m(AF 1),
k=1 k=1 k=1
co konczy dowdd danej nieréwnosci.

Zadanie 5.  Wyznaczyé wszystkie pary (a,b) liczb catkowitych dodatnich takich,
7e réwnanie 2 —17224+ax—b>=0 ma trzy pierwiastki calkowite
(niekoniecznie rézne).

Rozwigzanie
Niech p, g, r beda pierwiastkami danego rownania. Wowczas:
(1) p+q+r=17
(2) pgtqr+rp=a
(3) pqr = b .

Poniewaz b >0, wiec z réwnania (3) wynika, ze liczby p, ¢, © sa rézne od 0.
Ponadto sg one wszystkie dodatnie lub doktadnie dwie spoéréd nich sg ujem-
ne.
Gdyby p> 0 oraz ¢q,r <0, to na mocy réownosci (2) oraz (1) mieliby$my:
a=pg+qr+rp=qr+(17—qg—7r)(q¢+r)=
=qr+17q+17r —¢* —r? —2qr=17g+17r —¢* —1* —qr <0

(gdyz wszystkie sktadniki ostatniej sumy sa ujemne). OtrzymaliSmy sprzecz-
noé¢. Widzimy wigc, ze przypadek, w ktérym tylko jeden z pierwiastkdw
wielomianu jest dodatni, zachodzi¢ nie moze.



Zatem liczby p, q, r sa dodatnie. Pozostaje znalezé wszystkie takie tréj-
ki liczb catkowitych dodatnich (p,q,r), ze liczba pgr jest kwadratem liczby
naturalnej oraz p+q+r=17.

Bez szkody dla ogdélnosci mozemy przyjaé, ze p<q<r.

W ponizszych tabelach wypisane sa wszystkie rozwiazania w liczbach do-
datnich réwnania p+q+7r=17, przy zalozeniu p< g <r.

p q r|pgr a b p g r|pgr a b
1 1 15| 15 2 6 9] 108
1 2 14| 28 2 7 8| 112
1 3 13| 39 3 3 11] 99
1 4 12| 48 3 4 10| 120
1 5 11| 55 35 9135
1 6 10| 60 3 6 8|144 90 12
17 9| 63 3 7 7| 147
1 8 8| 64 8 8 4 4 9]144 88 12
2 2 13| 52 4 5 8] 160
2 3 12| 12 4 6 7] 168
2 4 11| 88 5 5 71|17
2 5 10100 80 10 5 6 6] 180

Sposrod tych rozwigzan musimy wybraé te, dla ktérych liczba pgr jest pelnym
kwadratem. Przez bezposrednie sprawdzenie widzimy, ze istnieja cztery takie
tréjki (p,q,r). Otrzymujemy wiec cztery pary liczb (a,b) spelniajace warunki
zadania, a mianowicie:

(80,8), (80,10), (88,12), (90,12).

Zadanie 6. Roézne punkty A, B, C, D, E, F sa polozone na okregu k w tej
kolejnosci. Proste styczne do okregu k w punktach A i D oraz proste
BF i CFE przecinaja si¢ w jednym punkcie P. Udowodnié, ze proste
AD, BC i EF sa réwnolegte lub przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwigzanie

Prosta AD jest biegunowa punktu P wzgledem okregu k& (p. Dodatek,

,Dwustosunek i biegunowa”, str. 107). Zatem na mocy twierdzenia 3 (b), na

stronie 110, proste AD, BC, EF' sg réwnolegle lub przecinaja sie w jednym

punkcie.

Zadanie 7. Rozwazamy pary (a,b) liczb naturalnych takich, ze iloczyn a®- b w za-
pisie dziesigtnym koniczy si¢ dokladnie 98 zerami. Wyznaczy¢ pare
(a,b) o tej wlasnosci, dla ktoérej iloczyn ab jest najmniejszy.
Rozwigzanie
Udowodnimy twierdzenie dajace pelna charakteryzacje par (a,b), dla kté-
rych liczba a? b® konczy sie doktadnie 98 zerami.



Twierdzenie
Liczba a% b® konczy sie dokladnie 98 zerami wtedy i tylko wtedy, gdy

(1) (a,0)=(98,0)  Tub  (a,b)=(¢98),
gdzie £="75 lub £=10m+5 dla m > 10.

7 powyzszego twierdzenia wynika natychmiast, ze istniejg doktadnie dwie
pary (a,b) speliajace warunki zadania, a mianowicie:

(a.b)=(98,75)  lub  (a,b)=(75,98).

Dowdd twierdzenia

Jezeli (a,b) jest para postaci (1), to liczba a® b* ma w rozkladzie na czyn-
niki pierwsze dokltadnie 98 ,, dwodjek” i co najmniej 100 ,piatek”. To oznacza,
ze liczba, a® b kohczy sie dokladnie 98 zerami.

Zalézmy teraz, ze liczba a®- b® koniczy sie dokladnie 98 zerami. Gdyby obie
liczby a, b byly podzielne przez 5, to liczba a® b® (jako piata potega liczby
naturalnej) konczytaby sie liczba zer podzielng przez 5, podczas gdy zer tych
jest doktadnie 98. Niech wiec, bez straty ogdlnosci, a bedzie liczbg niepo-
dzielng przez 5. Wowczas liczba b musi by¢ podzielna przez 5, co oznacza, ze
czynnik ,,5” wchodzi do rozkladu na czynniki pierwsze liczby a®- b° z wyktad-
nikiem podzielnym przez 5. Skoro jednak liczba a®- b koniczy sie dokladnie
98 zerami, wiec musi mie¢ ona w rozktadzie na czynniki pierwsze co najmniej
100 ,,piatek” i doktadnie 98 ,dwdjek”. Stad wynika, ze b€ {50,75} lub b jest
liczba podzielna przez 5 réwna co najmniej 100 (w przeciwnym razie ,piatek”
w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby a®- b* bytoby mniej niz 100).

Wykazemy teraz, ze b jest liczba nieparzysta.

Gdyby liczba b> 100 byta parzysta, to liczba ,dwdjek” w rozktadzie na
czynniki pierwsze liczby a®- b® bytaby co najmniej 100, podczas gdy ma by¢
ich doktadnie 98.

Gdyby za$ b=>50, to liczba a® miataby w rozkladzie na czynniki pierwsze
doktadnie 48 ,dwdjek”. Jedli przyjmiemy a=2F.n, gdzie n jest liczba nie-
parzysta, to ak =48, czyli k-2F.n=48. Stad k € {1,2,3,4}. Podstawiajac po
kolei k=1,2,3,4, obliczamy: n=24,6,2, %. W zadnym z przypadkéw n nie
jest liczba nieparzysta. Otrzymaliémy sprzeczno$c.

Zatem b jest liczba nieparzysta, co na mocy powyzszych ograniczen daje
b="75lub b=10m+5 dla m > 10.

Liczba a® musi mie¢ w rozkladzie na czynniki pierwsze doktadnie 98 ,,dwé-
jek”. Jedli przyjmiemy a =2F.n, gdzie n jest liczba nieparzysta, to ak =98,
czyli k-2%.n=98. Ostatnia réwno$é¢ wymusza k=1, skad a = 98.

Zmieniajac role oznaczen a, b dostajemy wszystkie pary (a,b), dla ktérych
liczba a?- b® konczy sie dokltadnie 98 zerami.



Zadanie 8. Niech n>2 bedzie dang liczbg naturalng. Rozwazamy siatke kwa-
dratowa na ptaszczyznie. W kazdym kwadracie jednostkowym siatki
wpisana jest liczba naturalna. Wielokaty o polu réwnym n, ktérych
boki s zawarte w prostych tworzacych siatke, nazwiemy wielokatami
dopuszczalnymi. Wartoscig wielokata dopuszczalnego nazwiemy su-
me wszystkich liczb wpisanych w kwadraty zawarte w tym wielokacie.
Udowodni¢, ze jesli wartosci dowolnych dwéch przystajacych wieloka-
tow dopuszczalnych sa réwne, to wszystkie liczby wpisane w kwadraty
siatki sg rowne.

Uwaga. Przypominamy, ze obraz symetryczny ) wielokata P jest
wielokatem przystajacym do P.
Rozwigzanie
Najpierw rozpatrzymy przypadek, gdy n jest liczba nieparzysta. Niech
n=2k+1. Jako dwa dopuszczalne wielokaty przystajace rozwazamy ten sam
prostokat 2 x k z dotaczonym kwadratem jednostkowym, jak na rysunku 1.
(Na tym rysunku k=4).

rys. 1

Wartosci obu wielokatéow sa rowne, wiec mamy e = j. Poniewaz powyzsza
pare wielokatéw mozna przesunaé w dowolne miejsce ptaszczyzny, jak réwniez
obréci¢ o 90°, wnioskujemy stad, ze w dowolne dwa kwadraty jednostkowe
majace wspolny bok wpisano réwne liczby. Zatem wszystkie liczby wpisane
w kwadraty siatki sg réwne.

Pozostal do rozwazenia przypadek, gdy n jest liczba parzysta, powiedzmy
n = 2k. Rozwazamy pare dopuszczalnych wielokatéw przystajacych, powsta-
lych z dotaczenia do tego samego prostokata 1x (2k—1) kwadratu jednost-
kowego, jak na rysunku 2. (Na tym rysunku k=4).

h

al|lblcldlelfl|y a |l blcldlelf|g

rys. 2

Réwnoséé wartosci tych wielokatéw daje h =1, a dowolnosé ich potozenia
dowodzi, ze w kazdych dwdéch kwadratach jednostkowych, z ktérych jeden



jest przesunieciem drugiego o wektor o wspotrzednych parzystych, wpisane
sa rowne liczby. W rezultacie w kwadraty plaszczyzny moga byé wpisane co
najwyzej 4 rézne wartosci A, B, C, D, tak jak na rysunku 3.

A|B|A|B|A|B|A|B|A|B|A|B|A|B|A|B|A|B

c|\p|c\p|C|\bC|\bC|\b\C\D|C|\D|C|D|C|D

A|B|A|B|A|B|A|B|A|B|A|B|AB|A|B|A|B

c|\D|C|D|C|D|C|D|\C|\D\C|\D|C|\D|C|D|C|D

A|B|A|B|A|B|A|B|A|B|A|B|A|B|A|B|A|B
rys. 3

Z kolei rozwazmy dwa wielokaty jak na rysunku 4, gdzie érodkowe, pogru-
bione prostokaty 1 x (2k—2) pokrywaja sie.

D C
A|B|A|B|A|B A|B|A|B|A|B
D C
rys. 4

Réwnosé wartosci tych wielokatow daje 2D = 2C, czyli D = C'. Dowolno$é
polozenia tych wielokatow pokazuje, ze dowolne dwa kwadraty jednostkowe
o wspélnym boku majg wpisang te sama liczbe. Wszystkie liczby wpisane
w kwadraty siatki sa wiec réwne i w tym przypadku.

Zadanie 9. Niech K, L, M bedg érodkami bokéw BC, AC, AB tréjkata ABC.
Punkty A, B, C dziela okrag opisany na tréjkacie ABC na trzy
tuki: AB, BC, C'A. Niech X bedzie takim punktem tuku BC, ze
BX = XC. Analogicznie, niech Y bedzie takim punktem luku AC,
ze AY =YC, zas Z takim punktem tuku AB, ze AZ =ZB. Niech
R bedzie promieniem okregu opisanego na trdjkacie ABC i niech r
bedzie promieniem okregu wpisanego w trojkat ABC. Udowodnié, ze
r+KX+LY+MZ=2R.

Rozwigzanie

Proste AX, BY, CZ sa odpowiednio dwusiecznymi katéw <A, 4B, $C
trojkata ABC, a wige przecinaja si¢ w Srodku I okregu wpisanego w ten tréj-
kat (rys. 1). Proste KX, LY, MZ sa odpowiednio symetralnymi odcinkéw

BC,CA, AB.



WprowadZzmy nastepujace oznaczenia: x =KX, y=LY, z=MZ. Niech
ponadto a=BC, b=CA, ¢c=AB oraz 2p=a+b+c.
Réwnosé, ktorg mamy udowodnié, przepisujemy w postaci
(1) TpYyzg 22
ror o r r
Aby dowiesé¢ tozsamosci (1), wyrazimy najpierw utamki stojace w powyzszym
wyrazeniu w zaleznosci od a, b, c.

rys. 1 rys. 2

Niech T bedzie punktem styczno$ci okregu wpisanego w trojkat ABC
z bokiem AB (rys. 2). Wéwczas TA=p—a. Poniewaz KBX = JCAX =
= JTAI, wicc tréjkaty prostokatne K BX oraz T'AI sa podobne. Stad

KX TI I 2x T
— = czyli —= .
KB TA’ Y a p—a
Otrzymana rownosé jest rownowazna tozsamosci
x a
2 T__ "
) r  2(p—a)
Rozumujac analogicznie uzyskujemy zaleznosci
Y b z c
(3) = oraz - = .
r 2(p—b) 2(p—c)
Oznaczmy przez S pole trojkata ABC'. Znane sa nastepujace wzory:
abc
S= ora S=—.
pr raz 1R
Korzystajac z powyzszych réwnosci oraz ze wzoru Herona mamy
(4) 2R abc p abc
r 28 S 2p-—a)lp-b)(p—c)

Na mocy réwnoéci (2), (3), (4) dowodzona przez nas zalezno$¢ (1) przybiera

postaé

a b c abce
2p—a)  20-0) -0 2p-ap-Dp-0




co mozemy réwniez przepisaé¢ nastepujaco:

a(p—b)(p—c)+b(p—c)(p—a)+c(p—a)(p—b)+2(p—a)(p—b)(p—c) = abe.
Podstawmy: t=p—a, u=p—>, v=p—c. Wowczas otrzymujemy: a=u+v,
b=v+t, c=t+wu. Zatem tozsamos¢, ktéra chcemy otrzymacé, wyglada na-
stepujaco:

(5) (u+v)uv+ (v+t)vt+ (t+u)tu+ 2tuv = (u+v) (v +t) (t+u).

Powyzsza zalezno$é jest prawdziwa dla dowolnych liczb rzeczywistych ¢, u, v.
Mamy bowiem nastepujace rownosci:

utv)(v+t)(t+u) =uwt+uv+ut+ut+vt+vut+ vt +ovtu=
( )( )( ) 2 2 2 2 2 2
= (u+v)uv+ (v+t)vt+ (t+u)tu+ 2tuv.

Dowéd réwnoscei (1) zostal tym samym zakonczony. ae
IX Zawody Matematyczne Panstw Baltyckich

Zadanie 1.  Znalezé wszystkie funkcje dwéch zmiennych f, ktérych argumenty
x, y 1 wartodei f(x,y) sa liczbami catkowitymi dodatnimi, spelniaja-
ce nastepujace warunki (dla wszystkich dodatnich liczb calkowitych

xiy):
f(z,2) = =,
f(zy) = f(y.2),
(e+)f(a.y) = yfl@.aty).
Rozwigzanie

Wykazemy najpierw, ze istnieje co najwyzej jedna funkcja f spelniajaca
warunki zadania.

7 pierwszego réwnania mamy f(1,1)=1. Korzystajac z drugiego i trze-
ciego réwnania otrzymujemy f(1,2)= f(2,1)=2. Ogdlnie: jesli obliczyli$my
juz wartosci liczb f(z,y) dla wszystkich 0 <z,y < z, gdzie z > 2 jest pewna
ustalona liczba naturalna, to podstawiajac do trzeciego réwnania y=z—x
znajdujemy wartosci f(x,z) dla 0 <z < z. Potem korzystajac z drugiego réw-
nania obliczamy liczby f(z,y) dla 0 <y < z. Z pierwszego réwnania otrzymu-
jemy f(z,2)=z. Tak wiec taka funkcja f, jesli istnieje, to jest tylko jedna.

7 drugiej strony funkcja

f(x,y) =najmniejsza wspélna wielokrotnosé liczb z, y
spelnia rownania dane w zadaniu. Pierwsze dwie rownos$ci sg spelnione au-
tomatycznie. Aby udowodnié¢ trzecig rownosé, przypomnijmy, ze najwiekszy
wspolny dzielnik liczb z, y jest rowny najwiekszemu wspélnemu dzielniko-
wi liczb z, x+y. Oznaczajac przez [a,b] oraz (a,b) odpowiednio najmniejsza



wspo6lng wielokrotnosé oraz najwiekszy wspoélny dzielnik liczb a i b oraz wy-
korzystujac tozsamosé (a,b)[a,b] = ab otrzymujemy
Ty z(z+y)
(z+y) [z yl=(z+y)- =y =y-[z,2+y],
(z,y) 7 (z,2+y)
a to jest trzecia sposréd danych w zadaniu réwnosci.
Tak wiec jedyna funkcja f spelniajaca dane warunki jest f(z,y)=[z,y].

Zadanie 2.  Tréjke liczb catkowitych dodatnich (a,b,c) nazywamy quasi-pitago-
rejskq, jesli istnieje tréjkat o bokach dtugosci a, b, ¢, w ktérym miara
kata naprzeciwko boku ¢ wynosi 120°. Udowodnié, ze jesli (a,b,c) jest
trojka quasi-pitagorejska, to ¢ ma dzielnik pierwszy wigkszy od 5.

Rozwigzanie

Niech (a,b,c) bedzie tréjka quasi-pitagorejska. Na mocy twierdzenia cosi-
nusow otrzymujemy réwnosé
(1) A =a’+ab+b>.

Zaltézmy najpierw, ze liczby a, b sa wzglednie pierwsze, tzn. ich najwiekszy
wspolny dzielnik jest réwny 1. Przy tym zalozeniu udowodnimy nawet wiecej:
kazdy dzielnik pierwszy liczby c jest wiekszy od 5.

Niech p bedzie dzielnikiem pierwszym liczby c. Liczby a, b nie moga by¢
jednoczesnie parzyste, gdyz sa wzglednie pierwsze. Stad wynika, ze liczba
c® =a? +ab+0b? jest nieparzysta, a wiec p # 2.

Przypusémy teraz, ze p=3. Najwiekszy wspolny dzielnik liczb a, b jest
réwny 1, wiec jedna z liczb a, b (powiedzmy, Ze jest nia a) nie jest podzielna
przez 3. Réwnosé (1) przepisujemy w postaci

(2) 4c? = (a+2b)* +3a.

Wtedy 3| (a+2b)?, skad 3|a+2b i w konsekwencji 9| (a+2b)2. Zatem lewa stro-
na réwnosci (2) jest podzielna przez 9, za$ prawa nie. OtrzymaliSmy sprzecz-
nosc.

Przypusémy z kolei, ze p=>5. Tak jak w poprzednim przypadku mozemy
zatozyé, ze liczba a nie jest podzielna przez 5. Kwadrat liczby caltkowitej
moze z dzielenia przez 5 dawaé jedynie reszty 0, 1, 4. Stad 3a® =43 (mod 5).
Zatem na mocy réwnoéci (2) dostajemy (a+2b)*>=7F2 (mod 5). Kwadrat
liczby catkowitej a+2b daje wiec z dzielenia przez 5 reszte 2 lub 3, a to, jak
wspomnieliémy wyzej, nie jest mozliwe. Otrzymana sprzecznosé¢ dowodzi, ze
p> 5.

Niech teraz a, b, ¢ beda dowolnymi liczbami catkowitymi spelniajgcymi
réwnosé (1) oraz niech d oznacza najwiekszy wspdlny dzielnik liczb a, b.
Z réwnosci (1) wynika, ze d|c. Przyjmijmy: a=day, b=dby, c=dc;. Wtedy
liczby a1, by sa wzglednie pierwsze oraz ¢? =a?+ayby +b?. Jak udowodni-
lisSmy wyzej, dowolny dzielnik pierwszy liczby ¢; jest wiekszy od 5. Liczba



c=dcy ma wiec dzielnik pierwszy wigkszy od 5 — jest nim kazdy dzielnik
pierwszy liczby c;.

Uwaga 1.

Jedli liczby calkowite dodatnie a, b, ¢ speliaja réwnosé (1), to tréjka
(a,b,c) jest quasi-pitagorejska. Istotnie, z réwnosci (1) wynika, ze a <c¢, b<ec,
2 =a?+ab+b? < (a+b)?, co oznacza, ze z odcinkéw dtugosci a, b, ¢ da sie
zbudowaé trojkat. Ponadto z twierdzenia cosinuséw wynika, ze miara kata
naprzeciwko boku ¢ wynosi 120°.

Warto zauwazy¢, ze dowdd tej implikacji nie byt potrzebny w powyzszym
rozwiagzaniu.

Uwaga 2.

Tréjka (3,5,7) jest quasi-pitagorejska, co oznacza, ze liczby ,5” nie mozna
w tresci zadania zastapié¢ przez wieksza liczbe pierwsza. Mozna mimo wszyst-
ko wzmocnié¢ znacznie teze — patrz uwaga 4.

Uwaga 3.
Znana jest ogdlna postaé trojek quasi-pitagorejskich (a,b,c):

a=dQ2zy+y?), b=d(a®—y?), c=d(z®+ay+y?),

gdzie d jest dowolna liczba naturalna, x >y >0 i x, y sa wzglednie pierw-
sze. Jak sie Czytelnik nietrudno przekona, znajomosé powyzszego faktu nie
pomaga w rozwigzaniu zadania!

Uwaga 4.

Mozna wykazaé, ze jesli (a,b,c) jest trojka quasi-pitagorejska, to liczba
¢ ma dzielnik pierwszy postaci 6k+ 1. Stad oczywidcie wynika teza naszego
zadania, gdyz kazda liczba pierwsza postaci 6k+1 jest wigksza od 5. Znane
jest bowiem nastepujace, nietatwe

Twierdzenie

Niech p>3 bedzie liczbg pierwszq. Jezeli istnieje taka liczba calkowita x, Ze
2?2 =-3 (mod p), to liczba p jest postaci 6k+1.

W oparciu o powyzsze twierdzenie dowéd wspomnianego uogdlnienia nie
jest trudny. Wykorzystujac bowiem fragmenty zaprezentowanego rozwiaza-
nia, wystarczy udowodnié¢ nastepujacy

Fakt

Jesli p >3 jest dzielnikiem pierwszym liczby a® 4+ ab+ b2, przy czym liczby a, b
sq wzglednie pierwsze, to liczba p jest postaci 6k+1.

Dowadd faktu

Bez straty ogélnosci mozemy zatozyé¢, ze liczba a nie jest podzielna przez p.
Przyjmijmy z=(a+2b)a®3)/2, Wtedy z jest liczbg catkowita. Na mocy



tozsamosci 4(a?+ab+b?) = (a+2b)% +3a® oraz matego twierdzenia Ferma-
ta otrzymujemy 2= (a+2b)%2aP?3=-3aP"'=-3 (mod p). Z powyzszego
twierdzenia wynika wigc, ze liczba p jest postaci 6k+1.

Zadanie 3.  Znalezé wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich z,y, ktére spet-
niaja rownanie
222 + 5y = 11(zy — 11).

Rozwigzanie

Dane réwnanie jest réwnowazne réwnaniu (22 —y)(by —x) = 121. Obydwa
czynniki stojace po lewej stronie powyzszego réwnania musza mieé ten sam
znak. Gdyby oba byly ujemne, to mieliby$my 2z <y < x/5, co oznaczaloby,
ze liczba x jest ujemna, a to przeczy zatozeniom. Liczby 2z —y, by — x sa wiec
dodatnimi dzielnikami liczby 121. Zatem dane réwnanie prowadzi do trzech
uktadéw réwnan:

20—y =1 20—y =11 20—y =121
oy—x = 121, oy—x = 11, oy—x = 1.
Rozwiazujac powyzsze uktady dostajemy odpowiednio:

(z,y)=(14,27),  (z.9)=(22/3,11/3),  (a.y)=(202/3.41/3).

Tak wiec jedynym rozwigzaniem danego réwnania w liczbach catkowitych jest
para (z,y) = (14,27).

Zadanie 4.  Niech P bedzie wielomianem o wspétczynnikach catkowitych. Zatdz-
my, ze dla n=1,2,...,1998 wartosci P(n) sa liczbami naturalnymi
trzycyfrowymi. Udowodnié¢, ze wielomian P nie ma pierwiastkow cal-
kowitych.

Rozwigzanie

Przypusémy, ze istnieje taka liczba catkowita m, ze P(m)=0. Znajdujemy

taka liczbe n € {1,2,...,1998}, ze m=n (mod 1998). Wtedy 0= P(m)= P(n)

(mod 1998). Liczba P(n) jest trzycyfrowa, nie moze by¢ wiec podzielna przez

1998. OtrzymalisSmy sprzecznosé.

Zadanie 5.  Niech a bedzie cyfrg nieparzysta, za$ b cyfra parzysta. Udowodnié,
ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n istnieje liczba catkowita
dodatnia, podzielna przez 2", w ktérej zapisie dziesigtnym nie wyste-
puja cyfry inne niz a i b.

Rozwigzanie

Jesli b=0, to liczba 10™a jest podzielna przez 2™ i w jej zapisie dziesigtnym

wystepuja tylko cyfry a, b.

Zal6zmy wiec, ze b##0. Pokazemy indukcyjnie jak znalezé liczbe d,, spel-
niajacg warunki zadania oraz majaca doktadnie n cyfr.



Dla n=1 wystarczy przyjaé¢ di =b. Zatdézmy, ze dla pewnego n umiemy
skonstruowaé liczbe d,,. Wtedy liczba ta z dzielenia przez 2"t! daje reszte 0
lub 2™. Definiujemy liczbe

d _{10”b—{—dn jedli d, =0 (mod 27*1),
T 10ma+d,  jedli dp =27 (mod 271

(Innymi stowy, d,,+1 powstaje z liczby d,, przez dopisanie na jej poczatku
cyfry b badz a, w zaleznoéci od tego, czy d,, dzieli si¢ przez 2”1, czy nie).
Liczba d,4+1 ma oczywiscie n+1 cyfr, z ktérych kazda jest réwna a lub 0.
Pozostaje wykazaé, ze d,,; dzeli sie przez 27!, Cyfra a jest nieparzysta,
za$ b parzysta, wiec na mocy powyzszych réwnosci dostajemy

Do = { 0+0 (mod2™h) jedli d,=0 (mod 2"+1),
T2 427 (mod 271)  jesdli dp, =27 (mod 27TL).

W obu przypadkach liczba d,, 11 jest podzielna przez 2" 1. Dowéd indukcyjny
jest wiec zakonczony.

Uwaga
Kazda liczba catkowita dodatnia ma dwa rozwiniecia dziesigtne, np. liczbe
17 mozna takze zapisa¢ jako 16,99999... . W tresci zadania milczaco zakta-

daliémy, ze chodzi o zapis dziesietny ,bez przecinka”. Bez tego zatozenia
mozna bardzo latwo rozwiazaé zadanie w przypadku gdy a =9: liczba posta-
ci dp, =0999...99,99999... (gdzie przed przecinkiem wypisano n dziewiatek)
ma jak wida¢ w zapisie dziesietnym tylko cyfry a i b oraz jest podzielna przez
2" gdyz d, =10™(b+1).

Zadanie 6. Niech P bedzie wielomianem stopnia 6 i niech a, b beda liczbami
rzeczywistymi takimi, ze 0 < a <b. Zalézmy, ze
P(a)=P(—a), P(b)=P(-D), P'(0)=0.
Udowodnié, ze P(z) = P(—xz) dla wszystkich liczb rzeczywistych z.
Rozwigzanie
Niech Q(z) = P(z) — P(—x). Wtedy @ jest wielomianem stopnia co najwy-
zej 5, Q'(0)=0 oraz Q(0)=Q(a)=Q(—a)=Q(b) =Q(—b)=0. Zatem wie-
lomian @ ma pie¢ réznych pierwiastkéw rzeczywistych. Przy tym =0 jest
pierwiastkiem wielomianu @ i jego pochodnej, jest wiec pierwiastkiem wielo-
krotnym wielomianu Q. Zatem wielomian () jest tozsamosciowo réwny zeru,
skad P(z)=P(—=x) dla wszystkich x rzeczywistych.

Zadanie 7. Niech R oznacza zbiér wszystkich liczb rzeczywistych. Znalezé wszyst-
kie funkcje f: R — R speniajace dla dowolnych z,y € R réwnanie

f@)+fy)=F(f (@) f ()



Rozwigzanie

Niech zp bedzie dowolng liczba rzeczywista oraz niech f(z¢)=-c. Pod-
stawiajac do danego réwnania x =1y =g dostajemy f(cQ) =2c. Kladac da-
lej x=y=c? otrzymujemy f(4c?)=4c. Podstawiajac wreszcie z =1z oraz
y=4c®> mamy f(4c?)=5c. Zatem 4c=>5c, skad c=0. Poniewaz liczba xq by-
ta wybrana dowolnie, wiec jedyna funkcja f spelniajaca dane réwnanie jest

f(z)=0.

Zadanie 8.  Niech Py(z)=1+x+2%+---+2%"1. Wykazaé, ze

Xn: <Z)Pk(x) _on-1p (1;l>

k=1
dla kazdej liczby rzeczywistej x i kazdej liczby catkowitej dodatniej n.
Rozwigzanie
Oznaczmy przez L(x) oraz P(zx) odpowiednio lewa oraz prawa strone da-
nej w zadaniu réwnosci. Poniewaz (1—z)P;(z) =1—2*, wiec

(1—2)-L(z) _];(@(1—;0’“) _];)(Z) —kz:%(@xk — 9 (14a)".
Ponadto otrzymujemy

(1-2)-P(a) — 2(11;”) " 1p, (1;95)—2”(1(1;“:)”)_

=2"—(1+x)".
Zatem L(x)= P(x) dla 2# 1. Obie funkcje L(z) i P(x) sa wielomianami,
skad wynika, ze L(z)= P(x) dla wszystkich z.

Zadanie 9. Liczby «, § spelniaja 0 < a < < 7/2. Niech v, § beda liczbami okre-
$lonymi przez warunki:
(i) 0<~y<m/2 oraz liczba tg~y jest Srednig arytmetyczna liczb tga
itgp,;
(ii) 0i€5<w/2 oraz liczba 1/cosd jest $rednia arytmetyczna liczb
1/cosa i 1/cosp.
Udowodnié¢, ze v < 4.
Rozwigzanie
Sposdb 1
Niech f(t)=+1+t%2. Wowczas dla dowolnych liczb rzeczywistych dodat-
nich u# v zachodzi nieréwnosé f(3(u+v)) <if(u)+3f(v), tzn.

(1) VI+ w02 <142 +1 1402,

(Istotnie: podnoszac do kwadratu obie strony nieréwnosci (1) oraz redukujac

wyrazy podobne dostajemy

T+uv <y/(1+u?)(1+v?).



Podnoszac ponownie do kwadratu, upraszczamy powyzsza nieréwnosé do po-
staci 2uv <u®+02, czyli (u—v)? >0). Wykorzystujac nieréwnosé (1) otrzy-
mujemy

tga+tgls
T = st 1 (8202
COs"y 2
<f<tga>+f(tgﬁ):1< L,y
2 2 \cosar  cosf3 cosd ’
skad v < 4.
Sposob 11

Przedstawimy rozwigzanie geometryczne.

Na plaszczyznie rysujemy odcinek jednostkowy OP (rys. 1). Wybieramy
punkty A, B lezace po tej samej stronie prostej O P tak, aby zachodzily réw-
nosci: $POA=<IPOB=90°, JOPA=qa, SOPB=/. Wtedy OA=tga,
OB=tgp, PA=1/cosae, PB=1/cos[3. Oznaczmy przez C' $rodek odcinka
AB. Na mocy zatozen
tga+tg s

2
Niech @) bedzie punktem symetrycznym do P wzgledem punktu C. Czworokat
PAQ@B jest réwnolegtobokiem, a wiec AQ =PB =1/cosf3. Stad

2 L o b patags>pPo—2.Pc—_2

1

oC = .
cosy

=tgv, skad JOPC =~ oraz PC =

cosd  cosa  cosf

cosy’
czyli v < 4.
Q
B
C
A
@) 1 P
rys. 1

Zadanie 10. Niech n > 4 bedzie parzystg liczbg catkowitg. W okrag o promieniu 1
wpisane sa n-kat foremny i (n—1)-kat foremny. Dla kazdego wierz-
chotka n-kata rozwazmy odleglo$¢ od tego wierzchotka do najblizsze-
go wierzchotka (n—1)-kata, mierzona po obwodzie okregu. Niech S
bedzie suma tych n odleglosci. Udowodnié, ze S nie zalezy od wza-
jemnego polozenia tych dwoch wielokatow.



Rozwigzanie

Bez straty ogdélnos$ci mozemy zalozyé, ze rozwazany okrag ma diugosé
2n(n—1), zamiast 27.

Wierzchotki (n—1)-kata foremnego AgA;j...A, o dziela dany okrag na
n—1 tukéw, kazdy dtugosci 2n. Na mocy zasady szufladkowej, pewne dwa
kolejne wierzchotki n-kata foremnego ByB;...B, 1 leza w jednym z tych tu-
kow. Bez straty ogdlnosci mozemy wiec przyjacé, ze punkty By, B leza na
tuku AgA;, przy czym AgBy < AgB; oraz AgBy < B1A; (rys. 1).

Bl B2
Ay

By

Ao AZ
rys. 1
Rozetnijmy dany okrag w punkcie Ag i roztézmy go na osi liczbowej tak, aby
punkty Ag, A1, Ao, ... pokryly sie odpowiednio ze wspotrzednymi 0, 2n, 4n, ...
(rys. 2). Wéwezas punkty By, By, Ba,... pokryja sie odpowiednio ze wspdl-
rzednymi zg,x1,22,..., gdzie xp =x0+2k(n—1) (k=0,1,2,...,n—1).

Zo 1 T2
oo o ° o Py >

rys. 2
Nizej udowodnimy, ze:
(a) jezeli 1 <k<n/2, to punkt By lezy miedzy Ay 1 a Ay, blizej Ag;
(b) jezeli n/2 <k <n—1, to punkt By lezy miedzy Ax_1 a Ay, blizej Ap_1.
Zatem jezeli 1<k <n/2, to odleglo$é od punktu By do najblizszego wierz-
chotka n-kata AgAi...A, 1 wynosi 2kn—x, =2k —xo; w przeciwnym razie
odleglo$é ta wynosi xy — (2k —2)n = x¢ — 2k +2n. Stad

n/2 n—1 n/2 n—1
S=z0+Y (2k—z0) + > (zo—2k+2n)=> 2k+ >  (2n—2k),
k=1 k=n/2+1 k=1 k=n/2+1

co jest wielko$cig zalezng tylko od n.
Pozostato udowodnié zdania (a) oraz (b).
Na mocy poczynionych zalozen otrzymujemy 0 < 2z < 2o+ (2n—x1) =2,
skad w szczegdlnosci
2k—n< 2o <2k dla  1<k<n/2,
2k—2n<xo<2k—n dla n/2<k<n.
Poniewaz xp = 29+ 2k(n—1), wiec dostajemy
(2k—1)n < xR < 2kn dla  1<k<n/2,
(2k—2n<xp<(2k—1)n  dla n/2<k<n.

Nieréwnosci te sa réwnowazne odpowiednio zdaniom (a) oraz (b).



Zadanie 11. Niech a, b, ¢ bedg dlugoéciami bokéw pewnego trdjkata, za§ R —
promieniem okregu opisanego na nim. Udowodnié, ze
(1) PP L
2v/2a%+20% — 2
Kiedy zachodzi réwnosé?
Rozwigzanie
Sposob 1
Oznaczmy katy naprzeciwko bokéw a, b, ¢ odpowiednio przez A, B, C. Na
mocy twierdzenia sinuséw a =2RsinA, b=2RsinB, ¢=2RsinC. Podstawia-
jac powyzsze zaleznoéci do nieréwnosci (1) sprowadzamy ja do nieréwnosci:

4R?(sin® A+ sin® B)

R> .
2 \/SR2 (sin? A+ sin? B) — 4R%sin?C

Przeksztatcajac rownowaznie ostatnig nieréwnoéé dostajemy kolejno:
2(sin? A+sin? B) —sin’C > (sin® A +sin® B)?,
(sin® A+ sin’ B)(2 —sin® A —sin® B) > sin’C,
(sin? A +sin? B)(cos? A+ cos? B) > sin?C.

Ostatnia nieréwno$é¢ wynika z nieréwnosci Schwarza (p. Dodatek, ,Nieréw-
no$¢ Schwarza”, str. 112):

(2) (sin?A+sin?B)(cos? B+cos?A) > (sinA-cos B+sinB-cos A)? =sin?C.

Dowdéd nieréwnoscei (1) jest wiec zakonczony.

W nieréwnosci (1) zachodzi réwno$é wtedy i tylko wtedy, gdy spelniona
jest réwno$¢ w nieréwnosci (2). To natomiast jest mozliwe wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje taka liczba rzeczywista A, ze

(3) sinA = Acos B oraz sin B = Acos A.

7 powyzszych zwiazkéw wynika, ze A >0 oraz ze katy A, B sa ostre. Mnozac
stronami réwnosci (3) otrzymujemy sin2A4 =sin2B. To oznacza, ze 2A =2B
lub 2A+2B=m, czyli A=B lub A+ B=m7/2.

Roéwniez odwrotnie: jesli A= B, to zalezno$é¢ (3) jest speliona dla do-
wolnej liczby dodatniej A. Jesli natomiast A+ B=m/2, to zwiazki (3) sa
prawdziwe dla A= 1. Zatem w obu przypadkach istnieje taka liczba A >0, ze
spelnione sg obie réwnosci (3).

Reasumujac: w nieréwnosci (1) zachodzi réwnosé wtedy i tylko wtedy, gdy
a=blub C=m/2.

Sposob 11



Oznaczmy przez A, B, C wierzcholki lezace odpowiednio naprzeciwko
bokéw a, b, c. Niech O bedzie $rodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC,
za$ niech M bedzie srodkiem boku AB (rys. 1).

Dtugosé srodkowej m,. poprowadzonej do boku ¢ spelnia zaleznosé

(4) 4m? =2a® + 20> — 2.

Zatem nieréwnosé (1) mozna przepisa¢ w nastepujacej, rownowaznej formie:
4Rm. > a® +b%. Ze zwigzku (4) wyliczamy wielko$é a? +b? i podstawiamy ja
do ostatniej nieréwnosci. W ten sposéb nieréwnoéé, ktéra mamy udowodnid,
sprowadza sie do zalezmogci 8Rm. > 4m?2 +c2.

Te nieréwno$é z kolei traktujemy jako nieréwnoéé ¢
kwadratowa z ,niewiadoma” m. i ,parametrami”
R, c. Rozwiazujac ja dostajemy réwnowazna for-
me nieréwnosci (1): 0
Ime—R| </ R?—(c/2)?,
A M B

czyli |IMC —OC|<OM. OtrzymaliSmy nieréw-
noé¢ tréjkata zastosowana do trojkata COM,
a wiec tym samym udowodniliémy nieréwnosé (1). rys. 1

Réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy punkty C, O, M sa wspotli-
niowe. To za$ jest mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy AC =BC lub O =M,
czyli wtedy i tylko wtedy, gdy a =b lub LACB =90°.

Zadanie 12. W tréjkacie ABC zachodzi < BAC =90°. Punkt D lezy na boku BC
i IBDA=24BAD. Udowodnié, ze

1 1 1 1
AD 2 (@ + C—D> -
Rozwigzanie
Sposdb 1
Niech O bedzie srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC. Oznaczmy
przez E punkt przeciecia prostej AD z tym okregiem (rys. 1).
Woéwezas S BOE =2<BAE =<YCDE, co dowodzi,
ze DE=Q0OF. Na mocy podobienstwa tréojkatdw
ADC i BDE otrzymujemy
AD CD
BD DE

AD _BD
CD DE’

oraz

Stad

AD_I_AD_BC_@_2
BD CD DE OE 7
co nalezato udowodnié. rys. 1




Sposob 11
Oznaczmy: o= <SBAD, 3=<CAD. 7 danych w treéci zadania wynika,
ze $BDA=2a, $CDA=2f. 7 twierdzenia sinuséw wynika, ze
AD  sin3a AD  sin3f3
BD ~ sina CD sinf3
Korzystajac z tozsamosci

oraz

sin3p = sinycos 2y + cos psin 2 = sinp(cos2¢ + 2cos? ®)
oraz réwnosci a+ 3 =90° otrzymujemy
AD AD
BD + D= (cos2a+cos20) +2(cos?a+cos? 3) =0+2=2,
co konczy dowdd danej tozsamosci.

Zadanie 13. W pieciokacie wypuklym ABCDE boki AE i BC sg réwnolegle oraz
YADE =<4 BDC. Przekatne AC i BE przecinaja sie w punkcie P.
Udowodnié, ze SEAD =<BDP oraz <CBD =<JADP.
Rozwigzanie
Sposob 1
Niech ¢; i ¢2 beda odpowiednio okregami opisanymi na tréjkatach AED
i BCD. Zalézmy, ze prosta DP przecina okrag co w punkcie F' (rys. 1).

C1

D €2

rys. 1

Poniewaz SYADE =<BDC, wiec stosunek dtugoéci odcinkéw EA i BC
jest rowny stosunkowi dtugosci okregdéw ¢y i ¢a. Zatem jednoktadnosé o srod-
ku P, przeksztalcajaca odcinek AFE na odcinek CB, przeksztalca okrag c;
na okrag cs. Ta sama jednoktadnosé przeprowadza tuk DFE okregu ¢ na tuk
FB okregu cy. Stad wynika, ze {EAD =<YBDF =<BDP.

Druga réwnosé otrzymujemy analogicznie.



Sposob 11

Udowodnimy najpierw nastepujacy

Lemat

Dany jest szesciokat ABCDEF. Czworokaty ABCE, CDEA, EFAC sa
wypukte oraz zachodza réwnosci:

IEAF=3CAB=a, SACB=YECD=pf, YCED=JAEF=-.
Woéwezas przekatne AD, BE, C'F przecinaja sie w jednym punkcie (rys. 2).

D D
Eﬂ‘ C
5

F E
M \
C
i )
o B A B
A Q
rys. 2 rys. 3

Dowad
Przez [ XY Z] bedziemy oznaczaé pole trojkata XY 7.
Niech K, L, M beda odpowiednio punktami przeciecia nastepujacych par
odcinkéw: AD,EC; BE,CA; CF,AE (rys. 2). Dostajemy réwnosci:
AL CK EM [ABE] [CDA] [EFC] [ABE] [CDA] [EFC]
LC KE MA |[CBE] [EDA] [AFC] [AFC] [CBE| [EDA]
_ AB-AE CD-CA EF-EC _AB CD EF _
" AF-AC CB-CE ED-EA CB ED AF

sinf sinvy sina

1.

sina sinf sinvy
(Pierwsza réwnosé wynika z twierdzenia Talesa oraz z faktu, ze stosunek p6l
tréjkatow o wspoélnej podstawie jest réwny stosunkowi wysokosci opuszczo-
nych na te podstawe. Trzecia réwnoéé¢ to zastosowanie wzoru

(XY Z]|=3XY - XZ-sindY X Z.
Piata réwnosé otrzymujemy z twierdzenia sinuséw). Na mocy twierdzenia
Cevy (p. str. 120) odcinki AD, BE, C'F przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Przystepujemy do rozwigzania zadania.
Na boku AB danego pieciokata ABC DE budujemy (po jego zewnetrz-
nej stronie) tréjkat ABQ tak, aby SQAB=<JFEAD oraz $QBA=<JCBD



(rys. 3). Na mocy lematu, zastosowanego do szesciokata AQBC DE, punkty
D, P, () sa wspélliniowe. Poniewaz odcinki AE i BC' s réwnolegle, wiec

YADB=9FEAD+<4CBD=9QAB+JQBA=180°—JAQB.
Zatem na czworokacie AQBD da sie opisaé¢ okrag, stad SEAD=<JBAQ =
= <IBDQ =<BDP. Drugy réwnoéé¢ dostajemy analogicznie.

Zadanie 14. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym AB < AC'. Prosta przechodzaca
przez B i réwnolegla do AC przecina dwusieczng kata zewnetrznego
IBAC w punkcie D. Prosta przechodzaca przez C' i réwnolegta do
AB przecina te dwusieczng w punkcie F. Punkt F' lezy na boku AC
i spelniona jest rownos¢ F'C' = AB. Udowodnié¢, ze DF = FE.

Rozwigzanie

Poniewaz proste BD i AC sa réwnolegte oraz AD jest dwusieczng kata

zewnetrznego BAC, wiec JBAD=<YBDA=q. Stad JCAE=<4CEA=q.

Réwniez AB = BD oraz AC =CE. Niech B, C’, F' beda odpowiednio rzu-

tami prostokatnymi punktéw B, C, F' na prosta DE (rys. 1).

E

rys. 1

7 warunku F'C' = AB wynika, ze AB+ AF = AC, skad dostajemy réwnodci:
B'F'=(AB+ AF)cosa=ACcosa=AC"=C'E. Ponadto DB’ = BDcosa =
=FCcosa=F'C'". Zatem DF' =F'E, czyli DF = FE.

Zadanie 15. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Punkt D jest spodkiem wysokosci
opuszczonej 7z wierzchotka A na bok BC. Punkt E lezy na odcinku
AD i spelione jest réwnanie
AE CD
ED DB’
Punkt F' jest spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzchotka D na
bok BE. Udowodnié, ze $AFC = 90°.
Rozwigzanie A P
Niech P bedzie takim punktem, ze czworo-
kat ADC'P jest prostokatem (rys. 1). Wowczas
AE CD AP
ED DB DB’ EAE
co dowodzi, ze punkty B, E, P sa wspoétlinio-
we. Stad < DF P = 90°, co oznacza, ze punkt F rys. 1




lezy na okregu opisanym na prostokacie ADC P. Zatem
JAFC =<4ADC=90°.

Zadanie 16. Czy mozna pokryé¢ szachownice o wymiarach 13 x 13 czterdziestoma
dwoma klockami o wymiarach 4 x1 w taki sposéb, ze tylko srodko-
we pole szachownicy pozostanie nie zakryte? (Zakladamy, ze kazdy
klocek zakrywa cztery pelne pola szachownicy).

Rozwigzanie

Nie mozna.

Sposob 1

Pokolorujmy dana szachownice tak jak na ry-
sunku 1. Kazdy klocek o wymiarach 4 x 1, poto-
zony pionowo lub poziomo, przykrywa doktadnie
dwa pokolorowane i dwa niepokolorowane pola.
Srodkowe pole jest niepokolorowane. Gdyby wiec
zadane pokrycie istnialo, to liczba pdl pokolo-
rowanych danej szachownicy musiataby by¢ o 1
mniejsza niz liczba pdl niepokolorowanych. rys. 1

Jednak bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze jest odwrotnie: pél poko-
lorowanych jest 85, zas niepokolorowanych 84. OtrzymaliSmy sprzecznosé.

Sposab 11

Ponumerujmy pola szachownicy jak na rysunku 2. Wéwczas kazdy klocek
4 x 1 potozony na szachownicy przykrywa 4 pola z réznymi numerami.

Cala szachownica zawiera po 42 pola z liczbami 2, 3 i 4 oraz 43 pola
z liczba 1. Po usunieciu $rodkowego pola pozostanie tylko 41 pdl z liczba 4,
nie mozna wiec umiesci¢ 42 klockéw na szachownicy bez pokrycia tego pola.

112134123 /4|1/2(3|4]1 112131411234 |1/2[3|4]1
3(411(23(4|1(2|3(4(1]|2]|3 2031411234123 [4|1]|2
2(3/4(1)12]3|4]1|2]3|4|1]|2 3141112341 /2[3|4]1]|23
41112314 (1|23|4|1|2|3|4 4111234 (1|2(3|4|1|2|3|4
1121341 (2(3(4]1|2[3]4]1 1/2/3(4|1(2(3(4]1|2[3]4]1
3(411(23]4(1]2|3]4|1]2]|3 203141123 (4]1|2]3|4|1]|2
2131412341123 [4]|12 3141123 [4]112[3|4(1]23
41112341 (2|3(4]|1|2|3|4 41112341 /2|3(4|1|2|3|4
1/2/3|/4|1|23|4]1|2]3]4]1 1123412341 |2]3]4]|1
314(11(2|3(4|1/2(3|4]1]23 2131411234123 [4]|12
21314(1|2(3|4|1]|2|3[4]1|2 3141112341 /2|3|4]1]|23
41112341 |2]3|4]1|2|3|4 411123412341 |2|3|4
112134123 /4|1/2(3|4]1 11213141234 |1/2(3|4]1
rys. 2 rys. 3



Uwaga

Bardziej narzucajace wydaje sie ponumerowanie pdl szachownicy w spo-
s6b pokazany na rysunku 3. W wielu zadaniach olimpijskich o pokrywaniu
szachownicy wtadnie takie ponumerowanie rozstrzyga, czy dang szachownice
da sie pokry¢ odpowiednimi kostkami. Jednak w tym przypadku ponumero-
wanie z rysunku 3 do niczego nie prowadzi: po usunieciu $rodkowego pola na
szachownicy pozostana po 42 pola z kazda z liczb 1, 2, 3, 4.

Zadanie 17. Niech n i k bedg liczbami catkowitymi dodatnimi. Danych jest nk
przedmiotéw (tych samych rozmiaréw) i k pudetek, 7z ktérych kazde
pomiesci n przedmiotow. Kazdy przedmiot jest pokolorowany jed-
nym z k réznych koloréw. Wykazaé, ze mozna rozmiesci¢ te przed-
mioty w pudetkach w taki sposéb, ze w kazdym pudetku znajda si¢
przedmioty w co najwyzej dwoch kolorach.

Rozwigzanie

Przeprowadzimy dowdd indukcyjny wzgledem k. Dla k=1 teza jest oczy-
widcie prawdziwa. Zalézmy wiec, ze zadane rozmieszczenie jest mozliwe dla
pewnego k; wykazemy, ze mozna rozmiesci¢ przedmioty, gdy koloréw i pude-
tek jest k+1.

Poniewaz wszystkich przedmiotéw jest n(k+1), wiec przedmiotéw pew-
nego koloru (powiedzmy bialego) jest co najwyzej n. Z tego samego po-
wodu przedmiotéw pewnego innego koloru (na przyklad czarnego) jest co
najmniej n. Wktadamy do pudetka wszystkie przedmioty biate oraz uzupet-
niamy wolne miejsce przedmiotami czarnymi. W pudetku tym znajduje sie
wiec n przedmiotéw co najwyzej dwoch koloréow. Pozostato do wypelnienia k
pudetek nk przedmiotami k koloréw (biatych przedmiotéw juz nie ma), a to
na mocy zaltozenia indukcyjnego jest wykonalne.

Zadanie 18. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktérych istnieje
zbiér S o nastepujacych wlasnosciach:
(i) S sktada sie z n liczb catkowitych dodatnich, 7z ktérych wszystkie
sa mniejsze od 271,
(ii) dla dowolnych dwéch r6znych niepustych podzbioréw A i B zbioru
S suma elementéw zbioru A jest rézna od sumy elementéw zbio-
ru B.
Rozwigzanie
Dla n=1 lub n=2 nie istnieje zbiér S majacy wlasnosé (i). Dla n=3
jedynym zbiorem S speliajacym warunek (i) jest zbiér {1,2,3}, jednak on
nie spelnia warunku (ii).
Dla n =4 przyktadem zbioru o wlasnosciach (i) oraz (ii) jest S ={3,5,6,7}.
Dla dowolnego n >4 mozna skonstruowaé¢ indukcyjnie zbiér S, spelniajacy
warunki (i) oraz (ii), korzystajac z nastepujacego faktu:



Jezeli S ={a1,a9,...,a,} jest zbiorem spelniajgcym warunki (i), (ii) dla pew-
nego n, to zbior S* ={1,2a1,2as,...,2a,} spetnia warunki (i), (ii) dla n+1.

Istotnie, na mocy wlasnosci (i) zbioru S, kazdy element zbioru S* jest mniej-
szy od 2". Zbiér S* ma wiec wlasnosé (i). Jesli teraz A, B sa dowolnymi
roztacznymi podzbiorami zbioru S*, przy czym zaden z nich nie zawiera 1,
to sumy elementéw tych zbioréw sa rézne (na mocy wlasnosci (ii) zbioru S).
Jedli natomiast jeden z podzbioréw A, B (na przyktad A) zawiera 1, to suma
elementéw zbioru A jest nieparzysta, za$ zbioru B — parzysta; wielko$ci te
sa wiec rézne. To dowodzi, ze zbiér S* ma réwniez wlasnos¢ (ii).

Odpowiedz: Zbioér S o zadanych wlasnosciach istnieje wtedy i tylko wtedy,
gdy n > 4.

Zadanie 19. Rozwazmy mecz ping-ponga miedzy dwiema druzynami, z ktérych
kazda sktada si¢ z 1000 graczy. Kazdy gracz gral przeciwko kazdemu
z graczy przeciwnej druzyny dokladnie raz (w ping-pongu nie ma
remiséw). Udowodnié, ze istnieje dziesieciu graczy z jednej druzyny
takich, ze kazdy z graczy druzyny przeciwnej przegral z co najmniej
jednym z tych dziesigciu graczy.

Rozwigzanie

Rozwazmy najpierw mecz ping-ponga, w ktérym uczestnicza dwie inne
druzyny: jedna sktadajaca sie z m zawodnikow, a druga z n. Woéwczas w jed-
nej z tych druiyn istnieje zawodnik, ktory wygral z co najmniej potowq za-
wodnikow druzyny przeciwne;j.

Dowdd: Przypuéémy, ze kazdy zawodnik wygral z mniej niz polowg graczy
druzyny przeciwnej. Wtedy liczba zwyciestw jednej druzyny jest mniejsza niz
m-n/2; za$ drugiej jest mniejsza niz n-m/2. Zatem laczna liczba zwycigstw
w meczu jest mniejsza niz m-n. Otrzymalidémy sprzecznoéé, gdyz taczna liczba
wszystkich zwyciestw jest réwna liczbie wszystkich rozgrywek, czyli m-n.

Powracamy do druzyn 1000-osobowych.

Zawodnika, ktory wygral z co najmniej 500 graczami druzyny przeciw-
nej, odznaczamy medalem (taki istnieje, na mocy powyzszych rozwazan),
a wszystkich tych, ktorzy z nim przegrali, odsytamy do domu. Po tej reduk-
cji postepujemy analogicznie: znajdujemy zawodnika (by¢ moze z tej samej
druzyny, co poprzednio), ktéry wygral z co najmniej polowa graczy druzyny
przeciwnej, dajemy mu medal, a tych, ktérzy z nim przegrali, odsytamy do
domu. Postepowanie to kontynuujemy do momentu, gdy ostatni zawodnik
ktorej$ z druzyn (nazwijmy ja A) pojedzie do domu. Niech B bedzie dru-
zyng przeciwng do A, a wiec tg, ktorej cze$é nie zostala odestana do domu.
Zawodnikéw w druzynie A bylo 1000 < 219, Przy kazdej redukcji druzyny A
liczba jej zawodnikow malala o co najmniej potowe, co oznacza, ze zawod-
nicy druzyny A byli odsytani do domu co najwyzej dziesieciokrotnie. Tym



samym co najwyzej dziesieciu zawodnikéow druzyny B dostato medal. Pozo-
staje zauwazy¢, ze kazdy zawodnik druzyny A przegral z pewnym medalista
druzyny B.

Zadanie 20. Powiemy, ze liczba catkowita dodatnia m pokrywa liczbe 1998, jedli 1,
9, 9, 8 pojawiaja si¢ w tej wlasnie kolejnosci jako cyfry m. (Na przy-
ktad 1998 jest pokrywana przez 215993698, ale nie przez 213326798).
Niech k(n) oznacza liczbe tych liczb catkowitych dodatnich, ktére po-
krywaja 1998 i maja dokladnie n cyfr (n>5), z ktérych wszystkie sa
rézne od 0. Jaka reszte z dzielenia przez 8 daje k(n)?
Rozwigzanie
Niech 1<g<h<i<j<n beda ustalonymi liczbami catkowitymi. Roz-
wazmy wszystkie takie liczby n-cyfrowe a =a1..-a,, o cyfrach ré6znych od 0, ze
(1) ag=1, a;=9, ag#1 dlafl<g; ag#9 dla h</l<i;
ap,=9, a;=38, ar#9 dla g<fl<h; ar#8 dla i<l <j.
(Powyzszy warunek oznacza, ze sposrdd tych czworek ,,1,9.9,8”, ktére po-
krywaja liczbe a, czworka pokrywajaca te liczbe na miejscach g, h, i, j jest
usytuowana najbardziej na lewo).
Wszystkich liczb spelniajacych warunek (1) jest

(2) 8971 _8hfgfl _8i7h71.8j7i71‘9n7]"

Wyrazenie to daje reszte 1 z dzielenia przez 8 dla g=1, h=2,7=3, j =4 oraz
jest podzielne przez 8 dla wszystkich innych uktadéw 1<g<h<i<j<n.

Liczbe k(n) otrzymujemy dodajac wyrazenie (2) po wszystkich mozliwych
wyborach liczb 1<g<h<i<j<n. Zatem liczba k(n) z dzielenia przez 8
daje reszte 1. @



DODATEK *

A. Rozwigzywanie rekurencji liniowych

Rozwazamy ciagi spetniajace rownanie rekurencyjne
(1) Cn42 = aCpq1+bey (n = 0),
gdzie a, b sa danymi liczbami rzeczywistymi. ChcielibySmy umieé rozwiazaé
réwnanie rekurencyjne (1), tzn. wypisaé¢ wzor ogdlny na n-ty wyraz ciagu c,,
znajgc wartosci poczatkowe cg i ¢;. Okazuje sie, ze istnieje ogdlna metoda
pozwalajaca rozwigzywaé rownania rekurencyjne postaci (1). Zilustrujemy ja
trzema przykladami.

Przyktad 1.
Wyznaczymy wzér ogblny na n-ty wyraz ciagu (c,) danego wzorami
(2) co=>o, c¢1=13, Cnt2=2Cn41+3¢, (n>0).

(Ciag d,, = ¢p,—1 pojawil si¢ w rozwiazaniu zadania 2 z XXI Austriacko-Pol-
skich Zawodéw Matematycznych, zob. str. 76).

Zapominamy na chwile o danych wartoéciach poczatkowych cg, ¢; i sta-
ramy sie znalezé jak najwiecej ciggdw ¢y, ktére speliaja dane réwnanie re-
kurencyjne. Najpierw szukamy niezerowych ciagdw geometrycznych postaci
cn =2", dla ktérych spelnione jest dane réwnanie rekurencyjne. Liczba = # 0
musi wiec dla dowolnego n > 0 spelniaé¢ réwnanie

"2 =2 4 327, czyli z? =2z+3.
Otrzymane rownanie nazywamy réwnaniem charakterystycznym réwnania re-
kurencyjnego (2). Rozwiazujac je uzyskujemy z7 =3, x9 = —1. Zatem ciagi
geometryczne ¢, = 3" oraz ¢, = (—1)" spelniaja dane réwnanie rekurencyjne.
Stad wynika, ze dla dowolnych liczb «, 3, ciagg postaci
cn=3"a+(—1)"p

rowniez spelnia nasze réwnanie rekurencyjne. Pozostalo dobraé tak liczby
a, B, aby c¢o =5 oraz ¢; =13. W tym celu uktadamy uktad réwnan

at+fB=c=5
3a—f=c; =13,

skad otrzymujemy o= %, B= % Zatem wzér ogblny na n-ty wyraz ciagu ¢,
okreslonego warunkami (2) wyglada nastepujaco:

=930+ 1. (=1)n = 1 (372 4 (—1)"F2).

* ES *

2Opracowali Waldemar Pompe i Jarostaw Wréblewski.



Przyktad 2.
Tym razem wyznaczymy wzdr na n-ty wyraz ciggu ¢, danego wzorami

(3) =0, =2, Cnt2=—2¢n41—2¢, (n>0).

Podobnie jak poprzednio, staramy sie znalezé niezerowe ciagi geometrycz-
ne postaci ¢, =x™ spelniajace powyzsze réwnanie rekurencyjne. W tym celu
podstawiamy powyzszg réwno$¢ do danego réwnania rekurencyjnego otrzy-
mujac jego rownanie charakterystyczne:

(4) 2t =2z -2.
Niestety, powyzsze réwnanie nie ma rozwigzan rzeczywistych, a wiec nie ist-
nieja niezerowe rzeczywiste ciagi geometryczne spelniajace réwnanie reku-
rencyjne (3). Jednak wiemy, Ze istnieja zespolone rozwiazania réwnania (4)
dane wzorami x1 =1—1 oraz xo =141, dzieki czemu mozemy kontynuuowaé
naszg metode przy uzyciu liczb zespolonych.

Ciagi ¢, = (1—19)" oraz ¢, = (1+1)™ spelniaja nasze réwnanie rekurencyj-
ne. Stad dla dowolnych liczb zespolonych «, 3, ciag ¢, dany wzorem

en=01-9)"a+(1+9)"p

rowniez spelnia dane réwnanie rekurencyjne.

Pozostalo wyznaczy¢ takie liczby (zespolone) a, 3, dla ktérych ¢y =0,
c1 = 2. Podobnie jak poprzednio, uktadamy i rozwiazujemy odpowiedni uktad
rownan, skad dostajemy a=14, §=—i. Zatem wzor ogdlny na n-ty wyraz
ciagu ¢, danego wzorami (3) wynosi

cn=0—=0)"i—(144)"i.
Poniewaz ciag ¢, sktada sie z wyrazéw rzeczywistych, wiec chcielibyémy

tak przeksztalci¢ powyzszy wzoér, aby wyeliminowaé z niego liczby zespolone.
W tym celu skorzystamy ze wzoru de Moivre’a:

(cost+isint)"™ = cosnt+ sinnt,
gdzie n jest liczba naturalna, a t rzeczywista. Mamy bowiem:
(1-0)" = (V2)" (L5 — Z5)" =(V2)™ (cos (— ) +isin(~F))" =
— (VB (cos (— ) +isin (=2)) = (V2" (cos (2) —isin (2F) ).
Analogicznie obliczamy, ze
(1" = (V2)™ (cos (2F) + sin (2F)).
Stad otrzymujemy
n = (V™2 sin (15).

* * *



Przyktad 3.
Wyznaczymy z kolei wzor na n-ty wyraz ciagu ¢, danego wzorami

(5) co=1, c=-4, Cnyo2=4cpy1 —4e, (n>0).

Tak jak w poprzednich dwéch przyktadach, szukamy niezerowych ciggdw
geometrycznych postaci ¢, =", spelniajacych dane réwnanie rekurencyjne.
Tym razem uktadajac i rozwigzujac odpowiednie réwnanie charakterystycz-
ne, widzimy, ze ma ono jeden podwodjny pierwiastek: x1 =9 =2. Zatem ist-
nieje tylko jeden ciag geometryczny c, = 2" spelniajacy dane réwnanie reku-
rencyjne. Aby ulozy¢ odpowiedni uklad réwnan i wykorzystaé warunki po-
czatkowe, musimy znalez¢ drugi, ,calkiem inny” ciag spelniajacy nasze row-
nanie rekurencyjne. Jak Czytelnik bez trudu sprawdzi, ciag ¢, =n2" spelnia
dane réwnanie rekurencyjne. (Ogolnie: jesli x; jest pierwiastkiem podwdjnym
réwnania charakterystycznego, to ciagi o7 oraz na7 spelniaja dane réwnanie
rekurencyjne).

Pozostato kontynuowaé jak w poprzednich przyktadach: Dla dowolnych
liczb rzeczywistych «, G, ciag

cn=2"a+n2"p
spelnia dane rownanie rekurencyjne. Wykorzystujac wartoéci poczatkowe
g, 1, ukladamy i rozwiazujemy odpowiedni uktad réwnan, skad otrzymuje-
my a=1, f=—-3. Zatem wzér ogdlny na n-ty wyraz ciggu ¢, danego wzora-
mi (5) ma postaé

cn=(1-3n)-2".

Podsumowanie, zarys ogdlnej metody

Mamy nadzieje, ze powyzsze przyktady wyczerpujaco ilustruja przedsta-
wiong metode. Jednak dla wygody Czytelnika naszkicujemy na koniec krotko
algorytm postepowania w ogdlnym przypadku.

Chcemy rozwigza¢ réwnanie rekurencyjne postaci (1), gdy znane sy licz-
by a, b oraz wartosci poczatkowe cg, c1. Zastanawiamy sie najpierw, jakie
niezerowe ciagi geometryczne postaci ¢, =z™ (byé moze o wyrazach zespo-
lonych) spelniaja réwnanie (1). W tym celu podstawiamy powyzsza réwnosé
do zwiazku (1) otrzymujac réwnanie

"2 =z 4 pa™ |
ktére sprowadza sie do 2% = ax +b. Réwnanie to nazywamy réwnaniem cha-
rakterystycznym réwnania rekurencyjnego (1). Jezeli x1 i x9 sa pierwiastkami

tego réwnania, to ciggi geometryczne o ilorazach z1 i xo spelniaja réwna-
nie (1). Nie jest istotne, czy 1 i z9 sa rzeczywiste czy zespolone.

Mozliwe sa nastepujace dwa przypadki:



(a) Liczby x1 i xo sq rdzne
Woéwczas dwa rézne ciagi geometryczne c, =27 oraz ¢, =24 spelniaja
dane réwnanie rekurencyjne. Ciagi te nazywamy ciggami bazowymi réwnania
rekurencyjnego (1). Zaleznoéé (1) jest wiec spelniona przez wszystkie ciagi
postaci
(6) cn =xfa+r3[3,
gdzie «, 3 sa dowolnymi liczbami zespolonymi. Poniewaz wszystkie wyrazy
ciggu rekurencyjnego sa wyznaczone przez wartosci poczatkowe cg i ¢1, sta-
ramy sie tak dopasowaé liczby a i 3, aby réwnanie (6) bylo spelnione dla
n=01n=1. Otrzymujemy zatem uktad réwnan
a+fB=cy
axy+ ey =cy,
ktéry ma zawsze rozwiazanie:
o Cl1 —I2C) _$1Co*01
Cowpowy b= ry—xy
(b) Liczby x1 i xo sq rdwne
Jesli 1 =29 =0, to a=b=0, skad ¢, =0 dla dowolnego n > 0.
Przyjmijmy wiec, ze x1 =x9 =y # 0. Wéwczas réwnanie (1) jest spelnione
przez dwa ciagi: ¢, =y" oraz ¢, =ny". Ciagi te nazywamy ciggami bazowymi
rownania rekurencyjnego (1). Kontynuujemy jak w przypadku (a): Zauwaza-
my, ze zalezno$é (1) jest spelniona przez wszystkie ciagi postaci
(7) cn =y atny"f,
gdzie «, (8 sg dowolnymi liczbami zespolonymi. Nastepnie szukamy takich
liczb «, [3, aby réwnanie (7) bylo spelnione dla n=0 i n=1. Otrzymujemy
zatem uktad réwnan

a=cy
yatyf=ci,
ktéry ma zawsze rozwiazanie:

_ C1—YC
Y

a=cp, B

Uwaga

Podobnie postepujemy w przypadku réwnan rekurencyjnych wyzszego rze-
du, tzn. w przypadku réwnan postaci

Cntk = A1Cp4+k—11+A2Cn4k—2+...tagcy (k}Q),

gdzie ay,as,...,a oraz cy,c1,...,C_1 S§ znanymi liczbami rzeczywistymi.

Pierwiastki wielokrotne wielomianu charakterystycznego traktujemy na-
stepujaco: Jezeli x; jest m-krotnym pierwiastkiem réwnania charakterystycz-
nego, to odpowiadajacymi mu bazowymi ciggami rekurencyjnymi sa ciagi
(n2?) dla j=0,1,2,...,m—1.



B. Dwustosunek i biegunowa

Duwustosunek i podzial harmoniczny
Dane sg cztery rézne punkty A, B, C, D lezace na jednej prostej. Wartosé
wyrazenia
AC AD
BC BD
nazywamy dwustosunkiem czwdrki punktow A, B, C, D i oznaczamy przez
(A,B;C,D). Wprost z definicji wynikaja nastepujace réwnosci:

1
(B,A;C,D)’
Zatem jedli (A,B;C,D)=1, to (A,B;C,D)=(B,A;C,D)=(A,B;D,C)=1.
W tym przypadku (tzn. gdy (A,B;C,D)=1) punkt C' nazywamy sprzezo-
nym harmonicznie do punktu D wzgledem pary punktéw (A,B) (rys. 1).

(A,B;C,D)=(D,C;B,A) oraz (A,B;C,D)=

o ° o

C B D
rys. 1

e

Bezposrednio z definicji wynikaja nastepujace wnioski:

(a) Jezeli punkt C' jest sprzezony harmonicznie do punktu D wzgledem
pary punktow (A,B), to punkt D jest sprzezony harmonicznie do punktu C'
wzgledem tej samej pary.

(b) Jezeli punkt C' jest sprzezony harmonicznie do punktu D wzgledem
pary (A, B), to punkt C jest sprzezony harmonicznie do punktu D wzgledem
pary (B,A).

Z wnioskéw (a), (b) wynika, ze w definicji sprzezenia harmonicznego punk-
ty C, D, jak réwniez punkty A, B, odgrywaja symetryczne role. Z tego powo-
du, zamiast pisaé: punkt C jest sprzezony harmonicznie do punktu D wzgle-
dem pary (A,B), mozemy napisaé: punkty C' i D sq sprzezone harmonicznie
do siebie wzgledem punktow A, Bj; czy tez po prostu: punkty C, D dzielg
harmonicznie odcinek AB.

(c) Jezeli punkty C' i D dziela harmonicznie odcinek AB, to punkty Ai B
dziela harmonicznie odcinek C'D.

(d) Dla ustalonych punktéw A, B, C istnieje dokladnie jeden punkt D,
sprzezony harmonicznie do punktu C wzgledem punktow A, B. Jedli ponadto
punkt C lezy na odcinku AB, to punkt D, sprzezony harmonicznie do niego,
znajduje sie na zewnatrz odcinka AB.



Réwniez odwrotnie: jezeli punkt C' lezy na zewnatrz odcinka AB, to
punkt D, sprzezony harmonicznie do C, lezy pomiedzy punktami A, B.

* * *

Udowodnimy teraz twierdzenie méwiagce o tym, ze dwustosunek jest za-
chowywany przez rzut $rodkowy.

Twierdzenie 1.

Niech S bedzie punktem, za$ ¢ prosta nie zawierajaca punktu S. Rdzne
punkty A, B, C, D leza na prostej £ (rysunki 2 i 3). Prosta k nie przechodzi
przez punkt S i przecina proste AS, BS, C'S, DS odpowiednio w punktach
A, B', C', D'. Wowczas

(A,B;C,D)=(A",B";C",D").

Dowad

Niech l4, g, lc, £p bedy czterema réznymi, ustalonymi prostymi prze-
chodzgcymi przez punkt S. Przyjmijmy, ze prosta ¢, nie przechodzaca przez
punkt S, przecina proste £ 4, £, {c, £p odpowiednio w punktach A, B, C, D.
Wystarczy dowiesé, ze warto$é wyrazenia (A, B;C, D) nie zalezy od wyboru
prostej £.

B/

k rys. 2

Oznaczmy przez [K LM] pole tréjkata K LM . Mamy nastepujace zwiazki:
AC  [ACS] $AS-CS-sindASC  AS sindASC
BC ~ [BCS] 1BS-CS-sindBSC ~ BS sindBSC’
Analogicznie:

AD [ADS] 4 AS-DS-sndASD AS sindASD

BD [BDS|] 1BS-DS-sindBSD BS sindBSD’




Dzielgc stronami powyzsze réwnosci uzyskujemy

_AC AD sing ASC ) sin<ASD

" BC BD sindIBSC sindBSD’

Poniewaz sina =sin(180° — «r) dla 0 < a < 180°, wiec wielko$é po prawej stro-
nie powyzszej réwnosci nie zalezy od wyboru prostej £. Dowdd twierdzenia

(A,B;C.D)

zostal wiec zakonczony.

* * *
Biegunowa
Niech o bedzie dowolnym okregiem, za§ P dowolnym punktem lezacym na
zewnatrz tego okregu. P

Przez punkt P prowadzimy prosta ¢, ktéra prze-
cina okrag o w punktach X, Y. Niech Z bedzie
punktem sprzezonym harmonicznie do punktu P Xy X,
wzgledem punktéw X, Y. Innymi stowy, punkt 7
lezy na odcinku XY i jest wyznaczony przez waru- o
nek
X7z XP Y,
YZ YP°
Naszym celem jest wyznaczenie zbioru punktéw v
Z przy ustalonym okregu o, ustalonym punkcie P Ys

oraz zmieniajacej sie prostej ¢ (rys. 4). rys. 4

(X,)Y;Z,P)=1, czyli Y1

Jak podpowiada rysunek 4, zbiér punktow Z powinien leze¢ na pewnej
prostej. Udowodnimy teraz, ze tak rzeczywidcie jest.

Twierdzenie 2.

Niech proste PA, PB beda styczne do okregu o odpowiednio w punk-
tach A, B (rys. 5). Wéwczas zbiorem wyzej zdefiniowanych punktéw Z jest
odcinek AB.

Prosta AB nazywamy biegunowq punktu P wzgledem okregu o lub po
prostu biegunowg, gdy nie ma watpliwoéci, ktéremu punktowi i okregowi jest
ona przyporzadkowana.

Dowdd

Niech ¢ bedzie dowolna prosta przechodzaca przez punkt P i przecinajaca
okrag o odpowiednio w punktach X, Y (rys. 5). Oznaczmy przez Z punkt
przeciecia odcinkéw XY i AB. Polozenie punktu sprzezonego harmonicznie
do punktu P wzgledem punktéw X, Y jest wyznaczone jednoznacznie, zatem
wystarczy dowiesé, ze (X,Y;7,P)=1, tzn.

1 XZ XP

(1) YZ-VP



Poniewaz ¥ PAX = 4 PY A, wiec tréjkaty PAX i PY A sa podobne. Ma-

my wiec nastepujace tozsamosci: p
@ XP _[PAX] _ <AX)2
YP [PYA] AY )
gdzie [K LM] oznacza pole tréjkata K LM. Przepro- A B
wadzajac analogiczne rozumowanie otrzymujemy row- 7z
nosé
®) oy :
YP BY o
Z réwnodei (2) i (3) wynika nastepujaca zaleznosé:
AX BX Y
AY  BY ' rys. b

Poniewaz 4AX B =180° — < AY B, wiec otrzymujemy nastepujace zwiazki:
n (AX)2 _AX BX AX-BX-sindAXB [AXB] XZ
Ay ) AY BY LAY.BYsingAYB [AYB] YZ'

Laczac réwnosci (3) i (4) dostajemy réwnosé (1).

* * *

Twierdzenie 3.
Dwie rozne proste przechodzgce przez punkt P przecinaja okrag o odpo-
wiednio w punktach X, Y oraz U, V (rys. 6 i 7). Wowczas:

(a) Przekatne czworokata XY VU przecinaja sie na biegunowej punktu P
wzgledem okregu o;

(b) Proste XU, YV przecinaja sie¢ na biegunowej punktu P wzgledem okre-
gu o lub sg réwnolegte do tej biegunowe;j.

Dowaod

Udowodnimy najpierw zdania (a) oraz (b) przy zalozeniu, ze XU YV
(rys. 6).

Niech Z bedzie punktem przeciecia przekatnych czworokata XY VU oraz
niech proste XU, YV przecinaja sie w punkcie T'. Przyjmijmy, ze prosta T'Z
przecina proste XY, UV odpowiednio w punktach K, L.

Nalezy dowieéé, ze prosta T'Z jest biegunowsg punktu P wzgledem okre-
gu o. W tym celu wystarczy wykazaé, ze na prostej T'Z znajduja sie co
najmniej dwa punkty z tej biegunowej. Udowodnimy, ze tymi punktami sa
K oraz L. Tak wiec powinnis$my dowie$é, ze (X,Y;K,P)=(U,V;L,P)=1.

Na mocy twierdzenia 1 dostajemy nastepujace réwnosci:

1

X, Y;K,P)= LP)=(Y,X;K,P)= ———
(5) ( s o9ty ) (‘/;Ua ’ ) (7 s Edy ) (X,Y,K,P)’



skad (X,Y;K,P)?=1 i w konsekwencji (X,Y;K,P)=1. Korzystajac z réw-
nosci (5) otrzymujemy (U,V;L,P)=(X,Y;K,P)=1, co dowodzi prawdziwo-
Sci zdan (a) i (b) w przypadku, gdy XU fYV.

P

rys. 6 rys. 7

Pozostato udowodni¢ zdania (a) oraz (b) przy zalozeniu, ze XU ||YV
(rys. 7).

Niech Z bedzie punktem przeciecia przekatnych czworokata XY VU. Pro-
sta rownolegta do prostych XU i YV przecina odcinki XY, UV odpowiednio
w punktach K, L.

Punkty X, K, Y sg odpowiednio symetryczne do punktow U, L, V wzgle-
dem prostej taczacej punkt P ze §rodkiem okregu o. Mamy wiec nastepujace
réwnosci:

1
(6) (X,Y,K,P)—(U,V,L,P)—(Y,X,K,P)—m.
Zatem (X,Y;K,P)=1,skad réwniez (U,V;L,P)=1.7 dwbch ostatnich réw-
nosci wynika, ze prosta K L jest biegunowa punktu P wzgledem okregu o. To
dowodzi prawdziwosci zdan (a) oraz (b) przy zalozeniu XU || YV.

* * *

Jako zastosowanie powyzszych twierdzen, proponujemy Czytelnikowi na-
stepujace

Zadanie konstrukcyine

Z danego punktu, lezacego na zewnatrz okregu o, poprowadzi¢ styczne do
okregu o postugujac sie jedynie linijka.



C. Nieré6wnosé¢ Schwarza

Twierdzenie
Dla dowolnej liczby naturalnej n oraz liczb rzeczywistych z1,z9,...,2y,
Y1,Y2,---,Yn prawdziwa jest nierdwnosé

(1) ziyr+x2y2+...+TnYn < \/x%+x§+...+x%- \/yf+y§+...+y% :
przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba

rzeczywista t >0, ze y; =tx; dla i =1,2,...,n.

Uwaga 1.
7 powyzszego twierdzenia wynika nieco silniejsza nieréwno$é, a mianowicie

(2) |zt a2ye+ .+ TYnl < \/x%+:€%+...+m%-\/y%+y§+...+y% :

Istotnie: jezeli liczba x1y1 + 2y + ... + T, Yy, jest nieujemna, to nieréwnosé (2)
niczym sie nie rézni od nieréwnosci (1). Jesli natomiast powyzsza suma jest
liczba ujemna, to wstawiajac do zaleznosci (1) liczby —x1,—x9,...,—x, odpo-
wiednio w miejsce liczb z1,x9,...,2, dostajemy nieréwnosé (2).

Nieréwnos¢ (1) (jak réwniez jej nieco mocniejsza forma (2)) jest znana
pod wieloma nazwami. Jedng z nich jest nierdwnosé Schwarza. Inne nazwy
spotykane w literaturze to: nierdwnosé¢ Cauchy’ego lub nierdwnosé Bunia-
kowskiego. Niektérzy tez postuguja sie nazwami taczonymi, np. nieréwno$é
Cauchy’ego-Schwarza, Schwarza-Buniakowskiego, itp.

Dowaod twierdzenia
Rozpatrzmy tréjmian kwadratowy

w(t) = Z($it—yi)2 = <Zx?> 2+ <2Z$lyl> t+Zyi2 =at® +bt+ec.
i=1

i=1 i=1 i=1
Poniewaz w(t) > 0 dla dowolnej liczby rzeczywistej t, wiec

n 2 n n
A=b>—dac= (229:1111) 4<Zaz%) . (ny) > 0.
=1 =1

i=1
Przeksztalcajac réwnowaznie powyzsza nieréwnosé otrzymujemy wzor (2),
z ktérego uzyskujemy nieréwnosé (1).
Réwnosé w nieréwnosci (2) ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy tréjmian
kwadratowy w(t) ma doktadnie jeden (podwdéjny) pierwiastek rzeczywisty.
Tak sie dzieje jedynie wtedy, gdy dla pewnej liczby rzeczywistej ¢

(3) mt—y1=xot—yo=...=xp,t—y, =0, tzn.y;=tx; dlai=1,2,...,n.

Aby miata miejsce réwno$é w nieréwnosci (1), potrzeba dodatkowo, zeby war-
tos¢ wyrazenia x1y; +xays+ ...+ xnyn byla nieujemna. To jednak, na mocy
zwiazkéw (3), jest mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ > 0.



Uwaga 2.
Oto inny, bardziej bezposredni dowdd nieréwnosci (1). Z ciagu zaleznosci

j=1\ =1 k=1
=2 <Z”> S2) gy ) wii Y k) ;- <Zm%) -
j=1 i=1 j=1 i=1 k=1 j=1 k=1
() (Sew) X
j=1 k=1 i=1 k=1
otrzymujemy

Przeksztalcajac rownowaznie powyzsza nieréwnosé uzyskujemy zaleznosé (2),
skad natychmiast wynika nieréwnosé (1).

Uwaga 3.
W przypadku, gdy n=2 lub n =3, nieréwnos¢ Schwarza ma nastepujaca
interpretacje geometryczna:

Dla wektoréw @ = (11,22,...,Tn), Y= (Y1,Y2,---,Yn) zachodzi nieréwnosé
(4) woy <zl |yl,
gdzie o oznacza iloczyn skalarny, za$ |z| jest dlugoscig wektora z.

Wobec wzoru xoy = |z|- |y|-cos < (z,y), nieréwnosé (4) jest réwnowazna
stwierdzeniu, ze cosinus nie przekracza 1.

Uwaga 4.

Réwnosé w nieréwnosci Schwarza zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wek-
tory @ i y maja ten sam kierunek i zwrot (lub co najmniej jeden z nich jest
wektorem zerowym). Dla wektoréw @ i y réwnosé

woy = +|w|-|y|
jest réwnowazna rownosci
(Toy) o= |z|-y,

co (miejmy nadzieje) choé troche wyjasnia, dlaczego w dowodzie nieréwnosci
Schwarza, przedstawionym w uwadze 2, wyszliémy od oszacowania

(zoy)-@—[x|-y[*>0.



D. Twierdzenie o zlozeniu jednokladnosci

Twierdzenie 1.

Niech P, P» beda dwoma réznymi punktami na ptaszczyznie. Oznaczmy
przez j1 jednoktadno$é o srodku P i skali 0 < k1 < 1, za$ przez js jednoklad-
noé¢ o srodku Ps i skali 0 < ky < 1. Wéwcezas zlozenie jooj; jest jednoktad-
noécig o srodku lezacym na prostej Py P i skali k1-ko.

Dowdd

Dla dowolnego punktu 7' plaszezyzny oznaczmy: T' = j1(T'), T" = jo(T").
Wybierzmy dowolny punkt X nie lezacy na prostej P Ps. Niech @ bedzie
punktem przecigcia prostej X X” z odcinkiem Py P (rys. 1). Wykazemy, ze
polozenie punktu ) nie zalezy od wyboru punktu X oraz ze punkt @ jest
srodkiem jednoktadnosci jso77.

Zachodzg nastepujace réwnosci:

X”X/_PQX/—PQX”_PQX/ 1_i 1=k
P, X" Py X" PX" ko ko
Ponadto
X'X :XPl—X’Pl :17X’P1 1
XP XP XP '

Stosujac twierdzenie Menelausa (zob. str. 122) do tréjkata Py P, X’ oraz wy-
korzystujac powyzsze zwiazki otrzymujemy kolejno:

PlQ.PQX//‘X/X: Pl_Q k2 (1*]{):1
QP X"X' XP 7 QP 1—ko Ve
skad
PQ  1-k

1 = .

@ QP ka(l—k)
Powyzsza réwnoéé oznacza wtasnie, ze polozenie punktu Q nie zalezy od wy-
boru punktu X spoza prostej Py Ps.

X X

X/ X//
X//

Py Q P, YY' P Y” Q P,
rys. 1 rys. 2

Nastepnie wykazemy, ze odwzorowanie jo 0 j1 przeksztalca jednoktadnie kaz-
dy punkt X nie lezacy na prostej P; P> oraz, ze jest to jednoktadno$é o srod-
ku @Q i skali k1-ko. W tym celu wystarczy dowiesé, ze dla dowolnego punktu



X & P| Py zachodzi réwnosé

X//
@) it
Stosujac twierdzenie Menelausa do tréjkata P1QX uzyskujemy
X" XX' PP X" 1 XP, P
X ——2=1,  skad Q—< 1—1)-<1+1—Q)_1.
X'"X X'P PQ X'"X \X'P QP

Korzystajac z réwnosci (1) otrzymujemy

QX" (1 ) ( 1—ky )
== (=——1) (1+——2-)=1.
X"X "\ ki (=)

Przeksztatcajac rownowaznie powyzsza zalezno$é dostajemy
X"X 1 X 1
= -1, skad @ = .
QX" kiko QX" kyks
W ten sposéb dowiedli$my réwnosci (2).
Aby zakonczyé dowdd twierdzenia nalezy wykazaé, ze dla dowolnego punk-
tu Y lezacego na prostej P; P, zachodzi réwnosé
le/
QY
W tym celu wybierzmy dowolny punkt X nie lezacy na prostej P; P; (rys. 2).

Na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa, XY || X'Y” oraz
X'Y'|| X"Y". Zatem XY || X"Y", skad

=ki-ka.

Y// X//
@ = @ =ki-ko.
QY QX
Dowdéd twierdzenia jest wiec zakonczony.
* * *

Zmieniajac nieznacznie fragmenty powyzszego dowodu mozna udowodnié
ponizsze, nieco ogdlniejsze twierdzenie. Dopracowanie szczegdléw pozosta-
wiamy Czytelnikowi.

Twierdzenie 2.

Niech P;, P» beda dwoma réznymi punktami na ptaszczyznie. Oznaczmy
przez ji jednokladno$é o srodku P; i skali kq, za$ przez js jednokltadno$é
o srodku P, i skali ko, gdzie ki, k9 sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi
roznymi od 0. Wéwezas
(a) jezeli kq-ko # 1, to zlozenie jooj; jest jednokladnoscia o srodku lezacym

na prostej P P» i skali ki-ko;

(b) jezeli ki-ko =1, to zlozenie jro7j; jest translacja o wektor rownolegly do
prostej Py Ps.



E. Twierdzenie o zbieznosci ciggu $rednich arytmetycznych

Udowodnimy twierdzenie, z ktorego korzystaliémy w rozwiazaniu zada-
nia 10 z zawodéw pierwszego stopnia (zob. str. 46).

Twierdzenie
Jezeli ciag (ay) jest zbiezny do granicy g, to ciag (b,), okreslony wzorem
(1) b _a1+a2+---+an
n — 9
n
jest rowniez zbiezny i jego granica wynosi g.

Dowdd
Niech e bedzie dowolng liczba dodatnia. Na mocy definicji granicy istnieje
taka liczba naturalna N, ze dla wszystkich liczb n > N zachodzi nieréwnosé

€
‘an -9 | < 5 .
Wybierzmy tak duza liczbe naturalna M > N, ze

Ve \a1+a2+...+aN—Ng|.

/2
Wtedy dla dowolnej liczby m > M zachodza nieréwnosci:
Me
\a1+a2+...+aN—Ng|<T,
€ € €
GN+1*9|<§: \GN+2*9|<57 e |am*g|<§-
Stad
m
a1 +a2 .+t —mg| = (@1 +az +an — Ng) + Y (a—g)| <
i=N+1
Ui M+m—N)e
<lar+az+...an—Ng|+ > \ai—g|<%<m5.

i=N+1

Zatem
ai+as+...+am

m

g‘ <g,

co na mocy definicji granicy daje teze twierdzenia.



F. Twierdzenie Desarguesa

Srodek perspektywiczny

Na plaszczyznie dane sg takie dwa tréjkaty ABC i A'B'C’, ze A# A’,
B+#B', C+#C'. Jedli proste AA’, BB', CC’ przecinaja sic w jednym punkcie
lub s réwnolegle, to méwimy, ze tréjkaty ABC, A'B'C’ majq Srodek perspek-
tywiczny (rysunki 1, 2, 3). W przypadku, gdy proste AA’, BB’, CC’ maja
punkt wspolny, punkt ten nazywamy S$rodkiem perspektywicznym tréjkatdéw
ABC, A'B'C".

B
A A’
C
B
A B’ c’
/ B/
A rys. 2 rys. 3

0s perspektywiczna

Niech ABC, A’B'C’ beda takimi tréjkatami lezacymi na plaszczyznie, ze
A+ A, B+B', C+#C' Rozpatrzymy trzy mozliwe potozenia tych tréjkatow.

1. Zalézmy, ze zadna z par (BC,B'C"), (CA,C'A"), (AB, A’ B') nie tworzy
pary prostych réwnolegltych, tzn. BC | B'C', CA}{C'A’; AB | A'B’. Oznacz-
my przez X, Y, Z odpowiednio punkty przeciecia prostych BC i B'C"; C A
iC'A'; AB i A'B’. Jezeli punkty X, Y, Z leza na jednej prostej, to méwimy,
ze trojkaty ABC oraz A’B'C’ majq o8 perspektywiczng (rysunki 4 i 5). Pro-
sta zawierajaca punkty X, Y, Z nazywamy osig perspektywiczng tréjkatdéw
ABC, A'B'C".

Y rys. 4 rys. 5

2. Zalézmy teraz, ze dokladnie jedna sposréd par (BC,B'C"), (CA,C"A'),
(AB, A’ B') jest parg prostych réwnolegtych. Przyjmijmy dla ustalenia uwagi,
ze AB || A'B’ (rys. 6). Podobnie jak wyzej, niech X, Y beda odpowiednio



punktami przeciecia prostych BC, B'C’ oraz CA, C'A’. Jezeli prosta XY
jest rownolegla do prostych AB i A’B’, to méwimy, ze tréjkaty ABC oraz
A'B'C" majq 0§ perspektywiczng. Prosta XY nazywamy osiq perspektywiczng
trojkatow ABC oraz A'B'C’.

Analogicznie definiujemy oS perspektywiczng, gdy zachodzi doktadnie je-
den z warunkéw: BC' || B'C’; CA|| C'A'.

X Y

7

A \/ , B A \/ B

C/
rys. 6 rys. 7

3. Pozostal do rozpatrzenia przypadek, w ktérym co najmniej dwie spo-
§roéd par (BC,B'C’), (CA,C'A"), (AB,A’B’) tworzg pary bokéw réwnole-
glych. Wéwezas jezeli BC || B'C', CA|| C'A’ oraz AB || A'B’ (rys. 7), to przyj-
mujemy (umownie), ze tréjkaty ABC oraz A'B'C" majq o$ perspektywiczng.

* * *

Twierdzenie Desarquesa®

Dwa trojkaty ABC, A’B'C’ takie, ze A# A', B# B', C#C’, maja $rodek
perspektywiczny wtedy i tylko wtedy, gdy maja o$ perspektywiczna.

Dowadd
Zalézmy najpierw, ze trojkaty ABC, A’B'C’ maja $rodek perspektywicz-
ny. Przyjmijmy ponadto, ze BC' )| B'C', CAJJC'A", AB || A’ B’ oraz ze proste
AA’', BB', CC' przecinaja si¢ w punkcie P. (Dow6d w pozostalych przypad-
kach mozna bez trudu przeprowadzié¢, wzorujac sie na ponizszym rozumowa-
niu).
WprowadZmy nastepujace oznaczenia: X = BCNB'C', Y=CANC'A’,
Z=ABNA'B’', gdzie kN{ jest punktem wsp6lnym prostych k i £.
Stosujac twierdzenie Menelausa (zob. str. 122) dla tréjkatéw PC'A’ oraz
PC'B’ (rys. 8), otrzymujemy odpowiednio
PC CY A'A_1 PC C'X B'B
CC" YA AP CC'" XB' BP
Wyznaczajac i poréwnujac wielkosé CC’:PC z obu zwigzkéw uzyskujemy
rownosé

1.

Scayt.: dezarga.



'y AA (C'X BB
YA AP XB' BP’

skad
1 A’A PB (OC'X YA
V' 3 BB - XB OV
Stosujac po raz kolejny twierdzenie
Menelausa, lecz tym razem dla tréj-
kata A’B’'P, dostajemy réwnosé
o ~AAPB BZ_ £ 4 z
AP BB ZA
Z réwnosci (1) oraz (2) otrzymujemy zwiazek
C'X YA ZA tead s C'X B'Z YA
Xp 'y Bz T Xpza oy T
Ostatnia zaleznosé, na mocy twierdzenia Menelausa zastosowanego dla tréj-
kata A'B'C’, oznacza, ze punkty X, Y, Z sa wspolliniowe. Zatem trojkaty
ABC, A'B'C’ maja of perspektywiczna.
Zal6zmy teraz, ze trojkaty ABC,
A’'B'C" maja oS perspektywiczng. Po-
dobnie jak wyzej, dowdd przeprowa-
dzimy jedynie przy zalozeniu, ze
BC||B'C', CAJC'A", AB}JA'B’, c’'
pozostawiajac Czytelnikowi do rozwa- A’ B’
zenia pozostate przypadki. rys. 9

rys. 8

1.

A

Punkty X, Y, Z sa wspétliniowe, wiec proste AB, A’B’, XY przecinaja
sie w jednym punkcie. Zatem trojkaty AA'Y, BB’'X maja $rodek perspekty-
wiczny — jest nim punkt Z (rys. 9). Stad, jak wykazaliémy wyzej, wynika,
ze trojkaty AA'Y, BB'X maja o$ perspektywiczng. Zatem albo proste AA’,
BB’, CC' sa réwnolegle, albo prosta CC’ przechodzi przez punkt wspol-
ny prostych AA’” i BB’. To w obu przypadkach oznacza, ze trojkaty ABC),
A'B'C" majg érodek perspektywiczny. @



G. Twierdzenie Cevy

Jednym z najczesciej stosowanych twierdzen z geometrii na Olimpiadzie
Matematycznej jest twierdzenie Cevy. W niniejszej broszurze stosowaliSmy
je kilkakrotnie: w rozwiazaniach zadan 6 (sposéb 11, str. 38) oraz 9 (spos6b
IIT i IV, str. 44 i 45) zawod6w stopnia pierwszego oraz w dowodzie Lematu
(str. 97), ktéry znalazl zastosowanie w rozwiazaniu zadania 13 z IX Zawoddéw
Matematycznych Panstw Baltyckich.

Twierdzenie Cevy*

Dany jest tréjkat ABC. Punkty D, E, F, rézne od wierzcholkéw tréjkata
ABC, leza odpowiednio na prostych BC', CA, AB, przy czym spelniony jest
jeden z dwéch warunkéw:

(a) wszystkie trzy punkty D, E, F leza na obwodzie trojkata ABC (rys. 1);
(b) doktadnie jeden spos$réd punktéw D, E, F lezy na obwodzie tréjkata

ABC (rys. 2).

Woéwezas proste AD, BE, C'F przecinaja sie w jednym punkcie wtedy i tylko
wtedy, gdy

(1) AF BD C’E_
FB DC EA
o
E
C,
P
B D D
A F B A B F
rys. 1 rys. 2
Dowdd

Zaltézmy najpierw, ze proste AD, BE, CF przecinaja sie w punkcie P.
Niech [XY Z] oznacza pole trojkata XY Z. Stosunek pél dwoch tréjkatéw
o wspolnej podstawie jest réwny stosunkowi wysokoéci opuszczonych na te
podstawe. Stad oraz z twierdzenia Talesa otrzymujemy

AF [CPA] BD [APB] CFE [BPC(C]
FB [BPC]’” DC [CPA]’ EA [APB]

Mnozac stronami powyzsze réwnosci uzyskujemy zwiazek (1).

4czy‘c.: czewy.



Zalézmy teraz, ze zachodzi réwno$é (1). Przyjmijmy réwniez, bez straty
ogblnosci, ze punkt D lezy na obwodzie tréjkata ABC (rys. 31 4).

rys. 3 rys. 4

Przypusémy, ze proste AD, BE, C'F nie przecinaja si¢ w jednym punk-
cie. Niech P bedzie punktem przeciecia prostych BE i C'F. Wowczas prosta
AP przecina odcinek BC w punkcie D' # D. Na mocy wyzej udowodnionej
implikacji oraz zwiazku (1) uzyskujemy:

BD" FB EA BD

D'C~ AF CE DC’
Poniewaz oba punkty D, D’ lezg na odcinku BC', wigc z powyzszej réwnosci
wnioskujemy, ze D = D’. Otrzymali$my sprzecznosé.



H. Twierdzenie Menelausa

Twierdzenie Menelausa
Dany jest tréjkat ABC. Punkty D, E, F, rézne od wierzchotkéw tréjkata
ABC, leza odpowiednio na prostych BC', CA, AB, przy czym spelniony jest
jeden z dwoch warunkow:
(a) doktadnie dwa sposéréd punktéw D, E, F leza na obwodzie tréjkata ABC
(rys. 1);
(b) zaden z punktéw D, E, F nie lezy na obwodzie tréjkata ABC (rys. 2).
Woéwezas punkty D, E, I leza na jednej prostej wtedy i tylko wtedy, gdy

(1)

rys. 1 rys. 2

Dowaod
Zalézmy najpierw, ze punkty D, E, F' leza na jednej prostej. Niech X
bedzie punktem przeciecia prostej przechodzacej przez punkt A i réwnolegtej
do prostej BC' z prosta zawierajaca punkty D, E, F (rys. 1 i 2). Wéwczas
na mocy twierdzenia Talesa
AF XA CE CD
FB BD EA XA
Mnozac stronami powyzsze dwie réwnosci otrzymujemy réwnosé (1).
Zalézmy teraz, ze zachodzi réwno$é (1). Przyjmijmy réwniez, bez straty
ogblnosci, ze punkt F' lezy na przediuzeniu boku AB (rys. 314).

rys. 3




Woéwezas prosta DE przecina przedtuzenie boku AB w punkcie F’ # F.
Na mocy wyzej udowodnionej implikacji oraz zwiazku (1) uzyskujemy:
AF'  EA DC AF
F'B~ CE BD FB’
Poniewaz oba punkty F, F’ lezg na przediuzeniu boku AB, wiec F'=1F".
OtrzymaliSmy sprzeczno$é.
* * *

7 twierdzenia Menelausa korzystalismy w dowodzie Faktu (str. 60), ktory
znalazl zastosowanie w sposobie V rozwigzania zadania 1 z zawodéw stopnia
trzeciego, w dowodzie twierdzenia Desarguesa (str. 117), jak réwniez w do-
wodzie twierdzenia o ztozeniu jednokladnosci (str. 114).




