LI OLIMPIADA MATEMATYCZNA
1999/2000

SPRAWOZDANIE KOMITETU GEOWNEGO

Organizacja zawodéw

W roku szkolnym 1999/2000, w miesiacach wrzesien — grudzien, Komitet
Gléwny Olimpiady Matematycznej zorganizowal po raz pieédziesiaty pierwszy za-
wody stopnia pierwszego w trzech miesiecznych etapach. W czasie tych zawodéw
uczniowie rozwiazuja samodzielnie 12 zadan konkursowych (po cztery w kazdym
etapie) opracowanych i rozestanych do szkét §rednich przez Komitet Giéwny Olim-
piady Matematycznej. Uczestnicy zawodéw przesylaja swoje rozwiazania do wta-
Sciwych terenowo komitetéow okregowych Olimpiady.

W roku szkolnym 1999/2000 zawody stopnia I odbyly sie w nastepujacych
terminach:

Etap pierwszy — od 11 wrzesnia do 11 pazdziernika 1999 r.
obejmowal zadania o numerach 1, 2, 3, 4.

Etap drugi — od 12 pazdziernika do 10 listopada 1999 r.
obejmowal zadania o numerach 5, 6, 7, 8.

Etap trzeci — od 11 listopada do 10 grudnia 1999 r.
obejmowal zadania o numerach 9, 10, 11, 12.

W zawodach stopnia I uczestniczylo 1156 uczniow szkél érednich. Sposréd
nich do zawodéw stopnia II (okregowych), ktére odbyly sie w dniach 25 i 26 lu-
tego 2000 r., zakwalifikowano 419 oséb, a do zawodéw stopnia III (finatowych)
zakwalifikowano 73 osoby. Zawody finalowe odbyly sie w dniach 3 i 4 kwietnia
2000 r. w Stalowej Woli.

Uroczysto$¢ zakonczenia LI Olimpiady Matematycznej odbyla sie dnia
6 kwietnia 2000 r. w Stalowej Woli.

Ob6z naukowy Olimpiady odbyt sie w Domu Wezasowym Zgoda w Zwardoniu
w dniach 4-18 czerwca 2000 r.



Sklad osobowy komitetéw Olimpiady

Komitet Gléwny
Przewodniczacy — prof. dr hab. Edmund Puczylowski.
Zastepca przewodniczacego — dr hab. Zbigniew Marciniak.

Czlonkowie — dr Jerzy Bednarczuk, prof. dr hab. Czestaw Bessaga, dr Stawomir
Cynk, stud. Paulina Domagalska, dr hab. Andrzej Fryszkowski, dr Rafal
Latata, stud. Rafal Ftochowski, mgr Andrzej Makowski, mgr Henryk
Pawlowski, mgr Waldemar Pompe, dr Mariusz Skalba, mgr Magdalena
Spalinska, dr Witold Szczechla, mgr Wojciech Tomalczyk, prof. dr hab.
Henryk Torunczyk, dr Jarostaw Wtlodarczyk, dr Michal Wojciechowski,
dr Jarostaw Wréblewski.

Czlonkowie honorowi Komitetu Glownego: mgr Olga Turska, doc. dr Joézef
Janikowski, mgr Olga Stande-Armatys.

Sposrod cztonkéow Komitetu Gléwnego wyloniono komisje zadaniowa, ktora wy-
bierala zadania na zawody Olimpiady zobowiazujac sie do zachowania ich w Scistej
tajemnicy az do momentu ogloszenia. Sklad tej komisji byl nastepujacy:
dr Jerzy Bednarczuk, dr Stawomir Cynk, Paulina Domagalska, dr hab.
Andrzej Fryszkowski, dr Rafal Latala, Rafal Lochowski, dr hab. Zbigniew
Marciniak, mgr Andrzej Makowski, mgr Waldemar Pompe, dr Mariusz
Skalba, mgr Magdalena Spalinska, dr Witold Szczechla, dr Jaroslaw
Wtodarczyk, dr Michal Wojciechowski, dr Jarostaw Wroblewski.

Biuro Komitetu Gléwnego

Kierownik organizacyjny — mgr Magdalena Spalinska, sekretarz naukowy —
dr Jarostaw Wréblewski, gléwny ksiggowy — Teresa Gniado, st. referenci —
Elzbieta Berus i Grazyna Zaboklicka.

Adres: Komitet Gléwny Olimpiady Matematycznej, ul. Sniadeckich 8, pok. 314, 00-656 Warsza-
wa, tel. (0-22) 629-95-92.

Komitety Okregowe

1. Komitet Okregowy w Gdansku

Przewodniczacy — prof. dr hab. Tadeusz Figiel.

Cztonkowie — dr Antoni Augustynowicz, dr Tomasz Czlapinski, Adam Dzedzej,
dr hab. Anna Kamont, dr Marcin Marciniak, dr Henryk Leszczynski,
mgr Barbara Wolnik.

Sekretarz Komitetu — mgr Grazyna Witostawska-Muszynska.

Adres: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, Instytut Matematyczny PAN, Oddziat
w Gdansku, ul. Abrahama 18, 81-825 Sopot.

Terenem dziatalnosci Komitetu sa szkoly srednie wojewddztwa pomorskiego.



2. Komitet Okregowy w Katowicach

Przewodniczacy — prof. dr hab. Janusz Matkowski.
Zastepca przewodniczacego — dr Jozef Kalinowski.

Cztonkowie — mgr Tomasz Kulpa, dr Marek Pietka, dr hab. Ryszard Rudnicki,
mgr Justyna Sikorska, mgr Tomasz Szymczyk, mgr Antoni Tomala, dr Jacek
Uryga.

Sekretarz Komitetu — dr Jacek Uryga.

Adres: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, Instytut Matematyki Uniwersytetu Slac-
skiego, ul. Bankowa 14, 40-007 Katowice.

Terenem dziatalnosci Komitetu sa szkoly srednie wojewddztwa §laskiego.

3. Komitet Okregowy w Krakowie

Przewodniczacy — dr hab. Edward Tutaj.
Zastepca przewodniczacego — dr Krzysztof Ciesielski.

Czlonkowie — mgr Danuta Ciesielska, dr Armen Edigarian, dr Joézef Pidrek,
dr Tadeusz Rams, mgr Lestaw Skrzypek, dr Lech Stawik, dr Zbigniew
Weglowski, dr Wlodzimierz Zwonek.

Sekretarz Komitetu — mgr Danuta Ciesielska.

Adres: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, Instytut Matematyki Uniwersytetu Jagiel-
lonskiego, ul. Reymonta 4, 30-059 Krakéw.

Terenem dziatalno$ci Komitetu sg szkoly $rednie wojewddztwa malopolskiego.

4. Komitet Okregowy w Lublinie

Przewodniczacy — prof. dr hab. Wiestaw Zieba.
Zastepca przewodniczacego — prof. dr hab. Zdzislaw Rychlik.

Czlonkowie — mgr Krzysztof Bolibok, dr Halina Hebda-Grabowska, mgr Piotr
Kowalski, dr Andrzej Wisnicki, dr Jacek Wosko.

Sekretarz Komitetu — dr Halina Hebda-Grabowska.

Adres: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, Oddzial Lubelski Polskiego Towarzystwa
Matematycznego, pl. Marii Sktodowskiej-Curie 1, pok. 807, 20-031 Lublin.

Terenem dziatalno$ci Komitetu sa szkoly $rednie wojewddztw: lubelskiego i podkarpackiego.

5. Komitet Okregowy w Lodzi

Przewodniczacy — dr hab. Wojciech Banaszczyk.

Cztonkowie — dr hab. Grzegorz Andrzejczak, dr Maciej Czarnecki, dr Jan Lesiak,
mgr Jacek Mainko, dr Zenon Piesyk, prof. dr hab. Pawel Walczak.

Sekretarz Komitetu — Danuta Maredziak.

Adres: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, Wydzial Matematyki Uniwersytetu L.6dz-
kiego, ul. Banacha 22, 90-238 Lédz.

Terenem dziatalnosci Komitetu sg szkoly §rednie wojewddztw: 16dzkiego i §wietokrzyskiego.



6. Komitet Okregowy w Poznaniu
Przewodniczacy — prof. dr hab. Pawel Domanski.

Cztonkowie — dr Mieczystaw Cichon, dr Czestaw Mankowski, dr Artur Michalak,
dr Jerzy Szczepaniak, mgr Maciej Radziejewski.

Sekretarz Komitetu — dr Jerzy Szczepaniak.

Adres: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, Wydzial Matematyki i Informatyki Uni-
wersytetu Adama Mickiewicza, ul. Matejki 48/49, 60-769 Poznai.

Terenem dziatalno$ci Komitetu sa szkoly $rednie wojewddztwa wielkopolskiego.

7. Komitet Okregowy w Szczecinie

Przewodniczacy — dr Pawel Andrzejewski.

Czlonkowie: dr Adam Neugebauer, dr Czestaw Wowk, dr Kazimierz Skurzynski,
dr Eugeniusz Stasiak, dr Stanistaw Ewert-Krzemieniecki, mgr Zofia Garbiak,
mgr Michal Szuman.

Sekretarz Komitetu — Anna Sasim.

Adres: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, ul. Wielkopolska 15, 70-451 Szczecin.

Terenem dzialalnosci Komitetu sa szkoly srednie wojewddztw: lubuskiego i zachodniopomorskie-
go.

8. Komitet Okregowy w Toruniu

Przewodniczacy — prof. dr hab. Stanistaw Balcerzyk.

Czlonkowie — mgr Zbigniew Bobinski, dr Pawel Jarek, mgr Piotr Jedrzejewicz,
prof. dr hab. Andrzej Nowicki, dr Andrzej Sendlewski, dr Mirostaw Uscki.

Sekretarz Komitetu — mgr Zbigniew Bobinski.

Adres: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, Wydzial Matematyki i Informatyki Uni-
wersytetu Mikotaja Kopernika, ul. Chopina 12/18, 87-100 Torux.

Terenem dziatalno$ci Komitetu sg szkoly $rednie wojewddztw: kujawsko-pomorskiego i warmin-
sko-mazurskiego.

9. Komitet Okregowy w Warszawie

Przewodniczacy — dr Michat Krych.

Cztonkowie — prof. dr hab. Wojciech Guzicki, dr Alina Haman, dr Marcin
Kuczma, mgr Krzysztof Oleszkiewicz, dr Pawel Strzelecki.

Sekretarz Komitetu — dr Marcin Kuczma.

Adres: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, Instytut Matematyczny PAN, ul. Sniadec-
kich 8, pok. 314, 00-656 Warszawa.

Terenem dziatalnosci Komitetu sg szkoly $rednie wojewddztw: mazowieckigo i podlaskiego.



10. Komitet Okregowy we Wroclawiu

Przewodniczacy — doc. dr Zbigniew Romanowicz.

Czlonkowie — Tomasz Elsner, dr Liliana Janicka, mgr Augustyn Kaluza,
mgr Bogustaw Merdas, prof. dr hab. Witold Nitka, dr Bogdan Pawlik,
dr Tadeusz Pezda, mgr Witold Seredynski, mgr Zdzistaw Slomian,
mgr Stanistaw Zielen.

Sekretarz Komitetu — mgr Witold Seredynski.

Adres: Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, Instytut Matematyczny Uniwersytetu

Wroctawskiego, pl. Grunwaldzki 2/4, 50-384 Wroclaw.

Terenem dziatalno$ci Komitetu sg szkoty $rednie wojewddztw: dolnoslaskiego i opolskiego.

LI Olimpiada Matematyczna
Zestawienie ocen rozwigzan zadan zawodéw II stopnia
(oceny wystawione przez komitety okregowe)

Tabela 1
Liczba rozwiazan
Ogélem Pierwszy dzien Zawodéw‘ Drugi dzien zawodéw
Numer zadania
1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7 8
Razem 2499 418 418 418 415 415 415
9 — 10 punktow [ 348 39 118 53 70 65 3
7 — 8 punktéw 152 5 23 20 74 27
5 — 6 punktéw 52 1 11 9 19 11
1 - 4 punktéw | 400 14 98 91 80 52 65
0 punktow [ 1547 359 168 245 172 260 343




Zestawienie ocen rozwigzan zadan zawodow III stopnia

Uwaga: przy ocenianiu rozwiazan zadan zawodow III stopnia LI Olimpiady przy-
jeta byla nastepujaca skala ocen: 6 punktow, 5 punktéw, 2 punkty, 0 punktow.

Tabela 2

Liczba rozwiazan
Ogélem Pierwszy dzien zawodow Drugi dzien zawodow
Numer zadania

1 2 3 4 5
1 2 3 4 5 6 7 8
Razem 438 73 73 73 73 73 73
6 punktow 85 6 19 7 21 26 6

5 punktéw 18 4 2 1 3 5

2 punkty 29 4 4 5

0 punktow 306 59 48 60 40 38 61

Zestawienie liczby zawodnikéw wedlug okregéw

Tabela 3
Okreg Zawody Laureaci | Wyréznieni
I st. II st. IIT st.
POLSKA 1156 418 73 16 14
gdanski 82 32 3 — 1
katowicki 92 29 7 3 3
krakowski 96 50 13 5 2
lubelski 163 56 8 2 3
16dzki 117 28 3 1 —
poznanski 59 21 — — —
szczecinski 93 24 3 — —
torunski 120 50 10 — 3
warszawski 188 75 14 1 —
wroclawski 146 53 12 4 2
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Lista uczestnikéw zakwalifikowanych do zawodéw stopnia trzeciego

Michal Adamaszek —

Karol Bialas —

Michal Borny —

Przemystaw —
Broniek

Andrzej Bulatek  —

Jakub Byszewski — —

Tomasz Czajka —

Wojciech —

Czerwinski

Lech Duraj —

Stawomir Duszynski —

Bartosz Dziewa —

Krzysztof Dziolak —

Patryk Franczak —

uczen klasy trzeciej V Liceum Ogdlnoksztalcacego
w Bielsku-Bialej. Nauczyciel zawodnika: Tomasz
Szymczyk.

uczen klasy drugiej Samorzadowego Liceum Ogdlno-
ksztalcacego w Opocznie. Nauczyciel zawodnika:
Arkadiusz Felis.

uczen klasy czwartej II Liceum Ogolnoksztatcacego
im. Jana Zamoyskiego w Lublinie. Nauczyciel zawod-
nika: Jacek Klisowski.

uczen klasy czwartej V Liceum Ogdlnoksztalcacego
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie. Nauczyciele
zawodnika: Armen Edigarian, Jacek Dymel, Lestaw
Skrzypek, Maria Jasiefiska, Urszula Szwedzicka,
Michal Kapustka.

uczen klasy pierwszej Liceum Ogélnoksztatcacego To-
warzystwa Salezjanskiego w Bydgoszczy. Nauczyciel-
ka zawodnika: Wiestawa Butatek.

uczen klasy trzeciej I Liceum Ogolnoksztatcacego im.
Juliusza Stowackiego w Chorzowie. Nauczyciel zawod-
nika: Dariusz Kuzior.

uczen klasy czwartej Liceum Ogolnoksztalcacego
im. KEN w Stalowej Woli. Nauczyciele zawodnika:
Waldemar Rozek, Henryk Pawlowski.

uczen klasy drugiej XIV Liceum Ogolnoksztalcacego
im. Stanistawa Staszica w Warszawie. Nauczyciele za-
wodnika: Jerzy Konarski, Kazimierz Cegielka.

uczen klasy trzeciej V Liceum Ogdlnoksztalcacego
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie. Nauczy-
ciele zawodnika: Urszula Szwedzicka, Pawel Gniadek
i Lestaw Skrzypek.

uczen klasy czwartej III Liceum Ogdlnoksztalcacego
im. Adama Mickiewicza we Wroclawiu. Nauczyciele
zawodnika: Augustyn Katuza i Jézef Lozinski.

uczen klasy pierwszej I Liceum Ogdlnoksztalcacego
im. Tadeusza Kosciuszki w Lomzy. Nauczyciel zawod-
nika: Piotr Lowicki.

uczen klasy drugiej I Liceum Ogdlnoksztatcacego im.
Stanistawa Dubois w Koszalinie. Nauczyciel zawod-
nika: Pawet Radecki.

uczen klasy trzeciej V Liceum Ogdlnoksztalcacego
w Bielsku-Biatej. Nauczyciele zawodnika: Bogustaw
Gardas i Tomasz Szymezyk.
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Jakub Gac

Jakub Gismatullin

Mateusz Goryca

Przemystaw

Grudzinski

Grzegorz Herman

Michat

Jablonowski

Katarzyna Jachim

Szymon Jakubczak

Dariusz Jakuboze

Kamila Jasinska

Artur Jez

Jan Jezabek

Jacek Jurewicz

uczen klasy czwartej XLI Liceum Ogolnoksztalcace-
go im. Joachima Lelewela w Warszawie. Nauczycielka
zawodnika: Elzbieta Klonowska.

uczen klasy czwartej XIV Liceum Ogolnoksztalcace-
go im. Polonii Belgijskiej we Wroctawiu. Nauczyciel
zawodnika: Stefan Mizia.

uczen klasy drugiej VI Liceum Ogolnoksztalcacego
im. Jana Kochanowskiego w Radomiu. Nauczyciel za-
wodnika: Jerzy Nowicki.

uczen klasy czwartej IV Liceum Ogdlnoksztalcacego
im. Tadeusza Kosciuszki w Toruniu. Nauczyciel za-
wodnika: Henryk Pawlowski.

uczen klasy trzeciej V Liceum Ogoélnoksztalcacego im.
Augusta Witkowskiego w Krakowie. Nauczyciele za-
wodnika: Urszula Szwedzicka i Pawel Gniadek.

uczen klasy czwartej III Liceum Ogdlnoksztalcacego
im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni. Nauczyciel za-
wodnika: Wojciech Tomalczyk.

uczennica klasy trzeciej Liceum Ogolnoksztalcacego
im. KEN w Stalowej Woli. Nauczyciel zawodniczki:
Waldemar Rozek.

uczen klasy czwartej XIV Liceum Ogolnoksztalcace-
go im. Stanistawa Staszica w Warszawie. Nauczyciele
zawodnika: Wactawa Tempczyk, Kazimierz Cegietka
i Edward Stachowski.

uczen klasy czwartej XVIII Liceum Ogdlnoksztatca-
cego im. Jana Zamoyskiego w Warszawie. Nauczyciel
zawodnika: Krzysztof Nowak.

uczennica klasy trzeciej I11 Liceum Ogolnoksztalcace-
go im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni. Na-
uczyciele zawodniczki: Anita Pawlowska i Wojciech
Tomalczyk.

uczen klasy trzeciej XIV Liceum Ogo6lnoksztalcace-
go im. Polonii Belgijskiej we Wroclawiu. Nauczyciele
zawodnika: Stefan Mizia i Zbigniew Romanowicz.

uczen klasy czwartej V Liceum Ogdlnoksztalcacego
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie. Nauczycie-
le zawodnika: Armen Edigarian, Urszula Szwedzicka
i Maria Jasienska.

uczen klasy trzeciej IT Liceum Ogoélnoksztatcacego im.
Konstantego Ildefonsa Galczynskiego w Olsztynie.
Nauczycielka zawodnika: Teresa Pik.
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37.

38.

39.

Wojciech Kaminski

Michal Kosek

Andrzej Kurach
Joanna Barbara
Kuran

Mateusz Kwasnicki

Aleksandra
Kwiatkowska

Michat Legumina

Patryk Lesiewicz

Yukasz Lew

Marcin Lipiec

Roman Lomowski

Jakub Lopuszanski

Grzegorz Lukasik

uczen klasy czwartej I Liceum Ogolnoksztalcacego
im. Mikotaja Kopernika w todzi. Nauczyciele za-
wodnika: Adam Paszkiewicz, Wojciech Komisarski
i Maciej Czarnecki.

uczen klasy czwartej V Liceum Ogélnoksztalcacego
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie. Nauczy-
ciele zawodnika: Maria Jasienska, Armen Edigarian
i Urszula Szwedzicka.

uczen klasy czwartej IV Liceum Ogolnoksztalcacego
im. Tadeusza Kosciuszki w Toruniu. Nauczyciel za-
wodnika: Henryk Pawlowski.

uczennica klasy trzeciej LXVII Liceum Ogdlnoksztal-
cacego przy Wydziale Pedagogicznym UW w Warsza-
wie. Nauczycielka zawodniczki: Monika Szczerba.
uczen klasy trzeciej III Liceum Ogdlnoksztalcacego
im. Adama Mickiewicza we Wroctawiu. Nauczy-
ciele zawodnika: Krzysztof Omiljanowski, Augustyn
Katuza, Przemystaw Szczepaniak i Krystyna Czycza.
uczennica klasy pierwszej XIV Liceum Ogdlnoksztal-
cacego im. Polonii Belgijskiej we Wroctawiu. Nauczy-
ciele zawodniczki: Wladystaw Suchocki, Zdzistaw
Stomian i Tomasz Elsner.

uczen klasy trzeciej IV Liceum Ogdlnoksztalcacego
im. Tadeusza Koéciuszki w Toruniu. Nauczyciele za-
wodnika: Maria Kobus i Zbigniew Bobinski.

uczen klasy czwartej Liceum Ogolnoksztatcacego
w Lapach. Nauczycielka zawodnika: Maciejewska.
uczen klasy czwartej I Liceum Ogolnoksztalcacego
im. Edwarda Dembowskiego w Zielonej Goérze. Na-
uczycielka zawodnika: Alicja Kozak.

uczen klasy czwartej VI Liceum Ogdlnoksztalcacego
im. Jana Kochanowskiego w Radomiu. Nauczyciel za-
wodnika: Przemystaw Murawski.

uczen klasy drugiej VI Liceum Ogolnoksztatcacego
im. Jana i Jedrzeja Sniadeckich w Bydgoszczy.
Nauczyciele zawodnika: Henryk Pawlowski i Anna
Karaszewska.

uczen klasy drugiej III Liceum Ogdlnoksztatca-
cego im. Adama Mickiewicza we Wroctawiu. Na-
uczyciele zawodnika: Augustyn Katuza, Przemystaw
Szczepaniak i Jozef Lozinski.

uczen klasy czwartej V Liceum Ogdlnoksztalcacego
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie. Nauczyciele
zawodnika: Armen Edigarian i Maria Jasienska.
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Jan Daniel
Yuszkiewicz

Krzysztof
Maczynski

Marcin Marszalek

Jarostaw Mederski

Piotr Niemczyk

Anna Niewiarowska

Agata Nowak

Michal Obarski

Krzysztof Onak

Pawel Pabis

Karol Palka

Pawel Parys

Piotr Paulski

Marcin Pilipczuk

uczen klasy trzeciej VI Liceum Ogolnoksztalcacego
im. Jana Kochanowskiego w Radomiu. Nauczyciel za-
wodnika: Przemystaw Murawski.

uczen klasy czwartej V Liceum Ogolnoksztatcacego
w DBielsku-Bialej. Nauczyciel zawodnika: Tomasz
Szymczyk.

uczen klasy czwartej XIV Liceum Ogdlnoksztalcacego
im. Stanistawa Staszica w Warszawie. Nauczycielka
zawodnika: Halina Gorzelnik.

uczen klasy czwartej I Liceum Ogdlnoksztalcacego
im. Cypriana Kamila Norwida w Bydgoszczy. Na-
uczyciele zawodnika: Henryk Pawlowski i Danuta
Grabowska.

uczen klasy czwartej V Liceum Ogolnoksztatcacego
w Bielsku-Bialej. Nauczyciel zawodnika: Tomasz
Szymczyk.

uczennica klasy trzeciej V Liceum Ogdlnoksztal-
cacego w Szczecinie. Nauczycielka zawodniczki:
K. Zochowska.

uczennica klasy trzeciej I Liceum Ogolnoksztalcace-
go im. Juliusza Stowackiego w Chorzowie. Nauczyciel
zawodniczki: Dariusz Kuzior.

uczen klasy czwartej I Liceum Ogdlnoksztalcacego
im. Stanistawa Staszica w Chrzanowie. Nauczycielka
zawodnika: Iwona Malocha.

uczen klasy czwartej III Liceum Ogolnoksztalcacego
im. Adama Mickiewicza w Tarnowie. Nauczyciele za-
wodnika: Jozef Citak i Edward Tutaj.

uczen klasy czwartej II Liceum Ogolnoksztatcacego
im. J. Chreptowicza w Ostrowcu Swietokrzyskim. Na-
uczycielka zawodnika: Wanda Masternak.

uczen klasy trzeciej I Liceum Ogdlnoksztatcacego im.
Ignacego Paderewskiego w Walbrzychu. Nauczyciele
zawodnika: Halina Pankanin i Zbigniew Romanowicz.
uczen klasy drugiej Liceum Ogdlnoksztalcacego im.
Stanistawa Staszica w Tarnowskich Goérach. Nauczy-
ciele zawodnika: Dariusz Nowak i Jozef Kalinowski.
uczen klasy czwartej XIV Liceum Ogolnoksztalcace-
go im. Stanistawa Staszica w Warszawie. Nauczyciele
zawodnika: Waclawa Tempczyk, Kazimierz Cegielka
i Edward Stachowski.

uczen klasy pierwszej XIV Liceum Ogolnoksztalcace-
go im. Stanistawa Staszica w Warszawie. Nauczyciele
zawodnika: Agnieszka Kalamajska i Leszek Sidz.



o4.

55.

56.

o7.

58.

99.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

Robert

Piszczatowski

Marcin Poturalski

Maciej Préchniak

Marek Rams

Marcin Sabok

Piotr Skibinski

Barttomiej
Sobierajski

Lech Stawikowski

Bartosz Sulkowski

Karolina Taborek

Bartosz Tarnowski

Andrzej Tymoczko

Anna Urbanska

Pawel Walter

uczen klasy drugiej I Liceum Ogolnoksztatcacego im.
Adama Mickiewicza w Bialymstoku. Nauczycielki za-
wodnika: Zofia Parchanowicz i Agnieszka Salaj.
uczen klasy czwartej IV Liceum Ogdlnoksztalcacego
im. Tadeusza Kosciuszki w Toruniu. Nauczyciel za-
wodnika: Henryk Pawlowski.

uczen klasy trzeciej IT Liceum Ogoélnoksztalcacego im.
Jana Zamoyskiego w Lublinie. Nauczyciel zawodnika:
Ryszard Kowal.

uczen klasy drugiej Katolickiego Liceum Ogdlno-
ksztalcacego Ksiezy Pijaréw w Krakowie.

uczen klasy czwartej XV Liceum Ogolnoksztalcace-
go im. mjr. Piotra Wysockiego we Wroctawiu. Na-
uczyciele zawodnika: Grazyna Pitkowska, Augustyn
Katluza i Zbigniew Romanowicz.

uczen klasy czwartej IV Liceum Ogolnoksztalcacego
im. Mikolaja Kopernika w Rzeszowie.

uczen klasy trzeciej Liceum Ogolnoksztatcacego im.
J. Bazynskiego w Ostrédzie. Nauczyciel zawodnika:
Fugeniusz Plandowski.

uczen klasy 6smej Szkoly Podstawowej nr 84 we Wro-
ctawiu. Nauczyciele zawodnika: Bogustaw Merdas,
Monika Waszkiewicz-Bolenowska, Zbigniew Romano-
wicz i Zdzistaw Stomian.

uczen klasy trzeciej V Liceum Ogolnoksztatcacego
w DBielsku-Bialej. Nauczyciel zawodnika: Tomasz
Szymczyk.

uczennica klasy trzeciej IV Liceum Ogolnoksztalcace-
go im. Tadeusza Kosciuszki w Toruniu. Nauczyciele
zawodnika: Henryk Pawlowski i Andrzej Sendlewski.

uczen klasy trzeciej XIV Liceum Ogolnoksztalcace-
go im. Polonii Belgijskiej we Wroclawiu. Nauczyciel
zawodnika: Stanistaw Bus.

uczen klasy czwartej IV Liceum Ogolnoksztalcace-
go im. Mikolaja Kopernika w Rzeszowie. Nauczyciel
zawodnika: Mariusz Kraus.

uczennica klasy czwartej II Liceum Ogdlnoksztatca-
cego im. Jana III Sobieskiego w Krakowie. Nauczy-
ciele zawodniczki: Czestawa Dudek, Ryszard Gruca
i Lestaw Skrzypek.

uczen klasy trzeciej V Liceum Ogoélnoksztatcacego im.
Augusta Witkowskiego w Krakowie. Nauczyciele za-
wodnika: Urszula Szwedzicka i Lestaw Skrzypek.
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68. Marcin Wojnarski — uczen klasy czwartej Katolickiego Liceum Ogolno-
ksztalcacego Ksiezy Pijaréw w Krakowie. Nauczyciel
zawodnika: Krzysztof Reczek.

69. Dominik Wojtczak — uczen klasy trzeciej III Liceum Ogdlnoksztalcacego
im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni. Nauczyciel
zawodnika: Wojciech Tomalczyk.

70. Jarostaw Wrona — uczen klasy drugiej I Liceum Ogdlnoksztatcacego im.
Mikotaja Kopernika w Kroénie. Nauczyciel zawodni-
ka: Andrzej Bysiewicz.

71. Maciej — uczen klasy trzeciej I Liceum Ogdlnoksztalcacego im.

Zakarczemny Mikotaja Kopernika w Opolu. Nauczyciele zawodni-
ka: Jan Kowolik i Wiestaw Szwiec.

72. Tadeusz Zimirski — uczen klasy czwartej V Liceum Ogolnoksztalcacego
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie. Nauczyciele
zawodnika: Armen Edigarian i Urszula Szwedzicka.

73. Jakub Zwierz — uczen klasy trzeciej XIV Liceum Ogdlnoksztatcace-
go im. Polonii Belgijskiej we Wroctawiu. Nauczyciele
zawodnika: Stanistaw Bu$ i Zbigniew Romanowicz.

Lista laureatéw i wyréznionych

Komitet Gléwny Olimpiady Matematycznej na posiedzeniu w dniu 5 kwietnia
2000 r. przyznal tytul laureata LI Olimpiady Matematycznej i nagrody pierwsze-
go, drugiego lub trzeciego stopnia szesnastu osobom (na marginesie zaznaczono
kolejno$¢ miejsc):

nagroda stopnia pierwszego

1. Mateusz Kwagdnicki,

nagrody stopnia drugiego
Tomasz Czajka,
Michal Adamaszek,

Lech Duraj,
Wojciech Czerwinski,

AN o

nagrody stopnia trzeciego
6 — 10. Przemystaw Broniek,
Pawet Parys,
Bartosz Sutkowski,
Pawel Walter,
Marcin Wojnarski,
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11 — 13. Katarzyna Jachim,
Artur Jez,
Marcin Sabok,
14. Wojciech Kaminski,
15. Jakub Gismatullin,
16. Grzegorz Herman.

Komitet Gléwny Olimpiady Matematycznej na tym samym posiedzeniu postano-
wil wyrézni¢ 14 zawodnikéw. Wyrdznienia otrzymali: Michal Borny, Jakub
Byszewski, Przemystaw Grudzinski, Michal Jablonowski, Jacek Jurewicz, Roman
Fomowski, Krzysztof Maczynski, Piotr Niemczyk, Krzysztof Onak, Lech Stawi-
kowski, Andrzej Tymoczko, Jarostaw Wrona, Tadeusz Zimirski, Jakub Zwierz.

Zakonczenie LI Olimpiady Matematycznej

Po raz drugi juz final Olimpiady Matematycznej zostal zorganizowany — tym
razem w Stalowej Woli — jako impreza 4-dniowa. Wszyscy zawodnicy, ich opie-
kunowie i cztonkowie KGOM zakwaterowani byli w Akademikach Fundacji Uni-
wersyteckiej KUL. Zawody odbyly sie w salach Liceum Ogdlnoksztalcacego im.
Komisji Edukacji Narodowej w Stalowej Woli w dniach 3 i 4 kwietnia. 5 kwietnia
zorganizowana byta wycieczka autokarowa do Sandomierza i Baranowa Sandomier-
skiego, za$ 6 kwietnia w Auli Uniwersyteckiej odbylo si¢ uroczyste zakonczenie LI
Olimpiady. Obecni byli cztonkowie wladz regionu oraz przedstawiciele sponsoréw.

Przewodniczacy Komitetu Gléwnego Olimpiady Matematycznej prof. dr hab.
Edmund Puczylowski podziekowal wszystkim, ktérzy przyczynili sie¢ do dosko-
natego zorganizowania finalu, i wreczyl pamiatkowe medale ,50 lat Olimpiady
Matematycznej” panom: Tomaszowi Szymczykowi i Kazimierzowi Polakowi (or-
ganizatorom finalu L Olimpiady w Bielsku-Bialej) oraz Waldemarowi Rozkowi
i Stanistawowi Turkowi (organizatorom finatu LI Olimpiady w Stalowej Woli). Na-
stepnie przewodniczacy oméwil wyniki zawodéw 1 wreczyl dyplomy oraz pamiat-
kowe statuetki laureatom i wyréznionym. Niektérzy laureaci otrzymali nagrody
specjalne, ufundowane przez sponsoréw.

Wszyscy laureaci i wyrdznieni oprécz dyploméw i nagréd pienieznych otrzymali
zestawy ksiazek matematycznych i informatycznych, a takze roczng prenumerate
czasopisma DELTA.

Komitet Gléwny Olimpiady Matematycznej sktada gorace podzigkowania sponso-
rom i fundatorom nagréd: Prezydentowi miasta Stalowa Wola, Starostwu Powia-
towemu w Stalowej Woli, Spétce Handlowej Dressta, Prezesowi Telewizji Polskiej
S.A. p. Robertowi Kwiatkowskiemu, Prezesowi Fundacji Uniwersyteckiej KUL
p- Jerzemu Kozielewiczowi, Wydawnictwom Szkolnym i Pedagogicznym, Wydaw-
nictwu Naukowemu PWN, Wydawnictwu Naukowo-Technicznemu, Redakcji
DELTY.
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Obé6z naukowy Olimpiady Matematycznej Zwardon 2000

Sprawozdanie

Ob6z naukowy Olimpiady Matematycznej odbyt sie w dniach 4-18 czerwca 2000 r.
w Zwardoniu, w Domu Wczasowym ,,Zgoda”.

W obozie wzigly udzial nastepujace osoby: Michal Adamaszek, Jakub Byszewski,
Wojciech Czerwinski, Lech Duraj, Krzysztof Dziotak, Mateusz Goryca, Grzegorz
Herman, Katarzyna Jachim, Artur Jez, Jacek Jurewicz, Mateusz Kwasnicki,
Roman Ftomowski, Jakub lopuszanski, Pawel Parys, Marcin Sabok, Lech
Stawikowski, Bartosz Sultkowski, Pawel Walter, Marcin Wojnarski i Jarostaw
Wrona.

W dniach 5-9 oraz 14-16 czerwca uczestnicy obozu rozwiazywali zadania indywi-
dualnie, w dniach 10, 13 i 17 czerwca odbyly sie¢ zawody druzynowe, a 12 czerwca
rozegrany zostal ,mecz matematyczny”.

Uczestnicy wzieli udzial w dwoch wycieczkach: pieszej na Wielka Racze i pociagiem
do Ziliny na Stowacji.

Najlepsze rezultaty w zawodach indywidualnych osiagneli: Jakub Byszewski,
Roman Lomowski i Pawel Walter. Wtasciciele DW | Zgoda” ufundowali dla nich
nagrode — trzydniowy pobyt w ,Zgodzie” (nagrodzeni ,odebrali” nagrode w sierp-
niu).

W zawodach druzynowych najlepszy rezultat osiagnela reprezentacja na MOM.

Wszystkie zadania, ktére byly rozwigzywane na obozie, wraz ze szkicami rozwia-
zan, zostaly zebrane w broszurce, przygotowanej przez kadre obozu.

Uzupelnienie sprawozdania z finatu
L Olimpiady Matematycznej

W sprawozdaniu z finalu L Olimpiady nie zostaly zamieszczone istotne informacje,
ktére niniejszym uzupelniamy.

Pierwszy raz final Olimpiady Matematycznej zostal zorganizowany jako impreza
4-dniowa. Wszyscy uczestnicy finalu — zawodnicy i czlonkowie KGOM — miesz-
kali w hotelu ZIAD, polozonym nieopodal Szyndzielni.

Same zawody odbywaly sie w dniach 14 i 15 kwietnia 1999 r. w budynku V Liceum
Ogélnoksztalcacego w Bielsku-Bialej. W dniach 16 i 17 kwietnia uczestnicy mogli
wzia¢ udzial w programie turystycznym: zwiedzanie elektrowni szczytowo-pompo-
wej na Zarze, spacer ulicami Bielska-Bialej, wycieczka turystyczna na Szyndziel-
ni¢, Klimczok i Blatnia. Wielu uczniéw wzielo udzial w spotkaniu z Marianem
Kasprzykiem, mieszkanicem Bielska-Biatej, ztotym medalista olimpijskim w boksie
7z Tokio (1964 r.)

Zakonczenie, w ktorym wzieli udzial prawie wszyscy uczestnicy finatu L OM, odby-
to sig¢ 17 kwietnia wieczorem w hotelu ZIAD. Honorowy patronat nad uroczystoscia
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zgodzil si¢ objaé¢ Prezydent RP, Aleksander Kwaséniewski. Przedstawiciel Prezy-
denta, Jerzy Wysokinski, przywiozl i odczytat list Pana Prezydenta do uczestni-
kéw i organizatoréw Olimpiady (na poprzedniej stronie zamieszczamy kopie). Na
uroczystosci zakonczenia obecni byli rowniez: Stefan Macner — posel na Sejm
RP, Andrzej Mréz — przedstawiciel Slaskiego Kuratorium O$wiaty w Katowi-
cach, Henryk Leszczynski — przedstawiciel Urzedu Miejskiego w Bielsku-Bialej,
oraz Sponsorzy prywatni.

Przewodniczacy KGOM, prof. dr hab. Edmund Puczylowski, oglosit wyniki za-
wodow oraz wreczyl dyplomy i nagrody laureatom. Poza nagrodami pienieznymi
od KGOM i ksigzkami od wydawnictw WSiP, PWN, WNT i Redakcji DELTY
laureaci otrzymali nagrody ufundowane przez sponsoréw prywatnych.

Doskonala organizacje finalu — zaréwno zawoddéw, jak i pozostalych wydarzen
w ciagu tych czterech dni — zapewnili panowie Tomasz Szymczyk (nauczyciel
matematyki w V LO w Bielsku-Bialej) i Kazimierz Polak (dyrektor V LO). Dzigki
ich zaangazowaniu finat L Olimpiady znalazt wielu sponsoréw, stal si¢ znaczacym
wydarzeniem, a jego uczestnicy spedzili 4 dni wypelnione interesujacymi zajeciami
i w przyjemnej atmosferze.

XL Miedzynarodowa Olimpiada Matematyczna

Sprawozdanie

W dniach od 10 do 22 lipca 1999 r. odbywatla sie w Rumunii XL Miedzynaro-
dowa Olimpiada Matematyczna. Uczestniczylo w niej 453 uczniéw z 81 panstw.
Wigkszosé panstw przyslala po szeSciu uczniéw (pelne delegacje), nieliczne pan-
stwa przystaly delegacje niepelne. W sklad delegacji polskiej weszli nastepujacy
uczniowie: Piotr Buciak (Szczecin), Michal Kapustka (Krakéw), Eryk Kopczynski
(Warszawa), Michal Matuszewski (Katowice), Pawel Parys (Tarnowskie Géry),
Mikolaj Zalewski (Krakéw). Przewodniczacym delegacji polskiej byt dr Marcin E.
Kuczma, zastepca przewodniczacego — Rafal Lochowski.

Przewodniczacy delegacji wszystkich uczestniczacych panstw tworzyli Jury Olim-
piady. Obradom Jury przewodniczyl prof. Viorel Barbu z Rumunii. Od 11 do 14
lipca obrady Jury odbywaly sie w znanej gorskiej miejscowosci wypoczynkowej
Poiana Bragov; w trakcie tych obrad wybrano sze$é zadan z listy dwudziestu sied-
miu zadan, wczesniej wyselekcjonowanych spoéréod propozycji nadestanych przez
uczestniczace panstwa, oraz postanowiono, ze za rozwigzanie kazdego z nich uczest-
nik Olimpiady moze otrzymac do 7 punktow; tak wiec taczna liczba mozliwych do
zdobycia punktéow wynosita 42.

Selekcja, o ktérej mowa, byla przeprowadzona w ciagu tygodni poprzedzajacych
olimpiade przez komisje zadaniowa, ztozona z matematykéw rumunskich, repre-
zentujacych rézne oérodki akademickie kraju. Taki system prac (wstepna selekcja
przez komisje zadaniowa kraju organizujacego olimpiade, a ostateczna — przez
jej Jury) jest od wielu lat przyjety w miedzynarodowych olimpiadach matema-
tycznych. Zadania umieszczone na liscie przygotowanej dla Jury przez tegoroczna
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komisje zadaniowa byly wyraznie trudniejsze niz w latach ubieglych; w efekcie
trudnosé szesciu zadan konkursowych tez byta wyzsza od wieloletniej przecietnej.
Uczniowie oraz zastepcy przewodniczacych delegacji przebywali w Rumunii od 13
do 23 lipca i byli zakwaterowani w miasteczku akademickim politechniki bukaresz-
tenskiej. Przewodniczacy delegacji przebywali takze w Bukareszcie od 15 do 22
lipca, i tam sie odbyto konicowe posiedzenie Jury.

Zawody Olimpiady odbyly sie w piatek i sobote 16 i 17 lipca w salach politechni-
ki. Kazdego dnia uczniowie rozwiazywali po trzy zadania, majac na to po cztery
i pél godziny w porze przedpoludniowej — z wyjatkiem druzyny z Izraela, kté-
rej uczestnicy otrzymali od wladz swojego kraju stanowczy zakaz uczestniczenia
w konkursie w sobote, az do péznych godzin wieczornych, kiedy swigto szabatu
wygasa. Uczniowie izraelscy rozwiazywali wiec druga porcje zadan w nocy z so-
boty na niedziele, nie majac w ciggu calego dnia sobotniego mozliwoéci kontaktu
z kimkolwiek, znajacym tresé¢ zadan. Wymagalo to, rzecz jasna, uprzedniej zgody
Jury Olimpiady. Precedensowe postanowienie, zezwalajace uczniom z Izraela na
pisanie pracy konkursowej w nietypowej porze, zostalo podjete przez Jury zwykla
wigkszoscia gloséw po dlugotrwalej dyskusji.

Nikt z uczestnikéw Olimpiady nie zdobyl maksymalnej liczby punktéw (tzn. 42).
Najlepszy wynik — 39 punktéw — uzyskalo trzech uczniéw: Maksym Fedorczuk
(Ukraina), Stefan Hornet (Rumunia) i Tamds Terpai (Wegry). Jury przyznato 38
zlotych medali zawodnikom, ktérzy uzyskali co najmniej 28 punktéw, 70 srebrnych
medali zawodnikom, ktérzy uzyskali od 19 do 27 punktéw oraz 118 brazowych
medali zawodnikom, ktorzy uzyskali od 12 do 18 punktéw. Tak niskie ustawienie
progéw punktowych bylo oczywiscie wynikiem wspomnianej wczesniej trudnosci
zadan, nietypowo wysokiej.

Wszyscy uczniowie polscy zdobyli medale: Eryk Kopczynski — medal zloty, po-
zostali — medale brazowe. Wyniki Polakéw: Kopczynski 29 p., Kapustka 17 p.,
Zalewski 17 p., Matuszewski 15 p., Buciak 13 p., Parys 13 p. Ramowe zestawienie
wynikéw Olimpiady (wedlug panstw) przedstawia zalaczona tabela.

We wtorek 20 lipca zorganizowano wycieczke krajoznawcza: zwiedziliémy interesu-
jacy, eklektyczny palac Peles w miejscowosci Sinaia oraz wspanialy, znakomicie za-
chowany w swej oryginalnej postaci, Sredniowieczny zamek Bran; jadac autobusem
moglismy podziwiaé efektowne gérskie krajobrazy Karpat Poltudniowych. Nastep-
nego dnia odbyla sie uroczysto$¢ wreczania medali oraz zakonczenia Olimpiady.
Przewodniczacy delegacji Korei Poludniowej zaprosil wszystkie obecne panstwa
do uczestnictwa w XLI Miedzynarodowej Olimpiadzie Matematycznej w Korei
Pd. w lipcu 2000 roku.

Przewodniczacy delegacji polskiej
Marcin E. Kuczma
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Wyniki XL Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej
(medale oraz laczna liczba punktéw
zdobytych przez zawodnikéw z poszczegblnych panstw)

Panstwo Liczba Liczba Liczba Liczba
medali medali medali zdobytych
zlotych srebrnych brazowych punktéw

1. Rosja V) 4 2 182

2. Chiny 4 2 182
3. Wietnam 3 3 177
4. Rumunia 3 3 173

5. Bulgaria 3 3 170
6. Bialorus 3 3 167

7. Korea Pd. 2) 3 3 164
8. Iran 2 4 159
9. Tajwan 3) 1 5 153
10. USA 2 3 1 150
11. Wegry 1 4 1 147
12. Ukraina 2 2 1 136
13. Japonia 2 4 135
14. Jugostawia 1 2 3 130
15. Australia 1 1 3 116
16. Turcja 1 1 4 109
17. Niemcy 2 4 108
18. Indie 3 3 107
19. Polska 1 5 104
20. Wielka Brytania %) 3 2 100
21. Stowacja 2 3 88
22. Lotwa 1 1 86
23. Wiochy 1 2 82
24. Szwajcaria 1 3 79
25. Mongolia 2 1 78
26. Izrael 5 78
27. Kuba 1 4 77
28. Afryka Pd. 1 1 77
29. Austria 1 2 75
30. Brazylia 4 75
31. Holandia 4 74
32. Kanada 3 74
33. Francja 1 2 73
34. Hong Kong 4 73
35. Kazachstan 4 72
36. Macedonia %) 5 71
37. Singapur 4 71
38. Gruzja 1 1 68
39. Norwegia 1 2 67
40. Armenia 3 67
41. Szwecja 3 66
42. Chorwacja 2 66

43. Finlandia 1 65

44. Bos$nia i Hercegowina 3 65
45. Argentyna 3 63
46. Hiszpania 1 60

47. Grecja 2 57
48. Tajlandia 3 57



Nazwy panstw w brzmieniu oficjalnym (uzywanym przez organizatoréw):

)
2)
3)
4)
5)
6)
7)

k%

Wyniki XL Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej
(ciag dalszy)

Panstwo

. Kolumbia

. Czechy

. Litwa

. Meksyk

. Nowa Zelandia
. Dania (5)

. Belgia

. Motdawia 7)

. Maroko

. Stowenia

. Uzbekistan

. Islandia

. Macau

. Irlandia

. Malezja

. Cypr

. Indonezja

. Azerbajdzan

. Albania (5)

. Trynidad i Tobago
. Estonia (4)

. Portugalia

. Luksemburg (2)
. Urugwaj (5%)
. Filipiny (4)

. Tunezja (4)

. Gwatemala

. Kirgizja (5**)
. Turkmenia (2)
. Peru (2)

. Kuwejt (4)

. Wenezuela (2)
. Sri Lanka (1)

Federacja Rosyjska

Korea

Chinski Tajwan

Zjednoczone Krélestwo

Dawna Jugostowianska Republika Macedonii

Republika Czeska
Republika Motdawii

Cyfra w nawiasie po nazwie panstwa oznacza liczbe uczniéw uczestniczacych w Olimpiadzie
(jesli byla ona mniejsza niz 6).

Liczba
medali
zlotych

Liczba
medali
srebrnych

1

Liczba
medali
brazowych

—_

S N Y Sy gy

Liczba
zdobytych
punktow

55
55
54

Urugwaj: zarejestrowano 5 zawodnikéw, ale prace pisato tylko 4 zawodnikow;

Kirgizja: zarejestrowano 5 zawodnikéw, ale prace pisato tylko 3 zawodnikéw.
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Dziesigte Zawody Matematyczne Panstw Baltyckich
Baltic Way ’99
Sprawozdanie

W dniach 4-8 listopada 1999 r. odbyly sie w Reykjaviku (Islandia) Dziesiate Za-
wody Matematyczne Panstw Baltyckich Baltic Way '99. W zawodach tych uczest-
niczyly delegacje nastepujacych panstw: Danii, Estonii, Finlandii, Islandii, Litwy,
Yotwy, Niemiec, Norwegii, Polski i Szwecji. Delegacja polska miata nastepujacy
sktad:

— dr Maciej Brynski — przewodniczacy,

— mgr Waldemar Pompe — zastepca przewodniczacego,

— Lech Duraj — uczen klasy trzeciej V Liceum Ogdlnoksztalcacego w Krakowie,

— Wojciech Kaminski — uczen klasy czwartej I Liceum Ogolnoksztalcacego
w Lodzi,
— Jarostaw Mederski — uczen klasy czwartej I Liceum Ogolnoksztalcacego

w Bydgoszczy,
— Marcin Wojnarski — uczen klasy czwartej Katolickiego Liceum Ogdlnoksztal-
cacego Ksiezy Pijarow w Krakowie,
— Dominik Wojtczak — uczen klasy trzeciej III Liceum Ogoélnoksztalcacego
w Gdyni.
Jury ztozone z przewodniczacych wszystkich delegacji obradujace pod przewodnic-
twem prof. Roberta Magnusa wybralo sposrod propozycji nadestanych przez pan-
stwa uczestniczace w zawodach 20 zadan. Zawody odbyly sie 6 listopada, trwaly
cztery i pol godziny i mialy charakter zespolowy. Za poprawne rozwiazanie kazdego
zadania druzyna mogta otrzymac 5 punktéw. Oceny za rozwigzania poszczegdlnych
zadan byly uzgadniane przez przewodniczacych delegacji i ich zastepcow z koor-
dynatorami — matematykami islandzkimi. Druzyna polska zlozyla rozwiazania
18 zadan, sposrod ktérych 14 uzyskato maksymalna ocene, pozostale rozwiagzania
oceniono nizej.

Poszczegdlne druzyny uzyskaly w zawodach nastepujace wyniki:

1. Estonia 90 pkt. 6. Lotwa 72 pkt.
2. Szwecja 89 pkt. 7. Niemcy 68 pkt.
3. Norwegia 87 pkt. 8. Islandia 64 pkt.
4. Polska 79 pkt. 9. Dania 61 pkt.
5. Finlandia 76 pkt. 10. Litwa 60 pkt.

Druzyna estonska otrzymata puchar przechodni. Zawodnicy druzyn sklasyfikowa-
nych na pierwszych trzech pozycjach otrzymali dyplomy zwyciezcow. Ponadto
wszyscy zawodnicy otrzymali dyplomy uczestnictwa.

Nastepna Olimpiada Matematyczna Panstw Baltyckich odbyla sie w listopadzie
2000 roku w Norwegii.

Maciej Brynski
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TEKSTY ZADAN

Zawody stopnia pierwszego

1. Dana jest liczba naturalna n > 3. Dowie$é, ze suma szeScianéw wszyst-
kich liczb naturalnych mniejszych od n, wzglednie pierwszych z n, dzieli si¢
przez n.

2. W tréjkacie ostrokatnym ABC' spelniony jest warunek

JACB=29ABC.
Punkt D lezy na boku BC, przy czym <BAD = %&ABC. Dowies¢, ze
1 1 1

S T —
BD AB AC

3. Suma liczb dodatnich a, b, ¢ réwna jest 1. Udowodnié, ze

a2 +b? 4+ +2v3abe< 1.

4. Kazdy punkt okregu jest pomalowany jednym z trzech koloréw. Do-
wiesé, ze pewne trzy punkty jednego koloru sa wierzchotkami tréjkata réw-
noramiennego.

5. Wyznaczy¢ wszystkie pary (a,b) liczb naturalnych, dla ktérych liczby
a®+6ab+11i b3 +6ab+1 sa szeScianami liczb naturalnych.

6. Punkt X lezy wewnatrz lub na brzegu tréjkata ABC, w ktérym kat
C jest prosty. Punkty P, @ i R sa odpowiednio rzutami punktu X na boki
BC, CA i AB. Udowodnié, ze réwnosé

AR-RB=BP-PC+AQ-QC
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy punkt X lezy na boku AB.

7. Wykazaé, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n i dowolnej liczby
te(1,1) istnieja takie liczby a,b € (1999,2000), ze

Sa" + 40" < (ta+(1-t)b)".
8. Liczby c¢(n,k) sa okreslone dla liczb catkowitych nieujemnych n >k
w ten sposéb, ze zachodza rownosci:
¢(n,0)=c(n,n)=1 dla kazdej liczby n >0,
c(n+1,k)=2%c(n,k) +c(n,k—1) dla n>k>1.
Dowiesé, ze c(n,k)=c(n,n—k) dlan>k>0.

9. Dane sa takie liczby calkowite dodatnie m i n, ze mn|m?+n?+m.
Wykazaé, ze m jest kwadratem liczby catkowite;j.
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10. W przestrzeni dane sg trzy wzajemnie prostopadle wektory jednost-

—_— = — . .

kowe OA, OB, OC. Niech w bedzie plaszczyzng przechodzaca przez punkt O,
za§ A, B', C' — rzutami punktéw A, B, C' odpowiednio na plaszczyzne w.
Wyznaczy¢ zbior wartodci wyrazenia

(OA")?+(0B')*+(0C")?
dla wszystkich ptaszczyzn w.

11. Dana jest liczba calkowita dodatnia n oraz zbiér M, zlozony z n?+1
réznych liczb catkowitych dodatnich i majacy nastepujaca wlasnosé: wsrod
n+1 liczb dowolnie wybranych ze zbioru M znajduje si¢ para liczb, z kté-
rych jedna dzieli si¢ przez druga. Udowodnié¢, ze w zbiorze M istnieja rézne
liczby ay,as,...,an+1 spelniajace warunek: dlai=1,2,...,n liczba a; dzieli si¢
przez a;41.

12. W tréjkacie ostrokatnym ABC punkty D, E, F leza odpowiednio
na bokach BC', C A, AB. Okregi opisane na trojkatach AEF, BFD, CDE
przecinaja sie w punkcie P. Udowodnié, ze jezeli

PD BD PE CE PP AF
PE AE’ PF BF  PD CD’
to AD, BE, C'F sg wysokosciami tréjkata ABC.

Zawody stopnia drugiego

1. Rozstrzygnadé, czy kazda liczbe wymierng dodatnia mozna przedstawié
w postaci
a®+ b3
Frd

gdzie a, b, ¢, d sa liczbami catkowitymi dodatnimi.

2. Dwusieczna kata BAC tréjkata ABC przecina okrag opisany na tym
trojkacie w punkcie D réznym od A. Punkty K i L sa rzutami prostokatnymi
odpowiednio punktéw B i C na prostg AD. Dowiesé, ze

AD>BK+CL.

3. Na polach szachownicy n x n rozmieszczono n?

réznych liczb caltkowi-
tych, po jednej na kazdym polu. W kazdej kolumnie pole z najwigksza liczba
pomalowano na czerwono. Zbiér n pol szachownicy nazwiemy dopuszczalnym,
jezeli zadne dwa z tych pdél nie znajduja sie w tym samym wierszu, ani w tej
samej kolumnie. Sposrod wszystkich zbioréw dopuszczalnych wybrano zbidr,
dla ktorego suma liczb umieszczonych na jego polach jest najwigksza.

Wykazaé, ze w tak wybranym zbiorze jest czerwone pole.
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4. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC, w ktérym
AB # AC. Proste BI i CI przecinaja boki AC' i AB odpowiednio w punktach
D i E. Wyznaczy¢ wszystkie miary kata BAC, dla ktérych moze zachodzié
rownos¢ DI =E1.

9. Niech N oznacza zbiér liczb catkowitych dodatnich. Rozstrzygnaé, czy
istnieje taka funkcja f: N— N, ze dla kazdego n € N zachodzi réwnosé

f(f(n))=2n.

6. Wielomian w(x) stopnia drugiego o wspétczynnikach catkowitych przyj-
muje dla catkowitych x wartosci bedace kwadratami liczb catkowitych. Do-
wie$é, ze wielomian w(z) jest kwadratem pewnego wielomianu.

Zawody stopnia trzeciego

1. Dana jest liczba catkowita n > 2.
Wyznaczy¢ liczbe rozwiazan (x1,z2,...,2,) ukladu réwnan
To+ x% =4z,
r3+123 =419
T4+a3 =4da3

Tp+al | =dx,

T —{—:L‘?L =4z,

w liczbach rzeczywistych nieujemnych.

2. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym AC = BC. Punkt P lezy wewnatrz
tréjkata ABC, przy czym S PAB=<YPBC. Punkt M jest $rodkiem boku
AB. Dowiesé, ze

JSAPM +$BPC =180°.

3. Ciag liczb naturalnych (p,,) spelnia nastepujace warunki:
1° p1 i po sa liczbami pierwszymi,
2° dla n > 3 liczba p, jest najwiekszym dzielnikiem pierwszym liczby
Pn—1+pn—2+2000.
Udowodnié, ze ciag (p,) jest ograniczony.

4. W ostroshupie prawidlowym o wierzchotku S i podstawie A;As...A,
kazda krawedZ boczna tworzy z plaszczyzna podstawy kat 60°. Dla kaz-
dej liczby naturalnej n >3 rozstrzygnac, czy mozna wybraé takie punkty
By, Bs,..., B, lezace odpowiednio na krawedziach AsS,A3S,...,A,S, ze

A1By+ByBs+BsBy+...+B,_1B,+ B, A1 <2A4,S.
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5. Dla danej liczby naturalnej n > 2 znalezé najmniejsza liczbe k o naste-
pujacej wlasnosci. Z dowolnego k-elementowego zbioru pol szachownicy n xn
mozna wybraé taki niepusty podzbidr, ze liczba pél tego podzbioru w kazdym
wierszu i w kazdej kolumnie szachownicy jest parzysta.

6. Stopien wielomianu P(x) o wspdlczynnikach rzeczywistych jest niepa-
rzysty. Ponadto dla kazdego x
P(2?—1)=(P(z))*—1.
Udowodnié, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi réwnosé
P(z)==z.

XL Miedzynarodowa Olimpiada Matematyczna

1. Wyznaczy¢ wszystkie zbiory skoficzone S na ptaszczyznie, ztozone z co
najmniej trzech punktéw i spelniajace nastepujacy warunek: Dla kazdych
dwéch réznych punktéw A i B zbioru S, symetralna odcinka AB jest osia
symetrii zbioru S.

2. Niech n > 2 bedzie ustalona liczbg naturalna.
(a) Wyznaczy¢ najmniejsza stata C' taka, ze nier6wnosé

n
4
1<i<j<n i=1

zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych x1,x2,...,2, > 0.
(b) Dla tej stalej C ustalié¢, kiedy zachodzi réwnosé.

3. Rozwazmy plansze kwadratowa n X n, gdzie n jest dang dodatnig liczba
calkowita parzysta. Plansza jest podzielona na n? kwadratéw jednostkowych.
Dwa rézne kwadraty planszy sa przylegle, gdy maja wspélny bok. N kwadra-
tow planszy zostalo wyrdznionych w taki sposéb, by kazdy kwadrat planszy
(wyr6zniony lub nie) byt przylegly do co najmniej jednego kwadratu wyr6z-
nionego. Wyznaczy¢ najmniejsza mozliwg wartosé¢ N.

4. Wyznaczy¢ wszystkie takie pary (n,p) liczb catkowitych dodatnich, ze:
p jest liczbg pierwsza, n < 2p oraz (p—1)"+1 dzieli si¢ przez nP~!.

9. Okregi I'1 i I's sa potozone wewnatrz okregu I' i s3 odpowiednio styczne
do I' w réznych punktach M i N. Okrag I'y przechodzi przez $rodek okre-
gu ['s. Prosta przechodzaca przez punkty przeciecia okregéw I'y i I's przecina
okrag I' w punktach A i B. Proste M A i M B przecinaja I'y odpowiednio
w punktach C'i D. Udowodnié, ze prosta C'D jest styczna do okregu I's.

6. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f:R — R, ze

fla=fw)=r(fw)+=f(y)+f(z)-1
dla wszystkich x,y € R.
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XXII Austriacko-Polskie Zawody Matematyczne

1. Niech n bedzie liczba catkowita dodatnia i niech M ={1,2,...,n}. Wy-
znaczy¢ liczbe uporzadkowanych széstek zbioréw (Ai,As,...,As) spelniaja-
cych nastepujace dwa warunki:

(a) zbiory Aj,As,...,Ag sa (niekoniecznie réznymi) podzbiorami zbioru M:;
(b) kazdy element zbioru M albo nie nalezy do zadnego, albo nalezy do
dokladnie trzech, albo nalezy do wszystkich szeéciu zbioréw Ay, Ao, ..., Ag.

2. Wyznaczy¢ najwicksza liczbe rzeczywistyg C 1 najmniejszg liczbe rze-
czywista Cy takie, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢, d, e
zachodza nastepujace nieréwnosci

b c d e

G < a+b+b—|—c+c+d+d—i—e+e—|—a

< (5.

3. Dana jest liczba naturalna n > 2. Wyznaczyé wszystkie takie uktady n
funkeji (f1,f2,..., fn), gdzie fi:R—R dla kazdego i=1,2,...,n, ze dla dowol-
nych liczb rzeczywistych x, y spelnione sa nastepujace réwnoéci:

(@)= fo(z) fa(y) + f1(y) =0
fa(x®) = f3(x) f3(y) + f2(y*) =0

4. Dany jest trojkat ABC'. Przez punkt P lezacy wewnatrz trojkata ABC
prowadzimy trzy proste k, [, m w taki sposob, ze:

(a) prosta k przecina proste AB i AC' odpowiednio w takich punktach A;
i A2 (A1 #AQ), ze PAl :PAQ;

(b) analogicznie prosta [ przecina proste BC' i BA odpowiednio w takich
punktach B1 i B2 (Bl 75 Bg), ze PBl = PBQ;

(c) analogicznie prosta m przecina proste CA i C'B odpowiednio w takich
punktach Cl i Cg (Cl 7502), ze PCl :PCQ

Udowodnié, ze proste k, I, m sa przez te warunki wyznaczone jednoznacznie.

Wyznaczy¢ punkt P (i udowodnié, ze jest tylko jeden taki punkt), dla ktérego

tréjkaty AA1As, BB1Bse, CC1C5 maja réwne pola.

5. Ciag liczb catkowitych (a,,) spelnia nastepujaca zalezno$é rekurencyjna:
Uny1 = a3 +1999

dla n=1,2,... . Udowodni¢, ze istnieje co najwyzej jedna wartos¢ n, dla ktérej
an jest kwadratem liczby catkowite;j.
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6. Rozwigzaé nastepujacy uktad réwnan
22, 1ot =1 (n=1,2,...,1999)

T = T1999

w zbiorze liczb rzeczywistych nieujemnych.

7. Wyznaczy¢ wszystkie takie pary (z,y) liczb catkowitych dodatnich, ze
zTY =¥ 7,

8. Dana jest prosta g i punkty P, Q, S lezace po tej samej stronie tej pro-
stej. Punkty M i N leza na prostej g, przy czym PM L gi QN L g. Punkt S
lezy miedzy prostymi PM i QN. Ponadto PM = PS i QN =(@5. Symetralne
odcinkéw SM i SN przecinaja sie w punkcie R. Prosta RS przecina okrag
opisany na trojkacie PQR w punkcie T réznym od R. Udowodnié¢, ze punkt
S jest srodkiem odcinka RT.

9. Punktem kratowym nazywamy punkt plaszczyzny, ktéry ma wspodl-
rzedne catkowite. Rozwazamy nastepujaca gre jednoosobowsa. Pozycja w grze
sklada sig¢ ze skonczonego zbioru zaznaczonych punktéw kratowych i ze skon-
czonego zbioru zaznaczonych odcinkéw spetniajacych nastepujace warunki:

(a) konce kazdego zaznaczonego odcinka sg zaznaczonymi punktami krato-
wymi;

(b) kazdy zaznaczony odcinek jest réwnolegly do jednej osi ukladu wspol-
rzednych lub do jednej z dwoch prostych o réwnaniach y=x, y = —x;

(¢) kazdy zaznaczony odcinek zawiera doktadnie 5 punktéw kratowych i kaz-
dy z tych punktéw jest zaznaczonys;

(d) dowolne dwa zaznaczone odcinki maja co najwyzej jeden punkt wspdlny.

Ruch w grze polega na zaznaczeniu nowego punktu kratowego, a nastep-
nie zaznaczeniu odcinka w taki sposéb, by powstala nowa pozycja w grze.
Rozstrzygnaé, czy istnieje taka pozycja poczatkowa w grze, ze mozliwe jest
wykonanie nieskonczonego ciagu ruchow.

X Zawody Matematyczne Panstw Baltyckich

1. Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniajace uktad
réwnan:
abc+ab+bc+cat+a+b+c=1
bed+bc+cd+db+b+c+d=9
cda+cd+da+ac+c+d+a=9
dab+da+ab+bd+d+a+b=9

2. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n o tej wlasnosci, ze
pierwiastek trzeciego stopnia z n powstaje przez odrzucenie trzech ostatnich
cyfr rozwiniecia dziesietnego liczby n.
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3. Wyznaczyé wszystkie takie liczby catkowite n > 3, Zze nieréwnosé
0

NV

airas+asaz+...+an—1an+anaq

zachodzi dla wszystkich liczb rzeczywistych ai,as,...,a, spetniajacych réw-
nos$é¢ a1 +as+...+a, =0.

4. Dla liczb rzeczywistych dodatnich x, y okreslamy

—mi Yy
f(xﬂy) =min (1’, $2 +y2) .
Udowodnié, ze istnieja takie liczby xo, yo, ze f(x,y) < f(xo,y0) dla wszystkich
liczb dodatnich x, y. Wyznaczy¢ f(xo,y0)-

5. Styczna w punkcie o wspétrzednych (a,b) do okregu 22 +y?=1 ma
z parabola y =22+ 1 doktadnie jeden punkt wspélny. Wyznaczyé wszystkie
punkty (a,b) o powyzszej wlasnosci.

6. Jaka jest najmniejsza liczba ruchéw, ktéra potrzebuje skoczek sza-
chowy, aby przej$¢ z jednego naroznika szachownicy nxn (gdzie n>4) do
naroznika przeciwleglego?

7. Dwa rézne pola szachownicy 8 x 8 nazwiemy sgsiadujgcymsi, jezeli ma-
ja wspolny bok lub wspélny wierzcholek. Rozstrzygnaé, czy jest mozliwe,
aby krél szachowy zaczynajac od pewnego pola szachownicy 8 x 8 odwiedzit
wszystkie pola dokladnie raz wedlug nastepujacej reguty: W kazdym etapie
podrézy (liczac od trzeciego odwiedzonego pola) krél stoi na polu sasiaduja-
cym z parzystg liczba pdl, ktére juz odwiedzil.

8. Mamy do dyspozycji 1999 monet, z ktérych kazde dwie maja rézny
ciezar. Dysponujemy urzadzeniem, ktore pozwala sposréd dowolnych trzech
monet wskazaé te, ktorej ciezar zawiera sie pomiedzy ciezarami dwéch po-
zostalych. Dowie$é, ze moneta tysieczna pod wzgledem ciezaru moze byé
wyznaczona przez nasze urzadzenie stosowane nie wiecej niz 1000000 razy.
Udowodnié¢, ze za pomocy tego urzadzenia miejsce w ciagu ciezaréw mozna
wyznaczy¢ tylko dla tej monety.

9. Szescian o krawedzi 3 podzielono na 27 szeScianéw jednostkowych, ktére
ponumerowano w sposéb dowolny liczbami 1,2,...,27. Tworzymy 27 mozli-
wych sum w poszczegdlnych rzedach (jest dziewigé takich sum w kazdym
z trzech kierunkéw rownoleglych do krawedzi szedcianu, kazda suma o trzech
sktadnikach). Co najwyzej ile sposréd tych 27 sum moze by¢ liczba nieparzy-
sta?

10. Czy mozna kolo o promieniu 1 (tacznie z brzegiem) rozdzieli¢ na trzy
takie podzbiory, ze zaden z nich nie zawiera dwoch punktéw odleglych o 17
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11. Na plaszczyZnie dane sa cztery punkty, z ktérych zadne trzy nie
sa wspoéltliniowe. Udowodnié, ze istnieje taki okrag przechodzacy przez trzy
z tych punktéw, ze czwarty punkt lezy na okregu lub w jego wnetrzu.

12. W tréjkacie ABC zachodzi réwnosé 2AB = AC' + BC'. Udowodni¢, ze
nastepujace cztery punkty: srodek okregu wpisanego w ten tréjkat, srodek
okregu opisanego oraz $srodki bokéw AC' i BC, leza na jednym okregu.

13. W trojkacie ABC dwusieczne katéw A i B przecinaja boki BC' i CA
odpowiednio w punktach D i E. Ponadto AE+ BD = AB. Wyznaczy¢ miare
kata C.

14. W trojkacie rownoramiennym ABC' réwne sg boki AB i AC. Punk-
ty D i F leza odpowiednio na bokach AB i AC. Prosta przechodzaca przez
punkt B i réwnolegta do AC przecina prosta DE w punkcie F. Prosta prze-
chodzaca przez punkt C' i réwnolegta do AB przecina prosta D E w punkcie G.
Dowiesé, ze

[DBCG]  AD
[FBCE| AE’
gdzie [PQRS)| oznacza pole czworokata PQRS.

15. W tréjkacie ABC' zachodzi $C =60° oraz AC < BC. Punkt D lezy
na boku BC'i spelnia BD = AC'. Bok AC' przedtuzono do punktu F tak, aby
AC =CE. Udowodni¢, ze AB=DE.

16. Znalez¢ najmniejsza liczbe catkowita dodatnig k, ktéra mozna przed-
stawi¢ w postaci k=19" — 5™ dla pewnych liczb catkowitych dodatnich m, n.

17. Czy istnieje taki skonczony ciag liczb catkowitych c1,¢a,...,c,, ze kazda
z liczb a+c1, a+ca, ..., a+c, jest pierwsza dla wigcej niz jednej, ale tylko
dla skonczenie wielu réznych liczb catkowitych a ?

18. Liczba catkowita dodatnia m daje z dzielenia przez 4 reszte 2. Do-
wiesé, ze istnieje co najwyzej jeden rozktad m =ab, gdzie a, b sa liczbami
catkowitymi dodatnimi spetniajacymi

0<a—b<\/5+4v4m+1.

19. Dowiesé, ze istnieje nieskonczenie wiele takich liczb catkowitych do-
datnich parzystych k, ze dla kazdej liczby pierwszej p liczba p® +k jest zlo-
zona.

20. Liczby a, b, ¢, d sa pierwsze oraz spelniajg warunki a > 3b > 6¢ > 12d,
a? —b? +c? —d? =1749. Wyznaczy¢ wszystkie wartosci wyrazenia

A+ +d?.
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ROZWIAZANIA ZADAN'!

Zawody stopnia pierwszego

Zadanie 1.  Dana jest liczba naturalna n>3. Udowodnié, ze suma szeScianéw
wszystkich liczb naturalnych mniejszych od n, wzglednie pierwszych
z n, dzieli si¢ przez n.
Rozwigzanie

Kazda liczba naturalna mniejsza od n i wzglednie pierwsza z n jest rowna

k lub n—k, gdzie k jest pewna liczba naturalna mniejsza od n/2 i wzglednie
pierwsza z n. Zatem dana w zadaniu suma sze$cianéw jest rowna
> (F+m=k)*) = 3 (n*=3kn?+3k%) = n- Y (n? = 3kn+3k?),
1<k<n/2 1<k<n/2
(k,n)=1 (k,n)=1

1<k<n/2
(k,n)=1
a wiec jest podzielna przez n.

Uwaga

Znacznie trudniejszym zadaniem jest wykazanie, ze dana w zadaniu suma
dzieli sie przez n? w przypadku, gdy n jest liczba nieparzysta.
Zadanie 2.

W tréjkacie ostrokatnym ABC spelniony jest warunek

JACB=2YABC.

Punkt D lezy na boku BC, przy czym S BAD = % YABC. Dowiesé, ze
1 1 1
(1)

BD AB AC
Rozwigzanie

Wykazemy, ze réwnos¢ (1) jest prawdziwa dla dowolnego tréjkata ABC,
niekoniecznie ostrokatnego.

Sposob 1
Niech E bedzie takim punktem potprostej BC ™, ze AD jest dwusieczna
kata BAE (rys. 11 2). A

|

|

|

|

|

|

|

|

a

B D ¢ F
rys. 1

rys. 2

!Na podstawie materialéw Komitetu Gléwnego Olimpiady Matematycznej oraz prac
uczestnikéw opracowali Waldemar Pompe i Jarostaw Wréblewsksi.
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Woéwezas SEBA=YEAB. Jezeli punkt E lezy na boku BC (rys. 1), to
JAEC =24ABC =<3 ACE.
Jedli natomiast punkt E nie lezy na boku BC (rys. 2), to
JAEC =180°—24ABE =180° —4YACB =<4 ACE.

Zatem w obu przypadkach BE =AF = AC. Na mocy twierdzenia o dwu-
siecznej otrzymujemy
BD BD DE BD BE

= =—=1
AB + AC AFE + AE AFE ’
co nalezato udowodnicé.
Sposob 11
Oznaczmy: o= SABC (rys. 3). Woéwczas
(2) JACB=2a, $BAD=1a, J$ADB=180°-3a.
Dowodzona réwnosé (1) przepisujemy w postaci
- AB _ | AB
BD = AC’

co na mocy twierdzenia sinuséw oraz zaleznosci (2) mozemy przepisaé jako

Sin(180° — %O{) sin 2«
=1+— .
sin %oz S
Przeksztalcajac rownowaznie powyzszy zwiazek uzyskujemy po kolei:

i3 .
Sl 5 ¢ 1 2sina cosa

sin %a sinae ' l

sin%a cosa+2 COSZ%OZ sin%a

— =1+2cosa,
sin 5«
cosa+2c052%a:1+2cosa,
B D C
2 COSQ%Q =14cosa. rys. 3

Otrzymana rownosé jest prawdziwa dla dowolnego kata «, co konczy dowdd
zaleznodci (3).

Zadanie 3.  Suma liczb dodatnich a, b, ¢ réwna jest 1. Udowodnié, ze
a?+ b2+ +2vV3abe< 1.

Rozwigzanie
Wystarczy dowies¢, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi

a? +b* +c*4-2¢/3abc(a+b+c) < (a+b+c)?.

nieréwnosé
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Przeksztalcajac réwnowaznie powyzsza zaleznosé otrzymujemy

3abe(a+b+c) <ab+be+ca.

Wykonujac podstawienie x = be, y = ca, z = ab, sprowadzamy dowodzona nie-
réwnosé do postaci

3(xy+yz+ze)<x+y+z.

Podnoszac do kwadratu obie strony ostatniej nieréwnosci i przeksztalcajac
rownowaznie otrzymujemy

zy+yzt+zz<z’4+y°+22 lub (z—9) +(y—2)°+(z—2)>>0,

co jest prawda.

Zadanie 4. Kazdy punkt okregu jest pomalowany jednym z trzech koloréw. Do-
wieéé, ze pewne trzy punkty jednego koloru sa wierzchotkami tréjkata
réwnoramiennego.

Rozwigzanie

Niech Ai,As,...,A13 beda wierzchotkami dowolnego 13-kata foremnego
wpisanego w dany okrag. Wykazemy, ze wsréd dowolnych pieciu wierzchot-
kow tego 13-kata znajda sie trzy, bedace wierzchotkami tréojkata réwnora-
miennego. Poniewaz wsrdéd dowolnych trzynastu punktow danego okregu za-
wsze znajdzie sie pie¢ pomalowanych tym samym kolorem, zadanie zostanie
rozwiazane.

Przypusémy wiec, ze udalo sie tak wybraé¢ pie¢ wierzchotkéw sposréd

Ay, As,..., A1s, ze zadne trzy spoéréd wybranych punktéw nie tworza trojkata

réwnoramiennego.

A1 A2 Al AQ
A1z As a

A Ay Avng
An As A1 @®

Ao Ag Ao

Ag AS
rys. 4 rys. 5

Zaltézmy najpierw, ze wéréd wybranych punktéw nie ma dwéch sasied-
nich wierzchotkow 13-kata A1 As...A13. Wowezas wsrdéd wybranych punktéow
znajdziemy dwa oddzielone dokladnie jednym wierzchotkiem, ktéry nie zo-
stal wybrany. Bez szkody dla ogélnosci rozumowania mozemy przyjaé, ze sa
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to A; i As. Poniewaz zadne trzy wybrane wierzcholki nie tworza tréjkata
rownoramiennego, wiec nie zostal wybrany zaden z punktow: Ao, Ays, Ao,
A4, A5 (rys. 4)

Poniewaz trojkat A;AgAq jest réwnoramienny, wiec co najmniej jeden
z wierzchotkéw Ag, A11 nie zostal wybrany. Bez straty ogdlnoéci rozumowa-
nia mozemy przyjaé, ze tym wierzchotkiem jest Ag. Zatem sposréd pieciu
punktow A7, As, Ag, A1g, A11 dokladnie trzy zostaly wybrane, przy czym
zadne dwa z nich nie sa kolejnymi wierzchotkami 13-kata AjAs...A13. Musia-
ly wiec zosta¢ wybrane punkty A7, Ag, A11. To jednak nie jest mozliwe, gdyz
punkty te tworza trojkat réwnoramienny (rys. 5). OtrzymaliSmy sprzeczno$é.

Pozostal do rozpatrzenia przypadek, w ktérym wéréd wybranych wierz-
chotkéw znajduja sie dwa sasiednie, powiedzmy A; i Ao. Oznacza to, ze nie
zostal wybrany zaden z wierzchotkéw: Ajz, As, Ag (rys. 6).

rys. 6 rys. 7

Poniewaz tréjkaty AsAsAg, A1AgA11, A11A1 A4 sg réwnoramienne, wiec
zostal wybrany co najwyzej jeden z punktéw: Ay, Ag, A11. Analogicznie
stwierdzamy, ze zostal wybrany co najwyzej jeden z punktéw: As, A1, Aio.
Zatem wybrany by¢ musial co najmniej jeden z punktéw A7, Ag. Bez straty
ogo6lnosci przyjmijmy, ze zostal wybrany punkt A7 (rys. 7). Réwnoramien-
nos$é trojkatow: A1 AygA7, AsA19Ar, AsA11 A7 oraz As A9 A7 dowodzi, Ze nie
wybrano punktéw: Ay, Ayg, A1 oraz Ajs.

Zatem wéréd wybranych pieciu punktéw muszg byé dwa spoéréd As,
Ag, Ag. Z uwagi na rownoramiennosé trojkata AsAgA7 wybrany mogt byé
tylko jeden z punktéw As, Ag. Zatem wybranym punktem jest Ag (rys. 8).
To z kolei oznacza, ze nie zostal wybrany punkt As, gdyz tréjkat AsArAg
jest réwnoramienny.

Tak wiec pigtym z wybranych punktéw musi byé Ag, co daje sprzecznosé,
gdyz trojkat AgA;Ag jest réwnoramienny (rys. 9).

Tym samym wykazalidmy, ze wybdr pieciu wierzchotkéw 13-kata, z kto-
rych zadne trzy nie wyznaczaja tréjkata rownoramiennego, nie jest mozliwy,
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co konczy rozwigzanie zadania.

Ay Ao

rys. 8

Uwaga 1.

Mozna réwniez udowodnié, ze wierzchotkéw 11-kata foremnego nie da sie
pokolorowaé trzema kolorami tak, aby zadne trzy wierzcholtki jednego kolo-
ru nie wyznaczaly trojkata réwnoramiennego. Jednak wybér czterech wierz-
chotkow 11-kata foremnego, z ktérych zadne trzy nie wyznaczaja trdjkata
réwnoramiennego, jest mozliwy.

Uwaga 2.
Zmacznie mocniejszy rezultat mozna uzyskaé korzystajac z ponizszego,
nietatwego do udowodnienia, twierdzenia.

Twierdzenie van der Waerdena

Dla dowolnych liczb naturalnych k i m istnieje taka liczba naturalna n, ze
dla dowolnego podziatu zbioru {1,2,3,...,n} na k roztacznych podzbioréw, co
najmniej jeden z tych podzbioréw zawiera m-wyrazowy postep arytmetyczny.

W oparciu o powyzsze twierdzenie rozwiazemy nastepujace zadanie.

Zadanie

Kazdy punkt okregu jest pomalowany jednym z [ koloréw, gdzie [ jest
dowolng liczba naturalng. Dowies¢, ze pewne trzy punkty jednego koloru sa
wierzchotkami tréjkata réwnoramiennego.

Rozwigzanie

Niech n bedzie liczba dobrana na podstawie twierdzenia van der Waer-
dena do liczb k=1 oraz m =3. Wybierzmy na okregu punkty Ai,As,..., A,
rozmieszczone w rownych odleglosciach i na tyle blisko siebie, aby wszystkie
one zmiedcily sie na potokregu (rys. 10).

Zbior {1,2,...,n} zostal tym samym podzielony na [ roztacznych podzbio-
row wedlug zasady: liczby 7, j naleza do tego samego podzbioru wtedy i tylko
wtedy, gdy punkty A;, A; sa tego samego koloru.
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Na mocy twierdzenia van der Waerdena znajdziemy liczby ¢, i+1r, i+ 2r
nalezace do jednego z rozpatrywanych podzbiorow. To oznacza, ze punkty
Ajy Aigr, Aijror sa tego samego koloru. Oczywiscie trojkat A; A;qrAiror jest
réwnoramienny.

rys. 10

Uwaga 3.

W znanych dowodach twierdzenia van der Waerdena warto$é¢ n, ktéra
otrzymuje sie z dowodu, jest na ogo6t daleka od optymalnej. Udowodniono,
ze dla m = 3 oraz k <4 najmniejsza liczba n spelniajaca teze twierdzenia van

der Waerdena jest rowna
9 dlak=2, 27 dlak=3 oraz 76 dlak=4.

Zadanie 5.  Wyznaczyé wszystkie pary (a,b) liczb naturalnych, dla ktérych liczby
a’®+6ab+1 i b>+6ab+1 sa szeécianami liczb naturalnych.
Rozwigzanie
Niech a i b beda liczbami spelniajacymi warunki zadania. Bez szkody dla
ogb6lnosci rozumowania mozemy zaltozyé, ze a <b. Wowczas
b <03 +6ab+1<b>+6b%+1<b>+6b°4+120+8=(b+2)>.
Skoro liczba b +6ab+ 1 jest szeScianem liczby catkowitej, to musi zachodzié
réwnosé
(1) b3 +6ab+1=(b+1)>,
Przeksztalcajac réwnowaznie powyzszy zwiazek otrzymujemy po kolei
b2 +6ab+1=">b3+3b>+3b+1,

2ab="0b(b+1),
(2) b=2a—1.
Pozostaje rozstrzygnaé, dla jakich par (a,b) spelniajacych warunek (2) liczba
a®+6ab+1

jest szeScianem liczby catkowitej. Na mocy zaleznosci (2) powyzsza liczba jest
réwna a3+ 12a% —6a+ 1. Z nieréwnoéci

a® <a®+6a* —6a < a®+12a* —6a+1 < a® +12a* +48a+ 64 = (a+4)*

wynika, ze jezeli liczba a®+12a? —6a+1 jest szeScianem liczby calkowitej,
to jest ona réwna (a+1)3, (a+2)% lub (a+3)3. Nalezy wiec rozwazyé trzy
przypadki:
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(a) a®+12a2—6a+1=(a+1)3.
Wéwcezas otrzymujemy 9a? —9a =0, skad a=0 lub a=1.

(b) a®+12a?—6a+1=(a+2)3.
Stad mamy 6a? —18a—7=0. Uzyskane réwnanie nie ma rozwigzan w licz-
bach calkowitych, gdyz lewa strona nie jest podzielna przez 3, a prawa jest.

(c) a®+12a® —6a+1=(a+3)3.
Wtedy uzyskujemy 3a® —33a—26 =0. Podobnie jak w przypadku (b), otrzy-
mane réwnanie nie ma rozgwiazan w liczbach catkowitych, gdyz lewa strona
nie jest podzielna przez 3, a prawa jest réwna 0.

Ostatecznie znalezli$my tylko jedna pare (a,b) = (1,1) spelniajaca warunki
zadania.

Zadanie 6. Punkt X lezy wewnatrz lub na brzegu tréjkata ABC, w ktérym kat
C jest prosty. Punkty P, Q i R sa odpowiednio rzutami punktu X
na boki BC, CA i AB. Udowodnié, ze réwnosé

AR-RB=BP-PC+AQ-QC
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy punkt X lezy na boku AB.
Rozwigzanie
Wprowadzmy dla zwieztosci zapisu nastepujace oznaczenie:

w=2-(AR-RB—BP-PC— AQ-QC).

Nalezy wykazaé, ze w =0 wtedy i tylko wtedy, gdy X R=0.
Na mocy twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy zaleznosé (rys. 11):

(AR+RB)?=(AQ+QC)*+(CP+PB)>.

Przeksztalcajac rownowaznie powyzsza rownosé uzyskujemy po kolei:

A
w=AQ*+QC?*+CP?*+PB*— AR? - RB?
w=AQ*+PX?+QX%*+PB?>—- AR?> - RB? R
w=AX?>+BX?—-AR* - RB? ¢ X
w=2XR? c iz B

rys. 11

7 ostatniej rownosci wynika natychmiast, ze w =0 wtedy i tylko wtedy, gdy
XR=0.

Zadanie 7. Wykazaé, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n i dowolnej
liczby t € (5,1) istnieja takie liczby a,b € (1999,2000), ze
1a"+ 10" < (ta+(1 —t)b)n.
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Rozwigzanie
Niech ¢=3999/2. Liczb a, b szukamy w postaci a=c+x, b=c—x, gdzie
z €(0,3). Wowezas
(ta+(1—t)b)" — 3a" — 3b" =
=(ct+tz+(1—t)c—(1—t)x)" %(c—l—m)"—%(c—m)":
= (c+ (2t —1)2)" —5(c+a)" —5(c—2)" =
=(c+sz)"—S(c+z)" —L(c—2)",
gdzie s =2t —1 > 0. Po rozpisaniu ze wzoru dwumianowego Newtona ostatnie
wyrazenie przyjmuje postaé
(1) w(z) = sa+a?p(x),
gdzie p(z) jest pewnym wielomianem.

Chcemy wykazaé, ze dla pewnej liczby y € (0, %), liczba w(y) jest dodatnia.
Z réwnosci (1) wynika, ze

im ) _ 2o,
x—0 X

Zatem istnieje taka liczba y € (0,%), ze wyrazenie w(y)/y, a co za tym idzie
réwniez wyrazenie w(y), ma warto$¢ dodatnia. To zas konczy dowdd.

Zadanie 8.  Liczby c¢(n,k) sa okre$lone dla liczb catkowitych nieujemnych n >k
w ten sposéb, ze zachodza rownodci:
¢(n,0)=c(n,n)=1 dla kazdej liczby n >0,
c(n+1,k) =2 ¢(n,k) +c(n,k—1) dla n>k>1.
Dowiesé, ze c(n,k)=c(n,n—k) dlan>k>0.
Rozwigzanie
Sposob 1
Niech f bedzie funkcja okreslong na zbiorze liczb catkowitych nieujemnych
zdefiniowang wzorami:

fO)=1,  fm)=2'-1)(2%=1)---(2m—=1) dla m>1.
Niech ponadto

f(n)
a(n’k)_f(k)f(n—k) dla n>k>0.
Woéwcezas a(n,k)=a(n,n—k). Wykazemy, ze a(n,k) = c(n,k).
Poniewaz warunki dane w tresci zadania wyznaczaja jednoznacznie liczby
c(n,k), wiec wystarczy dowiesé, ze liczby a(n,k) spelniaja te same warunki.
Oczywiscie a(n,0)=a(n,n)=1. Ponadto
240 ()

k 1) — —
a(n,k)+a(n,k—1) f(k)f(n_k)+f(k—1)f(n—k+1)
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2 f(m) (2" M 1) f(n)(2" 1)

T TR Fn—k) @R 1) T F—1)(2F 1) f(n—k+1)

—tn .2k(2n—k+1_1)+(2k_1) B
= e k)

— f(n)- gn+l_q B f(n+1) .
=/ F(E)f(n+1—k) — f(k)f(n+1—Fk) (n+1,k),

co dowodzi, ze a(n,k) = c(n,k).

Sposob 11

Dla liczb catkowitych nieujemnych k i [ rozwazamy szachownice o k+1
kolumnach i I[4+1 wierszach. Dopuszczalnym kolorowaniem nazwiemy takie
pokolorowanie pol szachownicy kolorami bialym, zielonym i czerwonym, ze
spelnione sa nastepujace warunki:

(a) Wszystkie pola gérnego wiersza i prawej kolumny pomalowane sa na
biato (rys. 12).

(b) Dla kazdego pola pomalowanego na bialo wszystkie pola lezace powyzej
niego i wszystkie pola lezace na prawo od niego tez sa pomalowane na
biato (rys. 13).

rys. 12 rys. 13 rys. 14

Niech D(l,k) bedzie liczba wszystkich dopuszczalnych kolorowan szachow-
nicy. Z uwagi na symetrie mamy D(k,l) = D(l,k). Ponadto

(1) D(1,0)=D(0,k)=1 dla k>0,

gdyz jedynym dopuszczalnym kolorowaniem szachownicy ztozonej z jednego
wiersza lub z jednej kolumny jest pomalowanie calej szachownicy na bialo.

Wyznaczmy wartos¢ D(I+1,k) przy k> 1 oraz | >0. Kolorowania sza-
chownicy o k+1 kolumnach i [4+2 wierszach mozna podzieli¢ na dwa rodzaje
wedlug tego, czy dolne pole drugiej kolumny od prawej (rys. 14) jest poma-
lowane na bialo, czy nie.

Jezeli jest ono pomalowane na bialo, to kolorowanie jest dopuszczalnym
kolorowaniem szachownicy z usunieta prawa kolumna (rys. 15), a takich ko-
lorowan jest D(l+1,k—1).
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Jezeli za$ jest ono pomalowane innym kolorem (rys. 16), to k£ pdl dolne-
go wiersza jest pomalowanych w dowolny spos6b dwoma kolorami (mozna
to uczyni¢ na 2F sposobéw), a pozostale wiersze tworza szachownice po-
malowang w dopuszczalny sposéb (mozna to zrobi¢ na D(l,k) sposobéw).
Dopuszczalnych kolorowan tego rodzaju jest wiec 28 D(1,k). Zatem
(2) D(+1,k)=2"D(,k)+D(I+1,k—1) dla k>1,1>0

rys. 15 rys. 16

Przyjmijmy b(n,k) = D(n—k,k). Wtedy wzory (1) i (2) przyjmuja odpo-
wiednio postaci
b(n,0)=b(n,n)=1 dla n>0

' b(n+1,k) =2"b(n,k)+b(n,k—1) dla 1<k<n
Stad b(n,k) =c(n,k) =D(n—k,k). Zatem
c(n,k)=D(n—k,k)=D(kn—k)=c(n,n—k).

Sposdéb 111
Rozpatrzmy ciag wielomianéw: Py(xz) =1=a(0,0),
n
Py(z)=(z+1)(z+2Y(z+2%)...(z+2" ) = Za(n,k)xk (n=1,2,3,...).
k=0
Wéwezas a(n,0) =2"""1/2 q(n,n) =1 dla wszystkich n> 0. Ponadto
Ppii(z)=Py(z)(xz+2") oraz Ppii(z)=2"(z+1)Py(3z) dla n>0.
Poréwnujac wspoélczynniki w powyzszych zaleznosciach rekurencyjnych uzy-
skujemy odpowiednio

(3) a(n+1,k)=2"a(n,k)+a(n,k—1) dla 1<k<n
oraz

(4) a(n+1,k)=2""Fa(n,k)+2" " a(n,k—1) dla 1<k<n
Niech b(n,k)=a(n,k)/20=F0=1-k)/2 Wéwczas

(5) b(n,0)=b(n,n)=1 dla n>0.

40



Ponadto zaleznoéci (3) i (4) przybieraja odpowiednio postaci

(6) b(n+1,k) =2"b(n,k)+b(n,k—1) dla 1<k<n
oraz
(7) b(n+1,k) =b(n,k) +2" " b(n,k—1) dla 1<k<n.

Z réwnosci (5) i (6) wynika, ze liczby b(n,k) spelniaja te sama zaleznosé re-
kurencyjna, co liczby ¢(n,k). Poniewaz warunki dane w tresci zadania wyzna-
czaja jednoznacznie liczby c(n, k), wiec b(n,k)=c(n,k). Pozostaje wykazac,
ze b(n,n—k)=b(n,k).

Wstawiajac w zwiazku (7) warto$¢ n+1—k w miejsce k uzyskujemy
b(n+1,(n+1)—k) =b(n,n—(k—1))+2b(n,n—k) dla 1<k<n.

Zatem liczby b(n,n—k) spelniaja te sama zaleznos$é rekurencyjna (6), co liczby
b(n,k). Ponadto b(n,n—n)="b(n,n—0) =1, co daje b(n,n—k) =b(n,k).

Uwaga
Zadanie mozna uogolnié¢ nastepujaco:

Liczby c(n,k) sa okreslone dla liczb catkowitych nieujemnych n >k w ten
sposob, ze zachodza réwnosci:
¢(n,0)=c(n,n)=1 dla kazdej liczby n >0,
c(n+1,k) =g c(n,k) +c(n,k—1) dla n>k>1.
Dowiesé, ze c¢(n,k)=c(n,n—k) dlan>k>0.

Przypadek ¢ =2 to rozpatrywane zadanie.

Dla ¢ =1 mamy oczywiscie c(n,k) = (}).

W powyzszym uogdlnieniu liczba ¢ moze byé¢ dowolna, ustalong liczba rze-
czywista. Za ¢ mozna takze przyja¢ zmienna x; wtedy c(n,k) beda wielomia-
nami jednej zmiennej. Zatem aby rozwiazaé¢ powyzsze zadanie dla kazdego ¢,
wystarczy je rozwiazaé¢ dla pewnych nieskoniczenie wielu wartosci gq.

Sposdb I przenosi sie bez zmian dla kazdego g # —1, przy czym

F0)=1 oraz f(m)=1-(¢+1)-(¢*+q+1)-...-(¢" ' +¢"+...+1)
dla m>1.

Spos6b II mozna zmodyfikowaé rozpatrujac, zamiast dwéch koloréw réz-
nych od biatego (zielony i czerwony), g koloréw. Otrzymamy wtedy dowdd
dla wszystkich liczb ¢ catkowitych dodatnich.

Sposédb 111 nie zmieni si¢, gdy w miejsce liczby 2 wstawimy dowolng, liczbe
rzeczywista q # 0.

Zadanie 9. Dane sa takie liczby catkowite dodatnie m i n, ze mn |m?+n?+m.
Wykazaé, ze m jest kwadratem liczby caltkowite;j.
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Rozwigzanie

Niech d bedzie najwickszym wspdélnym dzielnikiem liczb m i n. Wéwczas
d? | mn, a zatem d? | m?+n?+m. Stad wobec podzielnosci d? | m? oraz d? | n?
otrzymujemy d? | m.

7Z drugiej strony, m |m?+n?+m, skad uzyskujemy podzielnoéé m | n?.
Zatem m jest wspolnym dzielnikiem liczb n? i m?. To oznacza, ze najwickszy
wspélny dzielnik liczb m? i n?, ktéry jest réwny d?, jest podzielny przez m.
Wobec wyzej udowodnionej podzielnosci d? | m otrzymujemy m = d=.

Uwaga 1.
Powyzsze rozwiazanie opiera sie na wykazaniu réwnosci

m = (NWD(m,n))”,
nie wida¢ jednak, skad mamy wiedzieé, zeby takiej wtasnie réwnosci dowo-
dzié.

Naturalny sposéb postepowania polega na wprowadzeniu liczby d bedacej
najwiekszym wspélnym dzielnikiem liczb m i n. Wéwczas mozemy zapisac
m=da oraz n=db, gdzie a i b sg wzglednie pierwsze. Wtedy dana w zadaniu
podzielno$é przyjmuje postaé

d?ab| d*a®+d*b*+da,
skad otrzymujemy d | a. Wobec tego zapisujemy a w postaci dc (teraz b i ¢ sa
wzglednie pierwsze), co daje podzielno$é

d3cb | d* P +d** +dPc.

7 podzielnoéci tej wynika, ze c|b, co daje c=1, a stad m = d?c=d>.

Uwaga 2.
Trudniejszym zagadnieniem jest wyznaczenie wszystkich par liczb (m,n)
speliajacych warunek podany w zadaniu.
Okazuje sie, ze wzér ogblny na m i n wykorzystuje liczby Fibonacciego
(F_1=1, Fy=0 oraz F = F_o+ Fj_1 dla k>1). Wtedy musi by¢
m= FZZ oraz n=FF4o,

gdzie [ jest liczba dodatnia nieparzysta.

Zadanie 10. W przestrzeni dane sg trzy wzajemnie prostopadle wektory jednost-

— = — . .

kowe OA, OB, OC. Niech w bedzie plaszczyzna przechodzaca przez
punkt O, zas A’, B', C' — rzutami punktéw A, B, C' odpowiednio na
plaszczyzne w. Wyznaczy¢ zbiér wartosci wyrazenia

(1) (0A")?+(0B')*+(0C")?

dla wszystkich ptaszczyzn w.
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Rozwigzanie

Wykazemy, ze wartos¢ wyrazenia (1) jest réwna 2, niezaleznie od wyboru
plaszczyzny w.

Niech w bedzie dowolng ptaszczyzng przechodzaca przez punkt O, zas w
plaszczyzna zawierajaca punkty O, A, B. Oznaczmy przez £ wspélng pro-
sta ptaszczyzn 7 i w. Niech X, Y beda rzutami prostokatnymi odpowiednio
punktéw A, B na prosta £. Wéwcezas, niezaleznie od potozenia punktéw A, B
wzgledem prostej £ (rys. 17 i 18),

JOAX =90°—SAOX =4BOY =a. 4

B |
A [ }
| LY ¢
: | X
l Lt |
X 9 Y 5
rys. 17 rys. 18
Stad
(2) AX?+BY?=cos’a+sina=1.

Ponadto $AXA’'=<4BY B’ = (kat pomiedzy ptaszczyznami 7 i w)=03. Za-
tem na mocy réwnosci (2),

(AA")? +(BB')? = AX%sin’? B+ BY %sin® 3 = sin? 3.
Na mocy twierdzenia Pitagorasa oraz powyzszej rownosci otrzymujemy
(3) (OA2 +(OB')?=2—(AA")?—(BB')?=2—sin?p.
Wektor OC jest prostopadty do ptaszczyzny 7, skad $COC’ = 90° — 3. Zatem
(4) (0C")? = cos?(90° — o) =sin? 5.
Dodajac stronami réwnosci (3) i (4) uzyskujemy
(OA")?+(0OB')*+(0C")? =2,

niezaleznie od wyboru ptaszczyzny w.

Zadanie 11. Dana jest liczba catkowita dodatnia n oraz zbiér M, zlozony z n2+1
roznych liczb catkowitych dodatnich i majacy nastepujaca wlasnosé:
wérdéd n+1 liczb dowolnie wybranych ze zbioru M znajduje sie para
liczb, z ktérych jedna dzieli sie przez druga. Udowodnié, ze w zbio-
rze M istnieja rozne liczby aq,as,...,a,+1 spelniajace warunek: dla
1=1,2,...,n liczba a; dzieli si¢ przez a;41.
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Rozwigzanie

Niech k€ M. Oznaczmy przez d(k) najwieksza liczbe naturalna ¢, dla
ktorej istnieja rézne liczby ay =k, a9, as, ..., ay spelniajace warunek: dla
1=1,2,....¢—1 liczba a; dzieli si¢ przez a;41.

Przypusémy, ze teza zadania nie jest spelniona. To oznacza, ze dla do-
wolnego k€ M mamy 1<d(k)<n. Wéwczas, na mocy zasady szufladkowej
Dirichleta, istnieja takie rézne liczby k1,ko,...,knt1, 2€

d(k1) =d(ks) =...=d(kpi1) =m.

7 zatozen zadania wynika, ze dla pewnych réznych liczb s, ¢t zachodzi
podzielnosé kg | k. Warunek d(ks) =m oznacza, ze istnieja liczby a1 = ks, ag,
.., Gy Mmajace wlasnosé: dla ¢=1,2,...,m—1 liczba a; dzieli si¢ przez a;y1.
Jednak wtedy liczby b1 =k, bo=a1 =ks, b3=ao, ... , byt+1 =an, spelniaja
warunek: dla ¢=1,2,...,m liczba b; dzieli si¢ przez b;+1. To dowodzi, ze
d(k:) > m+1 wbrew zalozeniu, ze d(k:) =m.
OtrzymaliSmy sprzecznosé.

Zadanie 12. W tréjkacie ostrokatnym ABC punkty D, E, F lezg odpowiednio
na bokach BC, C'A, AB. Okregi opisane na trojkatach AEF, BFD,

CDE przecinaja sie w punkcie P. Udowodnic¢, ze jezeli
PD BD PE _CE  PF _AF
PE  AE’ PF BF'  PD CD’
to AD, BE, C'F sg wysoko$ciami trojkata ABC.
Rozwigzanie

Wykazemy najpierw, ze punkt P lezy wewnatrz tréjkata ABC.

Proste BC', C' A, AB rozcinaja plaszczyzne na siedem czesci: jeden trojkat
oraz sze$¢ nieograniczonych obszaréow A, B, C, D, £, F (rys. 19). Przypuéémy,
ze punkt P lezy w obszarze A, ktérego wierzchotkiem jest punkt A. Punkt
A lezy wéwezas wewnatrz (lub na obwodzie) tréjkata PEF, a to oznacza, ze
punkty A, F', E, P nie moga leze¢ na jednym okregu. Zatem punkt P nie
moze znajdowaé si¢ w obszarze A. Z tego samego powodu punkt P nie moze
leze¢ w obszarach B i C.

A,/,«fm—\
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Przypu$émy teraz, ze punkt P lezy w jednym z obszaréow D, £, F. Bez
straty ogé6lnosci przyjmijmy, ze jest to obszar D (rys. 20). Poniewaz punkty
P, C, E, D leza na jednym okregu, wiecc <BDP = SAEP. Ponadto wiemy,

ze
PD PE

BD AE’
7 powyzszych réwnosci wnioskujemy, ze trojkaty BDP i AEP sa podobne.
Zatem ¥ PBC =<4 PAC. Stad wynika, ze punkty A, B, P, C leza na jednym
okregu. Poniewaz punkty E i F' leza odpowiednio na odcinkach AC i AB,
wiec
180° =Y ABP+<JACP < SAFP+YAEP=180°.

Otrzymalismy sprzecznosé. Dowodzi ona, ze punkt P musi leze¢ wewnatrz
trojkata ABC.

Dalsze rozumowanie przeprowadzimy na trzy sposoby.

Sposob 1

Udowodnimy najpierw nastepujacy lemat.

Lemat
Dane sa dwa trojkaty KLM i STU, w ktérych SMKL < SUST oraz
LK MK
TS US’
Wéwezas zachodzi nieréwnosé
(1) LK S LM
TS =~ TU

Dowdd lematu
Niech W bedzie takim punktem lezacym w plaszczyznie trojkata STU,
ze trojkaty KLM i STW sg podobne, tzn. KL: LM MK =ST:TW : WS
(rys. 21, 22). Wtedy
LK LM
M TS TW'

K L
rys. 21 rys. 22

Zatem dowodzona nieréwno$é (1) mozemy przepisa¢ w postaci TU >TW.
7 zaleznosci

US MK WS

TS LK TS
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otrzymujemy US =W S, a poniewaz SW ST < SUST, wiec TU >TW. (Nie-
rownos¢ te mozna uzasadni¢ korzystajac z twierdzenia kosinuséw; mozna ja
rowniez ,zobaczy¢” rysujac dwa okregi o srodkach w punktach S i T przeci-
najace si¢ punkcie W). Dow6d lematu jest wiec zakonczony.

Przystepujemy do rozwiazania zadania.

Udowodnimy najpierw, ze punkty D, E, F' sa rzutami prostokatnymi
punktu P odpowiednio na boki BC', CA, AB.

Poniewaz okregi opisane na trojkatach AEF, BF D, CDFE przecinaja si¢
w punkcie P, wiec zachodza nastepujace réwnosci katéw (rys. 23):
(1) IBDP=4CEP=4AFP oraz JAEP=<BFP=JCDP.
Przypuéémy, ze S BDP #90°. Bez straty ogdlnosci mozemy zalozyé, ze za-
chodzi nieréwnoéé < PDB < 90°. Wtedy na mocy zaleznoéci (1) uzyskujemy

YBDP < JAEP, JCEP<<YBFP, JAFP<<JCDP.

Korzystajac z powyzszych nieréwnosci oraz z danych w tresci zadania propor-
¢ji mozemy zastosowaé lemat do par trojkatow (DPB,EPA), (EPC,FPB),
(FPA,DPC). Otrzymamy wowczas

PD>PB PE>PC PF>PA
PE~ PA’ PF~ PB’ PD~ PC’
Mnozac stronami powyzsze réwnosci mamy 1> 1, sprzecznosé.

A
E
F
P
B D C B

rys. 23

Zatem ¥ PDB =90°, a wiec réwniez SPEC = IPFA=90° (rys. 24).
Na mocy danych w tresci zadania tozsamosci, trojkaty prostokatne APE
i BPD sa podobne. Zatem

YAPE=<BPD.
Analogicznie uzyskujemy réwnosci
YAPF=<4CPD oraz JCPE=<BPF.

Stad SAPF+<JAPE+<JCPE =180°, co oznacza, ze punkty C, P, F sa
wspbtliniowe. Poniewaz prosta PF jest prostopadia do prostej AB, wiec C'F
jest wysokoécia w tréjkacie ABC.
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Identycznie dowodzimy, ze BE i AD sa wysokosciami w tréjkacie ABC,
co konczy rozwiazanie zadania.

Sposob 11

Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:
PD BD PE_CE_Z PF  AF
PE_AE ° PF _BF ' PD _CD

Wowczas klm =1. Poniewaz P jest punktem wspélnym okregéw opisanych
na trojkatach AEF, BFD, CDE (rys. 25), wiec

IBDP=<JCEP=<4YAFP=oq.
Na mocy twierdzenia kosinuséw zastosowanego do trojkata APE mamy
AP? = AE? + PE? —2-AE-PE-cos(180°—a) =
1

3 (BD*+PD?—-2.BD-PD-cos(180°—a)).

rys. 25 \

Wykorzystujac powyzsza rownosé oraz stosujac jeszcze raz twierdzenie kosi-
nusow, lecz tym razem do trojkata BPD, otrzymujemy

(1) k2. AP2=BD?+PD?—-2.BD-PD-cosa+4-BD-PD-cosa =
= BP2+4.BD-PD-cosa.

Analogicznie dowodzimy, ze

(2) 1> BP*=CP?+4.CE-PE-cosa
oraz
(3) m?2.CP? = AP?+4.AF-PF-cosa.

Mnozac stronami réwnosé (1) przez [? oraz wykorzystujac zaleznosé (2) uzy-
skujemy
(kl)> AP?>=CP?44.CE-PE-cosa+4l*>-BD-PD-cos .
7 kolei mnozac stronami powyzsza réwnosé przez m?
zaleznosé (3) dostajemy
(klm)* AP? = AP?> 4+ 4-AF-PF-cosa+4m?*-CE-PE-cosa

+41°m?%.BD-PD-cosa.

oraz wykorzystujac
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Poniewaz klm =1, wiec ostatnia zaleznos¢ upraszcza sie do postaci
(4-AF-PF 4+ 4m* CE-PE +41*m* BD-PD)cosa = 0.

Liczba stojaca w nawiasie w powyzszej rownosci jest dodatnia, wiec cosa = 0.
To oznacza, ze punkty D, E, F' sq rzutami prostokgtnymi punktu P odpowied-
nio na boki BC, CA, AB (rys. 24).

Dalsza cze$é rozumowania przeprowadzamy tak jak w sposobie 1.

Sposob 111

Wykorzystamy nastepujace

Twierdzenie

W trojkacie ABC wysokoéci AD, BE, C'F przecinaja sie w punkcie H
(rys. 26). Punkty K, L, M sa odpowiednio $rodkami bokéw BC, CA, AB.
Punkty X, Y, Z sa odpowiednio srodkami odcinkéw AH, BH, CH. Wéwczas
nastepujace punkty: D, £, F, K, L, M, X, Y, Z leza na jednym okregu.

Okrag ten nazywa sie okregiem dziewieciu punktow trdojketa ABC.

Nietrudny dowdd powyzszego twierdzenia pozostawiamy Czytelnikowi.
Mozna tez zajrzeé¢ do ksiazek: H. S. M. Coxeter ,,Wstep do geometrii dawnej
i nowej” na str. 34, jak rowniez S. 1. Zetel ,,Geometria trdjkata” na str. 52.

B D - K C
rys. 26

7 zacytowanego twierdzenia wynika, ze jesli okrqg przechodzgcy przez
Srodki bokow tréjkgta ostrokgtnego ABC przecina obwdd tego tréjkgta po raz
drugi w punktach D, E, F, to punkty D, E, F' sq spodkami wysoko$ci tréjkgta
ABC.

Przystepujemy do rozwiazania zadania.

Na péiprostej FFA™ odkladamy taki punkt @), aby zachodzila nastepujaca
ré6wnosé katéw: S FPQ=<SEPC (rys. 27).

Punkty A, E, P, F leza na jednym okregu, wiec SQFP = <SCEP. Z po-
wyzszych réwnoéci wynika, ze trojkaty PQF oraz PCFE sa podobne. Zatem
PF  PQ
PE PC’
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Ponadto 4 FPE =<QPC. Z dwéch ostatnich réwnosci wynika, ze tréjkaty
PFFE oraz PQC sg podobne. Z zalezno$ci w tresci zadania oraz z podobien-
stwa tréjkatéow PQF, PCFE otrzymujemy

BF PF QF

CE PE CE’
skad BF =QF. Zatem punkt I jest srodkiem odcinka BQ.

rys. 27

Niech K bedzie srodkiem boku BC'. Wowczas proste K F' oraz C'Q) sg row-
nolegte. Zatem kat EF K jest rowny katowi pomiedzy prostymi F'E oraz C'Q).
Natomiast na mocy podobiefnstwa trojkatéw PFE oraz PQC, kat pomiedzy
prostymi F'E oraz C'Q jest réwny katowi pomiedzy odcinkami PE i PC,
czyli katowi EPC. Punkty E, P, D, C leza na jednym okregu, skad wynika
réwnosé¢ SEPC =<4EDC.

Z powyzszych rozwazan uzyskujemy zaleznoéé S EF K = S EDC. Dowodzi
ona, ze punkty D, K, E, F' leza na jednym okregu, niezaleznie od tego,
z ktoérej strony punktu K lezy punkt D. Jezeli K =D, to okrag opisany na
tréjkacie DEF jest styczny do prostej BC' w punkcie D.

Innymi stowy: okrag opisany na tréjkacie DEF przechodzi przez punkt D
oraz $rodek boku BC' i nigdzie indziej nie przecina prostej BC. Analogicznie
dowodzimy, ze ten sam okrag przechodzi przez srodki pozostatych bokéw.
Poza punktami D, F, F oraz $rodkami bokéw tréjkata ABC okrag ten nie
ma punktéw wspdlnych z obwodem trojkata ABC.

Wykazalismy wiec, ze okrag przechodzacy przez srodki bokow tréjkata
ABC przecina jego obwdd po raz drugi w punktach D, E, F. To zas dowodzi,
ze proste AD, BE, C'F sa wysokosciami trojkata ABC.

Uwaga
Niech ABC bedzie dowolnym tréjkatem. Wéwezas dla dowolnych punktow
D, E, F lezgcych odpowiednio na bokach BC, CA, AB, okregi opisane na
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tréojkgtach AEF, BFD, CDE przecinajg sie w jednym punkcie. Nietrudny
dowo6d powyzszego stwierdzenia pozostawiamy Czytelnikowi.

Zatem jedynym zalozeniem w tresci zadania ograniczajacym swobode wy-
boru punktéw D, E, F' sa dane proporcje. W przypadku ogélnym (tzn. bez
zakladania prawdziwosci danych proporcji) punkt wspélny P okregéw opi-
sanych na tréjkatach AEF, BFD, CDE nie musi leze¢ wewnatrz tréjkata
ABC, nawet jedli trojkat ten jest ostrokatny (rys. 28).

A

rys. 28 rys. 29

Podobnie, nie jest prawda, ze (w przypadku ogdlnym) rzuty prostokatne
punktu P na proste BC, C A, AB pokrywaja sie odpowiednio z punktami D,
E, F. Na rysunku 29, punkt P jest dowolnym punktem lezacym wewnatrz
trojkata ABC, za$ punkty D, E, F leza odpowiednio na bokach BC, CA,
AB, przy czym zachodza zwiazki:

IPDB=YPEC=YPFA+#90°.

Wowcezas okregi opisane na trojkatach AEF, BFD, CDE przecinaja sie
w punkcie P, ktérego rzuty prostokatne na boki trojkata ABC sa rézne od
punktéw D, E, F.

Z powyzszych przyktadow wynika, ze bez wykorzystania proporcji danych
w tre$ci zadania nie da si¢ wykazad, ze punkt P lezy wewnatrz tréjkata ABC,
badz tez ze rzuty prostokatne punktu P na boki tréjkata ABC pokrywaja
sie z punktami D, E, F.
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Zawody stopnia drugiego

Zadanie 1.  Rozstrzygnaé, czy kazda liczbe wymierng dodatnia mozna przedsta-
wi¢ w postaci
a2 +b3
gdzie a, b, ¢, d sa liczbami calkowitymi dodatnimi.
Rozwigzanie
Dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich p, ¢ zachodza nastepujace réw-
noéci:
p_p P +p14 6 +p15 S0+ 0D’
¢ 4 PP Hpi pigdtpl (pq)”+ (p2q)"

Zatem kazdg liczbe wymierng dodatnia mozna przedstawi¢ w zadanej postaci.

Uwaga 1.
Zadanie mozna réwniez rozwigzaé wykorzystujac inng, podobna tozsa-
mosé, na przyktad

p_p P+’ _ P45 (') + (%)’
4 4 VPP P (pg2) + (pg)
lub tez
p_p p 174+p35 174 p36 174_|_p36 174 (p18q87) +(p12q58)
q q p 35 174+p35q174 _p35 175 +p35q175 (p q )5+(p q )
Uwaga 2.

Przygladajac sie powyzszym skomplikowanym wykladnikom, mozna od-
nie$¢ wrazenie, ze cata trudno$¢ zadania lezy wlasnie w ich zgadnieciu. Tym-
czasem jedynym, cho¢ wcale nietatwym, pomystem jest przemnozenie licznika
i mianownika ulamka p/q przez liczbe postaci p%q?+pcq?. Dobranie odpo-
wiednich wyktadnikéw nie sprawia najmniejszych trudnosci. Musimy jedynie
zadbaé o to, aby:

2la+1 3lc+1 5|a Tlc
2[b 3|d 5b+1 7|d+1.

Czworek liczb naturalnych (a,b,c¢,d) spetniajacych powyzsze podzielnosci jest
nieskonczenie wiele, a jedna z nich, np. (5,4,14,6) bez trudu wyznaczymy.

Zadanie 2. Dwusieczna kata BAC tréjkata ABC przecina okrag opisany na tym
tréjkacie w punkcie D réznym od A. Punkty K i L sa rzutami pro-
stokatnymi odpowiednio punktéw B i C na prostg AD. Dowies¢, ze

AD>BK+CL.
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Rozwigzanie

Sposdb 1

Oznaczmy przez o okrag opisany na trojkacie ABC. Z réwnosci katow
BAD i DAC wynika, ze dlugosci tukéw BD i DC' okregu o sa réwne (dlugosé
tuku XY jest mierzona od punktu X do punktu Y w kierunku przeciwnym
do ruchu wskazéwek zegara).

rys. 30 rys. 31

Niech E bedzie punktem symetrycznym do punktu D wzgledem symetral-
nej boku AB, za$ N niech bedzie rzutem prostokatnym punktu E na prosta
AD (rys. 301 31). Wéwczas AD = BE. Ponadto dtugosci tukéw DC' i EA sa
rowne, co oznacza, ze N =CL.

Punkty B i E leza po dwbch réznych stronach prostej AD. Zatem dlu-
go$¢ odcinka BE jest nie mniejsza niz suma odleglosci punktéw B i E od
prostej AD. Innymi stowy BE > BK+EN, czyli AD> BK+CL.

Sposdb 11

Niech P bedzie punktem przeciecia odcinkéw AD 4
i BC (rys. 32). Poniewaz
IBAD=<4PAC oraz <ADB=<ACP,
wiec trojkaty BAD i PAC sa podobne. Stad K
(1) AD AC B P\, ¢
AB AP’
Oznaczajac przez [XY Z] pole tréjkata XY Z oraz ko- D
rzystajac z réwnosci (1) otrzymujemy rys. 32

AP-(BK+CL)=2:|[ABP]+2:[ACP]=2-[ABC|< AC-AB=AP-AD,
skad BK+CL<AD.

Sposdb 111
Przedtuzmy pélprosta AB™ do takiego punktu E, ze BE = AC (rys. 33).
Poniewaz AD jest dwusieczng kata BAC, wiec BD=CD. Punkty A, B,
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D, C leza na jednym okregu, skad YACD =< EBD. Z trzech powyzszych
rownosci wynika, ze trojkaty ACD i EBD sa przystajace.

rys. 33

Oznaczajac przez [XY Z] pole tréjkata XY Z otrzymujemy:
BK-AD +CL-AD =2.[ABD] +2:[ACD] = 2-[ADE] =
= AD-DE-sindADE < AD-DE = AD?,
skad BK+CL<AD.

Sposob IV A

Niech R bedzie promieniem okregu opisanego na
trojkacie ABC. Korzystajac z twierdzenia sinuséow
otrzymujemy

K
AB
(1) BK=BD -sin{BDA=BD-——. B (]
2R L
Analogicznie:
. AC D
(2) CL:CDSIIlqc.DA:CDﬁ rys. 34

Poniewaz AD jest dwusieczna kata BAC, wiec BD = CD. Na mocy réwnoéci
(1) i (2) oraz twierdzenia Ptolemeusza (zob. Dodatek, str. 112) uzyskujemy
1 1
BK+CL= IR (BD-AB+CD-AC) = R (CD-AB+BD-AC) =

BC
— 2L .
AD R AD

Sposdéb V

WprowadZmy nastepujace oznaczenia (rys. 35):

AB=a, I¥DAB=<JCAD=YCBD=a, YABC=3.

53



Wyznaczymy najpierw ditugosci odcinkéw BK,
CL, AD w zaleznosci od a, a, 3. Oczywiscie
(1) BK =a-sina.
Na mocy twierdzenia sinuséw zastosowanego do
trojkata ABC otrzymujemy

AC AB
sindABC  sindACB’

Poniewaz Y ACB = $ADB = 180°—2a— 3, wiec po-

wyzsza réwnos¢ przybiera postaé rys. 35
A .
; C = — a4 s Sk%d AC =a- ﬁ .
sinf  sin(2a+0) sin(2a+03)
Zatem
sin 3-sina
2 CL=a——.
@ ¢ sin(2a+03)
7 twierdzenia sinuséw zastosowanego do tréjkata ADB otrzymujemy
AD AB sin(a+/4)
3 = kad AD=a-———-.
®) SnIABD  sinIADB’ * Sn(2a+5)

Na mocy tozsamosci (1), (2) i (3) nieréwnosé, ktéra chcemy udowodnié, spro-
wadza sie do postaci

sin(a+0) . sinf3-sina
c—————2>a-sina+a¢- ——.
sin (2a+3) sin(2a+03)
Przeksztalcajac réwnowaznie powyzsza zalezno$é mamy
sin(a+f) > sina (sin(2a+3) +sin 3).
Korzystajac z tozsamosci sinz+siny =2 sin(3(z+y)) cos(3(z—y)) mozemy
dowodzona przez nas nierownos¢ przepisa¢ w postaci
sin(a+f3) > 2 sina sin(a+3) cosa.
Poniewaz sin(a+3) =sindABD >0, wiec ostatnia zaleznoéé jest réwnowaz-

na nieréwnosci 1> sin2a, ktéra jest prawdziwa.

Uwaga
Sledzac uwaznie ktérekolwiek z zaprezentowanych rozwiazan mozna wy-
wnioskowaé, ze prawdziwa jest zaleznosé

BK+CL=AD-sind¥BAC.

Zatem réwnosé w dowodzonej przez nas nieréwnoéci zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy <BAC =90°.

o4



Zadanie 3. Na polach szachownicy n x n rozmieszczono n? réznych liczb catkowi-

tych, po jednej na kazdym polu. W kazdej kolumnie pole z najwigksza,
liczba pomalowano na czerwono. Zbiér n pdl szachownicy nazwiemy
dopuszczalnym, jezeli zadne dwa z tych pdl nie znajduja sie¢ w tym sa-
mym wierszu, ani w tej samej kolumnie. Spoéréd wszystkich zbiorow
dopuszczalnych wybrano zbior, dla ktérego suma liczb umieszczonych
na jego polach jest najwicksza.

Wykazaé, ze w tak wybranym zbiorze jest czerwone pole.

Rozwigzanie

Przeprowadzimy dowdd nie wprost.

Zalézmy, ze w wybranym zbiorze dopuszczalnym (oznaczmy go przez A)
nie ma czerwonego pola.

Zdefiniujemy ciag pél D1,C1,D5,C5,... danej szachownicy wedlug nizej
opisanej reguly. (Dla n=8 proces wyboru pél Dy,C1,D2,Cs,... jest przed-
stawiony na rysunkach 36 i 37. Pola czerwone sa zacieniowane, za$ pola ze
zbioru A sa oznaczone kétkiem).

Pole D; jest dowolnym polem ze zbioru A. Niech C7 bedzie polem czer-
wonym lezacym w tej samej kolumnie, co D;.

Nastepnie rozwazamy to pole Dy ze zbioru A, ktére lezy w tym samym
wierszu, co C. Przez Cy oznaczamy pole czerwone lezace w tej samej kolum-
nie, co Ds. Postepowanie to kontynuujemy. (Og6lnie: pole czerwone C; lezy
w tej samej kolumnie, co D;, natomiast pole D;;1 jest polem ze zbioru A
lezacym w tym samym wierszu, co C}).

D3e—C>
Dy
Cs Dy
Cy Do 0}4
rys. 36 rys. 37

W ten sposéb otrzymujemy ciag pél D1,C1,D2,Co,Ds,..., w ktorym kazde
pole jednoznacznie wyznacza pole nastepne. Poniewaz pol czerwonych jest
skonczenie wiele, wiec znajdziemy takie liczby catkowite dodatnie ¢, ¢, dla
ktorych C; = Cjyy oraz C; # Ciqs dla s=1,2,...,t—1. (W naszym przykladzie
przedstawionym na rysunkach 36 i 37, Co =Cj, a wiec i =2, t =3).

Usuwamy ze zbioru A pola D;y1,D;19,...,D;+; zastepujac je odpowiednio
polami Cj41,Ciya,...,Ciyy (rys. 38). Otrzymany w ten sposéb zbiér oznaczmy
przez B.

55



7 okreslenia ciagu D1,C1,D5,C9,Ds3,... wynika, ze pola
Dit1, Diya, -y Digt
znajduja sie odpowiednio w tych samych kolumnach, co pola
Cit1, Ciya, ..., Cipy
oraz odpowiednio w tych samych wierszach, co pola
Ci =Citt, Ciy1, Ciya, ..., Cipy1.

Zatem zbiér B jest dopuszczalny. Ponadto liczby, ktére zostaty napisane na
polach Cj11,Ci49,...,Ciyy, sa wicksze odpowiednio od liczb napisanych na
polach D;y1,D;49,...,D;s. Wynika stad, ze suma liczb napisanych na polach
zbioru B jest wieksza od sumy liczb napisanych na polach zbioru A. To
jednak przeczy zalozeniu, ze A ma najwiecksza sume liczb spoéréd wszystkich
zbioréw dopuszczalnych.

rys. 38

Zadanie 4. Punkt I jest $rodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC, w ktérym
AB# AC. Proste BI i C1I przecinaja boki AC i AB odpowiednio
w punktach D i E. Wyznaczy¢ wszystkie miary kata BAC, dla kté-
rych moze zachodzi¢ réwnos¢ DI = E1.
Rozwigzanie
Sposob 1
Wykazemy, ze jedyng warto$cig przyjmowana przez kat BAC jest 60°.
Na mocy twierdzenia sinuséw zastosowanego do tréojkatéw ADI i AET
otrzymujemy sind AEI =singADI. Stad
YAEI =<4 ADI lub SAET+<SADI =180°.
Przypusémy najpierw, ze zachodzi zwiazek SAEI=<SADI (rys. 39).
Wtedy takze SAIE=<YAID, co oznacza, ze trojkaty AET oraz ADI sa
przystajace (cecha kqt-bok-kqt). Zatem AD = AE. To dowodzi, ze przysta-
jace sa takze tréjkaty ADB i AEC (cecha kaqt-bok-kgt). Stad uzyskujemy
rownos¢ AB = AC, ktéra przeczy zalozeniom poczynionym w tresci zadania.
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Pozostal do rozpatrzenia przypadek, w ktérym <SAET+<SADI =180°
(rys. 40). Wtedy punkty A, E, I, D leza na jednym okregu. Zatem

$BAC =4 DIC =4IBC+4ICB=414ABC+i4BCA.
Stad otrzymujemy
180° = YBAC +<4ABC+<IBCA=<YBAC+24BAC =34BAC,
czyli $BAC =60°.

B C B C
rys. 39 rys. 40
Do zakonczenia rozwiazania pozostalo wykazaé, ze istnieje trojkat ABC,
w ktérym AB # AC, $BAC =60° oraz DI = EI. Wykazemy wiccej: w kaz-
dym tréjkacie ABC o kacie BAC réwnym 60° zachodzi rownosé¢ DI = E1.
Jezeli $BAC =60°, to
$DIC=14ABC+34BCA=90°—$4BAC =60°=4BAC.
Na czworokacie AEID mozna wiec opisa¢ okrag. Poniewaz Al jest dwusiecz-
na kata EAD, wiec DI =FE1I.

Sposob 11
Podobnie jak w pierwszym sposobie rozwiazania, dochodzimy do réwnosci
JAEC = 4BDC wykluczajac konfiguracje jak na rysunku 39.

A
’
[ﬁ)
E
E/
I
B C
rys. 41

Niech D’i E' beda rzutami punktu I odpowiednio na boki AC' i BC. Wow-
czas wobec ID' =IE' warunck YAEC = <BDC jest réwnowazny réwnosci
DD'=EFE' (rys. 41), a ta z kolei réwnosci

(1) D'A+AE'=DA+ AE.
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Oznaczajac BC' =a, AC =b oraz AB = c otrzymujemy
b+c— b
(2)  AD' —Ap ="tc"C
2 a+b
(dwie ostatnie zaleznosci wynikaja z twierdzenia o dwusiecznej). Wobec row-
nosci (2), warunek (1) przyjmuje postaé
be be
+ .
a+c a+b

, AD:b-L oraz AFE=c-
a+c

b+c—a=

Dalsze przeksztatcenia daja kolejno:
(b+c—a)(a+c)(a+b) =bc(2a+b+c),

—ad+ab®+abe+ b c+ac®+bc? =2abe+b2c+be?,

ab?—abc+ac? =a3,

b —be+ct=ad?,

co z kolei na mocy twierdzenia kosinuséw jest rownowazne temu, ze kat przy
wierzchotku A ma miare 60°.

Zadanie 5.  Niech N oznacza zbidr liczb catkowitych dodatnich. Rozstrzygnaé, czy
istnieje taka funkcja f: N— N; ze dla kazdego n € N zachodzi réwnosé

f(f(n))=2n.

Rozwigzanie

Taka funkcja istnieje. Oto przyktad.

Niech A bedzie zbiorem tych liczb calkowitych dodatnich, w ktérych
rozkladzie na czynniki pierwsze ,tréjka” wystepuje nieparzysta liczbe razy.
Funkcje f definiujemy wzorem:

Fn) = { %n dla neA,
6n dla neN\A.
Woéweczas jesli n€ A, to f(n) e N\ A, skad
f(f(n)=f(3n)=2n dla neA.
Podobnie, jezeli n € N\ A, to f(n) € A, co daje
f(f(n))=f(6n)=2n dla neN\A.

Uwaga

Istnieje nieskonczenie wiele funkcji f spelniajacych warunki zadania. Moz-
na je opisa¢ nastepujaco.

Laczymy liczby nieparzyste w pary (ng,my) (k=0,1,2,...) dbajac jedy-
nie o to, aby kazda liczba nieparzysta wystapita dokladnie raz, na przyktad
(nk,my) = (4k+1,4k+3). Dla kazdej liczby catkowitej nieujemnej r definiu-
jemy

f(QTnk) :2ka, f(2rmk) :2T+1nk.

W ten sposéb okreslona funkcja f spelnia warunek f(f(n))=2n.
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Zadanie 6.  Wielomian w(z) stopnia drugiego o wspélezynnikach calkowitych
przyjmuje dla catkowitych x wartosci bedace kwadratami liczb cal-
kowitych. Dowies¢, ze wielomian w(x) jest kwadratem pewnego wie-
lomianu.

Rozwigzanie

Niech w(z) = az?+bx 4 c. Wprowadzmy oznaczenie: k, = /w(n) dla do-
wolnej liczby calkowitej dodatniej n. Wowczas k, moze byé zerem dla co
najwyzej dwboch wartosci n. Dla pozostatych n mamy

k2, — k2 (2n+1)a+b
Btttk Ja(nt1)2+b(n+1)+c + yf/an? +bn+c

Dzielac licznik i mianownik otrzymanego utamka przez n i przechodzac z n do
nieskonczono$ci widzimy, ze ciag (k,+1— k) jest zbiezny i jego granica wy-
nosi v/a. Poniewaz wyrazy ciagu (k,4+1 —ky,) sa calkowite, wiec granica tego
ciagu, liczba \/a, jest tez catkowita. Ponadto istnieje taka liczba naturalna m,
ze

knJrl - kn =

(1) kni1—kn=+va dla n>m.
Niech d =k, — m+/a. Ze zwiazku (1) wynika, ze
(2) kn=nva+d dla n>m.

Przyjmijmy: p(z) = (zv/a+d)?. Na mocy definicji liczb k,, oraz zaleznogci (2)
uzyskujemy réwnos$é p(n) =w(n) dla n > m. To oznacza, ze p(x) =w(z), skad

w(z) = (zva+d)>.
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Zawody stopnia trzeciego

Zadanie 1. Dana jest liczba calkowita n > 2.
Wyznaczy¢ liczbe rozwiazan (x1,xa,...,2,) uktadu réwnan
To+ x% =4x;
r3+72 = 4xs
T4+ 33525 =4zx3
Tpt+x2 | =4w,
T +a2 =4,
w liczbach rzeczywistych nieujemnych.
Rozwigzanie
Odpowiedz: 2™.
Sposdb 1
Niech f(x)=4r—2%=(4—2z)z. Wéwezas dany w zadaniu uklad réwnan
przyjmuje postaé

ro = f(z1)
x3 = f(2)
x4 = f(z3)
tu= (20 1)
xr1= f(xn) .

Poniewaz wielomian f przyjmuje wartosci nieujemne tylko dla argumentéw
z przedziatlu (0,4), zadanie sprowadza sie do znalezienia liczby rozwigzan
w zbiorze (0,4) réwnania f"(z) =z, gdzie f¥ oznacza k-krotne zlozenie funk-
cji f.

Y
4 4

3,,

rys. 42 rys. 43
Wykazemy, ze istnieja takie liczby 0 =20 < 21 < 220 <... < zon =4, zZe
(1) f™(zr) =0 dla k parzystych oraz f"(z;)=4 dla k nieparzystych
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(por. rysunki 42-45, ktére przedstawiaja kolejno wykresy funkeji f(z), f2(z),
), ().

WY WY

rys. 44 rys. 45

Dowéd przeprowadzimy indukcyjnie. Dla n =1 wystarczy przyjaé¢ z; = 2.
Zalézmy teraz, ze warunek (1) jest spelniony dla pewnego n. Dla dowolne-
go ke€{0,1,2,...,2"—1}, jedna z liczb f™(zx), f™(2k+1) jest réwna 0, druga zas
wynosi 4. Stad oraz z ciaglosci funkeji f"(x) wynika, ze istnieje taka liczba
uy, € (2k, 26+1), dla ktérej f(ug) =2. Wtedy oczywiscie
O=zp<uwp<z1<ur <...<zon_1<uUgn_1 < zon =4
oraz f"H (z) = f(f"(2x)) =0, f" (up) = F(f"(ur)) = f(2) = 4.

Dowdd indukeyjny jest wiec zakonczony.

Z udowodnionego faktu oraz z ciaglodci funkcji f™(z) wynika, ze réw-
nanie f"(x)=2x ma co najmniej 2" rozwiazan: x =0 oraz przynajmniej po
jednym rozwigzaniu w kazdym z przedzialéw (zp,zxy1) dla k=1,2,...,2"—1
(rys. 42-45). Poniewaz f"(x) jest wielomianem stopnia 2", réwnanie to nie
moze mie¢ wiecej niz 2" rozwiazan, musi wiec ich mie¢ doktadnie 2.

Uwaga

Réwnanie f(f(z)) =2 ma rozwiazania: 0, (5—v/5), 3, (5-+/5).

Sposdb 11

7 pierwszego rownania otrzymujemy

x1(x1 —4) :x%—élxl =—x5<0,
skad wynika, ze x; <4. Istnieje wiec dokladnie jedna liczba a € (0,7/2), spel-
niajaca zaleznoéé x; =4sin’a.

Woéwczas xo=1x1(4—21) = 4sin®a-4cos?a = 4sin?2a. Rozumujac analo-
gicznie dostajemy

), = 4sin? (28 1a) (k=3,4,...,n)
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oraz x1=4sin?(2"a).
Liczba rozwiazan danego uktadu réwnan w liczbach nieujemnych jest wiec
rowna liczbie rozwigzan réwnania

2o =sin?(2")

sin
w liczbach rzeczywistych a € (0,7/2). Poniewaz réwnos$¢ sinf = +siny za-
chodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ktéras z liczb G+, G— jest catkowita
wielokrotnoscia 7, wiec jedna z liczb (2"+1)a, (2"—1)a musi by¢ catkowita
wielokrotnoscia 7. Stad wynika, ze a jest jedna z liczb:

km tm : n—1 n—1
 gnyl w1 gdzie ke{1,2,...,2" '}, (e€{l1,2,...,2" " —1}.

Poniewaz najwiekszy wspolny dzielnik liczb 2" +1 i 2" —1 jest rowny 1, wiec
wyzej wypisane mozliwe wartos$ci a sa rézne. Zatem istnieje doktadnie 2"
ciagéw liczb nieujemnych (x1,x9,...,2,) spelniajacych dany uklad réwnan.

Zadanie 2. Dany jest trojkat ABC, w ktérym AC = BC'. Punkt P lezy wewnatrz
trojkata ABC, przy czym < PAB = SPBC. Punkt M jest $rodkiem
boku AB. Dowiesé, ze

SAPM +<4<BPC = 180°.
Rozwigzanie
Sposob 1
Zalézmy najpierw, ze punkt P lezy wewnatrz trojkata AMC lub na od-
cinku MC.
Niech @ # C bedzie punktem przeciecia okregu opisanego na tréjkacie

BCP 7z prosta CM (rys. 46 i 47). Poniewaz JPAM =< PBC =YPQC,

wiec punkty A, P, M, @Q leza na jednym okregu. Ponadto

IBPC =<BQC=YAQC.

rys. 46 rys. 47

Jezeli punkt @ znajduje sie na zewnatrz tréjkata ABC' (rys. 46) lub na
odcinku AB, to na mocy zaleznosci (1) otrzymujemy

SAPM +<4<BPC =<4 APM+4AQC =180°.
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Jezeli natomiast punkt @ znajduje si¢ wewnatrz trojkata ABC (rys. 47), to
korzystajac raz jeszcze z réwnosci (1) uzyskujemy

JAPM +4IBPC =JAQM +JAQC =180°.

Zalézmy teraz, ze punkt P znajduje sie wewnatrz trojkata BCM. Po-
niewaz Y PBA= 4 PAC, wiec przeprowadzajac rozumowanie analogiczne do
powyzszego otrzymujemy réwnoéé L BPM + < APC =180°. Stad

JAPM +<4BPC=180°,

co konczy rozwigzanie zadania.

Sposob 11

Niech o bedzie okrggiem opisanym na tréjkacie ABP. Po- C
niewaz ¥ PAB = Y PBC, wiec okrag ten jest styczny do pro-
stych AC, BC odpowiednio w punktach A, B (rys. 48).
Niech K # P bedzie punktem przeciecia prostej C'P z ok-
regiem o. Oznaczmy ponadto przez ) i L punkty sy-
metryczne odpowiednio do punktéw P i K wzgledem
prostej C'M.

Prosta AB jest biegunowa punktu C' wzgledem
okregu o, a wiec proste K@Q i PL przecinaja si¢ na
odcinku AB (zob. L Olimpiada Matematyczna, Spra-
wozdanie Komitetu Gléwnego, str. 110, twierdzenie 3).
Zatem punkt przeciecia prostych PL i QK pokrywa sie ‘

z punktem M. rys. 48

Dtugosci tukéw AL, KB okregu o sa réwne, wiec SAPL =<K PB. Stad
SAPM +<BPC=<4KPB+<4BPC=180°.

Sposdéb 111
Skorzystamy z nastepujacego twierdzenia:
Twierdzenie
Punkt M jest srodkiem boku AB trojkata ABC' (rys. 49). Punkt N lezy
na odcinku AB, przy czym spelniony jest warunek
AN <AC) 2
NB \BC)
Wéwezas SACN =S MCB.
Powyzsze twierdzenie jest szczegdlnym przypadkiem zadania 5 z zawoddw
stopnia trzeciego XLIX Olimpiady Matematycznej. (Dowdéd mozna znalezé

w broszurze XLIX Olimpiada Matematyczna, Sprawozdanie Komitetu Glow-
nego, str. 70).
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Oznaczmy: a=<IPAB=<YPBC, 3=4CAP=<YPBA. Na mocy twier-
dzenia sinuséw zastosowanego do trojkata ABP (rys. 50) otrzymujemy
sing AP
sine. BP’
Oznaczajac przez [XY Z] pole tréjkata XY Z oraz korzystajac z powyzszej
rownoéci dostajemy
AN [APC] 4-AC-AP-sin AP sinf [ AP\?
NB  [BPC] LBC.-BP.sina BP sina <ﬁ) '
Na mocy zacytowanego twierdzenia uzyskujemy ¥ APN = <M PB. Stad
JSAPM +<4BPC=<4NPB+<4BPC =180°.

C
C
/N \(‘[
o
A N M B A N M

rys. 49 rys. 50

Sposéb IV
Niech ) bedzie punktem symetrycznym do punktu P wzgledem prostej
CM (rys. 51). Wéwczas

JOAP=3QAB=%PBA=3CBQ.

Zatem istnieje elipsa e wpisana w trojkat ABC, ktorej ogniskami sg punkty
P, Q (zob. Dodatek, twierdzenie 4, str. 108). Elipsa ta jest styczna do boku

AB w punkcie M.
C
/AN

/ P \
A M B
rys. 51 rys. 52

Oznaczmy przez K, L punkty stycznodci elipsy e odpowiednio z bokami
BC, CA (rys. 52). Na mocy twierdzenia 3 (str. 107) zachodza nastepujace
rownosci katow:

SLPA=YAPM, YMPB=<BPK, JKPC=<4CPL.
Zatem SAPM +<BPC = 3-360° =180°.
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Zadanie 3.  Ciag liczb naturalnych (p,,) spelnia nastepujace warunki:
1° py i po sa liczbami pierwszymi,
2° dla n > 3 liczba p,, jest najwiekszym dzielnikiem pierwszym liczby
Pn—1+Pn—2+2000.
Udowodnié, ze ciag (p,) jest ograniczony.

Rozwigzanie
Wykazemy najpierw, ze dla dowolnego n > 3 zachodzi nieréwnosé

(1) Pn < max(pp—2,pn—1) +2002.

Istotnie, jedli jedna z liczb p,_o, pr—1 jest réwna 2, to na mocy definicji,
liczba p,, jest dzielnikiem pierwszym liczby max(pn—2,pn—1)~+2002. Nieréw-
nosé (1) jest wtedy udowodniona. Jesli natomiast obydwie liczby pn—2, pn—1
sa nieparzyste, to liczba p, jest najwiekszym dzielnikiem pierwszym liczby
parzystej pp—2+pn—1+2000, a wiec jest takze dzielnikiem pierwszym liczby

Prn—2+pPn-1+ 2000 _ Pn—2+Pn-1
2 2

Zatem nieréwnosé (1) jest spelniona réwniez w tym przypadku.

+1000 < max(py,—2,pn—1) +1000.

Niech M =max(p1,p2)-2003!+2. Wykazemy indukcyjnie, ze dla dowolnej
liczby naturalnej n > 1 zachodzi nieréwnosé p,, < M.

Oczywiscie p1 <M oraz ps <M.

Zatézmy, ze dla liczby naturalnej n > 3 zachodza nieréwnosci pp_o < M
oraz pp—1 < M. Wéwezas na mocy zaleznosci (1) otrzymujemy p,, < M +2002.
Poniewaz liczby M, M+1, M+2, ..., M 42001 sa zlozone, jako podzielne od-
powiednio przez 2,3,4,...,2003, wigc w rezultacie uzyskujemy silniejsze osza-
cowanie: p, < M.

To konczy dowdd indukeyjny oraz rozwigzanie zadania.

Uwaga

Powyzsze rozwiazanie polega na wykazaniu, ze ciag (p,) nie moze ,prze-
skoczy¢” duzej dziury w liczbach pierwszych oraz na wskazaniu odpowiednio
wielu kolejnych liczb ztozonych.

Zadanie 4. W ostrostupie prawidtowym o wierzchotku S i podstawie A;As...A,
kazda krawedZ boczna tworzy z plaszczyzna podstawy kat 60°. Dla
kazdej liczby naturalnej m > 3 rozstrzygnaé, czy mozna wybraé ta-
kie punkty Bs,Bs,...,B, lezace odpowiednio na krawedziach AsS,
A3S,...,A,S, ze

A1Bos+ByBs+BsBy+...+B,_1B,+ B, A1 <2A,S.
Rozwigzanie
Odp.: Takie punkty istnieja dla dowolnego n > 3.
Niech O bedzie spodkiem wysokosci ostrostupa, zaé a miara kata Sciany
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bocznej przy wierzchotku S. Z réwnosci A1S =2A;0 otrzymujemy
CAA 1 AlAy e

. . . o
sin & Lgin180° — i 20

27 94,5 2 24,0 2 n n

90°

n ?

cos% < sin
skad
(1) na < 180°.

Rozetnijmy powierzchni¢ boczng ostrostupa wzdtuz krawedzi A1 i roztézmy
ja na plaszczyznie. Otrzymamy wtedy wielokat S’ A} AS... Al Al (rys. 53). Na
mocy nieréwnoéci (1), LA} S" A} =na < 180°.

"
1

rys. 53

Niech Bj,Bj,...,B], beda punktami przecigcia odcinka A} A} odpowiednio
z odcinkami A5S’ ALS’,..., Al S". Na mocy nieréwnosci tréjkata,
A\By+ByBs+ BBy +...+ B, B, + B, A <2A|S" .
Punkty Bj,Bj,...,B], wyznaczaja wiec punkty Bg,Bs,..., B, na krawedziach
ostrostupa spelniajace warunki zadania.

Uwaga

Warunkiem, ktéry rozstrzyga o istnieniu punktéw Ba, Bs,..., By, jest nie-
réwnosé (1). Mozna ja udowodnié réwniez bez uzycia trygonometrii w naste-
pujacy sposob.

Rozpatrzmy stozek S, ktérego podstawa jest okrag opisany na wielokacie
AjAs... Ay, za$ wierzchotkiem punkt S. Tworzaca stozka S tworzy z plasz-
czyzng podstawy kat 60°. To oznacza, ze powierzchnia boczna stozka S, po
rozlozeniu na plaszczyzne, jest potkolem. Zatem wielkosé

JASAy+SAS A3 +...+ YA, 1SA, +SA,SA;
jest mniejsza od 180°, skad uzyskujemy nieréwnosé (1).

Powyzsze rozumowanie przenosi sie bez najmniejszych zmian na przy-
padek, gdy SA1As... A, jest ostrostupem, na ktérego podstawie A1As... A,
mozna opisaé okrag, i ktérego kazda krawedz boczna jest nachylona do ptasz-
czyzny podstawy pod katem 60°. Zatem réwniez w tym nieco ogdlniejszym
przypadku istnieja punkty Bo,Bs,..., B, spelniajace warunki zadania.
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Zadanie 5.  Dla danej liczby naturalnej n > 2 znaleZé najmniejsza liczbe k o naste-
pujacej wlasnosci. Z dowolnego k-elementowego zbioru pdl szachow-
nicy n xn mozna wybra¢ taki niepusty podzbiér, ze liczba pdl tego
podzbioru w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie szachownicy jest
parzysta.

Rozwigzanie

Udowodnimy nastepujace dwa zdania:

1. Z dowolnego zbioru ztozonego z m+n pdl szachownicy o wymiarach
mxn (m,n>2) mozna wybraé niepusty podzbiér majacy w kazdym wierszu
i w kazdej kolumnie szachownicy parzysta liczbe pél.

2. Istnieje zbior m—+n—1 pdl szachownicy o wymiarach m x n, z ktérego
nie da si¢ wybraé niepustego podzbioru majacego w kazdym wierszu i w kaz-
dej kolumnie szachownicy parzysta liczbe pol.

Z powyzszych zdan zastosowanych dla m =n wnioskujemy, ze najmniejsza
liczba spelniajaca warunki zadania jest k = 2n.

Dowdd zdania 1.

Przeprowadzimy dowéd indukcyjny wzgledem m +n. Dlam =2, n =2 teza
zdania 1 jest prawdziwa.

Ustalmy dwie liczby naturalne m, n o sumie wiekszej niz 4 i zalézmy, ze
zdanie 1 jest prawdziwe dla dowolnej szachownicy o sumie wymiaréw mniej-
szej niz m~+n. Rozwazmy dowolny zbiér A ztozony z m+n pdl szachownicy
S o wymiarach m x n. Mozliwe sa nastepujace trzy przypadki:

(a) istnieje wiersz lub kolumna szachownicy S nie zawierajaca zadnego
pola ze zbioru A;

(b) istnieje wiersz lub kolumna szachownicy S, w ktorej znajduje si¢ do-
ktadnie jedno pole ze zbioru A;

(¢) w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie znajduja sie co najmniej dwa
pola ze zbioru A.

o|0o Ne X| O @) @) @)
olo|ti|o O|X| 0o @) o)
X| 0 i X
rys. 54I rys. 55 rys. 56

W przypadku (a) usuwamy z szachownicy S te kolumne (lub wiersz),
ktéra nie zawiera zadnego pola ze zbioru A. Nastepnie usuwamy ze zbioru
A dowolne pole (na rysunku 54 pola zbioru A oznaczone sa koéleczkami).
W ten sposéb otrzymujemy nowa szachownice, ktéra zawiera pewien zbior
A’ zlozony z m+n—1 pdl i ktérej suma wymiardéw jest réwna m—+n—1
(rys. 55). Stad wynika, ze kazdy z wymiaréw uzyskanej szachownicy jest nie
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mniejszy niz 2. Zatem na mocy zalozenia indukcyjnego mozna wybraé ze
zbioru A’ niepusty podzbiér majacy w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie
parzysta liczbe pél. Wklejajac z powrotem usunieta kolumne lub usuniety
wiersz na swoje miejsce (rys. 56) otrzymujemy zadany podzbidér zbioru A.

Podobnie postepujemy w przypadku (b): znajdujemy najpierw kolumne
(lub wiersz), w ktérej znajduje sie doktadnie jedno pole ze zbioru A, a nastep-
nie usuwamy te kolumne z szachownicy S (rys. 57). W rezultacie otrzymuje-
my nowa szachownice, ktéra zawiera pewien zbiér A’ ztozony z m+mn—1 pdl
i ktorej suma wymiaréw jest réwna m+n—1 (rys. 58). Tak jak wyzej, stosu-
jemy zaltozenie indukcyjne, po czym wklejamy z powrotem usunietg kolumne
lub usuniety wiersz (rys. 59).

ol X
0 ilolo ol Ix|o 0 0
0|0 |X O O [ X ¢} O O
rysf 57 rys. 58 rys. 59

Rozpatrzmy przypadek (c). Niech ki, ko,....kn, wi,wa,...,w,, oznaczaja
odpowiednio liczby pdl zbioru A w poszczegdlnych kolumnach i wierszach.
Woéwczas

(ki +ko+...+kp)+ (w1 +we+...+wp) =2(m+n).

Ponadto k;,w;>2 dla wszystkich i, j. Stad wynika, Ze k; =w;=2. Zatem
zbiér A ma w kazdej kolumnie i w kazdym wierszu doktadnie dwa pola. To
oznacza, ze liczba pdl zbioru A w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie jest
parzysta.

Dowéd indukcyjny, a tym samym dowdd zdania 1, zostal zakonczony.

Dowodd zdania 2.

Rozwazmy zbior A zlozony ze wszystkich m—+n—1 pdl
szachownicy o wymiarach m x n znajdujacych si¢ w dolnym
wierszu i pierwszej kolumnie (rys. 60). Aby otrzymaé parzy-
sta liczbe pdél w kolumnach od drugiej do ostatniej musimy
usunaé ze zbioru A pola, ktére si¢ w tych kolumnach znaj-
duja. Po ich usunieciu widzimy, ze z tego samego powodu
musimy usunaé pozostalte pola zbioru A. To konczy dowdd
zdania 2. rys. 60

O]|O0|0O|0O|0O
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Zadanie 6.  Stopien wielomianu P(z) o wspdlezynnikach rzeczywistych jest nie-
parzysty. Ponadto dla kazdego =
P(z*—1)= (P(x))* 1.
Udowodnié, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi réwnosé
P(x)==x.

Rozwigzanie
Dla dowolnej liczby rzeczywistej x prawdziwe sa zaleznosci
(P(—2))*=P(a® —1)+1=(P(x))*.
Stad wynika, ze dla kazdego x zachodzi jedna z réwnosci: P(—z) = P(z) lub
P(—z)=—P(x).

Przypus$émy, ze dla nieskonczenie wielu x zachodzi réwnosé P(—x) = P(x).
Wéwcezas rownosé ta musi byé prawdziwa dla dowolnej liczby rzeczywistej x,
co przeczy zalozeniu, ze stopien wielomianu P jest liczba nieparzysta.

Zatem dla nieskonczenie wielu z zachodzi réwno$¢ P(—x)= —P(z), skad
wynika, ze réwnos¢ ta jest prawdziwa dla wszystkich liczb rzeczywistych x.

Dowolng liczbe rzeczywistg x > —1 mozemy zapisaé w postaci x =y? —1,
dla pewnej liczby rzeczywistej y. Stad

(1) P(x)=P(y’=1)=(P(y))*~1> -1,
Okre$lamy rekurencyjnie ciag (x,) wzorami:

r1=1 oraz z,=+/Tn_1+1 dla n>2.

Udowodnimy indukcyjnie, ze

(2) P(xy)=z, dla neN.
Z zaleznosci P(—z) = —P(x) otrzymujemy P(0)=0. Ktadac =0 do da-
nej w tredci zadania tozsamosci otrzymujemy P(—1) =—1, skad P(1)=1. To

dowodzi réwnosci (2) dla n=1.
Ze zwiazku P(xy,—1) =x,—1 wynika, ze
(P(zp))?=P(22 -1)+1=P(zp_1)+1l=2, 1 +1=22.
Poniewaz x,, >1 dla n > 2, wiec nieréwnosé¢ (1) wyklucza prawdziwosé row-
nosci P(x,)=—x,. Zatem P(x,)=x,, co konczy dowdd zaleznosci (2).
Ciag (x,) jest rosnacy, wiec réwnosé P(x)=x zachodzi dla nieskonczenie
wielu x. Z tego za$ wynika, ze P(z)=x dla wszystkich z € R.
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XL Miedzynarodowa Olimpiada Matematyczna

Zadanie 1.  Wyznaczyé wszystkie zbiory skoficzone S na plaszczyznie, zlozone
z co najmniej trzech punktéw i spelniajace nastepujacy warunek: Dla
kazdych dwoch réznych punktéw A i B zbioru S, symetralna odcinka
AB jest osia symetrii zbioru S.

Rozwigzanie

Udowodnimy najpierw nastepujacy

Lemat

Wszystkie osie symetrii dowolnego zbioru ograniczonego plaszczyzny prze-
cinaja si¢ w jednym punkcie.

Dowdd lematu

Przypus$émy, whrew tezie, ze istniejg trzy rozne osie symetrii k, [, m zbioru
ograniczonego M, ktére nie przecinajg si¢ w jednym punkcie. Rozpatrzymy
dwa przypadki.

(a) Co najmniej dwie sposréd prostych k, I, m sq réwnolegle. Przyjmij-
my, ze k|| l. Wéwcezas odwzorowanie ¢ bedace zlozeniem symetrii wzgledem
prostej k z symetriag wzgledem prostej [ jest translacja o pewien niezerowy
wektor. Odwzorowanie t przeprowadza zbiér M na zbiér M, a wiec wielo-
krotne ztozenie przeksztatcenia t réwniez przeprowadza zbior M na zbiér M.
To przeczy jednak temu, ze zbidr M jest ograniczony.

(b) Kazde dwie sposrdd prostych k, 1, m przecinajq sie. Zlozenie symetrii
wzgledem prostej k z symetrig wzgledem prostej [ jest obrotem o srodku nie
nalezacym do prostej m. Zatem przeksztalcenie r bedace ztozeniem trzech
symetrii, kolejno wzgledem prostych k, [, m, jest zlozeniem pewnej syme-
trii osiowej z translacja o niezerowy wektor. Odwzorowanie r przeprowadza
zbiér M na zbiér M, a wiec wielokrotne zlozenie przeksztalcenia r réwniez
przeksztatca zbiér M na zbiér M. To przeczy jednak temu, ze zbiér M jest
ograniczony.

Dowéd lematu jest wiec zakonczony.

Przystepujemy do rozwiazania zadania.

Niech §={A1,As,...,A,}. Oznaczmy przez s;; (i# j) symetrie wzgledem
symetralnej odcinka A;A;. Na mocy lematu, symetralne wszystkich odcinkéw
A;Aj (i#j) przecinaja sie¢ w jednym punkcie P. Poniewaz s1;(A;) = A1, wiec
PA;=PA;. To oznacza, ze punkty Ay, As,..., A, lezg na okregu o srodku P.

Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze punkty Aq,As,..., A, leza na danym
okregu w tej wladnie kolejnosci. Rozpatrujac symetrie s;3 widzimy, ze punkt
Ay musi przejsé na siebie przy tym odwzorowaniu. To dowodzi, ze punkt Ao
lezy na symetralnej odcinka AjAs, a wiec A1 Az = A3 A3. Analogiczne rozu-
mowanie dowodzi, ze wszystkie boki n-kata A1 As...A, sa réwne. Poniewaz
n-kat ten jest wpisany w okrag, wiec musi on byé¢ foremny.
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Bez trudu sprawdzamy, ze zbiér S ztozony z wierzchotkow n-kata forem-
nego spelnia warunki zadania.

Zadanie 2.  Niech n > 2 bedzie ustalong liczba naturalng.
(a) Wyznaczy¢ najmniejsza stala C taka, ze nieréwnosé

Z vz (? —l—x (sz)
1<i<j<n
zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych x1,x2,...,2, > 0.
(b) Dla tej stalej C ustali¢, kiedy zachodzi réwnosé.
Rozwigzanie
Ktadac 1 =22 =1 oraz x3=x4=... =z, =0 obliczamy

n
Z xla:](x12+a:32) 2, (in)4:16
i=1

1<i<j<n
Wynika St@d ze szukana stala C' nie moze by¢ mniejsza niz l Wykazemy,

ze stala C'= spelma warunki zadania, tzn. ze zachodzi nlerownosc
2, 2y ¢ 4
1<i<j<n i=1

Bez szkody dla ogdlnoéci rozumowania mozemy zatozy¢é, ze x1 jest najwicksza
z liczb x1,x9,...,2,. Szacujemy prawa strone nieréwnosci (1) wprowadzajac
oznaczenie S =x9+x3+...+x,. Mamy:

()’ (S50~ (113 =

= (@1 +8) = (21— 9)"=
= 8215 +873S.

Rownosé w powyzszej nierownosci zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy 1 =95,
czyli x1 =x9+x3+...+x,. Ponadto mamy

Zx +3 Z (xzz:j—}—xix?)—l—(i Z Tix Tl >

2<i<j<n 2<i<j<k<n
Z;r + Z zirj+aiw )
2<i<g<n

przy czym réwno$é zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy co najwyzej jedna
z liczb x2,23,...,x, jest dodatnia. Zatem

(Zz:;%) 8561(2”” + Z a:acj—i—:vl )4‘83512%

2<i<g<n
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i do udowodnienia pozostaje nieréwnosé

Z xixj(a:?—i-x xl(z.?c + Z ma:j—i-xz )—l—:chxZ,

1<i<j<n 2<i<j<n
czyli

n

Z(xlxz—l—mx + Y wiwi(a; —I—x)

=2 2<Z<j<'fl
n
3 2 2 3
< E 125 + E (J:lxl-xj—l—xlxixj)—i—g T,
=2 2<i<j<n i=2

co z kolei sprowadza si¢ do
3 3 2 2
Z (ziwj+ o)) < Z (z177 25 + 212575 -
2<i<j<n 2<i<j<n
Powyzsza nier6wno$¢ wynika z nieréwnosci x; < x1 oraz z; < 7.

Uwalniajac sie od zalozenia, ze x1 jest liczba najwicksza, moZemy da¢ od-
powiedZ: najmniejsza stala spelniajaca warunki zadania jest C' = 3; rownosé
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dwie z liczb x1,22,...,2, sa soble réwne,
a pozostale sg zerami.

Uwaga
Dla n = 2 nieréwnos¢ (1) jest prawdziwa dla dowolnych liczb rzeczywistych
Z1,x2, niekoniecznie nieujemnych. Mamy bowiem

8(z3xy+ma3) = (1 +32) — (21 —22) < (21 +12).
Dla n=3 juz tak nie jest, co pokazuje przykiad liczb x; =22 =2, r3=—1.
Nier6wnos¢ (1) przybiera wtedy postaé 96 < 81.

Zadanie 3. Rozwazmy plansze kwadratowa n xn, gdzie n jest dang dodatnia
liczba calkowita parzysta. Plansza jest podzielona na n? kwadratow
jednostkowych. Dwa rézne kwadraty planszy sa przylegle, gdy maja
wspélny bok. N kwadratéw planszy zostalo wyrdznionych w taki spo-
s6b, by kazdy kwadrat planszy (wyrézniony lub nie) byl przylegly do
co najmniej jednego kwadratu wyréznionego. Wyznaczy¢ najmniejsza
mozliwa warto$¢ N.

Rozwigzanie

Odp.: Minimalna liczba pél wyréznionych wynosi n(n—+2)/4.

Przyjmijmy n=2k.

Podamy metode jak wyrézni¢ n(n+2)/4=k(k+1) pdl planszy w spo-
sOb spelniajacy warunki zadania. W tym celu pokryjemy plansze figurami
o ksztalcie jak na rysunku 61. Kazda taka figura zawiera dwa wyrdznione
pola. Sposob pokrycia jest nastepujacy.

Pierwsza figure umieszczamy w rogu planszy (rys. 62). Naszym celem jest
pokrycie calej planszy, dopuszczamy jednak, aby figury wystawaly poza nig.
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rys. 61

rys. 62

rys. 63

rys. 64

rys. 65

rys. 66
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Gdy k jest liczba nieparzysta, pokrywanie planszy kontynuujemy wedtug za-
sady pokazanej na rysunkach 63, 64 oraz 65. Dla liczb k parzystych pokry-
wamy szachownice tak, jak pokazano na rysunkach 66, 67 oraz 68.

rys. 67 rys. 68

Po pokryciu planszy wystaje poza nia 4k pol (rys. 65 i 68). Stad liczba
figur, ktére pokrywaja plansze, wynosi 1 ((2k)?+4k) = 1k(k+1), co oznacza,
ze wyrdznilisSmy k(k+1) pol.

Wykorzystujac to samo pokrycie planszy wykazujemy, ze nie da sie¢ wy-
rézni¢ mniej niz k(k+1) p6l w sposob spelniajacy warunki zadania. Istotnie:
gdyby takie wyrdznienie istniato, oznaczatoby to, ze w jednej z %kz(kz—}— 1) fi-
gur, ktére pokrywaja plansze, jest tylko jedno wyrédznione pole. W figurze tej
byloby wéwczas pole (jedno z dwéch zacieniowanych na rysunku 61), ktore
nie jest przylegte do zadnego z wyrdznionych pdl.

Zadanie 4.  Wyznaczyé wszystkie takie pary (n,p) liczb catkowitych dodatnich,
ze: p jest liczba pierwsza, n < 2p oraz (p— 1) +1 dzieli sie przez nP~1.
Rozwigzanie
W rozwigzaniu zadania skorzystamy z nastepujacego lematu.

Lemat

Jezeli q jest liczba pierwsza, za$ a jest liczba catkowita niepodzielng
przez ¢, to dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej r wzglednie pierwszej
z q—1 liczba (a—1)"+1 nie dzieli si¢ przez q.

Dowdd lematu

Dla g =2 teza lematu jest oczywista.

Jezeli natomiast ¢ jest liczbg nieparzysta, to wobec parzystosci liczby ¢ — 1
liczba r jest nieparzysta. Poniewaz r jest wzglednie pierwsze z ¢ — 1, istnieje
taka liczba catkowita dodatnia s, ze

rs=1 (mod ¢g—1),
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czyli rs=k(qg—1)+1 dla pewnego k. Przy tym liczba s jest nieparzysta.
Gdyby liczba (a—1)"+1 bylta podzielna przez ¢, tzn. gdyby zachodzila kon-
gruencja

(a—1)"=-1 (mod q),

to podnoszac stronami te kongruencje do potegi s otrzymaliby$my
(a—1)""=-1 (mod q).

Na mocy wniosku z dodatku (zob. str. 105) mamy
(a—1)"*=a—1 (mod q),

skad a—1=—1 (mod q). To przeczy zalozeniu, ze a nie dzieli si¢ przez q.
Dowéd lematu jest wiec zakonczony.

Przejdziemy teraz do wtasciwej czesci rozwigzania.

Zauwazmy, ze warunki zadania speklia kazda para postaci (1,p), gdzie p
jest liczba pierwsza. Przyjmijmy wiec, ze n > 2. Niech ¢ bedzie najmniejszym
dzielnikiem pierwszym liczby n. Wéwczas liczba n jest wzglednie pierwsza
z q— 1. Jezeli ¢ # p, to na mocy lematu liczba (p—1)™ + 1 nie dzieli si¢ przez g,
tym bardziej nie dzieli sie przez n.

Pozostaje do rozpatrzenia przypadek, gdy ¢=p, co wobec nieréwnoéci
n <2p wymusza n=p lub (n,p) = (4,2).

Przypadek (n,p) = (4,2) odrzucamy sprawdzajac bezposrednio, ze liczba
(2—1)*+1=2 nie dzieli si¢ przez 4271 =4.

Zatem n = p. Nalezy wiec wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p, dla kto-
rych liczba (p—1)P +1 dzieli sie przez pP~!. Podzielno$é ta jest spetniona dla
p=2. Pozostaje rozwazy¢ przypadek, gdy p jest liczba pierwsza nieparzysta.
7 rozwiniecia dwumiennego Newtona

o-1+1=p= (2 )+ (0t ()= (5) 4o,

Stad widaé, ze liczba (p—1)P+1 daje z dzielenia przez p® reszte p?, gdyz
(5) dzieli si¢ przez p. Zatem (p—1)P+1 dzieli si¢ przez p?, ale nie dzieli si¢
przez p°. Stad p< 3.

Odpowiedz
Parami speliajacymi warunki zadania sa pary postaci (1,p), gdzie p jest
liczba pierwsza oraz pary (2,2) i (3,3).

Zadanie 5.  Okregi I'y i T'y s polozone wewnatrz okregu I' i sg odpowiednio
styczne do I w r6znych punktach M i N. Okrag I'y przechodzi przez
srodek okregu I's. Prosta przechodzaca przez punkty przeciecia okre-
gow I'y i I's przecina okrag I' w punktach A i B. Proste MAi MB
przecinaja I'y odpowiednio w punktach C'i D. Udowodnié, ze prosta
CD jest styczna do okregu T's.

75



Rozwigzanie
Cala trudnos$é zadania lezy w nastepujacym lemacie.

Lemat

Okregi I'y i I'9 przecinaja sie w punktach E i F. Okregi te sa potozone
wewnatrz okregu I' i sg styczne do niego odpowiednio w punktach M i N
(rys. 69). Prosta p jest styczna do okregéw I'1 i 'y odpowiednio w punktach
Pi@Q. Wéwcezas proste M P, NQ, EF przecinaja sie w jednym punkcie, ktory
lezy na okregu I'.

rys. 69 rys. 70

Dowdd lematu

Oznaczmy przez X i Y punkty przeciecia prostej PQ z okregiem I', tak jak
na rysunku 70. Poprowadzmy styczna k do okregu I', réwnolegta do prostej
PQ oraz taka, ze okregi I'1 i ' nie lezg pomigdzy prostymi k i PQ. Niech
K bedzie punktem wspélnym prostej k i okregu I'.

Jednoktadno$é o srodku M przeksztalcajaca okrag I'y na I', przeprowadza
punkt P na punkt K. To dowodzi, ze punkty M, P, K sa wspdblliniowe.
Analogicznie dowodzimy, ze punkty N, @, K sa wspéliniowe.

Pozostaje wykazac¢, ze punkty E, F', K leza na jednej prostej. Fakt ten
jest rownowazny stwierdzeniu, ze punkt K lezy na osi potegowej okregdw
I'y, 'y, i tego wlasnie bedziemy dowodzié.

Poniewaz proste k i XY sa rownolegle, punkt K jest érodkiem tuku XY
Stad KXY =JKY X = SKMX, co oznacza, ze trojkaty K PX oraz KX M
sa podobne. Zatem KX?=KP-KM. Rozumujac analogicznie dochodzimy
do réwnosci KY?2=KQ-KN. Laczac dwa ostatnie zwigzki otrzymujemy
KP-KM=KQ-KN. Uzyskana rownos¢ oznacza, ze punkt K lezy na osi
potegowej okregdéw I'1 i I'2, a tego dowodziliSmy.

Przystepujemy do rozwiazania zadania.
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Oznaczmy przez K i L punkty przecigcia okregu I'y odpowiednio z odcin-
kami AN i BN (rys. 71). Na mocy lematu proste CK i DL sa wspdlnymi
stycznymi okregéow I'y i I's.

Iy

rys. 71 rys. 72

Niech P bedzie $rodkiem okregu I'y (rys. 72). Aby wykazaé, ze prosta C' D
jest styczna do okregu I'y, wystarczy udowodnié, ze prosta C'P jest dwusiecz-
na kata DCK. To jednak wynika z nastepujacych rownosci:

JPCK =<PDC=<PCD.

Rozwigzanie zadania jest wiec zakonczone.

Zadanie 6.  Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f:R — R, ze

fla=fw)=rfw)+xf(y)+f(z)-1
dla wszystkich x,y € R.
Rozwigzanie

Zauwazmy najpierw, ze f nie jest funkcja stata. Gdyby bowiem f(z)=c
dla kazdego x € R, to mielibyémy c=c+xzc+c—1, czyli cx+(c—1) =0, skad
c=01ic=1, co prowadzi do sprzecznosci 0 =1.

Niech h(z) = f(z)+22? — 1, czyli f(z)=h(z)— 322 +1.

Niech w; oraz ws beda dwiema réoznymi wartosciami funkcji f, powiedz-
my wi = f(y1) oraz we = f(y2). Wtedy dla dowolnej liczby rzeczywistej z
uzyskujemy

flz—wr) = f(wr)+zwi + f(x)—1,
skad

h(z—wy)— %(:U—w1)2+1 =h(wy)— %w%+1—|—xw1+h(3@) - %wz ,

co sprowadza si¢ do
(1) h(z—wy)=h(wy)+h(x).
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Wstawiajac do powyzsej rownosci © =w; otrzymujemy h(0) = 2h(wy ), skad
(2) h(w1) = 5h(0).
Zaleznosé (1) przybiera wigc postaé

h(z—w1) =1h(0)+h(z).
Analogicznie dowodzimy, ze

h(z —ws) = 1h(0)+h(z).
Poréwnujac dwie ostatnie zaleznosci widzimy, ze liczba r =wi — ws jest okre-
sem funkcji h. Ponadto udowodniliémy, ze okresem funkcji h jest kazda liczba
postaci f(z1) — f(x2). W szczegdlnosci biorac x1 =z + 1 oraz xo = x otrzymu-
Jemy

fl@) = flza) =h(z+r)—L(@z+r)*+1—h(z)+32° —1=—ar—1r%.

Dobierajac odpowiednig liczbe x w powyzszej zaleznosSci stwierdzamy, ze kaz-
da liczba rzeczywista jest okresem funkcji h. Stad wynika, ze funkcja h jest
stala, a wobec (2) jest funkcja zerowa. Stad musi byé

_ 1,2
Bezposrednio sprawdzamy, ze powyzsza funkcja spetnia podane w zadaniu
réwnanie.
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XXII Austriacko-Polskie Zawody Matematyczne

Zadanie 1. Niech n bedzie liczba calkowita dodatnia i niech M ={1,2,...,n}.
Wyznaczy¢ liczbe uporzadkowanych széstek zbioréw (Aq,As, ..., Ag)
spelniajacych nastepujace dwa warunki:

(a) zbiory A1,As,...,Ag sa (niekoniecznie réznymi) podzbiorami zbio-
ru M;
(b) kazdy element zbioru M albo nie nalezy do zadnego, albo nalezy
do doktadnie trzech, albo nalezy do wszystkich szesciu zbioréw
Al,AQ’...,Aﬁ.
Rozwigzanie
Niech A1, As,...,Ag beda zbiorami spetniajacymi warunki zadania. Wtedy

z kazda, ustalong liczba k € {1,2,...,n} mozemy zwiazaé ciag (x1,z2,...,7¢)

okreslony wzorem:

x._{o gdy keA,
11 gdy kg A;

W kazdym takim ciagu wszystkie wyrazy sa zerami lub wszystkie wyrazy sa
jedynkami lub tez wystepuja trzy zera i trzy jedynki — liczba tych ciagoéw jest
wiec réwna (S) + (g) + (g) =22. Poniewaz wybranie dla kazdej liczby k ciagu
(z1,x9,...,2¢) wyznacza zbiory Aj,As,...,As, wnioskujemy, ze liczba szostek

zbioréw spelniajacych warunki zadania jest réwna 22™.

Zadanie 2.  Wyznaczyé najwieksza liczbe rzeczywista C1 i najmniejsza liczbe rze-
czywista Cy takie, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a,
b, ¢, d, e zachodza nastepujace nieréwnosci
a b c d e
a+b+ b+c+ c+d + d+e + eta

Ci < < (.

Rozwigzanie
Wykazemy, ze C1 =1 oraz Cy=4. 7 zaleznodci
a b c d e
a+b * b+c+ c+d+ d+e * et+a -

a b c
> a+b+ct+d+te +a—|—b+c—i—d—{—e +a+b—|—c—|—d+e +
e

+ + =1
a+b+c+d+e a+b+c+d+e
wynika, ze C1 > 1, natomiast przy zalozeniu, ze a jest najwigksza sposroéd
liczb a, b, ¢, d, e otrzymujemy
a b c d e 14141 d e
a+b+b+c+c+d+d+e+e+a< Tt +d+e+e+d
skad Co <4. W celu wykazania, ze podanych statych nie mozna poprawié,

rozwazmy nastepujace liczby

=4,

a=1, b=gq, c=¢*, d=¢°, e=q",
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gdzie q jest liczba rzeczywista dodatnia. Wtedy

a+b+c+d+e_4+q4
a+b b+c c+d dt+e eta q+1 ¢ii+1’

co dazy do 1 przy ¢ — oo oraz do 4 przy ¢ — 0. To dowodzi, ze podana w za-

daniu suma moze osigga¢ wartosci dowolnie bliskie 1 oraz wartosci dowolnie
bliskie 4.

Uwaga
Przyjmujac

a b c d e
a+b+ b+c+c+d+ d+e * e+a

W(a,b,c,d,e) =
oraz zauwazajac, ze
W(a,b,c,d,e)+W(e,d,c,b,a) =5

stwierdzamy, ze C1 4 Co =5. Po tym spostrzezeniu zadanie sprowadza sie¢ do
wyznaczenia tylko jednej ze stalych Cyp, Cs.

Zadanie 3. Dana jest liczba naturalna n > 2. Wyznaczy¢ wszystkie takie uktady n
funkeji (f1,f2,..-,fn), gdzie f;:R — R dla kazdego i =1,2,...,n, ze dla
dowolnych liczb rzeczywistych x, y spelnione sa nastepujace réwnosci:

f1(@) = fa(z) fo(y) + f1(y) =0
f2(2?) = fs(x) f3(y) + f2(y*) =0

Rozwigzanie
Odp.: fi(x)= fo(x)=...= fu(x) =a, gdzie a=0 lub a =2.
W celu uzyskania cyklicznej numeracji rozwazanych funkcji, wprowadzmy
oznaczenie: fr11 = f1. Wstawiajac y =z do k-tego rownania otrzymujemy
2f1(@®) = (fes1(2))?, dla wszystkich z € R.

Po podstawieniu powyzszego zwiazku do k-tego réwnania, sprowadzamy je
do postaci

(fra1 ()% = 2fer1(2) forr () + (fra (1))* =0,
czyli
(frog1(z) — fos1(y))? =0, dla wszystkich 2,y €R oraz k=1,2...,n.
Zatem funkcje f1, fa,..., fn sa stale. Niech wiec fy(x) =ai dla k=1,2,...,n+1.
Wtedy a1 =ayn41 oraz 2a; = a%_H dla k=1,2,...,n.
Liczby aj, sa nieujemne. Jezeli jedna z tych liczb jest zerem, to pozostate

tez sg zerami, co daje nam rozwigzanie danego w zadaniu ukladu réwnan:
funkcje state réwne 0.
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Przyjmijmy wiec, ze a; > 0. Z réwnosci 2ag = aiﬂ wynika, ze liczba agy1
jest érednia geometryczna liczb 2 i ay, co oznacza, ze ag41 znajduje sie pomie-
dzy liczbami 2 i ay. Zatem jesli a; <2, to ciag (a1,a9,...,an+1) jest rosnacy,
co stoi w sprzecznosci z zatozenem a1 = ay,11. Podobnie, jezeli a1 > 2, to ciag
ten jest malejacy. Zatem musi by¢ a; =2, co pociaga as =az=...=a, =2.
Otrzymalismy drugie rozwigzanie uktadu réwnan: funkcje state réwne 2.

Zadanie 4. Dany jest trojkat ABC. Przez punkt P lezacy wewnatrz trojkata
ABC prowadzimy trzy proste k, I, m w taki sposéb, ze:
(a) prosta k przecina proste AB i AC odpowiednio w takich punktach
A1 1 A2 (A1 #AQ), Ze PAl ZPAQ,
(b) analogicznie prosta [ przecina proste BC' i BA odpowiednio w ta-
kich punktach By i By (B1# B3), ze¢ PBy = PBo;
(¢) analogicznie prosta m przecina proste CA i C'B odpowiednio
w takich punktach Cl i CQ (Cl #Cg), ze PCl :PCQ
Udowodnié, ze proste k, I, m sa przez te warunki wyznaczone jedno-
znacznie. Wyznaczy¢ punkt P (i udowodnié, ze jest tylko jeden taki
punkt), dla ktérego tréjkaty AAyAs, BB1 By, CC1Cy maja réwne
pola.
Rozwigzanie

Oznaczmy przez t prostg bedaca obrazem prostej AB w symetrii wzgledem
punktu P (rys. 73). Wtedy punkt As lezy zaréwno na prostej ¢, jak i na
prostej AC' — jest wiec wyznaczony jednoznacznie. Laczac punkty P i Ao
otrzymujemy prosta k.

Zalézmy, ze pola trojkatéw AA1As, BB1Bo, CC1C5 sg roéwne.

Niech L1 i Lo beda odpowiednio srodkami odcinkéw AA1 i AAy. Wéwezas
czworokat ALiPLs jest réwnolegtobokiem, ktérego pole jest réwne potowie
pola tréjkata AA; Ay (pola tréjkatéow ALy P, AL P sa réwne, jak rowniez
pola tréjkatéw AsLoP, ALsP sa réwne).

A

rys. 73 rys. 74

Analogicznie, niech N1 i Ny beda odpowiednio srodkami odcinkéw C'Ch
i CCy (rys. 74). Wtedy C' N1 P N3 jest réwnoleglobokiem oraz

[AL1PLy] = $[AA1 As] = $[CC1Co) = [CN1 PN,
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gdzie [F] oznacza pole figury F. Wysokosci réwnolegltobokéw AL PLy oraz
C N1 PN», opuszczone odpowiednio na podstawy L1 P i NoP, sa réwne, co na
mocy réwnosci pol tych rownolegtobokéw daje L1 P = NoP. Poniewaz proste
L1Ns i AC sa réwnolegle, punkt P musi lezeé¢ na $rodkowej tréjkata ABC
poprowadzonej do boku AC.

Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie w pozostatych dwoch przy-
padkach widzimy, ze punkt P, dla ktérego pola trojkatéw AA1 A, BB Bo,
CC1Cy sg réwne, jest punktem przeciecia Srodkowych w trojkacie ABC.

Pozostaje zauwazy¢, ze Srodek ciezkosci trojkata ABC wyznacza trojkaty
AA Ay, BB1By, CC1Cq, kazdy o polu réwnym 4/9 pola tréjkata ABC.

Zadanie 5.  Ciag liczb catkowitych (a,) spelnia nastepujaca zaleznos$é rekuren-

cyjna:

Uny1=a> 41999
dla n=1,2,... . Udowodni¢, ze istnieje co najwyzej jedna wartos¢ n,
dla ktérej a,, jest kwadratem liczby catkowite;j.

Rozwigzanie
Niech r, bedzie reszta z dzielenia liczby a, przez 7. Wtedy

Pnp1 =70 4+4 (mod7) dla n=1,2,3,....
Przez bezposrednie sprawdzenie stwierdzamy, ze ciag (r,) wyglada nastepu-
jaco (w zaleznosci od r1):

(& ‘ o s T4 T's T ...
0 4 5 3 3 3
1,2,45 3 3 3 3

3,56 33 3 3 3

Patrzac na powyzsza tabele widzimy, ze r, € {3,5} dla n > 3. Poniewaz kwa-
drat liczby catkowitej daje z dzielenia przez 7 reszte 0, 1, 2 lub 4, wiec liczba
an nie jest kwadratem liczby catkowitej dla zadnego n > 3.

Przypus$émy, wbrew tezie, ze dany ciag zawiera co najmniej dwa wyrazy
bedace kwadratami liczb calkowitych. Wtedy a; = u?
sg liczbami catkowitymi nieujemnymi. Wowczas

1999 =as — a3 =v% —u® = (v —u®) (v +u?),
a poniewaz liczba 1999 jest pierwsza, uzyskujemy v —u> =1 i v+u3 =1999.
Stad u? =999. Otrzymaliémy sprzecznosé, gdyz liczba 999 nie jest sze$cianem
liczby catkowite;j.

oraz as = v?, gdzie u, v

Zadanie 6. Rozwiazaé nastepujacy uktad réwnan
224+ t+rh_ =1 (n=1,2,...,1999)
Zo = %1999

w zbiorze liczb rzeczywistych nieujemnych.
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Rozwigzanie
Rozwazmy wielomian

W(z,y)=a>+zy+y*—1.
Woéwcezas dany uktad réwnan mozna zapisa¢ w postaci
W(xn,zp—1)=0 (n=1,2,...,1999)
To = 1999 -

Dla ustalonego y>0 réwnanie W(z,y) =0 jest réwnaniem kwadratowym
o niewiadomej x i sumie rozwiazan rownej —y < 0. Zatem réwnanie to ma
co najwyzej jedno rozwigzanie nieujemne. Stad wynika, ze xg wyznacza war-
tosci wszystkich pozostalych niewiadomych uktadu réwnan.

Réwnanie W (z,z) =0, czyli 2*+22?—1=0, ma jedno rozwigzanie rze-
czywiste nieujemne:

a= \/5—1.

Jezeli 0 <y < a, to nieujemne rozwiazanie réwnania W (z,y) =0 spelnia wa-
runek: x > a. Istotnie: przypusémy, ze z < a. Wielomian W dla argumentéw
nieujemnych jest rosnacy wzgledem kazdej ze zmiennych, wiec

W(z,y) <W(a,y) <W(a,a) =0,

sprzecznosé. Analogicznie dowodzimy, ze jezeli y > a, to nieujemne rozwigza-
nie réwnania W (x,y) =0 spelnia warunek x < a. Stad stwierdzamy, ze

jesli xp,—1 < a, to x, >a, jesli xp,—1=a, to x,=a, jesli x,_1>a, to x, <a.

Zatem nieréwno$é¢ zp<a (odpowiednio xg>a) implikuje x1999 >a (odpo-
wiednio x1999 < a), co stoi w sprzecznosci z warunkiem xg = x1999. To dowo-
dzi, ze istnieje tylko jedno rozwiazanie uktadu réwnan, a mianowicie

1‘021‘121‘2:...2561999:\/\/5—1.

Bezposrednio sprawdzamy, ze powyzszy ciag (ro,r1,22,...,21999) Spelnia po-
dany uktad réwnan.

Zadanie 7. Wyznaczyé wszystkie takie pary (z,y) liczb calkowitych dodatnich,
ze pTY =y¥%,

Rozwigzanie

Odp.: z=q9V/2 y=qlatD)/2 gdzie ¢ >1 jest liczba nieparzysta lub kwa-
dratem liczby parzyste;j.

Sposob 1

Zauwazmy, ze réwnanie ma rozwigzanie =y =1 i nie posiada innych
rozwigzan, w ktorych x =1 lub y =1. Zalézmy wiec, ze x i y sa wieksze od 1.
Poniewaz y¥~% =2t > 1, wiec y >z > 1.
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Lemat

Jezeli liczby calkowite a, b, , y wicksze od 1 spetniaja réwnanie 2 =1°, to
x iy sa potegami tej samej liczby. Dokladniej, istnieja takie liczby catkowite
dodatnie k, m, n, ze x =k oraz y=k", przy czym liczby m i n sa wzglednie
pierwsze.

Dowdd lematu

Niech z = 2® =14 oraz niech ¢ bedzie najmniejsza wspélna wielokrotnoscia
liczb a, b. Wtedy kazdy dzielnik pierwszy liczby z wchodzi do jej rozktadu na
czynniki pierwsze z wyktadnikiem podzielnym zaréwno przez a, jak i przez
b, a wiec podzielnym przez c. Zatem liczba k= =z jest calkowita. Liczby
m=c/a oraz n=c/b sa wzglednie pierwsze i ponadto x =k™ oraz y=£k", co
konczy dowod lematu.

Korzystajac z lematu dobieramy takie liczby k, m, n, ze x =k, y=Fk".
Skoro y >z, wiec n>m. Ponadto k>1. Dane rownanie sprowadza si¢ do

postaci
m(k"+k™)=n(k" - k™),

co daje
n k" +k™ n kK"M41

m g O s mmm

Po podstawieniu r =n —m ostatnie réwnanie przybiera postaé
r 2 r(k"—1) ~ r(k"+1)

e skad m= 5 , n=m-+r -

Zatem
x:kr(krfl)/Q oraz y:kr(kTJrl)/Q.

Podstawienie ¢ = k" daje

2=q¢ V2 oraz y=gqlath/2,
Liczba q jest wieksza od 1 i catkowita. Z powyzszych wzoréw wynika wiec,
ze liczby x, y sa calkowite wtedy i tylko wtedy, gdy g jest liczba nieparzysta
lub kwadratem liczby parzystej. Laczac to z przypadkiem ¢ =1 rozwazanym
na poczatku otrzymujemy wszystkie rozwiazania w liczbach catkowitych do-
datnich danego réwnania.

Sposdb 11
Przeksztalcamy dane réwnanie do postaci

(zy)* = (%)y

a nastepnie podnosimy stronami do potegi 1/x uzyskujac
xy=|= .
x
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Podstawiajac ¢ =y/x otrzymujemy zy = ¢¢. Z dwbch ostatnich réwnan mamy
z=q¢ V2 oraz y=qath/2,

Powyzszy wzér daje wszystkie rozwigzania danego rownania w liczbach rze-
czywistych dodatnich, gdy q jest liczba rzeczywista dodatnia.

Pozostaje wyznaczy¢ takie liczby ¢, dla ktérych liczby = i y sa catkowite.
Ze wzoru q=y/x wynika, ze ¢ musi by¢ liczba wymierna. Liczba ¢¢ przy
wymiernym ¢ jest catkowita tylko wtedy, gdy liczba q jest catkowita. Istotnie:
jezeli liczba ¢ =m/n jest przedstawiona w postaci utamka nieskracalnego, to

mm

jest liczba catkowita, skad n=1.

Zatem q jest liczbg catkowita dodatnia, a wiec musi by¢ ona nieparzysta
lub by¢ kwadratem liczby parzyste;j.

Zadanie 8.  Dana jest prosta g i punkty P, @, S lezace po tej samej stronie tej
prostej. Punkty M i N leza na prostej g, przy czym PM L gi QN L g.
Punkt S lezy miedzy prostymi PM i QN. Ponadto PM = PS oraz
QN =(@QS. Symetralne odcinkéw SM i SN przecinajg sie w punkcie
R. Prosta RS przecina okrag opisany na tréjkacie PQR w punkcie
T réznym od R. Udowodnié, ze punkt S jest srodkiem odcinka RT.
Rozwigzanie
Zauwazmy, ze punkt R jest $rodkiem okregu opisanego na trdojkacie M NS
(rys. 75). Zatem

(1)  $SRQ=34SRN=4SMN =90°—4PMS=IMPR=YSPR.
Analogicznie dowodzimy, ze

(2) ISRP=<SQR.

R

g
M rys. 75 N

Z powyzszych réwnosci otrzymujemy (rys. 76)
ITPQ=4TRQ=<SPR, awicc ISPT=IRPQ.
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Ponadto $STP = <RQP. Z dwbch ostatnich zaleznosci wynika, ze tréjkaty
SPT i RPQ sa podobne. Podobne sa rowniez trojkaty PRS i RQ.S. Zatem
ST PS RS
RQ PR RQ’

skad RS = ST, a to nalezalo udowodni¢.

Uwaga 1.

Teza zadania jest réwnowazna wykazaniu, ze RSO =90°, gdzie O jest
srodkiem okregu opisanego na trojkacie PQR (rys. 76). Po uzyskaniu zwiaz-
kéw (1) i (2), nasze zadanie sprowadza si¢ wigc do rozwiazania nastepujacego
problemu:

Zadanie

Punkt S lezy wewnatrz kata wypuktego PRQ, przy czym spelnione sg réw-
nosci: $SRQ = SSPR oraz LSRP = <SQR. Punkt O jest érodkiem okregu
opisanego na tréjkacie PQR. Dowieéé, ze S RSO = 90°.

Zacytowane zadanie (w przypadku, gdy punkt S lezy wewnatrz tréjkata
PQR) to zadanie 4 z zawodéw stopnia drugiego L Olimpiady Matematycznej.
Trzy sposoby jego rozwiazania zostaly przedstawione w broszurze: L Olim-
piada Matematyczna, Sprawozdanie Komitetu Glownego, Warszawa 2000,
str. 54-55. Druga cze$¢ zaprezentowanego wyzej rozwiazania zaczynajaca sie
od stéow ,,Z powyzszych réwnosci otrzymujemy ...” to kopia sposobu III.

Uwaga 2.
W tresci rozpatrywanego zadania jest ukryta pewna ciekawa wlasnosé
paraboli (zob. str. 110):

rys. 77

Niech p bedzie parabola o ognisku S i kierownicy g (rys. 77). Punkty P iQ
leza na tej paraboli. Styczne do paraboli p w punktach P i ) przecinaja sie
w punkcie R. Punkt T jest punktem symetrycznym do punktu R wzgledem
ogniska S. Wéwczas punkty P, Q, R, T leza na jednym okregu.
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Zadanie 9.

Rozwigzanie

Punktem kratowym nazywamy punkt plaszczyzny, ktory ma wspot-
rzedne catkowite. Rozwazamy nastepujaca gre jednoosobowa. Pozycja
w grze sktada sie ze skonczonego zbioru zaznaczonych punktéw kra-
towych i ze skoficzonego zbioru zaznaczonych odcinkéw spelniajacych
nastepujace warunki:

(a) konce kazdego zaznaczonego odcinka sa zaznaczonymi punktami
kratowymi;

(b) kazdy zaznaczony odcinek jest réwnolegly do jednej osi ukla-
du wspoélrzednych lub do jednej z dwéch prostych o réwnaniach
Y=, y=—a;

(¢) kazdy zaznaczony odcinek zawiera dokladnie 5 punktéw krato-
wych i kazdy z tych punktéw jest zaznaczony;

(d) dowolne dwa zaznaczone odcinki maja co najwyzej jeden punkt
wspdélny.

Ruch w grze polega na zaznaczeniu nowego punktu kratowego, a na-

stepnie zaznaczeniu odcinka w taki sposéb, by powstata nowa pozycja

w grze. Rozstrzygnaé, czy istnieje taka pozycja poczatkowa w grze,

ze mozliwe jest wykonanie nieskonczonego ciagu ruchow.

Potencjatem punktu zaznaczonego nazwiemy liczbe tych sposréd oémiu
odcinkéw dtugosci 1 lub /2 laczacych ten punkt z punktami kratowymi,
ktore nie sa zawarte w zadnym odcinku zaznaczonym (na rys. 78 przedsta-
wiona jest przykltadowa pozycja w grze i podane sa potencjaly zaznaczonych

punktéw). Punkt zaznaczony o dodatnim potencjale nazwiemy punktem ak-
tywnym, a punkt o potencjale zerowym — punktem wyczerpanym.

7

i 6 6
4 1
6 \J 8
6
. 6 .8
7
7
rys. 78
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Potencjatem pozycji w grze nazwiemy sume potencjalow wszystkich punk-
tow zaznaczonych. PrzesledZmy, jak zmienia potencjal pozycji wykonanie ru-
chu w grze. Zaznaczenie dodatkowego punktu zwigksza potencjal pozycji o 8,
gdyz tyle wynosi potencjal punktu zaznaczonego, ktory nie nalezy do zadnego
odcinka zaznaczonego. Dorysowanie nowego odcinka zaznaczonego zmniejsza
potencjal pozycji o 1+2+242+1=38, gdyz potencjaly pieciu punktéw za-
znaczonych nalezacych do dorysowanego odcinka zmniejszajg sie odpowiednio
ol, 2,2, 2, 1. Zatem wykonanie pelnego ruchu w grze nie zmienia potencjatu
pozycji.

Niech P bedzie potencjatem pozycji wyjsciowej. Po P2+ 1 ruchach poten-
cjal bedzie nadal réwny P, ale liczba punktéw zaznaczonych bedzie wigksza
od P2. Poniewaz liczba punktéw aktywnych nie moze przekroczyé poten-
cjalu, punktéow aktywnych jest nie wigcej niz P. Istnieje wigc taki punkt
zaznaczony, ze przechodzaca przez niego prosta pozioma lub pionowa nie za-
wiera zadnych punktéw aktywnych. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze jest
to prosta pozioma, a wybrany punkt ma wspélrzedne (z,y). Punkt ten jest
zaznaczony i nie jest aktywny, musi wiec by¢ punktem wyczerpanym. Zatem
punkt (z+1,y) jest zaznaczony i takze musi byé¢ wyczerpany. Rozumujac
analogicznie otrzymujemy przez prosta indukcje, ze wszystkie punkty posta-
ci (z+k,y), gdzie k € Z, sa wyczerpane. Stanowi to sprzeczno$é¢ z regutami
gry, z ktorych wynika, ze liczba punktéw zaznaczonych w kazdej pozycji jest
skonczona.

Wykazali$my wicc, ze nie mozna wykonaé wiecej niz P2 ruchéw zaczynajac
od pozycji o potencjale P.
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X Zawody Matematyczne Panstw Baltyckich

Zadanie 1.  Wyznaczyé wszystkie liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniajace uklad
rownan:
abc+ab+bc+ca+a+b+c=1
bed+be+cd+db+b+c+d=9
cda+cd+da+ac+c+d+a=9
dab+da+ab+bd+d+a+b=9

Rozwigzanie
Do obu stron danych w treéci zadania réwnan dodajemy liczbe 1. Wtedy

uktad réwnan przyjmuje réwnowazng postac

(a+1)(b+1)(c+1)=2

(b+1)(c+1)(d+1)=10

(c+1)(d+1)(a+1)=10

(d+1)(a+1)(b+1)=10.

Mnozac stronami pierwsze trzy réwnania uzyskujemy
((a+1)(b+1)(d+1))*(c+1)% =200,

skad na mocy czwartego réwnania otrzymujemy (c+1)3 =2. Analogicznie

dowodzimy, ze (a+1)3=2, (b+1)3=2, (d+1)3=250. Zatem
a=b=c=v2-1, d=5v2—1.

Bezposrednio sprawdzamy, ze otrzymana czworka liczb rzeczywistych spetnia

uklad (1). Jest wiec ona jedynym rozwiazaniem danego w zadaniu ukladu

rownan.

(1)

Zadanie 2.  Wyznaczy¢ wszystkie liczby calkowite dodatnie n o tej wlasnosci, ze
pierwiastek trzeciego stopnia z n powstaje przez odrzucenie trzech
ostatnich cyfr rozwiniecia dziesietnego liczby n.
Rozwigzanie
Niech n = k3 bedzie liczba spelniajaca warunki zadania. Woéwczas
(1) 1000k < k* < 1000k -+ 1000.
Z lewej nieréwnoéci otrzymujemy k2 > 1000, co daje k > 32. Na mocy prawej
nieréwnosci (1) uzyskujemy
1000 1000
k% < 1000+ —— <1000+ —o= =1031,25.
Stad k < 33, co wymusza k = 32. Liczba n = k3 = 32768 jest wiec jedyna liczba
o wlasnosci opisanej w tresci zadania.

Zadanie 3.  Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby caltkowite n > 3, ze nier6wnosé
aias+asas~+...+ap_1a, +ana; <0

zachodzi dla wszystkich liczb rzeczywistych aq,as,...,a, spelniaja-
cych réwnoéé a1 +as+...+a, =0.
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Rozwigzanie

Udowodnimy, ze dana nieréwnos¢ jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy
n=3lubn=4.

Dla n =3 otrzymujemy

0=(a1+as+a3)?=a?+a3+as+2(a1az +asaz +azar) >
> 2(a1a2 +asas + (13(11) ,

co dowodzi danej nieréwnosci dla n=3.

Dla n =4 mamy

araz+asaz +azas+asar = (a1 +az)(az +aq) = —(as +CL3)2 <0,

co oznacza, ze dana nieréwnosé jest prawdziwa réwniez dla n=4.

Dlan >5 przyjmijmy: a1 =—1, a0 =—-2,a3=a4=...=ap_2=0, ap_1 =2,
an =1. Suma powyzszych liczb jest réwna zeru, lecz

aijas+asaz+...+an—_1an+apa; =3 >0.

Zatem jesli n > 5, to dana nieréwnos¢ nie zachodzi dla dowolnych liczb rze-
czywistych ai,as,...,a, o sumie réwnej 0.

Zadanie 4. Dla liczb rzeczywistych dodatnich x, y okreSlamy

. Y
f(z,y) =min (ac7 m) .
Udowodnié, ze istnieja takie liczby xg, yo, ze f(z,y) < f(z0,y0) dla
wszystkich liczb dodatnich z, y. Wyznaczyé f(zo,y0)-
Rozwigzanie
Na mocy definicji funkcji f mamy

fay) <z oraz  flzy) < —o

$2+y2 :

Mnozac stronami powyzsze nieréwnosci dostajemy

9 Ty 1 1
<—2 <=, skad W) < —=.
(f(z.y)) AL skad  f(z,y) 7

Rownosé w otrzymanej nierownosci zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy x =y
oraz x =y /(22 +y?), czyli wtedy i tylko wtedy, gdy = =y = 1/v/2. Przyjmujac
wo=yo =1/v2 mamy

1
f(z,y) < f(zo,y0) = 7
dla wszystkich liczb dodatnich z, y.
Zadanie 5.  Styczna w punkcie o wspétrzednych (a,b) do okregu 2% +y? =1 ma

z parabolg y=22+1 dokladnie jeden punkt wspélny. Wyznaczyé
wszystkie punkty (a,b) o powyzszej wlasnosci.
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Rozwigzanie

Styczna do okregu x?+4y? =1 w punkcie (a,b) ma réwnanie az +by =1.
Zatem prosta ta ma z parabola y=ax?+1 dokladnie jeden punkt wspdlny
wtedy i tylko wtedy, gdy uklad réwnan

ar+by=1

(1) { —xz2 +y=1
ma doktadnie jedno rozwiazanie.

Jedlib=0, toa=1lub a=—1. Uktad réwnan (1) przyjmuje wéwczas jedna

7 postaci
r=1 r=-—1

Kazdy z otrzymanych uktadéw ma dokltadnie jedno rozwiazanie. To oznacza,
ze punkty (a,b) =(1,0), (a,b) = (—1,0) spelniaja warunki zadania.

Zalézmy z kolei, ze b# 0. Uklad réwnan (1) przepisujemy w nastepujacej,
réwnowaznej postaci

ar+by=1
br?+ar+b—1=0.

Uktad ten ma doktadnie jedno rozwigzanie wtedy
i tylko wtedy, gdy réwnanie bz?+ax+b—1=0 ma
doktadnie jedno rozwigzanie. To ma miejsce wtedy
i tylko wtedy, gdy A =a?—4b(b—1)=0. Poniewaz
a®+b? =1, wicc ostatnie réwnanie przybiera postaé

562 —4b—1=0. \ / .
Stad b=1 lub b=—1/5. Jezeli b=1, to a=0; jezeli \\J v
natomiast b= —1/5, to a=+/24/5 lub a = —/24/5. rys. 79

Lacznie otrzymali$my pie¢ par (a,b) (rys. 79) speliajacych warunki za-
dania. Sa nimi:

(L0, (10, O, (VIL-1), (~3vai-)

Zadanie 6.  Jaka jest najmniejsza liczba ruchéw, ktéra potrzebuje skoczek szacho-
wy, aby przej$é¢ z jednego naroznika szachownicy nxn (gdzie n > 4)
do naroznika przeciwlegltego?

Rozwigzanie

Niech k bedzie szukana liczba ruchéw. W jednym ruchu skoczek szachowy
przechodzi z pola bialego na pole czarne lub z pola czarnego na pole biale.

Na poczatku oraz na konicu swej wedrowki skoczek stoi na polu tego samego

koloru. To oznacza, ze k musi by¢ liczba parzysta.

W kazdym ruchu skoczek pokonuje trzy pola: dwa w kierunku pionowym,
jedno w kierunku poziomym lub odwrotnie: dwa w kierunku poziomym, jedno
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w kierunku pionowym. Aby dostaé¢ sie do przeciwleglego rogu, skoczek musi
tacznie przebyé co najmniej n—1 p6l w kierunku pionowym, jak réwniez co
najmniej n—1 pél w kierunku poziomym. To oznacza, ze
k_n—1_n-2
Poniewaz liczba k/2 jest calkowita, wiec
LI L= [ 21 S LR

Wykazemy indukcyjnie, ze skoczek szachowy moze odby¢ swa podrédz przy
uzyciu dokladnie 2[(n+1)/3] ruchéw.

Dla n=4, n=5 oraz n=06 powyzsze zdanie jest prawdziwe — dowodza
tego ponizsze rysunki.

n=4; 2 ruchy n=1>5; 4 ruch

Zalézmy teraz, ze skoczek szachowy moze odby¢ swg podréz po szachow-
nicy n xn uzywajac dokladnie 2[(n+1)/3] ruchéw.

Kontynuujac swa podréz tak jak rysunku 80, sko-
czek szachowy moze przejsé z jednego rogu szachow- .
nicy (n+3) x (n+3) do rogu przeciwleglego uzywajac

1 4 .
9 {n—l—] +92=9 {m—]
3 3
skokéw. To konczy dowdd indukeyjny. nxn

Zatem szukang najmniejsza liczbg ruchow jest o

2 l:n_H:| . rys. 80

3

Uwaga

W dowodzie indukcyjnym sprawdziliémy prawdziwo$¢ dowodzonego zda-
nia dla trzech kolejnych, poczatkowych wartosci n oraz udowodniliSmy, ze
z prawdziwosci dla n wynika prawdziwos¢ dla n+ 3. Uogdlnienie tego sche-
matu dowodu jest nastepujace:

Jezeli prawdziwe sa zdania T'(1), T(l{+1), ..., T(I4+k —1) oraz dla kazdego
n > [ zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+ k), to dla dowolnego n > [ zdanie T'(n)
jest prawdziwe.
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Zadanie 7. Dwa rézne pola szachownicy 8 x 8 nazwiemy sgsiadujgcymi, jezeli
maja wspolny bok lub wspdlny wierzchotek. Rozstrzygnaé, czy jest
mozliwe, aby krél szachowy zaczynajac od pewnego pola szachowni-
cy 8 x 8 odwiedzil wszystkie pola dokladnie raz wedlug nastepujacej
reguly: W kazdym etapie podrézy (liczac od trzeciego odwiedzonego
pola) krél stoi na polu sasiadujacym z parzysta liczba pdl, ktére juz
odwiedzit.

Rozwigzanie

Odp.: Wedréwki wedtug regul opisanych w tresci zadania nie da si¢ prze-
prowadzié.

Przypusémy, ze udalo sie krélowi szachowemu odby¢ wedréwke wedlug
regul z tredci zadania. Niech S bedzie zbiorem wszystkich par (nieuporzad-
kowanych) pdl sasiadujacych danej szachownicy. Powiemy, ze krél szachowy
odwiedzil pare ze zbioru S, gdy odwiedzit oba pola tej pary. Niech Sj be-
dzie zbiorem tych elementéw zbioru S, ktére odwiedzit krél szachowy bedac
w k-tym etapie swej wedréwki (tzn. stojac na k-tym polu). Wowczas |S1| =0
oraz |Sa| =1, gdzie | X| oznacza liczbe elementéw zbioru X.

Z réwnosci |S2| =1 oraz z faktu, ze w kazdym nastepnym etapie swej we-
drowki krél znajduje sie na polu sgsiadujacym z parzysta liczbg pol, ktore
juz odwiedzil, wynika, ze liczba |Sk| jest nieparzysta dla wszystkich k> 2.
W szczegdlnosci liczba |Sg4|, a wiec liczba elementéw zbioru S, jest nieparzy-
sta.

Tymczasem liczba elementéw zbioru S jest parzysta, co mozna wyjasnié
nastepujaco: Rozwazmy odwzorowanie f:S5 — S bedace symetrig $rodkows
wzgledem $rodka szachownicy. Funkcja f ma dokladnie dwa punkty state.
Pozostale elementy zbioru S mozna polaczyé¢ w pary (s, f(s)). To dowodzi,
ze zbiér S zawiera parzysta liczbe elementéw.

Otrzymalismy sprzecznosé.

Uwaga 1.

Powyzsze rozumowanie dziata dla dowolnej szachownicy o bokach jed-
nakowej parzystoéci; w przypadku bokéw nieparzystych f nie ma punktow
statych.

Uwaga 2.

Zbior S ma 220 elementéw w przypadku szachownicy 8 x 8 oraz

m(n—1)4+n(m—1)+2(m—1)(n—1)=4mn—3m—3n+2

elementéw w przypadku szachownicy m X n.
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Zadanie 8. Mamy do dyspozycji 1999 monet, z ktérych kazde dwie majg rézny
ciezar. Dysponujemy urzadzeniem, ktore pozwala sposrod dowolnych
trzech monet wskazaé te, ktorej ciezar zawiera si¢ pomiedzy ciezara-
mi dwéch pozostalych. Dowiesé, ze moneta tysieczna pod wzgledem
ciezaru moze by¢ wyznaczona przez nasze urzadzenie stosowane nie
wiecej niz 1000000 razy. Udowodnié, ze za pomoca tego urzadzenia
miejsce w ciggu ciezaréw mozna wyznaczy¢ tylko dla tej monety.

Rozwigzanie

Wskazemy, jak przy pomocy mniej niz 1000000 wazen odnalez¢é mone-
te tysieczna pod wzgledem cigzaru. W tym celu wyjasnimy najpierw, jak
spoérod danych monet My, Mo,..., M}, wyloni¢ monete najciezsza i najlzejsza
wykonujac k—2 wazenia.

Na poczatku wazymy monety My, Mo, M3, po czym odkladamy na bok
te, ktorej ciezar zawiera sie pomiedzy ciezarami dwéch pozostalych monet.
Do dwéch pozostatych monet dotaczamy monete My. Z tak otrzymanej tréjki
wytaniamy i odkladamy na bok te monete, ktorej cigzar zawiera sie pomie-
dzy ciezarami dwoch pozostalych monet. Postepowanie kontynuujemy k—2
razy. Za k—2 razem otrzymamy dwie monety, z ktérych jedna jest najciezsza,
a druga najlzejsza sposréd monet My, Ms,..., M}, (kazda moneta byla wazona,
a tylko tych dwdéch nie mozna bylo odlozy¢ na bok).

Aby odnalez¢é monete tysieczna pod wzgledem ciezaru postepujemy na-
stepujaco: sposrod danych 1999 monet, odrzucamy monete najciezsza i naj-
1Zzejsza; z otrzymanymi 1997 monetami postepujemy analogicznie: odrzucamy
sposérod nich monete najciezsza i najlzejsza. Kontynuujac otrzymamy w efek-
cie trzy monety, z ktorych srodkowa pod wzgledem ciezaru jest szukang mo-
neta. Lacznie wykonalismy 1997+19954...4+3+1=999-999 < 1 000 000 wa-
zen.

Oznaczmy przez m; mase monety M; (i=1,2,...,1999). Przypusémy, ze
mamy wskazac i-tg pod wzgledem ciezaru monete dysponujac dodatkows in-
formacja: ciag my,ma,...,m1999 jest monotoniczny (tzn. albo rosnacy albo
malejacy). Wéwczas, bez koniecznosci uzywania maszyny, umiemy wéréd do-
wolnych trzech monet wskaza¢ monete srodkows pod wzgledem ciezaru. W tej
konkretnej sytuacji nie jesteSmy wiec w stanie rozstrzygnaé, czy moneta M;
zajmuje i-te, czy (2000—i)-te miejsce w ciagu ciezarow.

Zadanie 9.  SzeScian o krawedzi 3 podzielono na 27 szeScianéw jednostkowych,
ktore ponumerowano w sposéb dowolny liczbami 1,2,...,27. Tworzy-
my 27 mozliwych sum w poszczegélnych rzedach (jest dziewieé takich
sum w kazdym z trzech kierunkéw réwnoleglych do krawedzi szescia-
nu, kazda suma o trzech skladnikach). Co najwyzej ile sposrdd tych
27 sum moze by¢ liczba nieparzysta?

Rozwigzanie

Odp.: 24.
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Rozbijmy dany szescian na 9 kolumn K71, K>,..., Ky, kazda sktadajaca si¢
z trzech sze$cianéw jednostkowych. Niech s; oznacza sume liczb w kolum-
nie K;. Poniewaz s;+s2+...+s9g=1+24...4+27=27-14 jest liczba parzy-
sta, wiec co najwyzej osiem liczb spoérdd si,$o,...,59 jest nieparzystych.

Rozumujac analogiczne dla kazdego z pozostalych dwoch kierunkéw wnio-
skujemy, ze wérdéd 27 danych sum co najwyzej 24 moga by¢ liczbami niepa-

rzystymi.
N|N|N P|P|N P|P|P
N|N|N PIN|P PIN|P
N|N|N N|P|P N|P|P
gérna warstwa, grodkowa warstwa dolna warstwa

Wartoéé 24 mozna otrzymaé numerujac dane szesciany jednostkowe jak
na powyzszym rysunku.

Szesciany oznaczone litera N numerujemy dowolnie liczbami 1,3,5,...,27;
szesciany oznaczone literg P numerujemy liczbami 2,4,6,...,26. W tak otrzy-
manym szeScianie dokladnie 24 sposréd 27 rozwazanych sum sg liczbami
nieparzystymi.

Zadanie 10. Czy mozna kolo o promieniu 1 (lacznie z brzegiem) rozdzieli¢ na trzy
takie podzbiory, ze zaden z nich nie zawiera dwéch punktéw odleglych
ol?
Rozwigzanie
Odp.: Nie mozna.
Przypuéémy, ze udalo nam sie rozdzielié dane koto na trzy podzbiory A,
B, C tak, jak opisano w tresci zadania. Oznaczmy przez O Srodek rozwaza-
nego kota. Niech P, P,... Ps bedzie szeSciokatem foremnym wpisanym w dane
kolo (rys. 81). Bez straty og6lnosci przyjmijmy, ze O € A oraz P; € 5. Ponie-
waz dlugosé boku szesciokata Py Ps... Py jest réwna 1, wiec Pa, Py, Ps €C, za$
P;,PseB.

Py Ps

rys. 81
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Oznaczmy przez ¢ tuk okregu o §rodku Pj i promieniu P P53 zawarty w da-
nym kole. Poniewaz P3Ps=+/3>1, wiec na tuku ¢ znajduje sie punkt Q
nalezacy do jednego ze zbioréw A lub C.

Niech P X QY bedzie obrazem rombu Py P, P3O przy takim obrocie o srod-
ku Pi, ktéry przeprowadza punkt Ps; na punkt (). Poniewaz punkty P; i Q
nalezg do réznych zbioréw, wiec punkty X, Y musza nalezeé¢ do tego samego
zbioru. OtrzymaliSmy sprzeczno$é, gdyz oba punkty X, Y naleza do kota
i XY =1

Zadanie 11. Na plaszczyZnie dane sa cztery punkty, z ktérych zadne trzy nie sg
wspoétliniowe. Udowodnié, ze istnieje taki okrag przechodzacy przez
trzy z tych punktéw, ze czwarty punkt lezy na okregu lub w jego
wnetrzu.

Rozwigzanie

Istnieja dwa mozliwe polozenia danych czterech punktéw:

(a) jeden z punktéw lezy wewnatrz tréjkata T, ktérego wierzchotkami sa
pozostate trzy punkty;
(b) dane punkty sa wierzchotkami czworokata wypuktego ABCD.

W przypadku (a), okrag opisany na tréjkacie T' spelnia warunki zadania.

Rozwazmy przypadek (b).

Jesli LA+ 4O < 180°, to okrag opisany na tréjkacie ABC spelnia warun-
ki zadania. Jedli za§ <A+ LC >180°, to LB+ I D < 180°, skad wynika, ze
okrag opisany na tréjkacie BC'D zawiera punkt A w swoim wnetrzu.

Zadanie 12. W tréjkacie ABC' zachodzi réwnosé 2AB = AC' + BC. Udowodnié, ze
nastepujace cztery punkty: srodek okregu wpisanego w ten tréjkat,
srodek okregu opisanego oraz $rodki bokéw AC' i BC, lezg na jednym
okregu.

Rozwigzanie

Niech M, N beda odpowiednio $rodkami bokéw AC i BC. Oznaczmy
przez O §rodek okregu opisanego na trojkacie ABC (rys. 82).

Z réwnoéci $CMO = LCNO = 90° wynika, ze okrag o opisany na tréjka-
cie MNO przechodzi przez punkt C. Srednica tego okregu jest odcinek CO.
Nalezy wykazaé, ze punkt I ($rodek okregu wpisanego w tréjkat ABC) lezy
na okregu o. W tym celu wystarczy udowodnié¢, ze SCTO = 90°.

Niech D bedzie punktem przeciecia prostej C'I z okregiem opisanym na
trojkacie ABC'. Zadanie bedzie rozwiazane, jesli wykazemy, ze punkt I jest
srodkiem cieciwy C'D. Korzystajac kolejno z twierdzenia Ptolemeusza (zob.
Dodatek, str. 112), lematu ze strony 113 oraz z danej w tresci zadania réw-
nosci, otrzymujemy

AB-CD=AC-BD+BC-AD =
=AC-DI+BC-DI=(AC+BC)-DI=2AB-DI,

96



skad CD =2DI. Réwnos¢ ta oznacza wtasnie, ze punkt I jest $rodkiem od-
cinka C'D, co konczy rozwigzanie zadania.

rys. 82

Zadanie 13. W tréjkacie ABC dwusieczne katéw A i B przecinajg boki BC'i CA
odpowiednio w punktach D i FE. Ponadto AF+ BD = AB. Wyzna-
czy¢ miare kata C.
Rozwigzanie
Niech F bedzie takim punktem lezacym na boku AB, ze AF = AE. Wtedy
BF =BD (rys. 83).

c

A Ja B
rys. 83

Prosta AD jest dwusieczng kata A w tréjkacie réwnoramiennym AEF .
Stad wynika, ze AD jest symetralng odcinka EF, a wiec DE = DF. Analo-
gicznie dowodzimy, ze DE = EF'. Zatem trojkat DEF jest réwnoboczny, co
oznacza, ze $DEF =<YEFD=<FDE =60°. Stad

JAFE+<BFD=120°, a wiec JAEF+<YBDF =120°.
Otrzymujemy zatem SCED+ SCDE =120°, co daje LACB =60°.
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Zadanie 14. W tréjkacie réwnoramiennym ABC réwne s boki AB i AC. Punkty
D i E leza odpowiednio na bokach AB i AC. Prosta przechodzaca
przez punkt B i rownolegta do AC przecina prosta DE w punkcie F'.
Prosta przechodzaca przez punkt C i réwnolegla do AB przecina
prosta DE w punkcie G. Dowies¢, ze

(1) [DBCG] _ AD
[FBCE]  AE’
gdzie [PQRS] oznacza pole czworokata PQRS.

Rozwigzanie
Poniewaz wysokoéci trojkata ABC poprowadzone z wierz- 4
chotkéw B i C sa réwne, wige zaleznosé (1) jest rownowaz-

na réwnosci

5 BD+CG AD
@) CE+BF AE’ R
Niech M bedzie Srodkiem boku BC'. Oznaczmy
przez F' i G' odpowiednio punkty symetryczne
do punktéw F' i G wzgledem punktu M (rys. 84).
Wtedy FGF'G’ jest réwnolegtobokiem. Poniewaz
AB || GC, wigc punkt G’ lezy na prostej AB oraz
spelniona jest réwno$é¢ BG'=CG. Analogicznie B 7,
wnioskujemy, ze punkt F’ lezy na prostej AC
oraz CF' = BF. Zatem dowodzona réwnosé (2)
mozemy przepisa¢ w postaci

DG'  AD

EF' ~ AE’
co jest prawda, gdyz DFE | G'F’. rys. 84

G/

F/

Zadanie 15. W tréjkacie ABC zachodzi 4C =60° oraz AC < BC. Punkt D lezy
na boku BC' i spelnia BD = AC. Bok AC przedtuzono do punktu E
tak, aby AC =CE. Udowodnié, ze AB=DE.

Rozwigzanie

Niech F' bedzie takim punktem lezacym na
boku BC, ze CF = BD. Poniewaz < ACF = 60°,
wiec trojkat AC'F jest réwnoboczny. Zatem

AF=CE oraz JAFB=120°=<ECD.
Ponadto BF =CD. Powyzsze rownosci dowo-
dza, ze tréjkaty AF B i ECD sa przystajace (ce-
cha bok-kqt-bok). Stad AB= DE. A B

E

Zadanie 16. Znalezé najmniejszg liczbe catkowita dodatnig k, ktéra mozna przed-
stawi¢ w postaci k=19"—5™ dla pewnych liczb catkowitych dodat-
nich m, n.
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Rozwigzanie

Odp.: 14.

Dla m=n =1 otrzymujemy 19! — 5! =14,

Ostatnia cyfra liczby 19 — 5™ jest réwna 4 (w przypadku, gdy n jest liczba
nieparzysta) lub 6 (gdy n jest liczba parzysta). Nalezy zatem wykazaé, ze nie
istnieja takie liczby catkowite dodatnie m, n, dla ktérych 19" —5" € {4,6}.

(a) Przypusémy, ze 19" —5™ =4, czyli 19" —4 =5™. Lewa strona ostatniej
réwnosci jest podzielna przez 3 (dla dowolnej liczby naturalnej n), zas prawa
nie. Otrzymalidmy sprzecznosé.

(b) Przypusémy z kolei, ze 19" — 5™ = 6. Wowczas n jest liczba parzysta.
Gdyby liczba m byta nieparzysta, to mieliby$my

6=19"-5"=1-2=-1 (mod 3),
sprzeczno$é. Zatem m jest liczba parzysta. Stad uzyskujemy rozktad
6= (19n/2 o 5m/2)(19n/2 + 5m/2)7
ktéry nie jest mozliwy, gdyz 19™/24+5"/2 > 24 > 6.

Zadanie 17. Czy istnieje taki skoficzony ciag liczb calkowitych cy,ca,...,c,, ze kaz-
da z liczb a+c¢1, a+co, ..., a+c, jest pierwsza dla wiecej niz jednej,
ale tylko dla skonczenie wielu réznych liczb catkowitych a ?

Rozwigzanie

Odp.: Taki ciag istnieje.
Niech n=>5 oraz c; =0, co =2, c3 =38, ¢y =14, c5 =26. Wdwczas dla a=3

oraz a=>5 liczby a+c1, a+ca, ..., a+c5 sa pierwsze.
Liczby c1,c9,...,c5 daja rézne reszty z dzielenia przez 5, co oznacza, ze
dla dowolnej liczby catkowitej a liczby a+c1, a+co, ..., a+cs5 tez daja rézne

reszty z dzielenia przez 5. Zatem dla wszystkich liczb catkowitych a nie leza-
cych w przedziale (—21,5) ktéras z liczb a+c1, a+ca, ..., a+c5 jest podzielna
przez 5 i rézna od 5, czyli zlozona.

Uwaga

Dla n=17 oraz
c1 =0, co =0, c3 =12, cq4 =30, c5 =42
cg =96, cr =162, cg =222, co =252, c10=582,

C11 :636, 612:642, 013:1086, 014:1176, 015:1212,
Cl6 — 5382, C17 — 5796
teze zadania spelniaja trzy liczby: a =5, a=11 oraz a=17.
Zadanie 18. Liczba calkowita dodatnia m daje z dzielenia przez 4 reszte 2. Do-

wies¢, ze istnieje co najwyzej jeden rozklad m =ab, gdzie a, b sa
liczbami catkowitymi dodatnimi spelniajacymi

0<a—b<y/5+4vV4m+1.
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Rozwigzanie
Niech m = ab bedzie dowolnym rozkladem speiniajacym warunki zadania.
Przeksztalcajac réwnowaznie drugg sposréod danych w tresci zadania nieréw-
nosci otrzymujemy kolejno:
a® —2ab+b* <5+4v4Am+1,
a? +2ab+b* <4m+1+4V4Am+1+4,
a+b<vVAm+1+2.
Poniewaz liczba m daje z dzielenia przez 4 reszte 2, wiec jeden z czynnikéw
a, b jest parzysty, drugi zas nieparzysty. W szczegdlnosci a # b, co daje
(a+b)* > 4ab=4m, skad a+b>VAm+1.
Powyzsze nieréwnosci dowodza, ze
a+be (VAm+1,V/4m+1+2).
W zbiorze (vV4m+1,/4m+1+2) znajduja sie dokladnie dwie liczby natu-
ralne, z ktérych jedna jest parzysta, a druga nieparzysta — oznaczmy ja
przez k. Poniewaz liczba a+b jest nieparzysta, wigc a+b==k.
Z nieréwnoéci a > b uzyskujemy a—b=/(a+b)%—4ab=/k?—4m. Stad
wynika, ze czynniki a, b spelniaja uktad réwnan

a+b=k
a—b=Vk?—4m,

ktoéry ma co najwyzej jedno rozwiazanie w liczbach naturalnych a, b. Zatem
istnieje co najwyzej jeden rozklad m = ab spelniajacy warunki zadania.

Zadanie 19. Dowiesé, ze istnieje nieskoniczenie wiele takich liczb catkowitych do-
datnich parzystych k, ze dla kazdej liczby pierwszej p liczba p?+k
jest zlozona.

Rozwigzanie

Przyktadem nieskoniczonego zbioru liczb k spelniajacych warunki zadania
sg liczby postaci k=66l+2, gdzie [ > 1 jest liczba naturalna.

Nalezy wiec wykazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej [ > 1 oraz liczby
pierwszej p liczba p? 466142 jest ztozona.

Jedli p=3, to liczba p?+661+2=11-(6+1) jest zlozona.

Jedli p jest liczbg pierwsza rézng od 3, to liczba p? daje z dzielenia przez 3
reszte 1. Stad

P +661+2=66/+3=0 (mod 3).

Zatem réwniez i w tym przypadku liczba p? + 66142 jest zlozona.

Uwaga
Rozwiazanie mozna oprzeé takze na wielu innych ciagach, np. k = 30[+ 26,
k=421426, k="T8]+56 itp.
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Zadanie 20. Liczby a, b, ¢, d sa pierwsze oraz spelniaja warunki a > 3b > 6¢ > 12d,
a? —b%+c? —d? =1749. Wyznaczyé wszystkie wartoéci wyrazenia
a®+b*+c*+d°.
Rozwigzanie

Poniewaz suma a? —b?+4c? —d? jest liczba nieparzysta, wiec ktéry$ ze
sktadnikéw tej sumy jest liczba parzysta. Liczby a, b, ¢, d sa pierwsze, a d
jest najmniejszg z nich. Zatem d=2.

Mamy: 1749 =a? —b%+c? —d? > 9b> — b* +4d? — d* = 8b* + 12, skad dosta-
jemy nieréwnoéci b% < 1737/8 < 152, czyli b< 13. Zatem 4 =2d < ¢ < %b <7, co
wymusza ¢ =5. Ten wynik w potaczeniu z ostatnimi dwiema nieréwnosciami
daje b=11 lub b=13.

Jedlib=11,t0 a? =1749+d? — > +b* = 1849 = 432, czylia =43. Dla b= 13
otrzymujemy a? = 1897, co nie jest mozliwe.

Zatem czworka liczb a=43, b=11, ¢=5, d=2 jest jedyna spelniajaca
warunki zadania. Stad obliczamy a®+b%+c?+d? =1999.
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DODATEK 2

A. Male twierdzenie Fermata

Twierdzenie (Male twierdzenie Fermata)
Wersja 1.
Dla dowolnej liczby pierwszej p i liczby calkowitej a zachodzi podzielno$é

plal—a.

Wersja 2.
Dla dowolnej liczby pierwszej p i liczby catkowitej a wzglednie pierwszej
z p zachodzi podzielnosé
plaP~1—1.

Nietrudny dowdd rownowaznosci powyzszych wersji pozostawiamy Czy-
telnikowi. Przedstawimy kilka dowodéw malego twierdzenia Fermata.

Dowaod 1
Dla dowolnego 1 <i<p—1 liczba <]Z ) dzieli sie przez p, gdyz w utamku

czynnik p wystepuje w liczniku, a nie wystepuje w mianowniku. Zatem dla
dowolnych liczb catkowitych b i ¢ mamy

(b+c)P = bp—i—cp—l—pzjl (f) WP =P +cP  (mod p) .
i=1
Poniewaz 1P =1 (mod p) oraz, dla kazdego catkowitego a, jesli
(1) a’?=a (mod p),
to spelniona jest kongruencja
(a+1)P=aP+1P=a+1 (mod p),
wiec na mocy indukeji otrzymujemy zalezno$é (1) dla wszystkich liczb cal-

kowitych dodatnich a. Dla a=0 wzér (1) jest oczywisty, natomiast dla a
ujemnych biorac b= —a >0 dostajemy

a? =(-b)P=-bP=—-b=a (mod p).

Nalezy zwrocié uwage, ze (—1)P = —1P, gdy p jest liczba nieparzysta, nato-
miast dla p=2 mamy (—1)2=—1? (mod 2).

20pracowali Waldemar Pompe i Jarostaw Wréblewski.
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Dowod 11

Niech a bedzie liczba niepodzielng przez p.

Rozwazmy liczby a,2a,3a,4a,...,(p—1)a. Dla dowolnych 1<i<j<(p—1)
mamy ja—ia=(j—1i)a. Liczba p jest pierwsza, zatem iloczyn liczb niepo-
dzielnych przez p nie dzieli si¢ przez p. Stad pf(j —i)a, co oznacza, ze liczby
a,2a,3a,4a,...,(p—1)a daja przy dzieleniu przez p rézne niezerowe reszty. Po-
niewaz niezerowych reszt jest p—1, tyle co rozwazanych liczb, istnieje taka
permutacja r1,72,73,...,7p—1 zbioru {1,2,3,...,p—1}, ze

ia=7r; (mod p) dla i=1,2,3,...,p—1.

Zatem

a-2a-3a-...-(p—la=ry-ry-r3-...-7p—1 = (p—1)! (mod p),
czyli

(p—1)!-aP~ 1= (p—1)! (mod p), skad p|(p—1)! (ap_l - 1) .
Poniewaz liczba (p—1)! nie dzieli si¢ przez p, otrzymujemy podzielnosé

pla’ -1,

ktora konczy dowdd twierdzenia.

Uwaga 1.
Kluczowg obserwacja w powyzszym dowodzie byl fakt, ze dla dowolnej
liczby pierwszej p oraz liczby k wzglednie pierwszej z p, liczby

k, 2k, 3k, 4k, ..., (p—1)k

daja rozne, niezerowe reszty z dzielenia przez p. Stad w szczegélnosci wynika,
ze dla pewnej liczby [ € {1,2,3,...,p—1} mamy

l-k=1 (mod p).
Fakt ten wykorzystamy w nastepnym dowodzie.

Dowdd 111 (kombinatoryczny)

Niech a bedzie liczba dodatnia. Zastanéwmy sie, na ile sposobéw mozna
pokolorowaé p punktéw lezacych na okregu i bedacych wierzchotkami p-kata
foremnego, majac do dyspozycji a kolorow.

7 jednej strony otrzymujemy natychmiastowa odpowiedz na tak posta-
wione pytanie: na a? sposobow.

7 drugiej za$ strony mozemy analizowaé szczegdlne sposoby kolorowania.
Istnieje doktadnie a kolorowan, w ktoérych wszystkie punkty pomalowane sa
tym samym kolorem. Pozostale kolorowania, tzn. kolorowania, w ktorych uzy-
to co najmniej dwdch koloréw (nazwiemy je wielobarwnymsi), mozna podzielié
na klasy rownowaznosci. Dwa kolorowania nazwiemy réwnowaznymi, jesli sa
identyczne lub jedno powstaje z drugiego przez obrét wokot srodka p-kata o
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kat k-%ﬂ, gdzie k €{1,2,3,...,p—1}. Wykazemy, ze kazde pokolorowanie wie-
lobarwne w rozwazanym obrocie przechodzi na inne pokolorowanie.

Przypu$émy, ze pewne kolorowanie po obrocie o k/p kata pelnego pro-
wadzi do identycznego kolorowania (k=1,2,...,p—1). Poniewaz p jest liczba
pierwsza, wiec [-k=1 (mod p) dla pewnego [ >0 (zob. uwaga wyzej). Zatem
obracajac kolorowanie [-krotnie o k/p kata pelnego otrzymamy pokolorowa-
nie wyjsciowe, a przy tym efektywnie wykonamy obrét o 1/p kata pelnego.
Skoro kolorowanie nie zmienia sie przy obrocie o 1/p kata pelnego, kazdy
punkt pomalowany jest tym samym kolorem co nastepny, a wiec kolorowanie
jest jednobarwne.

Podsumowujac: wéréd aP kolorowan jest a jednobarwnych, a pozostale
kolorowania, ktérych jest a? — a, mozna podzieli¢ na p-elementowe klasy row-
nowaznosci. Stad wynika, ze liczba a? —a jest podzielna przez p. To konczy
dowodd twierdzenia dla liczb dodatnich a.

Dla liczb ujemnych a nalezy powtérzyé¢ koncowke dowodu 1.

Uwaga 2.
Dla niektérych wartoéci p malte twierdzenie Fermata moze by¢ udowod-
nione niezwykle elementarnie w oparciu o odpowiednie tozsamosci.

p=2.

Woéwcezas liczba a? —a = (a—1)a jest podzielna przez 2 jako iloczyn dwéch
kolejnych liczb catkowitych.

p=3.

Liczba a® —a=(a—1)a(a+1) jest iloczynem trzech kolejnych liczb cal-
kowitych. Jedna z tych liczb jest podzielna przez 3, wiec iloczyn dzieli sig
przez 3.

p=>.

Chcialoby sie zapisaé¢ liczbe a® —a w postaci iloczynu pieciu kolejnych
liczb catkowitych i stwierdzi¢, ze jeden z czynnikow musi dzielié¢ sie przez 5.
Nie jest to mozliwe, mozemy jednak skorzysta¢ z tozsamodci

a®—a=(a®*-1)a(a*+1)=(a—1)ala+1)(a* —4+5) =
=(a—2)(a—1)a(a+1)(a+2)+5(a—1)a(a+1)
zauwazajac, ze w ostatniej sumie oba sktadniki sg podzielne przez 5.

Przypadek p=7 nastrecza juz wiecej trudnosci. Pozostawiamy Czytelni-
kowi przeprowadzenie dowodu w oparciu o tozsamosé

o’ —a=|(a=2)(a+3)+7|(a—a(a+1)|(a+2)(a—3)+7].
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Uwaga 3.

Nie kazda liczba p spetniajaca teze¢ matego twierdzenia Fermata jest pierw-
sza. Liczby zlozone spelniajace male twierdzenie Fermata nazywane sa liczba-
mi Carmichaela (czyt. karmajkla) i jest ich nieskonczenie wiele. Najmniejsza
z nich jest 561 =3-11-17.

Wniosek

Dla dowolnej liczby pierwszej p, liczby catkowitej dodatniej k oraz liczby
catkowitej a, zachodzi podzielnosé

p—Dk+1_,

plal
Dowéd wniosku

Dla k=1 teza wniosku jest rownowazna tezie malego twierdzenia Fermata

(wersja 1). Z kolei kongruencja
aP= DD — =1k gp = o (P=Dk g — o (P=Dk+1 = ¢ (;mod p)

pokazuje, jak wykona¢ krok indukcyjny.
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B. Elipsa

Dane sa dwa roézne punkty F' i G oraz liczba rze-
czywista a > F'G. Zbior punktéw X plaszczyzny, dla
ktérych FX 4+ GX =a, nazywamy elipsg. Punkty F
i G nazywamy ogniskami elipsy. Wielkos¢ a jest dlu-
goscig wiekszej osi elipsy, jak rowniez $rednicg elipsy.
Podstawa do dalszych rozwazan jest nastepujacy fakt, opisujacy konstruk-
cje stycznej do elipsy.

Twierdzenie 1.

Niech e bedzie elipsa o ogniskach F'i G oraz niech K € e (rys. 85). Wéowczas
dwusieczna kata zewnetrznego przy wierzchotku K w tréjkacie FKG jest
styczna do elipsy e w punkcie K.

Dowad
Nalezy udowodnié, ze dwusieczna k kata zewnetrznego przy wierzchotku
K w trojkacie FKG ma z elipsg e doktadnie jeden punkt wspdlny. Przypu-

$¢my, wbrew tezie, ze prosta k przecina elipse e w dwdéch réznych punktach:
K i L (rys. 86).

rys. 85 rys. 86

Niech F’ bedzie punktem symetrycznym do punktu F' wzgledem prostej k.
Woéwcezas punkty G, K i F’ sa wspétliniowe. Oznaczajac przez a diugos$é
wiekszej osi elipsy e otrzymujemy

a=FK+GK=FG<FL+GL=FL+GL=a,
stad sprzecznosc.

Bezposrednio z powyzszego twierdzenia wynika nastepujacy, uzyteczny

Wniosek

Dana jest elipsa o ogniskach F'i G oraz $rednicy a. Niech k bedzie dowolna
styczng do tej elipsy w punkcie K. Punkt F” jest punktem symetrycznym do
punktu F wzgledem prostej k. Wéwcezas punkty F’/, K, G sa wspdtliniowe
oraz F'G =a.
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Elipsa posiada szereg ciekawych i uzytecznych wlasnosci, z ktorych czeéé
teraz oméwimy.

Twierdzenie 2.
Elipsa o ogniskach F'i G lezy wewnatrz kata wypuktego K PL i jest stycz-
na do ramion tego kata (rys. 87). Wowczas <K PF = XLPG.

P

rys. 87 rys. 88

Dowdad

Niech F’ bedzie punktem symetrycznym do punktu F wzgledem prostej
PK, za$ przez G’ oznaczmy punkt symetryczny do punktu G wzgledem pro-
stej PL (rys. 88). Na mocy wniosku, F'G=G'F. Ponadto F'P=FP oraz
GP=G'P. 7Z trzech powyzszych réwnosci wnioskujemy, ze trojkaty F'GP
oraz FPG' sa przystajace. Stad < F'PG =S FPG', czyli $F'PF = $GPG".

Drzielac ostatnia zalezno$é¢ przez 2 otrzymujemy teze.

Twierdzenie 3.
Proste PK i PL sa styczne do elipsy o ogniskach F' i G odpowiednio
w punktach K i L (rys. 89). Woéwczas Y PFK = {PFL.

Dowdd

Analogicznie jak w dowodzie twierdzenia 2, niech F’ bedzie punktem sy-
metrycznym do punktu F wzgledem prostej PK, za$ przez G’ oznaczmy
punkt symetryczny do punktu G wzgledem prostej PL (rys. 90).

P

rys. 89 rys. 90
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Woéwezas trojkaty F'GP oraz FPG' sa przystajace. Na mocy wniosku,
punkty F’, K, G sa wspolliniowe. Te samg wlasno$¢ posiadaja punkty G’,
L, F. Zatem

IPFL=<YPF'G=<YPFK.

Twierdzenie 4.
Niech P i @ beda punktami lezacymi wewnatrz tréjkata ABC spelniaja-
cymi rownoéci

(1) JPAC =94QAB oraz <JPBC=<YQBA.
Wowczas istnieje elipsa o ogniskach P i () wpisana w tréjkat ABC.

Dowaod
Dobierzmy tak érednice elipsy e o ogniskach P i @), aby elipsa ta byla
styczna do prostej AB. Stosujac twierdzenie 2 dla katéw wypuklych BAC
oraz ABC wnioskujemy, ze elipsa e jest styczna odpowiednio do bokéow AC
i BC, a wiec wpisana w trojkat ABC.
C

rys. 91

Uwaga

Jesli punkty P i Q lezace wewnatrz tréjkata ABC spelniaja warunki (1),
to SACP = JQCB. Dla dowodu wystarczy wykorzystaé twierdzenie 4 wpi-
sujac w trojkat ABC elipse o ogniskach P i @), a nastepnie skorzystaé z twier-
dzenia 2 dla kata wypuktego ACB.

Inne zastosowanie powyzszych wlasnosci znajduje si¢ na stronie 64 w roz-
wiazaniu zadania 2 z zawodéw stopnia trzeciego.

Przedstawimy jeszcze trzy interesujace wtasnosci elipsy. Poniewaz nie ko-
rzystaliSmy z nich w niniejszej broszurze, pozostawiamy je bez dowodu, jako
¢wiczenie dla Czytelnikow pragnacych nabra¢ wprawy w postugiwaniu sie
omawianymi pojeciami.

Twierdzenie 5.
Niech e bedzie elipsa o ogniskach F'; G oraz niech k bedzie styczna do tej
elipsy. Punkt X jest rzutem prostokatnym punktu F' na prostg k. Wéwczas
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zbiér punktéw X, przy ustalonej elipsie e oraz zmieniajacej sie stycznej k,
jest okregiem.
Oczywiscie analogiczne twierdzenie zachodzi dla ogniska G.

Twierdzenie 6.

Niech e bedzie ustalong elipsa o ogniskach F', G oraz niech k bedzie zmie-
niajaca potozenie styczng do tej elipsy. Punkty X, Y sa odpowiednio rzu-
tami prostokatnymi punktéow F' i G na prosta k. Wowczas warto$é¢ iloczynu
F X -GY nie zalezy od wyboru stycznej k.

Twierdzenie 7.

Z punktu P lezacego na zewnatrz ustalonej elipsy poprowadzono dwie
styczne PK i PL do tej elipsy. Wéwczas zbidér takich punktéw P, dla ktérych
kat KPL jest prosty, jest okregiem.

Innymi stowy: Zbior tych punktow, z ktérych dang elipse widaé pod kgtem
prostym, jest okregiem.
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C. Parabola

Dana jest prosta g oraz punkt F' nie lezacy na tej prostej. Zbior punktdw
réwno oddalonych od punktu F' i od prostej g nazywamy parabolg (rys. 92).
Punkt F' nazywamy ogniskiem, zas prosta g kierownicq paraboli.

Analogicznie jak w przypadku elipsy, podstawa do dalszych rozwazan jest
nastepujacy fakt, opisujacy konstrukcje stycznej do paraboli.

Twierdzenie 1.

Niech p bedzie parabola o ognisku F' i kierownicy g oraz niech X € p.
Oznaczmy przez X' rzut prostokatny punktu X na prostg g. Wéwczas dwu-
sieczna kata X' X F jest styczna do paraboli p w punkcie X (rys. 93).

Dowdd jest analogiczny do dowodu w przypadku elipsy, pozostawiamy go
Czytelnikowi.

g g

!
rys. 92 X rys. 93

X/

Bezposrednio z powyzszego twierdzenia wynika nastepujacy, uzyteczny

Wniosek

Prosta k jest styczna do paraboli p o ognisku F' i kierownicy g. Niech F’
bedzie punktem symetrycznym do punktu F' wzgledem prostej k. Wowczas
punkt F’ lezy na kierownicy g.

Parabola, podobnie jak elipsa, posiada wiele ciekawych wlasnosci. Nizej
zacytujemy czesS¢ z nich, pozostawiajac odnalezienie dowodu Cazytelnikom
pragnacym nabraé¢ wprawy w postugiwaniu sie omawianymi pojeciami.

Twierdzenie 2.

Prosta k jest styczna do paraboli p o ognisku F' i kierownicy g. Niech F’
bedzie rzutem prostokatnym punktu F na prostej k. Wéwczas punkt F/ lezy
na prostej stycznej do paraboli p i réwnolegtej do kierownicy g.

Twierdzenie 3.
Trzy proste styczne do paraboli p o ognisku F' wyznaczaja tréjkat ABC.
Woéwcezas punkty A, B, C, F leza na jednym okregu.
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Twierdzenie 4.
Proste k i1 sa styczne do paraboli p o ognisku F' odpowiednio w punktach
K i L. Niech P bedzie punktem przeciecia prostych k i . Woéwczas

SYKFP=YLFP.

Twierdzenie 5.

Proste k i [ sa styczne do paraboli p o ognisku F' i kierownicy g. Niech P
bedzie punktem przecigcia prostych k i l. Prosta m przechodzi przez punkt P
i jest prostopadta do kierownicy g. Wowczas kat utworzony przez proste k
i m jest réwny katowi utworzonemu przez proste [ i PF.

Twierdzenie 6.

Proste k i1 sa styczne do paraboli p o ognisku F' i kierownicy g odpowied-
nio w punktach K i L. Niech P bedzie punktem przeciecia prostych k i [.
Wéwczas prosta przechodzaca przez punkt P i prostopadla do kierownicy g
potowi odcinek K L.

Twierdzenie 7.
7 punktu lezacego na kierownicy g danej paraboli p poprowadzono dwie
rozne styczne k il do paraboli p. Wowczas proste k i [ sa prostopadte.

Jeszcze jedna ciekawa wlasnos¢ paraboli jest ukryta w zadaniu 8 z Aus-
triacko-Polskich Zawodéw Matematycznych (str. 86).
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D. Twierdzenie Ptolemeusza
Twierdzenie
W dowolnym czworokacie wypukltym ABCD zachodzi nieréwnosé
(1) BA-CD+BC-AD> AC-BD,
przy czym réwnosé ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy na czworokacie
ABCD mozna opisaé¢ okrag.
C

rys. 94

Dowdd
Niech E bedzie punktem lezacym wewnatrz kata wypuklego ABC', wy-
znaczonym przez nastepujace warunki (rys. 94):

EB AB
7 powyzszych réwnosci wynika, ze trojkaty EBC 1 ABD sa podobne. Stad
(3) EC  BC
AD BD’

7 pierwszej réwnosci (2) wnioskujemy, ze < EBA = <CBD, co w polaczeniu
z druga réwnoscia (2) dowodzi, ze tréjkaty EBA i CBD sa podobne. Zatem
EFEA BA

) D BD'
Wykorzystujac réwnosci (3) i (4) mozemy przepisa¢ nieréwnosé (1) w posta-
ci FA+ EC > AC. Ostatnia zalezno$é jest prawdziwa na mocy nieréwnosci
tréjkata ACE.

Réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy punkt F lezy na odcinku AC.
Tak sie stanie jedynie wtedy, gdy SADB = S ACB, czyli wtedy i tylko wtedy,
gdy na czworokacie ABC'D mozna opisaé¢ okrag.

Uwaga 1.

Przygladajac sie uwaznie zaprezentowanemu dowodowi wnioskujemy, ze
nieré6wnos¢ (1) jest prawdziwa dla dowolnych czterech punktéw A, B, C, D,
niekoniecznie wierzchotkéw czworokata wypuklego. Punkty te nie musza na-
wet leze¢ w jednej plaszczyznie.
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Uwaga 2.

W przypadku, gdy na czworokacie ABCD mozna opisaé¢ okrag, powyzsze
twierdzenie jest nazywane twierdzeniem Ptolemeusza. W niniejszej broszu-
rze korzystalidmy z niego dwukrotnie: w rozwiazaniu zadania 2 z zawoddw
stopnia drugiego (str. 53) oraz w rozwiazaniu zadania 12 z Zawodéw Mate-
matycznych Panstw Baltyckich (str. 96).

E. Srodek okregu wpisanego

Ponizszy lemat to prosta, jednak w wielu zadaniach bardzo uzyteczna
charakteryzacja srodka okregu wpisanego w dany trojkat. Z wtasnosci tej ko-
rzystaliSmy w zadaniu 12 z X Zawodéw Matematycznych Panstw Baltyckich
(str. 96).

Lemat

W tréjkacie ABC dwusieczna kata C' przecina okrag opisany na tym
trojkacie w punkcie D #C (rys. 95). Woéwcezas punkt I, lezacy na cieciwie
CD, jest érodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC wtedy i tylko wtedy,
gdy AD=DI.

C C
1 I
N N
D D
rys. 95 rys. 96

Dowod
Punkt I lezacy na cieciwie C'D jest érodkiem okregu wpisanego w tréjkat
ABC wtedy i tylko wtedy gdy (rys. 96)

JCAI=<IAB < <JCAI+<SACI=9IAB+<YBAD <
< JAID=<IAD < AD=DI.
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Sprawozdanie Komitetu Gléwnego

Organizacja zZaWOodOW . ...ttt e
Sktad osobowy komitetéw Olimpiady ...........cooiiiiiiiiiiiiiii..
Zestawienie ocen rozwiazan zadan zawoddéw II stopnia (Tabela 1) ..........
Zestawienie ocen rozwigzan zadan zawoddéw III stopnia (Tabela 2) .........
Zestawienie liczby zawodnikéw wedlug okregéw (Tabela 3) .................
Lista uczniéw zakwalifikowanych do zawodow III stopnia ..................
Lista laureatow i wyrdznionych ......... ... i
Zakonczenie LI Olimpiady Matematycznej ..............coovieiiino....
Obéz naukowy Olimpiady Matematycznej Zwardon 2000. Sprawozdanie ..
Uzupelnienie sprawozdania z finalu L. Olimpiady Matematycznej .........
XL Miedzynarodowa Olimpiada Matematyczna. Sprawozdanie ............
X Zawody Matematyczne Panstw Baltyckich. Sprawozdanie ..............
Teksty zadan . .......o e
Zawody pierwszego Stopnia ...
Zawody drugiego stopnia ............ i
Zawody trzeciego StOPIIA .. ...ttt
XL Miedzynarodowa Olimpiada Matematyczna ................ ... ...

XXII Austriacko-Polskie Zawody Matematyczne ......................
X Zawody Matematyczne Panstw Battyckich ..........................

Rozwiazania zadan — Waldemar Pompe i Jarostaw Wréblewski ..........
Zawody pierwszego StOPInia ........o.tiii e
Zawody drugiego stopnia ............ i
Zawody trzeciego StOPNIa ..........c.iiiiiii i
XL Miedzynarodowa Olimpiada Matematyczna ................ ... ...
XXII Austriacko-Polskie Zawody Matematyczne ......................
X Zawody Matematyczne Panstw Battyckich ..........................

Dodatek — Waldemar Pompe i Jarostaw Wroblewski .....................
A. Male twierdzenie Fermata ........... ... ..ot
B ELDPSaA ..
C. Parabola . ...
D. Twierdzenie Ptolemeusza, .................. ... .. ... .. . i
E. Srodek okregu WpiSanego ....................ooiiiiiiiiiiii..

© 00 00 J = W

Uwaga. O wszelkich zauwazonych btedach, niejasnosciach i niescistosciach prosi-

my poinformowaé¢ Komitet Gtowny Olimpiady Matematyczne;.
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Wydawnictwa Szkolne
i Pedagogiczne S.A.

WYDAWNICTWA Pl. Dabrowskiego 8

1 PEDAGOGICZNE

SZKOLNE 00-950 Warszawa
tel: (0-22) 826-54-51

Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne S.A. to najwigeksze
w Polsce wydawnictwo, oferujace:

*
*

*

wW

podreczniki szkolne

publikacje pomocnicze (np. zbiory zadan, atlasy)
tematyczne stowniki i encyklopedie

publikacje multimedialne (np. Testy Elektroniczne)
publikacje metodyczne

czasopisma edukacyjne (np. Matematyka)

serie wydawnicze (np. Drama)

wspotprace z nauczycielami w ramach Klubu Nauczy-
ciela

sieci naszych ksiegarn firmowych i agencyjnych zna-

lez€C mozna pefna oferte publikacji WSIP S.A. S3 one row-
niez dostepne w sprzedazy wysytkowej. Zamowic je mozna
w jeden wybrany sposob:

telefonicznie: pod bezptatnym numerem 0-800-220-555
w godz. 9-15

pisemnie pod adresem: Wysytkownia WSIP S.A.,
ul. Chrzanowskiego 14, 04-392 Warszawa

za posSrednictwem Internetu: na naszych stronach
WWww.wsip.com.pl



00-048 Warszawa, Mazowiecka 2/4
tel. /fax (0-22) 826-82-93

MATEMATYKA
Bryant V.: Aspekty kombinatoryki
Conway J. H., Guy R. K.: Ksiega liczb
Gajek L., Kaluszka M.: Wnioskowanie statystyczne. Modele i metody
Grabowski M.: Analiza matematyczna. Powtdrzenie, ¢wiczenia
i zbior zadan
Kaczorek T.: Wektory i macierze w automatyce @ elektronice
Kacki E.: Rownania rézniczkowe czgstkowe
w zagadnieniach fizyki i techniki
Klukowski J., Nabialtek J.: Algebra dla studentow
Krzysko M.: Wyklady z teorii prawdopodobienstwa
Leitner R.: Zarys matematyki wyzszej dla studentow. Cz. 1
Leitner R.: Zarys matematyki wyzszej dla studentow. Cz. 11
Leitner R.: Zarys matematyki wyzszej dla studentéw. Cz. 111
Leitner R., Matuszewski W., Rojek Z.: Zadania z matematyk: wyzszej
Czeéc 1
Czes¢ 11
Mawhin J.: Metody wariacyjne dla nieliniowych probleméw Dirichleta
Morrison F.: Sztuka modelowania ukliadéw dynamicznych
deterministycznych, chaotycznych, stochastycznych
Ott E.: Chaos w ukladach dynamicznych
Palczewski A.: Réwnania rézniczkowe zwyczajne. Teoria © metody
numeryczne z wykorzystaniem komputerowego systemu
obliczen symbolicznych
Palka Z., Rucinski A.: Niekonstruktywne metody matematyki dyskretnej
Palka Z., Rucinski A.: Wyklady z kombinatoryki. Czesé 1
Piskorek A.: Réwnania catkowe. Elementy teorii i zastosowania
Plucinska A., Plucinski E.: Probabilistyka
Przybyto S., Szlachtowski A.: Algebra i wielowymiarowa geometria
analityczna w zadaniach
Ribenboim P.: Mala ksiega wielkich liczb pierwszych
Small D. B., Hosack J. M.: Cwiczenia z analizy matematycznej
z zastosowaniem obliczen symbolicznych
Sobczyk K.: Stochastyczne réwnania roiniczkowe.
Teoria i zastosowania
Sobczyk K., Spencer B. F.: Stochastyczne modele zmeczenia materiatow

WYDAWNICTWA NAUKOWO-TECHNICZNE

25,00 z1
35,00 z1
32,00 71

19,50 7}
30,00 zt

12,50 z1
36,00 71
29,50 71
33,00 z1
21,00 zt
16,00 zt

29,00 zt
29,50 zt
6,00 z1

26,00 71
33,50 71

35,00 7t

7,25 7t
19,50 7t
29,00 7
48,00 7t

12,80 zt
20,50 zl

14,00 zt

28,00 zl
20,00 71



Weron A., Weron R.: InZynieria finansowa. Wycena instrumentéw

pochodnych, symulacje komputerowe, statystyka rynku 55,00 zt
Wieczorkowski R., Zielinski R Komputerowe generatory liczb losowych 11,00 zt
Zakowski W.: Matematyka. Cwiczenia problemowe dla politechnik 7,00 zt
Seria ENCYKLOPEDIA DLA WSZYSTKICH. Matematyka 85,00 z1

PODRECZNIKI AKADEMICKIE. EIT
Leksinski W., Nabiatek J., Zakowski W.: Matematyka.

Definicje, twierdzenia, przyklady, zadania 35,00 zt
Zakowski W., Decewicz G.: Matematyka. Cz. I 24,00 zt
Zakowski W., Kolodziej W.: Matematyka. Cz. 11 39,00 zt
Trajdos T.: Matematyka. Cz. 111 32,00 zt
Zakowski W., Leksinski W.: Matematyka. Cz. IV 25,00 zt

SZKOLA SREDNTA
Cegietka K., Przyjemski J.: Testy i zadania egzaminacyjne

z matematyki do szkol wyzszych 24,00 zt
Gdowski B., Plucinski E.: Zadania i testy z matematyki

dla uczniow szkot srednich. Klasa I ¢ I 18,00 zt
Gdowski B., Plucinski E.: Zadania i testy z matematyki

dla uczniow szkét srednich. Klasa IIT i IV 14,00 zt
Gdowski B., Plucinski E.: Zbior zadan z matematyki

dla kandydatow na wyisze uczelnie 34,00 zt

Katuszka M.: Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka dla licealistow 16,00 zt
Kowalska M., Kurczab M.: Repetytorium z matematyk: dla uczniow

gimnazjum © kandydatéow do liceum 19,00 zt
Kowalska M., Kurczab M.: Testy z matematyki dla uczniow

szkoly podstawowej. Klasa IV, V, VI 21,00 zt
Leitner R.: Geometria dla licealistow 28,00 zt
Leksinski W., Macukow B., Zakowski W.: Matematyka dla maturzystéw.

Definicje, twierdzenia, wzory, przyklady 14,00 zt

Zadania 24,00 zt
Szymanski K., Drébka N.: Matematyka w szkole sredniej.

Powtérzenie i zbior zadan 33,00 zt
Zakowski W.: Algebra i analiza matematyczna dla licealistéw 22,00 zt

Powyzsze ceny obowiazuja do wyczerpania naktadu danego tytutu

Zamoéwienie na wybrane ksiazki prosze wysytaé¢ pod adresem:
Dzial Handlowy Wydawnictw Naukowo-Technicznych
Skrytka pocztowa 359, 00-950 Warszawa

Zamoéwienia przyjmujemy réwniez za posrednictwem poczty elektronicznej. Nasz
adres: marketing@wnt.com.pl

Przy zakupie ksiazek o wartosci przekraczajacej 200,00 z udzielamy 10% rabatu.
Zapraszamy do naszej ksiegarni internetowej www.wnt.com.pl



