LIII Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia drugiego

22 lutego 2002 r. (pierwszy dzien zawoddéw)

Zadanie 1. Dana jest taka funkcja f:R — R, ze dla kazdej liczby rzeczywistej =
zachodza réwnosci

fx)=fQ2z)=f(1-=).
Dowies¢, ze funkcja f jest okresowa.
Rozwigzanie
Na mocy danych w tresci zadania réwnosci, otrzymujemy dla dowolnej
liczby rzeczywistej x:
flx)=fQ2z)=f(1-22)=
= f(z(1—22))=f(3—2)=f(1—(5—2))=f(z+3),

co dowodzi, ze funkcja f jest okresowa o okresie %

Zadanie 2. W czworokacie wypuklym ABC D zachodzg réwnosci

YADB=29ACB oraz YBDC =2%BAC.

Udowodnié, ze AD=CD.
Rozwigzanie
7 danych w zadaniu réwnoéci katéw oraz z nieréwnoéci $ADC < 180°
wynika, ze

JACB+94BAC = 3(YADB+<$BDC) =14 ADC <90°.

Katy ACB i BAC sa wigc ostre, co oznacza, ze srodek O okregu opisanego
na tréjkacie ABC' lezy wewnatrz kata ABC (rys. 1). Stad w szczegdlnosci
wynika, ze punkty O i D lezg po tej samej stronie prostej BC'. Ponadto

IBDC =29BAC =<4BOC.
Zatem punkty B, C, O, D leza na jednym okregu o;.
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Analogicznie dowodzimy, ze punkty A, B, O, D leza na jednym okregu os.
Okregi 01 i 02 sa rézne — w przeciwnym razie okrag opisany na tréjkacie
ABC przechodzitby przez punkt O, czyli swéj srodek. Okregi 01 1 02 maja
jednak trzy punkty wspélne: B, D i O. Poniewaz B # D, wigc musi byé O = D,
czyli AD=CD.

Zadanie 3. W n-osobowym stowarzyszeniu dziala sze$é komisji. W sktad kazdej
z nich wchodzi nie mniej niz n/4 oséb. Dowiesé, ze istnieja dwie ko-
misje oraz grupa liczaca nie mniej niz n/30 oséb, nalezacych do obu
tych komisji.

Rozwigzanie

Ponumerujmy komisje liczbami 1,2,...,6 i oznaczmy przez K; liczbe tych
cztonkéw i-tej komisji, ktérzy nie sg czlonkami zadnej komisji o numerze

mniejszym od 1.

K to liczba wszystkich cztonkéw komisji nr 1, co daje K; >n/4.
Przypusémy, ze czeé¢ wspdlna dowolnych dwoch komisji liczy mniej niz

n/30 oséb.

Poniewaz w sklad komisji nr 2 wchodzi co najmniej n/4 oséb, wiec liczba
tych czltonkéw komisji nr 2, ktérzy nie sa w komisji nr 1 musi byé wigksza od
n/4—n/30. Stad

n n
Ko>———.

Analogicznie stwierdzamy, ze

n . n .
K; > 1 (z—l)% dla i=3,4,5,6.

Dodajac stronami powyzsze nieréwnosci uzyskujemy

n

—=n.

30
OtrzymaliSsmy sprzeczno$é, gdyz wielkos¢ K+ Ka+...+ Kg jest nie wigk-
sza od liczby wszystkich cztonkéw stowarzyszenia, czyli n. Zatem do czesci
wspOlnej pewnych dwéch komisji nalezy co najmniej n/30 oséb.

6n
K1+ Ko+ K3+ Ky+ Ks+ Kg > Z—(1—|—2+3—|—4+5)

(wp, jwr)
* * *

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalezé¢ w internecie pod adresem:
www.impan.gov.pl/~olimp/
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Zadanie 4. Wyznaczyé wszystkie takie tréjki liczb pierwszych p < g <r, ze liczby
pg+r, pg+r?, qr+p, qr+p’, rptq, g’
sg pierwsze.
Rozwigzanie

Gdyby wszystkie trzy liczby pierwsze p, q, r byly wieksze od 2, to liczba
pq+7r jako liczba parzysta wigksza od 2 bytaby zlozona. Zatem co najmniej
jedna z liczb p, ¢, r jest réwna 2, co na mocy nieréwnosci p < ¢ <r daje p=2.

Ponadto ¢ > 2, gdyz przy ¢ =2 mielibySmy gr+p=2(r+1), co jest liczba
zlozong.

Gdyby obie liczby pierwsze ¢, r byly wieksze od 3, to liczba ¢r bytaby
niepodzielna przez 3, a zatem jedna z liczb qr+2, qr+4 bylaby podzielna
przez 3 i wieksza od 3, czyli ztozona. Stad wynika, ze jedna z liczb ¢, r jest
rowna 3, co na mocy nieréwnoéci 2 < g <r daje ¢=3.

Pozostato wyznaczyé¢ wszystkie takie liczby pierwsze r > 3, aby liczby
(1) 6+r, 6+7%, 3r+2, 3r+4, 2r+3, 2r+9
byty pierwsze.

Gdyby liczba pierwsza r byta rézna od 5, to przez 5 dzielitaby sie jedna
z liczb r+1, r+2, r+3, r+4, a co za tym idzie, réwniez jedna z liczb

6+r=(r+1)+5, 2r+9=2(r+2)+5,
3r+4=3(r+3)—5, 2r+3=2(r+4)—5.
Zatem musi by¢ r =5. Wtedy liczby (1) przyjmuja odpowiednio wartosci 11,
31, 17, 19, 13, 19 i wszystkie one sg pierwsze.
Odp.: Warunki zadania spelnia jedna tréjka (p,q,r)=(2,3,5).

Zadanie 5.  Tréjkat ABC, w ktérym A =90°, jest podstawa ostrostupa ABCD.
Ponadto zachodza réwnosci

AD=BD oraz AB=CD.
Udowodnié, ze <ACD > 30°.
Rozwigzanie
Tréjkat BAC uzupelniamy do prostokata BACE. Wéwczas z réwnosci
AD = BD wynika, ze CD=FED. To w polaczeniu z AB=CD dowodzi, ze
trojkat CDE jest réwnoboczny. Zatem

JACD > SACE —<DCE =90°—60° = 30°.



Zadanie 6. Wyznaczyé wszystkie takie liczby naturalne n, ze dla dowolnych liczb
rzeczywistych x1,%a,...,Zn, Y1,Y2,.--,Yn zachodzi nieréwnosé

(1) T1X - Ty FY1Y2 - Yn < mf—&—y%\/asg—kyg\/m%—&—y%

Rozwigzanie
Dla n=1 dana nieréwnos¢ przybiera postaé

z1+y1 <y/zi+y?,

co nie dla dowolnych liczb rzeczywistych x1, y; jest prawda — wystarczy
przyja¢ xp =y =1.

Wykazemy, ze nieréwnosé (1) jest prawdziwa, jesli n > 2.

Jesli ktorys z czynnikéw stojacych po prawej stronie nieréwnosci (1), np.

VTR TR

jest réwny 0, to obie liczby xj, i yx musza byé¢ zerami. Wtedy nieréwnosé (1)
jest spelniona.

Przyjmijmy wigc, ze liczba stojaca po prawej stronie nieréwnosci (1) jest
rozna od 0, a zatem dodatnia. Wéwczas dowodzong nieréwno$é¢ mozemy spro-
wadzié¢ do postaci

X1 Tn Y1 Yn
(2) + oo —————< 1.
Jeitd o et el a4y
Podstawmy:
2 2
Ly Yk
ap = , b= (k=1,2,...,n).
Ti+ i i+

Liczby a1,a9,...,an, bi,ba,...,b, naleza do przedziatu (0,1) oraz ajp+bx=1.
Stad oraz z nieréwnoéci pomiedzy $rednig geometryczna a Srednig arytme-
tyczna uzyskujemy

\/alag...an+ \/blbgbn < Walag...an + Wblbgbn <

1 1
< 5<a1+a2+'“+a">+g(b1+b2+“'+b”):1’
czyli

5 ST - N 171 R 7 R

Vit 24y (Joltyl (224l
Lewa strona nieréwnosci (2) jest nie wigksza niz lewa strona nieréwnosci (3).
To oznacza, ze udowodniona wlasnie nieréwnosé (3) pociaga za soba nieréw-
nosé (2), a tym samym dowodzi nieréwnosci (1).

(wp, jur)
Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w internecie pod adresem:
www.impan.gov.pl/~olimp/



