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Przedmowa

Na prezentowany tekst skladaja sie wyklady, ktére prowadziliémy w roku aka-
demickim 2001/2002. Celem wykladéw bylo wprowadzenie stuchaczy w teorie
stochastycznych rownan ewolucyjnych. Poczatki tej teorii siegaja lat szesdzie-
siatych zeszlego stulecia. Pierwsze wyniki motywowane byly wewnetrznym
rozwojem matematyki, w szczegdlnosci analizy i teorii proceséw stochastycz-
nych jak rowniez koniecznoscia opisywania losowych zjawisk badanych w fi-
zyce, chemii, biologii i automatyce. Podstawowe pytania dotyczace istnienia

i jedynosci rozwiazan zostaly postawione w latach siedemdziesiatych i ich
rozwiazania, przy réznego rodzaju zalozeniach, pojawiaja sie do dnia dzisiej-
szego. Wiekszosé réwnan rézniczkowych z pochodnymi czastkowymi, linio-
wych i nieliniowych, ma swoje stochastyczne odpowiedniki a ich wlasnosci sa
przedmiotem intensywnych badan.

Wyklady zostaly podzielone na dwie czesci. Czes¢ pierwsza zawiera mate-
rial z semestru wiosennego i po$wiecona jest réwnaniom postaci

dX = (AX + F(X))dt + BdW, (0.1)

z tak zwanym szumem addytywnym, to znaczy niezaleznym od rozwiazania.
W réwnaniu (0.1) symbol A oznacza operator liniowy, najczesciej rézniczkowy,
F jest operatorem nieliniowym, B liniowym, ograniczonym a W to proces Wie-
nera. Ta cze$¢ wykladow zawiera duzo materialu wprowadzajacego i motywa-
cyjnego i jest bardziej elementarna niz cze$¢ druga. Zaczyna sie rozdzialem,
ktory wyjasnia zwiazki zachodzace pomiedzy uktadami dynamicznymi sto-
chastycznymi a réwnaniami stochastycznymi. W rozdziale drugim omoéwione
zostaly wlasnodci miar gaussowskich i procesu Wienera na przestrzeniach
Hilberta. Podstawowe wiasnosci calki stochastycznej, gdy catkuje si¢ funk-
cje operatorowe detrministyczne, sa przedmiotem rozdziatu nastepnego. Udo-
wodniono w nim istnienie rozwiazania réwnania (0.1) i to, Ze rozwiazanie
ma wilasno$¢ Markowa. Pojecie miary niezmienniczej zostalo wprowadzone w
rozdziale 4 wraz z dostatecznymi warunkami na jej istnienie. W obszernym
rozdziale 5 wprowadzono pojecie miary Gibbsa dla uktadu spinowego na kra-
cie i w oparciu o wyniki poprzednich rozdzialéw naszkicowano dowdd istnienia
miary Gibbsa dla szerokiej klasy uktadéw. Rozdzial ostatni poswiecony zostal
teorii pétgrup liniowych operatoréw i stabym rozwiazaniom réwnan liniowych.
Pojecia te odgrywaé beda zasadnicza role w czesci drugiej.

Drugi semestr i jednoczesnie druga cze$¢ wykladow poswiecone zostaly
réwnaniom, ktére mozna zapisa¢ w postaci

dX = (AX + F(X))dt + B(X)dW. (0.2)

W réwnaniach tego typu szum zalezy od rozwiazania. Badanie (0.2) wymaga
ogdlnej definicji calki stochastycznej Itd o wartoéciach w przestrzeni Hilberta
oraz poznania jej podstawowych wilasnosci, to jest nieskonczenie wymiaro-
wych odpowiednikéw klasycznego wzoru Ito i nieréwnosci Burkholdera—Da-
visa—Gundy’ego. Tym zagadnieniom po$wiecone sg rozdziaty 8 i 9. Rozdziat 7
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poswiecony jest pojeciu calki Bochnera, nieskonczenie wymiarowym martyn-
galom i warunkowej wartoéci oczekiwanej elementu losowego o wartosciach w
przestrzeni Banacha. Podstawowym rezultatem przedstawionym w rozdziale
10 jest metatwierdzenie, ktére méwi, ze klasy rozwiazan catkowych (mild solu-
tions) i stabych sa identyczne. Przypomnijmy, ze proces X jest rozwiazaniem
calkowym (0.2) gdy speia

X(t)=St)X(0)+ / S(t—s)F(X(s))ds

y (0.3)

+ / S(t— s)B(X(s))dW (s), t>0,
0

gdzie S jest pdlgrupa generowana przez A. Slabe rozwiazanie (0.2) rozumiane
jest w sensie réwnan deterministycznych. Tak wiec proces X jest rozwiazaniem
stabym (0.2) gdy dla kazdego ¢ z dziedziny operatora A*,

(X (1), ) = (X(0), 4) + / ((X(s), A9) + (F(X(s)), ) ds

+/ (B(X(s))dW(s), ) t>0.
0

Calka stochastyczna Ito, o ile jest dobrze okre$lona, ma ciaglta modyfikacje.
Z drugiej strony w postaci calkowej (0.3) réwnania (0.2) wystepuje stocha-
styczny splot

/t S(t— s)B(X(s))dW (s), t>0,
0

ktéry nie musi by¢ ciagly po t. W rozdziale 11, uzywajac metody faktoryzacji
formutujemy dos¢ ogélne warunki na istnienie ciaglej modyfikacji stochastycz-
nego splotu. Rozdzial 12 zawiera formalna definicje rozwiazania stochastycz-
nego réwnania ewolucyjnego i warunki regularnosci wspétczynnikéw A, F, B
rownania, ktére, jak pokazane zostalo w nastepnym rozdziale, gwarantuja ist-
nienie i jedyno$é rozwiazania (0.2). Rozwazania z rozdzialéw 12 i 13 sg ilustro-
wane nastepujacymi przyktadami: réwnanie ciepta z jednorodnymi warunkami
brzegowymi Dirichleta lub Neumanna, réwnanie z opdznieniem. Rozdzial 14
poswiecony jest stochastycznemu réwnaniu falowemu na skonczonym prze-
dziale. Rozdzial 15 dotyczy rownan z szumen na brzegu. Ostatnie rozdzialy
poswiecone sa réwnaniom ciepta i falowemu na calej przestrzeni, z szumem je-
dnorodnym, to jest stacjonarnym po zmiennej przestrzennej. W drugiej czesci
korzystamy z podstawowych faktow teorii operatoréw nuklearnych i Hilberta—
Schmidta. Fakty te zostaly zebrane w dodatku.

Pierwsza czeé¢ wykladéw zostala przepisana komputerowo przez Pana
magistra Adama Wasowskiego, a ujednolicenia calo$ci dokonali Pani ma-
gister Franciszka Matthaeus oraz Pan magister Adam Gérecki. Serdecznie
dziekujemy im za pomoc.

Szymon Peszat i Jerzy Zabczyk.
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Stochastyczne uklady dynamiczne a ré6wnania
rozniczkowe

Stochastyczne réwnania ewolucyjne mozna traktowaé jako pewna forme opisu
stochastycznych uktadéw dynamicznych nieskoniczenie wymiarowych. Pierw-
szy rozdzial poswiecony jest oméwieniu ogdlnych powiazan pomiedzy réwna-
niami rézniczkowymi a uktadami dynamicznymi.

1.1 Uklady dynamiczne w czasie dyskretnym

Przez uktad dynamiczny rozumie sie czesto przestrzen mierzalna (E, &), na-
zywana przestrzeniq standw i odwzorowanie mierzalne F' : E — FE. Przed-
miotem badan teorii ukladéw sa iteracje F!, t = 0,1,... odwzorowania F i
trajektorie, czyli ciagi (z, F(z), ..., F*(x),...). Czesto przestrzen fazowa FE jest
wyposazona w miare probabilistyczna i, niezmiennicza ze wzgledu na F', czyli
taka ze

u{z: F(z) e I't = p(I), dlaI' € &.

Istnienie miar niezmienniczych i ich jedyno$¢ w okreslonych klasach, sa
rowniez badane. Uklady dynamiczne sa deterministyczne poniewaz stan ukladu
X w dowolnej chwili ¢, jest calkowicie wyznaczony przez polozenie X; w chwili
poprzedniej ¢t — 1, w my$l wzoru

Xt = F(thl), X() =Xx.

Zalézmy, ze mamy do czynienia z ukladem, ktéry jest stochastyczny w tym
sensie, ze stan nastepny jest losowany zgodnie z rozktadem P(z,-), gdzie x
oznacza stan poprzedni. Funkcje P(z,I"), v € E, I' € &, ktéra jest mie-
rzalna ze wzgledu na pierwszy argument i miare probabilistyczna ze wzgledu
na drugi argument, nazywa sie funkcjq przejscia uktadu. A wiec stochastycz-
nym uktadem dynamicznym z czasem dyskretnym jest tréjka (E,E,P), gdzie
(E, ) jest przestrzenia mierzalng a P jest funkcja przejécia. Zdefiniujmy przez
indukcje (P?) prawdopodobieristwa przejécia w ¢-krokach
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Pz, T = /

P, dy)P'(y. T) = / P'(x, dy)P(x, T),
E E

POz, 1) = 61,y (1), reE, I'ek.

Dla dowolnego t = 0,1,... iz € E, P(z,-) jest miara probabilistyczna na F.
Ogodlniej, dla dowolnych liczb naturalnych 0 < t; < ta < --- < t,, i dowolnych
zbioréw I, ..., I, € £ definiujemy prawdopodobienstwa

znalezienia sie ukladu w momentach tq,...,t, w zbiorach I, ..., I}, rowniez
przez indukcje, zgodnie ze wzorami

Ptrotnstnia (,T, I, .01, Fn+1)

B / phe tn(xvplv---anl,dyn)Pt"Hitn(ynaFnJrl)
I,

Realizacjg stochastycznego ukltadu dynamicznego (E,E,P) jest przestrzen
probabilistyczna (£2, F,P) i ciag Xo, X1, ... zmiennych losowych

X : 02— FE,

czyli odwzorowan mierzalnych z (£2,F) do (E,£)), taki ze Xg = x oraz dla
dowolnych 0 < t] <ty < ...<t,ily,..I,€C,

P(w: Xy, (w) € Iy ooy Xy, (w) € T,) = Pt (2, 1,13,

Jezeli E jest przestrzenia metryczna zupelng to istnienie realizacji uktadu
(E, P) wynika z twierdzenia Kolmogorowa o rozszerzaniu miar. Jako 2 moz-
na przyjac zbiér wszystkich ciagéw w = (w,,) o wartosciach w E czyli EN u{o}
oraz potozy¢

X (w) = wy, w € 2.

Mozna podaé jednak bardziej konkretne realizacje stochastycznego uktadu
dynamicznego w postaci rownan dla ktérych punktem wyjscia jest tak zwany
biaty szum.

1.1.1 Konstrukcja stochastycznego ukladu dynamicznego

Niech (U,U) bedzie przestrzenia mierzalna, a &1,&2,... ciagiem zmiennych
losowych o wartosciach w U, okreslonych na przestrzeni probabilistycznej
(2, F,P). Ciag (&,) nazywa sie biatym szumem, lub tez ciagiem niezaleznych
zmiennych losowych o tych samych rozktadach, gdy istnieje miara probabili-
styczna p na U, taka ze dla dowolnych I, ..., I, € U,
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n
P(w: & (w) € I, .., &n(w) € Ty) = [ (X))
j=1

Jezeli U = [0,1) i p jest miara Lebesgue’a obcigta do [0,1), to bialy szum
nazywa sie lebesgue’owskim, gdy U = R?, a

1 _l=?
#(F)—W/Fe dz,

to bialy szum nazywa sie¢ gaussowskim. Zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.1 Zalézmy, ze E jest przestrzenmiq zupelng i osrodkowa, a
(E, &, P) stochastycznym uktadem dynamicznym. Istnieje wtedy odwzorowanie
mierzalne F : E x [0,1) — [0,1), takie Ze okreslony nastepujacym wzorem

ciag (Xt),
Xt+1 = F(Xt7§t+1)a XO =, (11)

gdzie (&) to bialy szum lebesgue’owski okreslony na (2, F,P), jest realizacjq
uktadu (E, P).

Istnieje wiele konstrukcji odwzorowania F'. Ich cecha wspdlna jest to, ze dla
dowolnego = € E, F(x,-) jest odwzorowaniem odcinka [0,1) w przestrzei F,
ktére przenosi miare Legesgue’a na miare P(z, ).

Szkic dowodu

Przypomnijmy, ze punktem wyjscia jest funkcja przejécia P(-,-) na zupehej
przestrzeni E. Niech B}, B, ... beda kulami o §rednicach mniejszych niz 2%
i pokrywajacymi F.

Ustalmy z i oznaczmy przez p miare P(z,-). Konstrukcja jest indukeyjna.

Krok 1. Niech z1,z3,... beda elementami zbioréw
Bl = B! Bl =Bl UBI\B! Bl =B UBJUBI\BIUB], ...
Jezeli m-ty zbidr jest pusty, to ktadziemy z}, = 9, gdzie 9 jest dodanym izolo-

wanym punktem. Zbiory Bi, Bi, ... sarozlaczne i wyczerpuja cala przestrzen.
Niech

Wtedy
> =1
k=1
Definiujemy Fi(y) = z}, dla
ye M+ N AL A ) =

Gdy przedzial jest pusty funkcji F1 nie definiujemy.
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Krok 2. Bierzemy drugie pokrycie B}, B3, ... o érednicach < 55 i funkcje Fh
definiujemy na przedziatach I}, 13,... w sposéb nastepujacy. Rozpatrujemy
obciecie ¥ miary p do zbioru Bj, ktérej masa catkowita jest réwna dlugosci
przedziatu I}. Rozpatrujemy

oo
Bin|JB2 =JBin B},
m m
i tworzymy zbiory rozlaczne
Bz,l = éli N By, Bz,z = é}i n(BiU B%)\Bz,l-

W kazdym z nich wybieramy punkty x7 ,, 27 5, ..., ktére sa odlegle od z} o
mniej niz 2% Przedzial I é rozktadamy na podprzedzialty dtugosci odpowiednio
réwne mierze pf obcietej do kolejnych zbioréw B,im i na nich definiujemy F3
kladac @7 ,,,.

Przez indukcje otrzymujemy ciag Fi, Fs, ..., taki ze

1
P (EFn(y), Fr1(y) < o0 n=12,...

Funkcje (F,) oczywiscie zaleza od zmiennej x, czyli w rzeczywistosci mamy
do czynienia z ciagiem funkcji F,(z,y), z € E, y € [0,1) przyjmujacych prze-
liczalna liczbe wartosci. Funkcje te sa mierzalne jako funkcje obydwu argu-
mentéw i zbiegaja do pewnej funkcji F. Funkcja F ma wymagane wtasnosci.
Aby to udowodnié¢, niech p,, bedzie rozktadem funkcji F;,. Funkcja F;, przepro-
wadza miare Lebesgue’a obcieta do [0, 1) na miare skoncentrowana na przeli-
czlnym zbiorze {z}, k = 1,2,...}. Wystarczy wykazaé, ze ze ciag (un) zbiega
stabo do miary u. Przypomnijmy, ze ciag (u,) zbiega stabo do miary p, gdy
dla dowolnej funkcji ciagtej i ograniczonej ¢,

tim [ o(a)pn(ds) = [ ola)nldo)
lub réwnowaznie, gdy dla dowolnego zbioru otwartego G,
liminf 1, (G) > p(G).

Zauwazmy, ze dla kazdego n istnieje ciag (I")k=1,... zbioréw rozlacznych, taki
ze

p(zl, IT) < k=1,2..., p,{a}}=p(l})

U=k
k

Ustalmy zbidér otwarty G C E. Niech € > 0 bedzie dowolna liczba dodatnia,
K C G podzbiérem zwartym, takim ze p(K) > u(G) — €. Dowolna kula B}

o niepustym przecieciuz K iz k : 2% < g, lezy catkowicie w G. Niech

on’
oraz
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G=JnK ca.
By
Wtedy R
1n(G) = pn(G) > p(K) > p(G) —e.
Czyli

liminf pin (G) = (@),
co konczy dowdéd wymaganej stabej zbieznosci. [J

Roéwnanie (1.1) jest dyskretna w czasie wersja stochastycznego réwnania réz-
niczkowego. Nazwiemy je réwnaniem stochastycznym w czasie dyskretnym.
Mozemy wiec powiedzie¢, ze stochastyczne uklady dynamiczne a réwnania
stochastyczne w czasie dyskretnym sa tym samym jezeli tylko przestrzen fa-
zowa jest zupela i osrodkowa. Okazuje sie, ze fakt ten jest do pewnego stopnia
prawdziwy i dla ukladéw w czasie ciagtym. Zaczniemy od uktadéw determi-
nistycznych.

1.2 Deterministyczne uklady w czasie ciaglym

Niech F bedzie przestrzenia metryczng a £ rodzina podzbioréw borelowskich
E. Rodzine F*, t > 0 odwzorowan mierzalnych £ w E, taka ze

1. F%@z), x€E,

2. F'*ts(z) = FY(F*(z)), t,s>0,z€E,

3. Funkcja F'(z), t > 0 jest ciagta dla dowolnego = € E,
nazywamy uktadem dynamicznym w czasie ciqgtym albo potokiem, na E.
Funkcje zmiennej ¢, Ft(z), t > 0 nazywa sie trajektoriq startujacq z v € E.
Zalézmy dla prostoty, ze E = R%. Jezeli trajektorie ukladu dynamicznego sa
rézniczkowalne w sposéb ciagly, to wtedy

d

EF’f(g;) = A(F'(x)), t>0, r€E, (1.2)
gdzie
tip) —
Ax) = limw, rekE.
10 t

A wiec regularne uktady dynamiczne w czasie ciagltym, czyli takie, ktérych tra-
jektorie sa rozniczkowalne, sa identyczne z rozwiazaniami réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych. Dla pelmosci obrazu zauwazmy, ze istnieja uktady dyna-
miczne, ktorych zadna trajektoria nie jest rézniczkowalna w jakimkolwiek
punkcie. Takie uklady nie sa wiec opisywalne przez réwnania rézniczkowe.
Rowniez bardziej regularne uklady dyssypatywne maja trajektorie lipschitzow-
skie bedace rozwiazaniami rézniczkowalnych inkluzji
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dF?
W(m) € A(F'(x)), t>0,z€FE,
gdzie A jest funkcja o wartosciach zbiorowych. Przypomnijmy, ze uktady dys-

sypatywne to uktady dla ktérych
[F'(z) = F'(y)| <[z —yl, t>0,z,ycR"

A wiec dla konstruktywnego opisu ukladéw dynamicznych nalezy niekiedy
wyjs¢ poza tradycyjne réwnania rézniczkowe, ale sa to raczej sytuacje wyjatko-
we.

Na zwiazki miedzy potokami a réwnaniami rézniczkowymi mozna popatrzeé
jeszcze inaczej. Niech Cp(RY) oznacza przestrzein Banacha funkcji ciagtych
znikajacych w nieskonczonosci z norma rowna supremum modutu funkcji. Zde-
finiujmy rodzine operatoréw

Plo(z) = p(Ft(z)), t>0,z¢€ E.

Jezeli operatory (P!) przeksztalcaja przestrzei Co(RY) w siebie oraz dla do-
wolnego ¢ € Co(R?),

P'¢ — ¢ jednostajnie, gdy t | 0,

to uklad dynamiczny (E, (F');>0) nazywa sie fellerowski.
Niech L bedzie operatorem zadanym wzorem

L¢(x) = lim M = lim M

1.3
t10 t t10 t ( )

na zbiorze D(L) skladajacym sie z tych funkcji ¢ € Co(RY) dla ktérych
zbieznos$é w (1.3) jest jednostajna. Z elementarnych wlasnosci silnie ciagtych
pélgrup operatoréw liniowych wynika, ze zbiér D(L) jest gesty i para (L, D(L))
jednoznacznie wyznacza (E, (F'):>0). Gdy uklad jest regularny, wtedy na fun-
kcjach ¢ dostatecznie regularnych

Lo(x) = (A(z), Do () ,

gdzie A to odwzorowanie wystepujace w réwnaniu (1.2). W ogélnym przy-
padku posta¢ operatora L nie jest jednak znana.

1.3 Stochastyczne uklady w czasie ciaglym

Biorac pod uwage poprzednie definicje, stochastycznym ukladem w czasie ciag-
lym nazwiemy tréjke (E,E, (P'):>0) skladajaca sie z przestrzeni metrycznej
E wyposazonej w rodzine zbioréw borelowskich £ i rodziny P?, t > 0 funkcji
przejscia na FE, takiej ze
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L. P%x,I") =013(I), z€ E, " €&,
2. Pts(x, ) = fE Pz, dy)P*(y,T), t,s €[0,00),x € E, " € £,
3. Jezeli t | 0, to P*(x,-) — &4} stabo.

Podobnie jak w czasie dyskretnym definiujemy funkcje Pttn(x; I, .., I},),
0 <ty <te<..<ty I;€& i=1,.,n1irelizacjq stochastycznego uktadu
dynamicznego (E, E, (P')>0) nazywamy przestrzen probabilistyczna (£2, F, P)
i rodzine X; : 2 — FE, t > 0 zmiennych losowych, taka ze

P(w: Xy, (w) € I,y .oy Xy, (w) € I,) = Pootn(a I, ., 1)

dla dowolnych 0 < t; < ... <t,il; € &£, i=1,..,n,n=1,2,.... Podobnie jak
w czasie dyskretnym istnienie realizacji wynika z twierdzenia Kolmogorowa o
rozszerzaniu miar zadanych na zbiorach cylindrycznych.

Zalézmy, ze E = R? i oznaczmy tym samym symbolem P! funkcje przejscia
jak i operatory przejscia okreslone wzorami

Plofe) = [ Padn)oty).

Nastepujace twierdzenie Courrége’a [2] opisuje strukture duzej klasy stocha-
stycznych uktadéw dynamicznych.

Twierdzenie 1.2 Zaléimy, ze dla dowolnego t > 0, Pt jest ciqglym opera-
torem na Co(R?), Pt¢p — ¢ jednostajnie, gdy t | 0. Niech dodatkowo dla
wszystkich funkcji ¢ € C2(RY), nieskoriczenie wiele razy réziniczkowalnych i
o ograniczonych nosnikach i dowolnego x € R?, funkcja Ptp(z), t > 0 jest
réiniczkowalna. Istniejq wtedy funkcje A : RT — R, Q : R — L, (R4, RY)
iv:RY— My (RN{0}), gdzie Ly (R, RY) oznacza przestrzen operatoréw
nieujemnie okreslonych na R%, a My (R¥\{0}) oznacza przestrzen wszystkich
miar nieujemnych p na R4N\{0}, takich Ze

L/(WFAUuMw<iw
Rd

oraz

i D= (40), Do) + ST Q@D%@) (1)

<y, D¢(x) >
+/Rd <¢(x+y) —¢(x) — W) v(x, dy)

dla ¢ € C32(RY).

W pracy [9] z 1951, K.Itd wprowadzil klase réwnan rézniczkowych stocha-
stycznych, takich ze ich rozwiazania sa realizacjami ukladéw dynamicznych
dla ktérych ma miejsce (1.4). Przed wprowadzeniem tych réwnaii podamy
kompletny opis stochastycznych uktadéw dynamicznych przestrzennie jedno-
rodnych, czyli takich, ze
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P'(z,I)=P'(0,—x2), zcR? I'ek. (1.5)
Niech p(I') = P¥(0,I'),t > 0, I € £. Wtedy

Hi+s = Mt * s, t7 s 07 (16)
pt — dgoy stabo, gdy t — 0, (1.7)

gdzie przez * oznaczyliSmy operacje splotu. Nastepujace twierdzenie znane
jest jako charakteryzacja Lévy’ego—Chinczyna, patrz [1] and [11].

Twierdzenie 1.3 Jezeli (u:) jest rodzing miar probabilistycznych spelniajg-
cych (1.6) i (1.7) to wtedy

/ ei<>\,m>ut(dy) _ 6—151110\)7 t>0, \e Rd, (1'8)
Rd

gdzie
1
PYA) =i <a,A>+- <QA\A>

_ (1.9)
—|—/ 1 —giha> _ SAhT > AT > v(dz),
Rd 1 + |(E|2

a € R Q€ Ly(RYLRY) oraz v € M(RN\{0}). Odwrotnie dla kaidej funkcji
Y postaci (1.9), istnieje rodzina (u:) spetniajaca (1.6) i (1.7), dla ktérej ma
miejsce (1.8).

Realizacje jednorodnych przestrzennie ukladéw dynamicznych nazywa sie pro-
cesami o przyrostach niezaleznych. Istnieja zawsze realizacje regularne, czyli
o trajektoriach prowostronnie ciaglych posiadajacych lewostronne pochodne.
Sa to tak zwane procesy Lévy’ego.

Niech Z;, t > 0 bedzie procesem Lévy’ego, takim ze Zy = 0. Jezeli g = 0 <
h<..<thil; €& i=1,2,.. %o

P (w; Zy,,, (w) — Zy,(w) € I},j=0,1,..,n—1)

= H P (w; th+1 (w) - th (w) S Fj) .
j=1

Czyli przyrosty maja wlasno$é niezaleznosci, ktéra wystepowata w definicji
bialego szumu w czasie dyskretnym. Poniewaz trajektorie procesu Z sa fun-

kcjami lokalnie ograniczonymi, dlatego istnieje pochodna kazdej trajektorii
Z.(w) w sensie teorii dystrybucji %2t (¢), t € (0,00). Jezeli funkcje fi, .., fn €

C5°((0,00)) maja nosniki zawarte w roztacznych odcinkach, to wtedy zmienne

az dz az
(E?fl) ) (%7][2) PREET) (Eafn)

sa niezalezne. Dlatego bialym szumem w czasie ciaglym nazywa sie kazdy

uogdlniony proces %, gdzie Z jest procesem o przyrostach niezaleznych.
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Dwa procesy Lévy’ego sa szczegdlnie wazne z punktu widzenia stochastycz-
nych ukladéw dynamicznych. Pierwszy z nich nazywa sie procesem Wienera
W i odpowiada on funkcji ¢»(A\) = |A|?, A € R% a drugi (symetrycznym) pro-
cesem Cauchy’ego C' i odpowiada on funkcji ¢/(\) = ||, A € R%. Dla procesu
Wienera a =0, Q = I, v = 0, a dla procesu Cauchy’ego

1
a=0, Q =0, v(dx) = de.

Co wiecej, dla procesu Wienera mamy

[E3

‘2
1t dx,

() = P'(0,T) =

a dla procesu Cauchy’ego
Mt(F) = Pt(O,F) = 7r(d+1)/2[v((d+ 1)/2)t / (|$|2 + t2)7(d+1)/2dx'
r

Proces Wienera ma trajektorie ciagle, a proces Cauchy’ego nieciagle.

1.4 Rownania stochastyczne

Aby naszkicowaé¢ konstruktywne rozwiazanie problemu realizacji stochasty-
cznego uktadu dynamicznego podane przez [t6 powréémy do Twierdzenia Co-
urrége’a i zatrzymajmy sie nad przypadkiem gdy funkcja A(-) spemia warunek
Lipschitza, @ jest funkcja stala, a v = 0. Nietrudno udowodnié, w oparciu o
twierdzenie o odwzorowaniach zwezajacych, ze réwnanie catkowe

X (w) = x+/0t A(X(w)ds + Q¥ Wy(w), t>0,  (1.10)

ma jedyne rozwiazanie zalezne od parametru w € (2. Rownanie zapisuje sie
czesto w postaci rézniczkowej

dX, 1 dW,

—— =+ AX)+ Q2 ,

dt (X0 +Q2 =

w ktérym bialy szum pojawia sie explicite. Réwnaniu temu mozna nadacé
Scisty sens uzywajac pojecia dystrybucji, jednakze wygodniejsza jest postac
(6.16), ktéra stanowi punkt wyjscia uogélnienn na przypadek dowolnych funkeji
A, Q, v. Rozwiazanie réwnania (1.10), to wlasnie poszukiwana realizacja ukta-
du stochastycznego z opisanymi parametrami.

(1.11)

Przyjmijmy, ze macierzowa funkcja Q(-) nie jest stala a jedynie v = 0. Wtedy
realizacje Xy, t > 0 konstruuje si¢ jako rozwiazanie réwnania catkowego

Xt(w)_:zr+/0 A(Xs(w))ds+/0 Q7 (X, (w)) dW, (w), (1.12)
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gdzie druga caltka stojaca po prawej stronie (12) jest tak zwana catkq Ité. Przy
odpowiednim doborze zstepujacego ciagu podzialéw {(¢})} mozna ja otrzymac
jako granice, przy prawie kazdym w, sum postaci

> QF (Xun (W) (Wi, (w) — Win (w)).

J
<t

Dla konstrukeji realizacji ukltadu stochastycznego w ogdlnym przypadku po-
trzebny jest jeszcze proces o nieciaglych trajektoriach. Wygodnie jest wybracé
proces Cauchy’ego, ktéry oznaczaé¢ bedziemy przez Ci, t > 0. Zdefiniujmy
najpierw dla dowolnego zbioru borelowskiego I" € &£, $cisle oddzielonego od 0,
dwa procesy p(t,I"), t > 01 q(t,I"), t > 0 w mysl wzoréw

p(t, I, w) = licznoéé zbioru {s € [0,t]; Cs(w) — Cs—(w) € I'},

a(t, T, w) = p(t, T w) — / p(t, Tn)B(dn), ¢ >0,
0

Potézmy

B(z) = A(x) + / |y|23¥2y(x,dy) - / %V(x,dy), r e R
ly| 1+ Jy|
lyl<1 ly|>1

Niech dodatkowo dla kazdego = € R%, G(x,-) bedzie transformacja z R?\{0}
w R?, taka ze

|Gz, y)] <1 dlaly[ <1,
|G(z,y)] > 1 dla |y >1,

ktora dodatkowo przeksztalca miare ‘y‘ﬁdy na miare v(z,-). Okazuje sie,

ze przy odpowiednich zalozeniach regularnosci ([9]), mozna zrealizowaé uktad
stochastyczny jako proces X;, t > 0 bedacy rozwiazaniem réwnania

w)zx—i—/o B(Xs(w))ds—i—/o Qz(Xs(w)) dWs(w) (1.13)

/ / o(ds, dy, w / / )p(ds, dy, w).

ly|<1 ly|>1

Calki wzgledem miar skokowych ¢ i p maja naturalny sens i zostaly réwniez
zdefiniowane przez Ito.
Wzér (1.13) to poszukiwane uogdlnienie wzoru (1.1).



2

Miary gaussowskie i proces Wienera

Miary gaussowskie graja podstawowa role w teorii stochastycznych réwnan
ewolucyjnych. W rozdziale przypominamy rézne fakty dotyczace miar gaus-
sowskich na przestrzeniach skonczenie wymiarowych i uogélniamy niektoére z
nich na przypadek przestrzeni Hilberta. Dokladniej badany jest przypadek
gdy przestrzen Hilberta jest przestrzenia funkcji calkowlnych z kwadratem.
Koncowa sekcja poswiecona jest procesowi Wienera i przykladom.

2.1 Miary gaussowskie na R¢

Miarq gaussowskq p na R! nazywamy dowolna miare skoncentrowana w jed-
nym punkcie j1 = §,,y, lub miare z gestoscia

e~ 2 (@™ gy

V27q ’

gdzie ¢ > 01m € R'. Miary takie oznaczamy N (m, q), gdzie N (m,0) = 6,3
Zamiast N(0, q) piszemy N,. Jezeli zmienna losowa & ma rozklad N(m, ¢) dla
pewnych m, ¢, to £ nazywamy ja zmienng gaussowskq rzeczywista.

p(dx) =

Bezposrednim rachunkiem stwierdzamy, ze

[ o Napldn) =m, [ = m)? Now(dn) =,
R1 R

/ ei)\z Nm,q(dfﬂ) _ ei)\mféq)ﬁ.
R
Gdy L(§) = N(m,q), to

E¢&=m, E(-m)>=q, F M — girm—3a\*



14 MIARY GAUSSOWSKIE NA R?
Lemat 2.1 Jezeli L(§) = Ny, to

by %
Ee?s = ez,

T 9% A <

Dowéd. Udowodnimy jedynie wzér (2.1). Poniewaz £(§) = N,

IEe’\52:{OO’ gdy A >

SN
—
[\)
—_
~

1 Foo 2 z2 1 oo 1 2
IEe’\g2 = —/ eM e T dy = —/ ezt gy
V2T J oo V2T J oo

Gdy —%+,\20, to catka = 4o00. Gdy —%+)\<O, to

e(féJr)\)zz — 67%(172)\)302 _ efé(mx)z'
Podstawiajac
1
=V1—-2)\z, dr = ———=d
Y Vi—a
otrzymujemy
—+oo —+oo
L/ e(—3+N2® g0 (L e*% dy> #
V2T J_so 21 J o V1 =2\
1
V12X
0

Ogdlniej niech E bedzie przestrzen liniowa, topologiczna, a £ rodzina pod-
zbioréw borelowskich E. Miara p na (F,&) jest gaussowska wtedy i tylko
wtedy, gdy dowolny funkcjonat z* € E*, rozpatrywany jako zmienna losowa
na przestrzeni (F, £, ;1) ma rozklad gaussowski. Oznacza to, ze dla dowolnego
x* € E* istnieja m* oraz ¢* > 0, ze
/ ei<w,w*>u(dx) — e)\m*—%q*)\2'
E

Zalézmy, ze E = R? i 7e p jest miara gaussowska na R%. Wtedy
[ antds) =m.
Rd
/ <z-—m,a><x—mb>p(dr) =< Qa,b>,
Rd

gdzie m = (m1,...,mq) jest wektorem a @) = (g;;) symetryczna macierza o
elementach odpowiednio

mi= [ wtdo). g = [ o= moa; - mpuds).



Miare takg oznaczamy przez N, g. Niech L(£) = N,,.q. Wtedy

E i<Me> _ ei]E<>\,£>—%]E(<)\,£>—]E()\,£))2

_ ei<>\,m>e—% J(<xhz>—<Am>)?p(dx)
_ ei<)\,m>7; fRd(<)\,zfm>)2,u(dx)

— <AM>—3<QAN>
Jezeli Q jest dodatnio okreslona macierza, to jest jezeli

(Qa,a) >0, a#0,
to
1 _1
Npgdr) = —————=¢"7
(2m)4 det Q
Jezeli ) jest macierza diagonalna, to

<Q71(m—m),m—m> de.

0
q1
Q' =
0 1
qd
i gdy dodatkowo m = 0, to
1 -4 3 3o
No(de) = ———e¢ =" "day...dzg
d
2m)* 11 g5
j=1

d

1 —3tad d
e i xT.
i \/27mq;

E (¢1(&1) - - ¢a(a))
d 2
z/.../¢1(:vl)...¢d(acd)n ! e 257 dxy ... drg

J

Czyli zmienne &1, .., &g sa niezalezne. Ogodlnie, gdy

E (& —mi)(§ —my) =0, i#7],

to £1,..,&4 sa niezalezne.

15
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Lemat 2.2 Niech ¢ bedzie zmienna gaussowska o wartosciach w R? z E¢ =
m =0 a s liczbg rzeczywista, takq ze 2sE|E[2 < 1. Wtedy

1
~ V1-2sE[¢]?

Dowéd. Niech Qe; = v;e5, j =1, .., d, gdzie (e;) ortogonalne wektory wiasne
macierzy Q. Wtedy

Eeslél® <

d d
fzz <& e5 > ¢ =anej.
j=1

j=1
Zauwazmy, ze
E <& e ><& e >=<Qej, e, >=0, j#k.
A wiec zmienne 7; sa niezalezne i gaussowskie oraz Enjz = ;. Ponadto
E <¢ ¢4 >i=<¢ Qej,e; >=7;, Jj=1,..d

Dlatego

2

d
d
Ees|§|2 —Eej 1 H 577]'

Gdy dla pewnego j =1,..,d, sv; > , to

d 2
Eeslél = HEeS"J HEe ( WJ) = 0.
j=1
Zalézmy wiec, ze sv; < %, 7=1,..,d. Wtedy

Eeslél® —

Hw/1—2s% d

H 1—2s7;)

Jezeli 2sy; < 1,dlaj=1,...,d, to

d d
[T —2sv)>1-25> ;.
j=1 j=1

Poniewaz

M+ +a=EEP
dlatego, gdy
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d
1—252% >0,
j=1

to
1 1

\/ < J1-2sE&

1-2s3 7
J=1

E68|5|2 <

Udowodnimy jeszcze przez indukcje nastepujacy elementarny fakt, z ktérego
powyzej korzystalismy.
Jezeli0 <a; <1,j=1,..,d, to

(I—a1)(1—ag)...(1—ag) >1— (a1 + -+ aqg)- (2.2)

Nieréwno$é jest oczywiscie prawdziwa, gdy d = 1. Mnozac nieréwno$é (2.2)
przez (1 — agy1) > 0 otrzymujemy

(I—-a1)...(1 —agy1) = (1= (a1 + -+ + aa))(1 — aa+1)
=1—(a1+ - +aq)—as1+ (a1 + -+ ag)aas
>1—ay—---—agy1.0

2.2 Rozklady gaussowskie na przestrzeniach
Hilberta

Niech E = H bedzie przestrzenia Hilberta, z iloczynem skalarnym < z,y > i

7 norma
lz]| = V< @,z >, x,y € H.

Na przyktad H = R? lub H = [? z iloczynem skalarnym

<,y >= inyi, r=(2:), y=(y;) € I>.

K2
Wiadomo, ze dowolny ciagly funkcjonal liniowy h na H jest postaci
r—< h,x >,

dla pewnego h € H.

Lemat 2.3 Niech p bedzie miarg gaussowskq na przestrzeni Hilberta H. Wte-
dy odwzorowanie

a—>/ < a,z > p(dr)
H

jest ciagltym funkcjonatem liniowym,

}/ <a,z> p(dz)| < Mall, aeH (2.3)
H
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oraz dla pewnego m € H i dowolnego a € H,

/ <a,z > p(dr) =<m,a>.
H

Dowdd. Zauwazmy, ze gaussowska zmienna losowa r — < a,z > ma wszyst-
kie momenty i dlatego

/|<a,x>|u(dx)<oo, a € H.

Dla dowolnej liczby naturalnej n zdefiniujmy
K,=(qa€H; /|<a,x>u(d:c)§n
H

Zbior K, jest domkniety, bo gdy an, — a i

/ | < am,z > |u(dr) <n.
H

to
n > liminf/ | < am,z > |p(dz) > / liminf | < ap,z > |u(dz)
> / | <a,z > |u(dr).
H

Poniewaz przestrzen H jest zupela i |J,, K, = H, to na podstawie twierdze-
nia Baire’a, jeden ze zbioréw K, zawiera kule. A wiec dla pewnego nq istnieje
r > 0, ze dla dowolnego y € H, |y| <,

[ 1<+ > i) < o
H
Stad, gdy |y| <, to

[ V<va> lntdo) <mot [ 1< > lutdo) <01 < o
H H

Dlatego dla dowolnego y € H, y # 0,
ol
—=rx
a I\ Yl

| 1< v lutdo) <
H

p(dx) < M.

Cazyli
M

" lyl, y#0. (2.4)
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Jednak (2.4) zachodzi oczywiscie i dla y = 0. Koriczy to dowdd (2.3). O
Zauwazmy, ze

/ <a,r—m> p(dr) =0, Ya.
H

%

Jezeliz € RYie; = (0,..,1,0..,0), to

d
xr = E Zi€;.
i=1

Dlatego
d p
alPutde) < [ |57 <aei> e ulda)
d p
s/ <Z|<x,ei>|> e
R\ 521
<

d%/ | < z,e; > |Pu(dz) < co.
Rd

Zasadniczy wynik dotyczacy miar gaussowskich na przestrzeniach Hilberta
jest trescia nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 2.1 Zatozmy, ze zmienna losowa & ma rozktad gaussowski na
osrodkowej przestrzeni Hilberta H. Wtedy E |£|? < oo. Co wiecej, jezeli dla
wektora m € H,

E < a>=<m,a>, ac€e H

i jezeli dla liczby rzeczywistej s, 2sE € —m|? < 1, to

Eeslé-ml® < L .
T V1-2sE[§ —m[?

Dowdéd. Poniewaz dla dowolnego a, E < £ — m,a >= 0, mozna zakladac,
bez zmniejszania ogdlnosci rozwazaini, ze dla dowolnegoa € H, E < £,a >= 0.
Niech (e;) bedzie bazg ortonormalng i zupelng w H. Wtedy

§:Z<€7€j>ej
J

i szereg zbiega w H. Zdefiniujmy

N
§N=Z<§,ej>ej.

Jj=1

Zmienna losowa (< £, e1 >, .., < &, ey >) jest gaussowska o wartosciach w R
i na podstawie Lematu 2.2 mamy
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Ee-lent? < 1

T V1I+2E[N]
Poniewaz, |¢n]? T €12 1 E|Ex|? T E[€]? dlatego

EeléP <L
T V1+2E €2
Gdyby E [£]? = oo, to wtedy Ee € =0 a stad, z prawdopodobieristwem 1,
|€> = oo. Dlatego E|¢|? < co. Poniewaz
‘2 1
<

T V1-2sEén]?’

to przechodzac z N do oo otrzymujemy

E65|§N

Eelel® < !

T V/1-2sE[€]
jezeli tylko 2sE €2 < 1. O

Z udowodnionego twierdzenia wynika, ze E |£] < oo i E£ = m. Ponadto
E <&—m,a><&—m,b>| <E|E—m|*|a||b], a,be H.
Dlatego istnieje taki operator liniowy, ograniczony i symetryczny @, ze
E<&&—m,a><&—m,b>=<Qa,b>, a,be H.
Operator ten, zwany operatorem kowariancyji, jest ponadto dodatnio okreslony
< Qa,a >>0, a € H.

Okazuje sie, ze ma on skoriczony $lad. Niech mianowicie (ex) bedzie dowolna
baza ortonormalna zupelng w przestrzeni H. Wtedy

6P =D <&ex>2.
Dlatego

TrQ=> (Qerer) =Y E <& e >*=EI¢f < 0.
k k

Ma miejsce nastepujaca charakteryzacja.

Twierdzenie 2.2 Dla dowolnego wektora m € H i operatora QQ > 0, takiego
ze Tr @ < oo istnieje zmienna gaussowska &, taka Ze

E& =m, E<&—mya><&—m,b>=<Qa,b>, a,be H.
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Dowéd. Niech (e;) i (7;) beda odpowiednio wektorami wlasnymi i warto-
Sciami wlasnymi operatora (. Wtedy ~; > 0 dla dowolnego naturalnego j
i

szZvj <z,ej > ey, TFQZZ%‘ < 0.
J J

Zdefiniujmy £ =5 Vi€ gdzie (§;) sa gaussowskimi zmiennymi niezalez-
nymi z £(n;) = Ni. Niech

K
e = Z NaTUE

j=1

Poniewaz

EZ(\/V_WJ‘)Q = Z%‘ < o0,

dlatego ciag ({x) jest zbiezny prawie wszedzie do . Co wiecej, dla dowolnego
a€ H,

<&a>=)» Jymi<eha>.
J

Dlatego
£(< ¢ a >) = NZ_’Yj<8j-,a>2'

O

Rozklady gaussowskch zmiennych losowych sa catkowicie okreslone prze para-
metry m, Q. Tak jak w przypadku skoniczenie wymiarowym rozktady te ozna-
czamy przez N, gy lub N(m, Q) a gdy m = 0 przez Ng.

2.3 Miary gaussowskie na L?(O)

Zajmiemy sie teraz waznym przykladem ilustrujacym fizyczny sens operatora
kowariancji Q.

Dowolna miara gaussowska na przestrzeni L?(0) jest okreslona przez operator
kowariancji @ > 0 i funkcje m € L?(©). Poniewaz operator () ma skoficzony
lad i jest dodatnio okreslony, dlatego operator Q% jest operatorem Hilberta—
Schmidta. Jednakze kazdy operator Hilberta—Schmidta na przestrzeni L?(O)
jest operatorem caltkowym o jadrze qp catkowalnym z kwadratem. Mianowicie

Qla(e) = /@ wlEmalndy, €6,  acIXO),

gdzie
| Gaolendein < ox.
Oxe
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7 dodatniej okreslonosci operatora ) wynika, ze

/@ (& na(@)a(n) dédn >0, a e LX(6).

Operator @, jako kwadrat operatora catkowego, jest rowniez operatorem cal-
kowym, i ma jadro g postaci

a(€.n) = /@ o OQn(C.md., € neo.

Podamy teraz warunek dostateczny, by funkcja ¢, byta jadrem operatora kowa-
riancji pewnej miary gaussowskiej na L?(©). Przypomnijmy, ze ciagta funkcja
q zdefiniowana na © x O jest dodatnio okreslona, gdy dla dowolnej naturalnej
liczby M, dowolnych liczb A;, j = 1,..., M i dowolnych elementéw (; € O,

j=1,..., M,
M

Z (G, Gj)AiA; = 0.
i,j=1
Twierdzenie 2.3 Niech O bedzie podzbiorem domknietym i ograniczonym w

R?, a q funkcja ciagla, symetryczna i dodatnio okreslona na © x 6. Wtedy
operator @ : L?(©) — L?(0) dany wzorem

Qx(¢) = /@q(é,n)w(n)dna zeL*©), (€6

jest dodatnio okreslony na L*(©) i ma skoriczony $lad.

Dowéd. Zaczniemy od dowodu dodatniej okreslonosci operatora Q. Wystar-
czy sprawdzié, ze

/ / ¢(C.mz(Q)dcdy > 0 (2.5)
e Joe

dla dowolnej funkcji ciaglej x. Istotnie, niech z bedzie dowolnym elementem
H = L?(O). Istnieje wtedy ciag funkcji ciaglych (zy), taki ze

2 — ] 26y = /O en () — 2(Q)PPdC — 0, N — oc.
Ponadto

=

/@/@f](caﬁ)f(ox(ﬁ)dcdﬁ—/Q/Qq(C,n)xN(()xN(n)dgdn‘

g( L qQ(C,n)dCdnf( L <x<<)x<n>—xN<<>xN<n>>2d<dn)2.

Poniewaz

z(Q)z(n) —azn(Qzn(n) = (2(¢) — 2n(Q)z(n) + 2n(Q)(z(n) — 2N (1),
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mamy

2

1< llalloxe ( L [#meo- xN<<>>2d<dn)

1
2
Hldll e oxe) ( /@ /@ 2200 a(n) —xN<n>>2d<dn>
< lgdllzzexey 17l 2@z — znllL20) + llon L2 ||z — 2| L20)] — 0.

Jedli wiec nieréwnosé (2.5) zachodzi dla funkeji ciaglych, to zachodzi i dla
dowolnych z € L*(O).

Zalézmy wiec, ze x € C'(O). Nieche > 0160 = Ui\il A;, gdzie Ay, ..., Ay to
zbiory rozlaczne, a (; € A;, i = 1,..., M to punkty, takie ze dla dowolnych
CEAZ',HEAZ', t,j=1,..., M,

g(Cm) —a(Gim)l < e, [2(0) — ()| < e
Z dodatniej okreslonosci funkcji ¢ wynika, ze

M

> a(G GGz (G| Asl|Az] > 0,

i,7=1

gdzie |A;| oznacza miare Lebesque’a zbioru A4;.
Zauwazmy, ze

M

= /@/@q“’mx“)x(mdé“dn =3 (G G)lAd 14y

i,j=1

M
= > [ ftcmatcrstn - aci et (G dcdn
W=,
M

< ) JAll4] sup la(C, m)z(C)z(n) — q(Gir G (C)2(E)]-
=1 né?&ij

Ponadto
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sup (¢ mz(Q)z(n) — q(Gir )2 (Gi)z (&)

neA;

< sup lg(¢s mx(Cn)z(¢s) — a(¢,m)z(C)z(n)

neEA;

+ sup |q(¢, ) — q(Gi, Gz () (n)]

CEA;
neA;

< llallexey sup [a(Q)x(n) — x(G)a(¢)] + ellzllE o)

CEA;
neA;

< llallcexe) sup [2(¢) — «(G)ll=(n)] + sup |2(Gillz(n) — =(¢5)]
ned, neA;
+€||I||20(@)

< 2¢lqllcoxeyllzlloe) + €lzlEo)-

Dlatego
M M
J<e (2||Q||c(9x9) l1zllce) + ||$||2c(e)) (Z |Ai|> Z |45
i=1 =1

< ¢ (2lldllcioxe) llallcie) + llal 2 ) 1OF

Z dowolnosci € > 0 wynika, ze

/ / o(¢ )e(Q)x(m)d¢dn > 0.
eJe

Przechodzimy do dowodu zwarto$ci operatora ). Zauwazmy, ze

Qz(¢)| = ‘/@(J(C,n)w(n)dn’ < (/@ q2(<,n)dn>§ (/O 502(77)6“7);

< lldlloexe) 1612 |z]l120),  C€©

oraz

1Q(0) — Qx(¢")] < /O 19(Com) — a(¢ )| |zl

< ( sup IQ(C,W)—Q(C’,W)I> 1012 ||z]| 12 (e)-
1,¢,¢/€O

Czyli operator Q) przeksztalca ustalona kule w przestrzeni H = L?(©) w zbiér

funkcji wspélnie ograniczonych i jednakowo ciaglych, czyli w zbiér zwarty w
C(O) a tym bardziej w zbiér zwarty w L?(O).
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Poniewaz operator () jest samosprzezony i zwarty dlatego istnieje baza orto-
normalna, zupeha (e, ) w L?(0), skladajaca si¢ z funkcji wlasnych operatora
@, odpowiadajacych warto$ciom wlasnym Aq, Az . ... Z dodatniosci () wynika,
ze A; > 0,7 =1,2..., aztego, ze Qe; = Aje;, otrzymujemy, ze e; € C(O),
Jj = 1..., jezeli tylko A\; # 0. Bez zmniejszenia ogdlnosci rozwazan przyj-
miemy, ze A\; >0, j =1,2.... Zdefiniujmy

N
an(Gn) =D Nes(Qes(m),  (me6,
j=1

Qne(() = /@ o (Cman)dn, (€O, zeH.

Jest jasne, ze operator QQn jest operatorem symetrycznym o ciaglym jadrze
qn. Ponadto

(Q_QN)(:E): Z)\j<$,€j>6j,I€H.

>N

Dlatego operator Q — Qn jest operatorem dodatnio okreslonym

| [ @ - ax@a)a@amdcan =0, v L¥O).  (20)
eJo
Z (2.6) wynika latwo, ze
Istotnie, zalézmy, ze dla pewnego ¢’ € O,
kn(¢' ()= —e<O.
Wtedy réwniez
NG < -5 GueBELrNe,

dla pewnego r > 0, takiego ze |B({’,7)NO| > 0. JeZeli wiec 2’ > 0 jest funkcja
ciagla nieujemna, taka ze

2(¢") >0, 2'(¢)=0 dla¢ B(z',7)N0O,

to
L esema@amacan= [ [ ks (O apacan

2
( / x’<<>dc> <0,
ONB(¢’,r)

S_

NN
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co prowadzi do sprzecznosci. Czyli

W szczegdlnosci dla dowolnego naturalnego IV,

N
> ne(Q) <q((0), €O,
j=1
Stad
N N
— 62- o
2N —;%/@ 0 < [ alc.0ic <
Dlatego
Z)\j < 0.
|

Jako produkt uboczny otrzymalismy w dowodzie, ze szereg
Z )\nen(g)en (77)7
n
jest bezwzglednie i jednostajnie zbiezny na zbiorze © x O i

oCn) = S henQentn). Cme. Q= [ a0

2.4 Proces Wienera

W najogdélniejszym przypadku proces Wienera moze przyjmowac wartosci w
liniowej przestrzeni topologicznej E. Do najwazniejszych przypadkéow zali-
cza sie sytuacje, gdy F jest przestrzenia Banacha (np. C[0,1]), przestrzenia
Hilberta (np. R, L2[0,1]), lub przestrzenia dystrybucji temperowanych (np.
S1(R%)). Przez E* oznaczamy przestrzeni ciaglych funkcjonaléw liniowych na
E, a przez &, o-cialo podzbioréw borelowskich F, czyli najmniejsze o-cialo
podzbioréw E wzgledem ktérego wszystkie funkcjonaly z E* sa mierzalne.
Przestrzen dystrybucji temperowanych S'(R?) to przestrzen sprzezona do
przestrzeni S(R?) funkcji klasy C™, ktérych wszystkie pochodne czastkowe
zmierzaja do 0 w nieskonczonoéci szybciej, niz dowolna potega |z|, z € R9.

Rodzina rzeczywistych zmiennych losowych W (t), ¢ > 0 okreslonych na prze-
strzeni probabilistycznej (£2, F, P) nazywa sie uogdlnionym procesem Wienera,

gdy
1. Dla dowolnego w € 2, W(-,w) jest funkcja ciagla startujaca z 0.
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2. Proces W ma przyrosty niezalezne, czyli dla dowolnych 0 < ¢; < tg <
e <t

]P’(w:W(th,w)—W(tj,w)EFj, j:1,2,..,n)

3. Proces W ma przyrosty jednorodne w czasie, to znaczy dla dowolnych
t>0ih >0,

Pw: W(t+h,w)—W(Et,w) el =P(w: W(h,w) € I).
Zachodzi nastepujace klasyczne twierdzenie.

Twierdzenie 2.4 Dla uogdlnionego procesu Wienera W istniejq liczby m, q,
q > 0, takie ze 5
W(t) = mt + W(t), t>0,

gdzie W jest procesem gaussowskim o ciaghych trajektoriach, dla ktérego
EW(@{) =0, t>0, EW(@W(s)=qtAs, st>0.

Z twierdzenia wynika w szczegdlnosci, ze

1 e
E(W(t))z\/me zat® dx.

Jezeli m = 0 to uogdlniony proces Wienera bedziemy nazywac krétko procesem
Wienera a gdy m =01 ¢ = 1, unormowanym procesem Wienera.

Proces stochastyczny W(t), ¢ > 0 o wartosciach w przestrzeni F nazywamy
procesem Wienera, gdy ma on ciagte trajektorie, startuje z 0 i dla dowolnego
x* € E* proces

<W(t),z* >, t>0

jest rzeczywistym procesem Wienera .

Przejdziemy teraz do przypadku gdy przestrzen E jest przestrzenia Hilberta
H. Wtedy rozklad zmiennej W(1) jest gaussowski o wartosci oczekiwanej 0,
ktérego operator kowariancji oznacza¢ bedziemy przez Q.

Lemat 2.4 Dla dowolnych s,t > 0,
E<W(t),a><W(s),b>=tAs<Qa,b>.

Dowdéd. Niech @), bedzie operatorem kowariancji zmiennej W(h), h > 0.
Wtedy kowariancja W (t + h) — W (t) jest réwniez @, i
<Qua,b>=E < (W(t) = W(s)) + W(s),a >< W (t) — W(s) + W(s),b>
=E<W(t)—-W(s),a>< W(t) —W(s),b>
+E[< W(s),a >< W(s),b >]+ < Qi—sa,b > + < Qsa,b > .
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Stad

P(t) = p(t —s) +1h(s),
gdzie

P(s) =< Qsa,b> i 90)=0, ¢(1)=<Qsab>.
Stad ¥(s) = s < Q1a,b > . O

2.4.1 Generowanie operatoréw kowariancji

Istnieje prosty sposéb generowania operatoréw kowariancji wyznaczajacych
procesy Wienera.

Przyklad 1. Niech £(t), ¢ € [0, 1] = O bedzie rzeczywistym procesem stocha-
stycznym, takim ze

sup E&2(t) < oo.
0<t<1

Zdefiniujmy
q(t, s) = EE()E(s), t,s €[0,1].
Wtedy

2

D altitp) Nk =Y BN =E | Y _&t)Ai | >0
1,5 ]

]

Stad ¢ jest funkcja dodatnio okreslona. W szczegdlnoéci funkcje
qi(t,s) =tANs, s,t €[0,1], g2(t,s) =t Ns—st, s,te]|0,1],

moga by¢ jadrami operatoréw kowariancji. Aby otrzymac jadro g; wystarczy
zalozy¢, ze proces & jest rzeczywistym, unormowanym procesem Wienera 3 a
jadro go otrzymujemy przyjmujac, ze £ jest tak zwanym mostem brownowskim,
czyli

£(t) = B(t) —tA(1), telo,1].

Istotnie
E (8(t) —tB(1))(B(s) — sB(1)) = EB(t)B(s) — sEB(t)B(1)

—tEB(1)B(s) +stEB*(1) =t ANs— st —ts+ st =t A\ s— st

Dlatego g2(t,s) =t A s— st, s,t € [0,1].
Przyklad 2. Niech v bedzie unormowana miara symetryczna na R'. Wtedy

q(t,s) = /ei(t_s)m v(dz), t,x € R!
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jest funkcja ciagla dodatnio okreslona. W szczegdélnosci nastepujace funkcje
moga by¢ jadrami operatoréow kowariancji

glt,s) =e 1" 0<a<y,
sin a(t—s) t# s
t,S — a(t—s)
q(t,s) { 3 s,

2 l—cosa(t—s)
lt,) = @ e TP
1, t=s.

2.4.2 Rozwiniecia proces6w Wienera

Jezeli (e;) jest ortonoramalng baza zupelna w przestrzeni H, to
W(t) = Z < W(t),ei > e, t>0.
i
Jezeli dodatkowo elementy (e;) sa wektorami wlasnymi operatora kowariancji
Q czyli, gdy Qe; = Nje;, i =1,..., to
E <W(t),e; ><W(s),e; >=tAs < Qejej >=0;_j), t,s >0.

Dlatego procesy
< W(t),e; >

to znormalizowane i niezalezne procesy Wienera oraz

Bi(t) t>0,

W(t) = Z VAiBit) e,  t>0.

W szczegélnosei, gdy H = L2([0, 71]) oraz

q&n)=E&nn,  nel0,n],

\/gsin [2n2—|— 15].

2.4.3 Pochodna dystrybucyjna procesu Wienera

to mamy przedstawienie

n

W(t7 5) = Z

Bn(t)
+3

Niech 8 bedzie rzeczywistym procesem Wienera na przedziale [0, 1]. Poniewaz
ma on ciagle trajektorie, to dla dowolnego w € {2 istnieje pochodna dystry-
bucyjna
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Z definicji pochodnej

B,9) ==, B),  dlayeC5o(0,1).

E (3, 6)(4,4) = /ﬁ sfﬁr

/s/\tgb £) dsdt
(

( 5 (s ds+t/¢ ds)w)d
( /qs )ds — ot )w)

_/0 (/O (s) ds — t¢(t)> (1) dt
_ _/01 (/Ot¢(s)ds) Y (t)dt = /01 P(t)Y(t) dt

=<ov>.

Mamy

-/
=/01 /ots“‘“) ) o)
= [ ([
-/

Czyli formalnie operator kowariancji pochodnej procesu Wienera jest opera-
torem identycznosciowym i dlatego pochodna te nazywa sie biatym szumem.
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Réwnania stochastyczne z szumem
addytywnym

Rozdzial ten jest wprowadzeniem do teorii réwnan stochastycznych nie wy-
korzystujacym analizy stochastycznej. Punktem wyjscia jest klasyczna calka
Stieltjesa. Rozwazania ograniczamy do przestrzeni skonczenie wymiarowych,
jednak wiele z nich mozna tatwo uogélni¢ na przypadek nieskoriczenie wymia-
rowy. Dowodzimy, ze rozwiazanie ma wlasnos¢ Markowa i wyprowadzamy
tak zwane rownanie Kotmogorowa. Dokladniej analizujemy réwnania stocha-
styczne liniowe.

3.1 Calka Paley’a—Wienera—Zygmunda

Niech W bedzie procesem Wienera przyjmujacym wartosci w przestrzeni Hil-
berta U a @ funkcja mierzalng okreslona na przedziale [0, 00), ktérej warto-
$ciami sa operatory przeksztalcajace przestrzen U w przestrzen Hilberta H.
Naszym celem jest zdefiniowanie calki

/té(s)dW(s), t >0,
0

dla mozliwie szerokiej klasy funkcji @. Gléwna trudnosé, ktéra nalezy pokonac,
to nieregularnos¢ trajektorii procesu W. Sa one co prawda funkcjami ciagltymi
ale maja nieograniczona wariacje i dlatego korzystanie z teorii calki Stieltjesa
wymaga duzej ostroznosci.

Zalézmy, ze U = H = R' i & = ¢ jest funkcja o wartosciach rzeczywistych i
przypomnijmy podstawowy rezultat dotyczacy calki Stieltjesa.

Lemat 3.1 Jezeli f € C'[a,b] oraz g € Cla,b], to

b b
| 10dgle) = F0)9(0) - Flaygla) - [ Ogle)dr
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Dowdd. Niech

S=a<n<&<m< <y <& < <En=0b.

Z Fmi)(g(&iv1) — g(&)) = . fmi)g(&iv1) — ‘ f(i)g(&)
1;0 . 1=0 =0
> g fmio) = Y 9(&)fOm)

=1 1=

= 9(&)(f(miz1) — f(ni)) + g(n) f(nn-1) — 9(%0) f(10)

(z twierdzenia o wartosci $redniej dla pewnych 7; € [n;—1,7:])

== > g(&) ' )i = nie1) + 9(En) Fnv—1) — 9(€0) £ (o)
i=1

== > g f @) = mie1) + 9(En) F (1) — 9(€0) f (mo0)

Poniewaz

N-1

> (9() = 9(@) £ () (s — mie)

i=1

< [sup|f'(n)sup|g(&) — g(7)[](b — a)
n i
i funkcja g jest jednostajnie ciagta na [a, b], mamy

I / 5)ds + g(0)£(b) — g(a)f ().

Lemat 3.2 Jezeli ¢, € C[0,t] a B jest rzeczywistym procesem Wienera, to

s ([[oorata o) = [

Dowdd. Z elementarnych wlasnodci catki Riemana mamy
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( $)dB(s) j/ () dA( ))
- [( 0~ [ dsea) (s - [ vwswa)]
/1/; )t A du — (t)/otgb’(u)t/\udu
//¢ w) s Audsdu
(/1p wpan) —ot0) ([ &)
//¢ w) sAudsdu
— o(t)y [ uls - /¢ )i
{ ulp — /¢ du} //(b u) s Au dsdu
(t)t + ot /¢ ) du+ (i /0¢
//¢ w) s Audsdu.

Przeksztalcajac catke podwdjna otrzymujemy ostatecznie

KMQMMMWMMMS
_/thy(s) [/()Sw’(u)udu—l—s/otd/(u)du} ds
—a@AVMMM%—A%@w@w+é%wﬁww—w»d
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‘/wum—w><m /wwW@ﬂ

/¢ sw—/¢ )stb(s
tﬂwm—/wwm]wwwm+fw@W@w
/¢ 5)ds +u(t { Jslh — /¢ mﬂ1/¢UW@w

=¢@maﬁ—mw/¢mnm—¢@wwt

/¢ 5)ds + ()8 /¢

Ustalmy liczbe ¢t > 0. Dla dowolnej funkcji ¢ € C*[0,t] i unormowanego
procesu Wienera §(t), t > 0, kladziemy

H@=¢@mw—mmmm—ﬁ¢wm@mS

Wtedy I(¢) jest zmienna gaussowska, taka ze EI(¢) =01

EW@P=A@@P@=WW,

gdzie ||@|| oznacza norme funkcji ¢ w przestrzeni L2(0,t). Dlatego I mozna
traktowac jako izometryczne odwzorowanie z podzbioru gestego przestrzeni
L?(0,t) w przestrzen zmiennych losowych L2?(§2, F,P). Ma ono dokladnie
jedno rozszerzenie na cala przestrzenn L2(0,t). Dla dowolnej funkcji ¢ €
L?(0,t) catka Paley’a-Wienera—Zygmunda nazywamy odpowiadajaca funkcji
¢ zmienng losowa przy tym rozszerzeniu i oznaczamy ja tak samo jak calke
dla regularnych funkcji ¢. Jezeli T > 0 jest zadana liczba to dla dowolnych
funkcji ¢, ¥ nalezacych do L?(0,T) i dowolnego t € [0, T],

Uﬁ ) ds(s /wcw) /¢ (3.1)

Definicja catki i wzdr (3.1) uogdlniaja sie tatwo na przypadek wiekszej liczby
wymiaréw. Niech mianowicie W bedzie procesem Wienera o wartoéciach w
R? 7z kowariancja Q. Istnieje wtedy proces Wienera B, ktérego skladowe Bi,
j = 1,...,d sa niezaleznymi i unormowanymi procesami Wienera (jego ko-
wariancja jest macierza identycznosciowa I), ze

W(t) =QY2B(t), t > 0.

Jezeli QY2 = (vi;) i D(t) = (dri(t)), t € [0,T) jest funkcja macierzowa o d
kolmnach i n wierszach, ktorej elementy sa funkcjami caltkowalnymi z kwadra-
tem to kladziemy
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t t
/d)(s)dW(s): / ®(s)QY%dB(s),  te0,T).
0 0

Calka stochastyczna jest wiec procesem o wartosciach w R"™, ktorego wspdt-
rzedne sa rowne

d d
SO | uls)dpi(s),  i=1,...,n, t€[0,T].
Kowariancja calki jest macierza Q; dana wzorem

Q= / (5)Q((s))"ds. (3.2)

W szczegoblnosci mamy nastepujace wzory izometryczne

2

E /0 D(s)dW (s) :/0 Tr&(s)QP(s)", (3.3)

t 2 t
S S = S 1/2 2 S .
E / B(s)d W (s) / 8(5)Q /2| [2ds, (3.4)

gdzie ||(gij]]2 jest normq Hilberta-Schmidta macierzy I,

1/2

(il = | D_(95)

ij

Podobnie, niech W bedzie nieskonczenie wymiarowym procesem Wienera na
przestrzeni Hilberta U z operatorem kowariancji @, to jest

E(W(t),a) (W(s),b) = tAs(Qa,b), t,s €0, 00),
i niech &(¢)t € [0,T] bedzie funkcja, ktérej wartosci sa w przestrzeni L(U, H)
ciaglych operatoréw liniowych dziatajacymi z U w H wtedy catka stocha-
styczna funkcji @ wzgledem procesu W, jest procesem o wartosciach w H,

dla ktérego maja miejsce wzory (3.2) i (3.3). Niech, na przyktad, ¥ i @ beda
funkcjami o wartosciach w L(U, H). Dla dowodu (3.2) ustalmy ¢ i zdefiniujmy

Y_/O (s) AW (s), Z_/O 6(s) IV ().

Wzér (3.2) przyjmuje wtedy postaé

E(Y,a) (Z,b) = <UOtW(S)Q(qs(S))* ds} a,b>, a,be H.
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Zachodzenie tego wzoru sprawdmmy jedynie dla przypadku, gdy funkcje ¥ i
@ sa stale, U(s) =¥ i d(s) =D, s € [0,t]. Wtedy Y = U W(t), Z = W (1)

oraz

E (0 W (t),a), (BW(t),b),

<Q U*a, P > t— <915Q!I/*a b>

</ths (9 (5)ds) a,b>H.

Podobnie postepujemy by udowodnié (3.3).

/O t w(s)dW (s) >

_ iE </Otw<s)dw<s>,ej>: -y { [/Otws)w*(s) 5] ey )

g*l

—Z/ $)QU( epe]>ds— /IQ S0 (s)e, |2 ds

- / Q0 ()13 ds = / ||av<s>c2%|ﬁqsds
0 0

- / 12(s)]13, ds .
0

W powyzszych wzorach ||¥| s oznacza norme Hilberta—Schmidta operatora
U aH = Lygs(V, H) przestrzenr wszystkich operatoréw Hilberta—Schmidta z
przestrzeni V = Q'/2U z naturalng hilbertowska norma, w przestrzen H.

2

: - Ei </Otu7(s)dW(s),ej>H

E

3.2 Réwnania stochastyczne w R9
Przedmiotem naszych rozwazan beda rownania postaci

dX(t) = F(X(t))dt + dW (), X(0) ==, (3.5)
gdzie F jest odwzorowaniem z R?Y w R?. Wiele rozwazan przenosi sie na

ogélniejszy przypadek, gdy R zastapi sie nieskoriczenie wymiarowa przestrze-
nia Hilberta. Réwnanie (3.5) traktowaé bedziemy jako réwnanie catkowe

Xt)=z+ /Ot F(X(s))ds + W (t), t>0. (3.6)
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3.2.1 Liniowe réwnania stochastyczne
Rozpoczniemy od waznego przypadku rownania liniowego
dX(t) = AX(t)dt + dW(t), X(0) ==, (3.7)

rownowaznego réwnaniu
t
X (t) :x—l—/ AX(s)ds+W(t), t>0. (3.8)
0

Przypomnijmy pewne fakty z teorii macierzy. Jezeli A = (a;;) jest macierza
d x d to ktadziemy

d
Al = @il = > lal-
ij=1
Lemat 3.3 Zachodz
IAB| < [[AllllB]
i dla dowolnej statej a,
l[eAll = [l [|A]l.

Dowdéd. Udowodnimy jedynie nieréwnosé. Z definicji mamy

IAB =Y 1> aibin| <Y laij|[bjil-

nk | g .5,k

Z drugiej strony

1Al B

> laikl | [ D 1buml
i,k lm
> laikllbim| = laix|lbxj]-

ik, l,m 1,5,k
Skad teza. [
Definiujemy
A — A"
=
n=0

Poniewaz

=1 =1

ST < 3 Al

n=0 n=0
to

||6A|| < el Al
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Lemat 3.4 Dla dowolnych macierzy kwadratowych A i B, takich ze AB =
BA, mamy e?eB = eAtE,

Dowéd. Z definicji

n n,m k n+m=~k
Poniewaz
g b !
A B k _ Aan—n _ : Aan—n
arpf =3 (Jarm =3 Cat
mamy
+o0o 1
edel = E(A + B)k = ATB, O
k=0

Twierdzenie 3.1 Rozwigzanie réwnania (3.7) dane jest wzorem
t
X(t) = etz +/ A=) aw (s), t>0.
0

Dowdéd. Zdefiniujmy

t
X(t) = etz +/ eA=3) g (s), t>0.
0

Z wlasnosci calki Stieltjesa mamy
t t
/ e~ A% AW (s) = e MW (t) + A/ e AW (s) ds.
0 0

Stad
AX(5) = Ae?Sx 4+ AW (s) + AQeAS/ e~ MW (u) du,
0
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¢ ¢ ¢
/ AX(S)dSzA/ eASxds—i—A/ W(s)ds
0 0 0
t s
+/ / AZe e MY (u) du ds
¢
d . a
= *r)ds+ A
/0 ds( s+ / W (s
/ / (0,5 (W) A% e W () du ds

—eAx—:zr+A/ Wi(s

s

= eAtx—;v—i—A/ W (s)ds
0
¢
+/ A [e(tfu)A - I} W (u) du
0
¢
=efMor—x+ A/ A=W () du, t > 0.
0

Dlatego X spelnia réwnanie (3.7). O

W podobny sposéb mozna udowodnié¢, ze rozwiazaniem réwnania
X =(AX(t)+ f(t)) dt +dWV(1), X(0)==

jest proces

t t
X(t) = e+ / eA=5) £ (s) ds + / eA=3) qw (s).
0 0

Jako ilustracje przedstawimy rozwiazanie réwnania zaburzonego oscylatora
harmonicznego. Niech W bedzie jednowymiarowym procesem Wienera. Row-
nanie 2 .

ﬁx(t) = —ax(t) + TR
gdzie o > 0, opisuje ruch czastki wokol polozenia réwnowagi pod wplywem
sity sprezystej i losowego zaburzenia. Z formalnego opisu (3.9) przechodzimy
do réwnania w R?, definiujac predko$é¢ v(t) = La(t),

d(j}”g;) - (_0(;7 (1)) (ig;) dt + dW (t), (jf§8§) = (fg) ,

gdzie

xz(0) = zg, z(0) = vy, (3.9)



40 ROWNANIA STOCHASTYCZNE W R¢

7 ogdlnego wzoru na rozwiazanie

réwnania liniowego otrzymujemy

0, 1 0, 1
—a,0)" f \—a0) Y
X({t)=e\™® +/e ’ dW(s), t>0.
0
Poniewaz dla
0, 1
=(%0)
A% = (—a)*I, AP+ = (—a)*A, k=0,1... i jak wiadomo
o 2k+1 0 2k
L _\k_F _ kA
smz_Z( 1) I COos 2 Z( 1) R z € C.
k=0 k=0

Dlatego
[ cos(yat), —Lsin(yat) 1
‘ ‘<—¢asin<¢at>, Y os (vt ) re i

Otrzymujemy wiec ostatecznie

1. I
z(t) = (cos (Vat))xg + ﬁ(sm (Vat))vy + NG /0 sin (vVa(t — s)) dW (s),

v(t) = —va(sin (vat)zo + (cos vVat)vg + /0 cos (vVa(t —s))dW(s), t > 0.

3.3 Wiasnosé Markowa i ré6wnanie Kolmogorowa

Wracamy do stochastycznego réwnania (3.5) réwnowaznego réwnaniu catko-
wemu

X(t) ::v—i—/OtF(X(s))ds LW, t>o0. (3.10)

Zachodzi nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 3.2 Zaléimy, zZe dla pewnego K > 0,

|F(z) = F(y)| < K|z —y|,  a,yeR™ (3.11)
Wtedy, dla dowolnej funkcji ciagtej f : [0,00) — R? istnieje dokladnie jedna
funkcja ciaglta u(t), t > 0, taka zZe

u(t)z/o Fu(s))ds + f(t), > 0. (3.12)
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Dowdéd. Ustalmy T > 0 i rozpatrzmy réwnanie (3.12) w przestrzeni C =
C[0, T; R9]. Niech mianowicie F bedzie odwzorowaniem przestrzeni C[0, T'; RY]
w C[0,T;R% dane wzorem

F(v)(t):/o F(o(s))ds + f(t), te[0,T).

To, ze F dziala w przestrzeni C' wynika z zalozen. W C, dla dowolnego A > 0
wprowadzamy tak zwana norme Bieleckiego

Jolx = sup e *u(t)|
0<t<T
réwnowazna tradycyjnej normie |v]o. Mamy
t t
[F(v)(t) = F(0)@)] < /0 [F(v(s)) — F(v(s))| ds < K/O lu(s) —o(s)| ds

¢
< K/ ™ e Mu(s) — (s)| ds
0

t
<K [/ e ds] v — 3]
0

er

t
< K —lv -7l

Stad
_ K _
[7(v) = F@)Ix = v = vl
Niech A bedzie dowolna liczba wieksza niz K. Z twierdzenia o odwzorowaniach

zwezajacych otrzymujemy istnienie i jednoznaczno$é rozwiazania rownania
(3.12). O

Rozwiazanie u réwnania (3.12) oznaczaé bedziemy przez u(-, f). Niech (F;)i>0
bedzie rodzing o-cial zawartych w F, taka ze W (t) jest F; mierzalna zmienna
losowa, a przyrosty W(s) — W (t) dla s > t sa niezalezne od F;. Z powyzszego
twierdzenia wynika, ze réwnanie (3.10) ma dokladnie jedno rozwazanie, ktére
oznaczaé¢ bedziemy X (t,z). Ogélniej dla zmiennej losowej ¢, Fo-mierzalnej,
niech X (¢,(), t > 0 oznacza rozwiazanie réwnania

X(t) = ¢+ /t F(X(s)ds+W(t), 0.
0
Zauwazmy, ze
X(t,¢Q)=ult,(+W()), t=>0.

Zdefiniujemy operatory przejscia P; przyporzadkowujace borelowskiej funkcji
ograniczonej ¢ funkcje ograniczona w mysl wzoru

Pip(z) =E¢(X(t,x)), t>0, zcR

Ponizsze twierdzenie wyraza fakt, ze proces X ma witasno$é Markowa.



42 ROWNANIA STOCHASTYCZNE W R¢

Twierdzenie 3.3 Dla dowolnego mierzalnego i ograniczonego ® na C[0,t; RY
i dowolnej mierzalnej i ograniczonej funkcji ¢ na R,

E(S(X (-, )o(X(t+ N, Q) = E(P(X (-, ) Prd(X(t,C)))-
Dowéd. Wykazemy najpierw, ze dla dowolnych ¢,5 > 01 f € C([0,00); R?),
u(t+ s, f) = u(s,ult, f) + (f(t+-) = f(1))). (3.13)

Zauwazmy, ze jezeli dla dowolnego ¢ > 0,

to dla dowolnego s > 0,
u@+8%=AHSFW@ﬁdU+f@+@
-1waw»w4¢uwﬁ[“Fww»w+f@+@—f@
— u(t) + /0 Flu(t+0))do + f(t +s) — f(t).

Ustalmy ¢ > 0 i wprowadZzmy oznaczenia
v(s) =u(t+s), 520,

g(s) =u(t) + (ft+5) = f(t), s=0.
Wtedy .
v(s) = / F(v(o))do+g(s), s>0
0

i dlatego
v(s) =u(s,g), s=>0.

Stad wynika (3.13). W szczegdlnosci
Xt+h)=ult+h+W() =uhXt)+W(E+-)—W(t)).

Proces A
W(s) =W(t+s)—W(t), $>0

jest procesem Wienera na R? z kowariancja Q. Dlatego
E(2(X (- O)d(X (t +h. () = E(L(X (-, ))(u(h, X (t.¢) + W()).

Proces X (-, ), rozpatrywany jako zmienna losowa o wartosciach w C[0, ; RY],
jest niezalezny od procesu W (-), rozpatrywanego (po obcieciu) jako zmienna
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losowa o warto$ciach w €0, h; RY]. Dlatego, dla dowolnej funkcji ¥ mierzalne;
i ograniczonej na C[0,#; R?] x C[0, h; RY] mamy
E(¥(X(-¢),W())) = E@(X(~()),
gdzie . R
U(f)=EW@(,W(),  feCo,tRY.

W naszym przypadku

U(f) =E(D(f)d(ulh, f(t) + W()))

= O(f)E(¢(u(h, f(t) + W()))) = P(f)Pud(f(1)).

Stad teza. [

W szczegolnosci, dla 0 < ¢ < to,

P(X(t1,¢) € I1 1X(t2,C) € I2) = E (I (X (t1, Q)L (X (22, C)))
=K (]IF1 (X(tla C))Pib*tl (X(tlv C)a FQ))

Gdy It = R? i ¢ = x otrzymujemy
P, (Ia FQ) = E(Ptzftl (X(tla I)a FQ)) = /d Pyt (ya FQ)Ptl (Ia dy) (314)
R

Czyli dla dowolnych ¢, s > 0 i dowolnego zbioru borelowskiego I,

Piys(x, ) = /]Rd Ps(y, I')Py(x, dy). (3.15)

Dlatego réwnanie stochastyczne (3.5) definiuje stochastyczny uklad dynami-
czny w sensie Rozdziatu 1. Zalezno$¢ nazywa sie réwnaniem Chapmana—Kol-
mogorowa.

Wprowadzmy oznaczenie

u(t,x) = Prd(x), t>0, z € R

Paraboliczne réwnanie pojawiajace si¢ w ponizszym twierdzeniu nazywa sie
rownaniem Kolmogorowa.

Twierdzenie 3.4 Zatozmy, Ze odzorowanie F speinia warunek Lipschitza i
ma ciggle i ograniczone pochodne do rzedu 3 wtacznie. To dla dowolnej funkcji
¢ € CE(RY), Pp € C2(RY) oraz funkcja u(t,x) = Pip(x), t > 0, z € R?
spetnia réwnanie

ou
at
u(0,2) = ¢(x), z € RY.

(t,z) = (Du(t,z), F(z)) + %TrQD2u(t, x),
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Twierdzenie wynika z nastepujacego lematu.

Lemat 3.5 Jezeli F' spetnia warunek Lipschitza i jest odwzorowaniem ograni-
czonym, to wtedy dla dowolnej funkcji f € CZ(R?),

;%Bf@)Mﬂ:<Df@LF@w—F;HQlﬂf@)

Rzeczywiscie. Z lematu mamy

ou 1 2
Er —(0,2) = (Du(0,z), F(x)) + ET‘rQD u(0, ), r € R

Przyjmijmy, ze funkcje
Pip(z), DP,¢(x), D*Pé(z), t>0,zeR?
sa ciagte 1 ograniczone. Ustalmy s > 0 i zdefiniujmy
é(z) = Pyp(x), z € RY.

Wtedy
u(t,x) = Py(Psop)(x) = u(t + s, ).

Dlatego,
(??t 0,2) = ?;Z (t,x) = (Du(t,z), F(x)) + %TrQD2u(t, ).

Dowdéd Lematu 3.5. Przypomnijmy, ze gdy funkcja f ma ciagle pochodne
czastkowe do rzedu 2 wilacznie, to wtedy dla dowolnych z,y € R,

£(&) = 1) = (DF(@)y = 2) + 5 (DS @)y — )y~ 2)
/ / ([D*f( D*f(z+no(y —z))] (y — z),y — z) o dodn.
Dla dowodu tej tozsamosci przyjmijmy ze d = 1. Wtedy
1
1)~ 1) = ([ £+ ot~ 0)io) (1 -
0
1 1
= [ |r@ e [ @0t - opant -] ao - o),
0 0

Stad wynika rownosé. Poniewaz

—x—/F ))ds + W (1),

dlatego, zaktadajac, dla prostoty, ze d = 1,
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ox(0) —o(a) = o 0) [ FOx(oas = wi0)
+ Lo ([ roxenas s we)

+ R(1) (/Ot F(X(s))ds + W(t)) .

(/Ot F(X(s) ds>2 LW () /Ot F(X(s)) ds + W?(t)D

t 2 t
+E(R(Y)) (/O F(X(s))ds) +2W(t)/0 F(X(s))ds—i—W?(t)].

Dlatego

1

TE@X(0) ~ 6le) = 0)3E [ F(X(s)ds + 30 (0)

36 () 5 lE (f tF(X(s))ds)

+E %R(t) l</0t F(X(s)) ds>2 +2W (1) /Ot F(X(s))ds + W2(t)] .

2

+2W (1) /0 F(X(s)) ds]

Ale

))ds

< 1P|, _/ / IF(X )| dsdu < | F|12.

i z twierdzenia Lebesgue’a o przechodzeniu z granica pod catke

E(%/OtF( ())ds)—>F ,—E// ) dsdu — 0.

7 nastepujacych elementarnych oszacowan

o (ef [

< VY Flso

\EW@% / CF(X(s))ds] <

oraz

45



46 ROWNANIA STOCHASTYCZNE W R¢

(o)
_ /01 /01 [(;5”(3:) — <x +no (/OtF(X(s))ds + W(t)))} ado—dn}
< 20"l

LA I (YOY < @iror?,

otrzymujemy, przez przejscie graniczne, wymagana zaleznosé. [
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Miary niezmiennicze

Jednym z wazniejszych zadan teorii proceséw stochastycznych jest ustalenie,
czy dany proces Markowa ma miare niezmiennicza i ewentualne znalezienie
tej miary. W niniejszym rozdziale podajemy wstepne wyniki na temat miar
niezmienniczych dla tak zwanych uktadéw gradientowych i uktadéw dyssypa-
tywnych. Wyniki tego rozdzialu beda wykorzystane w nastepnym rozdziale
poswigeconym ukladom spinowym fizyki statystyczne;j.

4.1 Miary niezmiennicze dla ukladéw gradientowych

Moéwimy, ze miara probabilistyczna u jest niezmiennicza dla funkcji przejscia
(P;) pewnego procesu Markowa, wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego zbioru
borelowskiego I" i ¢t > 0,

u(r) = [ tdn)PuGe, ).
Bedziemy zajmowaé sie réwnaniem
dX(t) = F(X(t))dt + dW (), X(0)==x (4.1)

analizowanym w rozdziale poprzednim jako réwnanie (1.10). Zauwazmy, ze
gdy warunek poczatkowy X (0) rozwiazania X réwnania (4.1) jest zmienna
losowa o rozktadzie p to rozklad X (t) jest réwniez réwny u dla dowolnego ¢ >

0. Niech L oznacza nastepujacy operator rézniczkowy, zwiazany z réwnaniem
(4.1),

1
Li(@) = 5TrQD*f(x) + (Df(x), F()).
Twierdzenie 4.1 (i) Zaldimy, Ze funkcja g ciagla i z ciaglymi pochodnymi

do rzedu 2, jest gestosciq miary niezmienniczej dla pdlgrupy przejscia (P;)
zwiqzanej z réwnaniem (4.1). Wtedy
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L*g(z) =0, r e R? (4.2)

(ii) Niech funkcja g bedzie rozwiazaniem réwnania (4.2) z ciaglymi i ograni-
czonymi pochodnymsi do rzedu 2. Jezeli g jest gestoSciq pewnej miary probabi-
listycznej p, to wtedy p jest miarg niezmiennicza dla (Py).

Dowéd (i). Mamy
[wi-na=o  jecw)
Zatézmy, ze f € C°(RY), wtedy u(t,z) = Pif(z), t > 0, 2 € RY jest klasycz-

nym rozwiazaniem réwnania

%(f,x) = Lu(t,z), t>0, zeR%

Ponadto 1

S(Pf() = f@) — Lfz),  weR
w sposéb jednostajnie ograniczony i dlatego
(/1'7 Lf) =0.

Ale Lf € C}(R?). Stad dla dostatecznie duzego N,

| @@= [ g@ise i

i dlatego
[Lo@rLi@ds =~ [ Lo ds=o
Rd Rd
Przy zalozeniu, ze g ma ciagle pochodne do rzedu 2, otrzymujemy L*g = 0.
Dowéd (ii). Jezeli f € C5°(R?), to wtedy, dla ustalonego ¢, pochodne cza-
stkowe do rzedu 2 funkcji

¢
/ P, f(z) ds, reR?
0

znikaja w nieskonczonodci. Poniewaz L*g = 0, dlatego

(/Laptf_f)_<ng/0 Psfds> _<L*gv/0 Psfd5>—0
L2

Stad teza. O
Dla tak zwanych réwnarn gradientowych, istnieja proste wzory na miary nie-
zmiennicze. Ponizszy fakt zostal zauwazony przez Kolmogorowa.
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Twierdzenie 4.2 Niech U bedzie funkcjq rzeczywista rozniczkowalna z ciag-
tymi i ograniczonymi pochodnymi do rzedu 2 witqcznie. Probabilistyczna miara
niezmiennicza p dla rownania

dX () = %DU(X(L‘)) dt + dW ()

ma postaé
ar) = g
:u( I) - Z Zz,

gdzie Z jest statq normujgca.

Dowéd. Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy, ze gesto$é

j=1
g
W nieskonczenie wymiarowych sytuacjach mamy czesto do czynienia z row-
naniem )
dX = {AX + §DU(X)} dt 4+ dW (t), (4.3)
gdzie L = —A jest dodatnio okreslonym (na ogét nieograniczonym) operato-

rem. Niech p bedzie miarg niezmiennicza dla (4.3). Formalnie

Lz = %D (Lz, x)
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—Lz + %DU(ZE) = DH(z),

gdzie
H(x) = —{(Lx,x) + U(x)

a D oznacza operacje rézniczkowania. Ponadto
w(dz) = le_H(””)dgc = le_<L””’””>+U(I)alac.
Z Z

W szczegdlnoéci dla miary niezmienniczej pua réwnania Ornsteina—Uhlenbecka
dX = AXdt +dW

otrzymujemy wzor

pa(de) = A" dg, (4.4)

Poniewaz na przestrzeniach nieskoriczenie wymiarowych nie ma dopowiednika
miary Lebesgue’a dlatego powyzsze wzory traca swoja moc. Jednakze miara
niezmiennicza 4 dla réwnania Ornsteina—Uhlenbecka czesto istnieje, chociaz
nie jest dana wzorem (4.4). Dobrym kandydatem na miare niezmiennicza p
dla réwnania (4.3) jest dlatego

p(dz) = Z71eV @)y, (dx).

Zabieg taki nazywa sie w fizyce renormalizacjq.

4.2 Miary niezmiennicze dla ukladéw dyssypatywnych

Uklady gradientowe sa specjalnym przypadkiem tak zwanych uktadow dyssy-
patywnych na przestrzeni Hilberta H. Sa to rozwiazania rownan postaci

dX = (AX 4+ F(X))dt + dW(t), (4.5)
gdzie A jest odwzorowaniem liniowym a
G(z) = Az + F(z), reH

jest przeksztatceniem dyssypatywnym. Przeksztatcenie G : H — H jest dyssy-
patywne, gdy
(G(z) - G(y),z —y) <0, =xyeH.

Zasadnicza role w naszych rozwazaniach bedzie pehilo rozwiazanie Y réwna-
nia Ornsteina—Uhlenbecka

dY = AY dt +dW (t), Y (0) =0. (4.6)

Twierdzenie 4.3 Zaldimy, Ze nastepujace warunki sq spelnione:
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1. Odwzorowania A+ w1 i F + ws sq dyssypatywne i w1 +ws = w > 0,
2. SI;E)E [YO) +|F(Y ()] < oo.
t>

Wtedy dla réwnania (4.5) istnieje dokladnie jedna miara niezmiennicza . Po-
nadto stnieje stata C > 0, taka ze dla dowonej ograniczonej i lipschitzowskiej

Sfunkcji ¢, .
|Pep(z) — (6, )| < C(L+ [z))e” 2| Lip-

Dowéd. Zauwazmy, ze

t t
X(t) =eMa + / eA(tfs)F(X(s)) ds + / eAlt=9) dW (s)
0 0

t
=efle + / eI (X (s)) ds + Y (t).
0

Stad
Z({t)=X(t)-Y(t), t>0,
spelnia
t
Z(t) = etz + / eACIR(Z(s) +Y(s))ds, t>0
0

Roéwnowaznie

d

Z2() = AZW) + F(Z() +Y (1), >0,

Z(0) =u.

Niech W bedzie dwustronnym procesem Wienera, czyli procesem okreslonym
na calej prostej (—oo, +00), takim ze procesy

W(t)=W(t), W(-t), t>0

sa niezaleznymi procesami Wienera o identycznym operatorze kowariancji.
Dla dowolnego dodatniego A potézmy

t
YA(t) = / A aw(s),  t> -\
-2

Ponadto niech X* bedzie rozwigzaniem nastepujacego réwnania,
dX* = AX N+ F(XN)dt +dW, > -\,
XM=\) =z,
Wtedy

dZ* = AZ* + F(Z* +Y?),
ZM=N) = 2.
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Zauwazmy, ze

A
% |22 (t)] = <|§A—8I %Z’\(t)> - |Zj(t)| <ZW>,AZA + F(Z> +YA)>.

Poniewaz dla dowolnych a,b € H,

((a=b,(A+wi)(a—0))

<0,
(a—0b,(F 4+ w2)a— (F+wy)b) <0,

mamy

(Z* (A +w)(ZY))
(ZM(F+w)(Z* + YY) = (F +wa) (YY)

)

0
0.

IA A

7 elementarnych przeksztalceni wynika, ze
(ZMAZX + F(Z*+ YY) = (Z* (A+ w)Z* — w1 Z7)
+{(ZNF(Z+ Y M) + wa(ZX + YY) = (F(Y) 4 woY ) + F(Y?) — wa Z7)
< —w |20 = wa | 22O + (22 (1), FY(#)))
< - |20 + |22 1) [FO @)

Czyli
120 < |20 + [FO )],
a stad
| Z2(t)] < eV |g| + /1 e ) [F(Y ()] ds,
E|Z* ()| < |3:|+%Ss>up)\E|F(Y)‘(s))|, t> =\
Co wiecej

E|X*t)| <E(|2*@®)] + [Y @)

1
< |z|+ = sup E|F(YX(s))| + sup [Y*(s)| < |z|+C.
W s>\ s>—A

Dlatego
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>\
}Z Z(t,y)]

ZA\(t Mt y), % (Z(t,x) - Z’\(t,y))>

B |ZA(t, x) Z)‘ t,y)]
(Z7(t,2) = ZM(ty), A[Z27(t,2) — Z7(ty)]

- m(t,@ — 2t y)|
+ F (ZMt,2) + Y1) — F (ZMt,y) + Y (1))

= |Z)\(t x) i Z)\( )| <Z)\(t,£[:) - Z)\(tvy)v (A+wl) ZA(t,LL') - Z)\(tvy))

(
—wy (ZMt,2) — ZMty)) + F (ZMt,2) + Y1)
Fwy (ZMt2) + YAE) = F (2 Mty) + Y (1))
—wy (ZMt,y) + Y1) —we (ZMt,x) — Z7(L,y)))
o2 ) - 2w - e |20 - 2y
= |Z2(t,2) — Z7(t,y)| '

Czyli
d
a |Z)\(t,17) - ZA(tay)‘ < —w ‘ZA(t,.I) - Z)\(tvy)| 3
a wiec
|22 (t,2) = Z7(t,y)| < eV |z —y).
Poniewaz
XA(t,.’IJ) - X)\(tuy) = Zk(tux) - Z)\(t7y)
Dlatego
| XAt 2) = XMt y)| < eV |z —yl.
Co wiecej
X(t,z) = X (t, X7 (=N, z)).
Stad
‘X’Y(ta I) - XA(ta I)’ = ‘X)\ (t,X’Y(—A,.I)) - X)\(ta I)’
< eV XY (=N z) — z].
Dlatego

E|X7(t,z) — X t,2)| < e (O + 2J2)). (4.7)

Dla dowodu istnienia miary niezmienniczej zalézmy, ze x = 0. Wtedy z (4.7)
wynika, ze gdy A — +00, to ciag X*(0,0) jest ciagiem Cauchy’ego w L' (£2, H)
i dlatego istnieje zmienna losowa &, taka ze

X*0,0) = ¢ w LY H).

W szczego6lnosci
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L(X20)) — L&) = n,

gdy A — +o00. Stad wynika juz latwo, ze miara p, jest miara niezmiennicza
dla (4.1).

Dla dowodu jedynosci i wyktadniczej zbieznosci przyjmijmy, ze t = v. Wtedy
L (Xt(O)) =L(X(t,z)) = Pi(x,-).
Ponadto dla s > ¢ > 0,
|Pi¢(x) — Psg(z)] = [E(¢(X (¢ 7)) — d(X (s, 2))]
= [E (¢ (X*(0)) — o S(o D)l
< |\¢||szE|X (0)
< |9llLipe” (2|$| + )

Podobnie
|Pip(z) — Pep(y)| = [E¢ (X (t,2)) — Ed (X (¢,y))|
= |E[¢ (X'(0,2)) — ¢ (X*(0,))]|
< |1l Lip E[X*(0,2) — X(0,9)]
< llzip e |z —y|

E[XMt) — X7(t)| < e *TVE|XV(=)) — 2] < e T 2z + C).

Stad
E ]X’\(O) - X”(O)‘ <e N (2lz| + O).

Z powyzszych oszacowan wynika juz teza. O
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Uklady spinowe

Rozdzial poswiecony jest zastosowaniu teorii stochastycznych rownan ewolu-
cyjnych do mechaniki statystycznej. W oparciu o prace [4] podajemy szkic
dowodu istnienia miary Gibbsa dla pewnych ukladéw spinowych. Rozpoczy-
namy od podania motywacji prowadzacych do abstrakcyjnej definicji miary
Gibbsa.

5.1 Miary Gibbsa

Niech Z¢ bedzie krata a M pewna przestrzenia metrycza. W zastosowaniach
fizycznych M jest zbiorem skoniczonym, zwarta rozmaitoscia, przestrzeniag R¢
lub przestrzenia Hilberta. Przez F oznacza¢ bedziemy rodzine wszystkich pod-
zbioréw skonczonych kraty Z<¢. Konfiguracjq nazywamy dowolna funkcje
okreslona na Z%, o wartoéciach w M. Zbiér wszystkich konfiguracji ozna-
czaé¢ bedziemy przez M. Tak wiec x = z(y), vy € Z9 i M = M2 Potencjat
(Ja, A € F) to rodzina funkcji rzeczywistych indeksowana elementami A € F,
taka ze gdy A = {y',...,7*}, to

JA(I):fA(x('Yl)a"'ax(ﬁyk))v reM,

gdzie fa to funkcja z R* w RY. Hamiltonian H jest suma potencjalow

H(z) = Z Ja(x), x € M.

AceF

Niech vy bedzie miara probabilistyczna na M, a

v(dz) = H vo(dx-)

y€eZd

miara na M. Przez miare Gibbsa rozumie sie w fizyce statystycznej miare
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1
u(dx) = ae_H(I)V(dx).

Funkcja e~ to tak zwana gestdsé Gibbsa a liczba C to stala normujaca. Nie-
kiedy gestoéé ma postaé¢ e M, gdzie parametr § ma interpretacje fizyczna,
na przyklad jest temperatura bezwzgledna.

W tak zwanym modelu Isinga, M = {—1,1},

Ja(z) = x(k)x(l) gdy A={k,1}ilk—1 =1,
alr) = 0 dla pozostatych konfiguracji.

W tym przypadku przyjmuje sie, ze vo{—1} = {1} = . Zauwazmy, ze
Hamiltonian jest zle zdefiniowany, bo dla dowolnego x suma

Z JA(.’L')

AcF

sklada si¢ z nieskoriczonej ilosci liczb, co do modulu = 1. Jest to typowa
trudnos¢ zwiazana z modelowaniem i pokonanie jej zwiazane jest z tak zwanym
rownaniem D-L-R czyli réwnaniem Dobrushina—Lanforda—Ruelle’a.

Przed sformulowaniem tego réwnania przypomnijmy pewien fakt z teorii roz-
kladéw warunkowych. Niech v i v9 beda miarami nieujemnymi, nie koniecznie
skonczonymi, okreslonymi odpowiednio na Fy i Fs, a g gestoscia, wzgledem
produktu miar 11 X vo na Fy x Fs. Gesto$¢ warunkowa g(x|y) definiuje sie
wzorem

(§C|y) f g(x y) (l’,y) S El X Eg.
Ey

(z,y)v1(dz)’
Sens tego okreslenia jest zawarty w ponizszym dobrze znanym twierdzeniu.

Twierdzenie 5.1 Jezeli (X,Y) jest zmienng losowq o wartosciach w Ey X Eq
)

= L(X,Y) = g(z, y)v1(dz)ra(dy),
to wtedy

E((X)]o(¥)) = [ ¢<x>g<x|¥>m<dm>} |

W szczegolnosci

otalds) = [ [ [ o@atalim (@0)] nata)

Ey
gdzie 1 @ 2 to rozktady brzegowe p.

Dla I € F i dowolnego = € M zapiszmy = = (z',y”"). Wtedy dla gestosci
Gibbsa mamy wyrazenie

. . - X JaETYT) - 2 JaET ")
(@) = gr(a® yl") = e 7T T) = ¢ T adT#0

)
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a dla gestosci warunkowej

- Y Ja@Ty™)- 2 Ja@T ")

rore e Acre ANT#0
@ ) = e = AT ’
f e Acre ANT#D 2 (dZF)

gdzie

vi(dzl) = H vo(dzy).

~yel

Ale gdy A C I'° to dla dowolnych T,y 27,
JA(:EFuyFC) = JA(ZruyFC)a

a stad

- > JaETy™)
e ANT#0

ry, recy _
gH(‘T |y ) - — > Ja(zlyle) : (51)
J"e ANT#D 1 (dZF)

Sumy wystepujace w powyzszym wyrazeniu maja czesto jedynie skoriczong
liczbe sktadnikéw réznych od zero. Tak wiec gestosci warunkowe moga mieé
sens mimo, ze gestos$¢ pary nie jest dobrze zdefiniowana. Liczbe (5.1) mozna
interpretowa¢ jako prawdopodobienistwo ($cislej, gestosé warunkowa) pojawie-
nia sie na zbiorze I" konfiguracji 2’ , gdy na zewnatrz zbioru I" zaobserwowana
zostala konfiguracja y'*. Dlatego miarq Gibbsa na przestrzeni konfiguracji
M odpowiadajaca potencjalowi (Ja, A € F) nazywamy dowolng miare proba-
bilistyczna u, taka ze dla dowolnego skoniczonego zbioru I' = {v1, ...,y } € F,
dowolnej funkcji ograniczonej ¢ od k zmiennych, mamy

/ oz (n), .., x())(de) = (5.2)
MT

[ ] stn),aguten, . ol
Mr Mr
v & I)vi(de)p(dy).

Powyzsza rownosé, definiujaca miare Gibbsa, nazywa sie rownaniem D-L-G.

5.2 Uklady z ciaglym spinem

Zalézmy, ze przestrzenia konfiguracji M jest zbidr wszystkich funkcji rzeczy-
wistych okre§lonych na Z? i ze Hamiltionian ma postaé¢

H= % Zak,jx(k):v(j) + Zv(x(k)) (5.3)
k,j k
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Elementy macierzy (ax,;) opisuja lokalne oddzialywania miedzy punktami kra-
ty, a funkcja v to tak zwany potencjal lokalnych oddzialywan. Miara Gibbsa
(nieunormowana) winna mieé postac

e H@) H de, = e @) gx,
Y€EZ4

gdzie miara dx jest nieskonczonym produktem miar Lebesguea na proste;j.
Produkt taki nie jest dobrze okreslony i ponadto szeregi wystepujace w
wyrazeniu na ‘H nie sa na ogol zbiezne. Tym niemniej gestos¢ warunkowa
wystepujaca w réwnaniu D-L-R ma dobry sens. Rzeczywiscie polézmy

v(z(y), edy A={},
Ja(x) = alk = j)z(k)z(j), gdy A= {k,j},
0 w pozostalych przypadkach.

Gdy zbiér I jest skoniczony, I' = {71,...,7k}, t0 W sumie
> Jal)
ANT#)

jest tylko skonczona liczba funkcji réznych od zera. Podobnie miara v jest
skonczonym produktem miar Lebesgue’a, a wiec jest dobrze okreslona.

Miar Gibbsa dla Hamiltonianu (5.3) bedziemy szukaé¢ wsréd miar okreslonych
na przestrzeni Hilberta H = lﬁ(Zd) ciagéw sumowalnych z wagami p = p”~,
p = prr, gdzie

1
K — ekl - - d 74
p (FY) € ) pKT(’Y) 1+Ii|”y|r7 r> ) '}/6
Gdy p =1, to piszemy 12 = (2. Dokladniej przez 12(Z9) i li(Zd) krétko 12, l?),

oznaczamy przestrzenie Hilberta ciagéw liczb rzeczywistych z = (z), takich

ze
i = 3 a2 <oe,  lali= Y poad < oo
~yEZ4 yeZ4
Méwimy, ze oddzialywania (a;) maja ograniczony zasieg, gdy istnieja stale
R, M > 0, takie ze

ay; =0 gdy |y—j| >R, layj| < M dla dowolnych v, 5.  (5.4)

Przez A bedziemy oznaczaé operator liniowy zadany przez macierz (a.;). Za-
chodzi nastepujace twierdzenie, [4], [14], [5].

Twierdzenie 5.2 Zaldzmy, ze oddziatywania (a.;) maja ograniczony zasieg
i ze pochodna potencjatu v\ ma rozklad v' = fo + f1, gdzie fo jest funkcjq
malejaca, taka ze dla pewnych co > 0,8 > 1, |fo(€) < co(1+[£]%), £ € R,
a funkcja fi spelnia warunek Lipschitza ze stalq ||fi||rip. Zaldzmy réwniez,
ze dla pewnego n operator A+ nl jest na I? dyssypatywny i Ze n > || fi||Lip-
Wtedy istnieje takie kg > 0, Ze w przestrzeniach ZQN, 1,2) , k € (0,kKp) istniejq
jedyne miary Gibbsa z Hamiltonianem (5.3).
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Idea dowodu polega na wykazaniu, ze miary Gibbsa, dla powyzszego modelu,
sa miarami niezmienniczymi dla gradientowego ukladu réwnan stochastycz-
nych

ax, (1) = | Saly— )X, + 0/ (X)) | dt+dw,,  (5.5)
J

w ktérym W,, v € 7% sa niezaleznymi, rzeczywistymi procesami Wienera.
Uklad (5.5) bedziemy nazywaé réwnaniem spinowym. Ograniczymy sie do
podania zasadniczych wlasnosci réwnania spinowego potrzebnych do zastoso-
wania twierdzenia o istnieniu miar niezmienniczych dla ukladéw dyssypatyw-
nych. To, ze miary te sa miarami Gibbsa moze zosta¢ udowodnione w oparciu
o idee dotyczace ukladéw gradientowych z konca Rozdziatu 4.1.

5.3 Elementy dowodu istnienia miary Gibbsa

Niech A = (a,;), 7,j € Z% bedzie zadana macierza, f zadana funkcja, a
W = (W,,v € Z% rodzina niezaleznych proceséw Wienera o wariancji
o > 0. Réwnanie spinowe jest szczegdlnym przypadkiem nieskonczonego uklad
rownan

aX,(0) = | 32 ay X0+ FG0) | de+dW (), X, (0) =a, (5.6)
Y€EZI
v € Z4, ktére zapisujemy w abstrakcyjnej postaci
dX = (AX 4+ F(X))dt + dW (1), X(0) ==. (5.7)

Przestrzenie 12 beda przestrzeniami Hilberta, w ktérych te réwnania bedziemy
rozpatrywaé. Operator F' ciagowi (z) przyporzadkowuje ciag F'(x) w mysl

(F())y = (f(z5))-

Jezeli uklad ten ma rozwiazanie przy dowolnej poczatkowej konfiguracji to roz-
wigzanie takie jest procesem Markowa z jednoznacznie zdefiniowana funkcja
przejscia

Pi(z,B) =P (X(t,z) € B),

gdziet > 0, x € H i B jest podzbiorem borelowskim.

5.3.1 Proces Wienera W

Rozpoczniemy od nastepujacego twierdzenia.
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Twierdzenie 5.3 (i) Proces W przyjmuje wartosci w lz wtedy 1 tylko wtedy,
gdy
> () < o0
2l

(ii) Co wiecej jego trajektorie spetniaja warunek Holdera z dowolnym wykta-
dnikiem < %

Dowéd (i). Jak wiemy proces gaussowski W przyjmuje warto$ci w przestrzeni
Hilberta wtedy i tylko wtedy, gdy ma wzgledem tej przestrzeni skonczony
drugi moment

E[|W(#)|* < oo, t>0.

Poniewaz
E[W(H)2=E Y py)W2(t)=>_ pt)EW2(t) =to Y p(7),
¥ gl 2l
to dowdd pierwszej czesci twierdzenia jest zakoriczony.

(il) Przyjmujemy bez dowodu nastepujace klasyczne twierdzenie Kolmogoro-
wa.

Twierdzenie 5.4 Niech Z(t), t € [0,T] bedzie procesem stochastycznym o
wartosciach w osrodkowej przestrzeni Banacha E. Jezeli dla pewnych statych
c>0,e>0,0>0,

E|Z(t) = Z(s)]° < clt —s|'*,  t,s€[0,T],

to wtedy istnieje wersja procesu Z, ktorej wszystkie trajektorie sq funkcjami
€

spelniajacymi warunek Holdera z dowolnym wyktadnikiem < $. Czyli, gdy
0 < v < 5, to istnieje modyfikacja Z procesu Z, taka Ze dla pewnej zmiennej
losowej ¢ i prawie kazdego w,

|Z(t,w)—2(s,w)| < c(w)lt — s|7, s,t €10,T].

Dla 0 < s <t <T mamy

E|W(t) = W(s)l; = (t—5) D p(7).

v
Przyjmijmy, ze > p(v) = 1. Wtedy
2
cro-we P
Vit—s

p

7 zasadniczego Twierdzenia 2.1 o miara gaussowskich w przestrzeni Hilberta

mamy
W ()—W(s) 2 1
Eeﬁ” Vi-s ”p <

= V1-283

< 00,
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jezeli tylko 1 — 28 > 0, czyli gdy 8 < % W szczegdlnosci

dla dowolnego o > 0. Dlatego
E|W(t) — W(s)||i°‘ < ca(VE—5)2Y = co(t — 5)* < cqlt — st @D,
Gdy a T oo, wtedy
a—1 1 1
2a 2
Czyli proces W ma modyfikacje speliajaca warunek Holdera z dowolnym
wykladnikiem < % ]

5.3.2 Ograniczonosé¢ operatora A

Twierdzenie 5.5 Zatozimy, ze

sup Z lay| =a < oo
’YGZdeZcL

oraz istnieje liczba B > 0, taka Ze

Z layjlp(v) < Bp(5), j €z
>

Wtedy, dla dowolnego p € [1,00] wzdr

= oy P
Az = E AT, z el
jezd

S , o 11
definiuje liniowy operator ograniczony w b, z norma nie wiekszq niz s B,
gdzie % + % = 1. W szczegélnosci A jest operatorem z 1,2) w lz z mormaq nie

wiekszq niz \/af.

Dowéd. Zalézmy, ze p € (1,00) i ciag = (x) ma tylko skoriczona liczbe
roznych od zera wyrazow. Z nieréwnosci Holdera mamy

E AyjTj

JELA

p p p

1 1
> lagilzil | = | S (lansl P lasl) lasl
J

J

IN

D

q

D
D lagsllag P ) [ Do lansl | <> laqllayl”.
7 7 J

IN
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Stad

P
ZP(”Y) Z AyjTj| < o Z Vlay;llz; [P < aqﬂZp Ee

2l JjEZ 5J
Przez proste przejscie graniczne otrzymujemy wynik. 0J

Lemat 5.1 Zaldzmy, zZe zachodzi warunek (5.4) oraz, ze

~—

(—7. <M gdy |y—jl<R, > o(y) < oo (5.8)
p(7) ot

)

Wtedy operator A jest liniowym operatorem ograniczonym w L, p=>1

Dowdéd. Wynika z oszacowania

pr Z| w|—j (Zw) Bo(i),

gdzie
B=Msup» _|ary,l.
Y
]

Lemat 5.2 Warunki (5.8) sq spetnione dla wag p*, £ >0, pi.r.

Dowéd. Dla wagi p® mamy

PO _ il

p(7)
Poniewaz k(|j| — |v|) < &|j — 7|, dlatego

()

< el < el gdzie |y —j| <R.
o(j)

Dowdd dla wagi py r;

p() _ 14kl _1+s(v+i—aD" _ 1+e(+1i -

p(j)  1+&kpq" 1+ &ly|" - 1+ k]
VA2 (] 41— 146277 y]" L4+ R27IR
- L+ &|y[" = 14&y" L+ &|y["

<21+ KR") + 1.



5.3 Elementy dowodu istnienia miary Gibbsa 63
5.3.3 Dyssypatywnos¢ operatora lokalnych oddzialywan

Niech P, bedzie macierza przejscia symetrycznego btadzenia przypadkowego
na d— wymiarowej kracie Z?. Macierz dyskretnego laplasjanu dana jest wzo-
rem

Ag=PFP;— 1.

Przypomnijmy, ze dla elementéw p,s macierzy Py mamy

d
1
P(y1,..7a),(61,...8q) = 2d’ gdy Z |7i - 5i| =1, (5'9)
1
d
=0, gdy > |n-d&l>1 (5.10)
1

Z ponizszego twierdzenia wynika, ze gdy macierz lokalnych oddzialywan A
jest postaci A = Ay — al, to operator A + ol jest dyssypatywny (wlasnosé
wymagana w twierdzeniu (5.2) o istnieniu miary Gibbsa).

Twierdzenie 5.6 Dla dowolnej liczby rzeczywistej o, w przestrzeni Hilberta
H =12,

sup ((Aq —al)z,z) < —a, x € H.

o<1

Dowdd. Podamy dowéd dla dwoéch waznych przypadkow szczegdlnych. Szkic
dowodu opartego na twierdzeniu Frobeniusa podamy oddzielnie.

3 oraz a;; = 0, gdy |i — j| # 1. Wtedy

Niechd =11 Aii+1 = Qi i—1 = 3

sup (Az,z) = 1.
lz[<1

Oznaczmy y = Ax, wtedy y; = %, i € Z i dlatego

(Az,x) = lew = (Z TiTir1 + le 1171) = inxiJrl.
i

Stad

(Az,z) < (fo)% (foﬂ)% < |af?.

Czyli otrzymujemy oszacowanie

sup (Az,z) < 1.
jel<1

Dla dowodu nieréwnosci w przeciwnym kierunku niech 2 = 1 gdy ¢ =
1,2,...,n oraz 0 dla pozostalych i. Wtedy

(Az™ 2" Z:z: le—Zle—n—l
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oraz |z"|? = n. Stad
1 -1
—— (Az"™, ") = o ,

|z |2 n

co koriczy dowdd.

Podobnie przebiega dowdd, gdy d = 2. Mianowicie niech

1
Yik = Z(xi,k—l + i g1 + Tic1 ke + Tig1 k)

Wtedy

W~ | =

E YikTik =
ik

E (Tik—1 + Tikt1 + Tic1 ke + Tit1,k)Tik
ik

E ( E Ti k1% k + Ii,k%kﬂ)

i k

1
+Z Z (Z Ti 1, kT K + $i+1,k$i,k>

k i

%Xl: (2}; xi,kwi,kﬂ) + %; (; xi7k:ci+17k>

< |z

B~ =

Czyli otrzymujemy oszacowanie z géry. Dla szacowania z dohu, niech zi =1,
i,k =1,2,...,n oraz 0 dla pozostatych par. Wtedy

(Az™, 2™y = n(n —1) oraz |z"|* = n?.
Cazyli
(Az™ ™) _ n(n—1) 1
[z 2 n2
stad teza. [

Wspomniane w dowodzie twierdzenia Frobeniusa brzmi nastepujaco.

Twierdzenie 5.7 Dowolna @ rézZna od zera, skoriczona macierz kwadratowa
P o nieujemnych elementach ma dodatniq wartosé wtasna A nie mmniejszq od
modutow pozostatych wartosci wtasnych. Odpowiada jej rézny od zera wektor
wtasny T o nieujemnych elementach.

Mozna z niego wyprowadzi¢ dowdd dla dowolnego d. Zauwazmy, na przyklad,
ze jezeli P jest symetryczna macierza przejscia, to

sup (Pz,z) = 1.
jol<1

Rzeczywiscie. Mamy P2 = A&, skad > opid; = A; i dlatego
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D pigdi =) @ =AY
.3 J

Cazyli A=1. Ale R
sup (Pzx,z) = A,
z]<1
stad teza.
Podobnie jezeli P jest nieograniczona, symetryczna macierza przejscia to

sup (Pz,z) < 1. (5.11)

|2 <1

Rzeczywiscie. Niech I' bedzie skoriczonym podzbiorem kraty i niech x! i PT
to odpowiednio wektor = i macierz P obcigte do zbioru I'. Wtedy

<Pxp,xp> = Z Dij T

ijer
Dopehiamy macierz P!" do symetrycznej macierzy przejécia pr. Wtedy
<P$F,xr> = <pAer7xF>

i dlatego
<P;FJ:F,$F> < |zT2.

Stad wynika juz (5.11).
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Polgrupy operatoréw i réwnania semiliniowe

Celem niniejszego rozdziatu jest wprowadzenie w pélgrupowe podejscie do teo-
rii deterministycznych réwnan semiliniowych. Typowym przykladem takich
réwnan jest nieliniowe réwnanie ciepla

a(t,g) = Au(t, &) + f(u(t,§)), t>0, £€ 6O, (6.1)
u(0,6) =x(§), €0,
u(t, &) =0, £€00, t>0

Polgrupy liniowych operatoréw liniowych pojawiaja sie w sposéb naturalny
przy formalizacji tak zwanego zagadnienia Cauchyego. Wyprowadzamy pod-
stawowe wlasnosci polgrup wlacznie ze szkicem twierdzenia Hill’e- Yosidy i
omawiamy specjalne przyklady generatoréw. Na koricu rozdzialu zajmujemy
sie stabymi rozwiazaniami stochastycznych réwnan ewolucyjnych, ktére po-
wstaja przez dodanie do prawych stron réwnan semiliniowych czynnika sto-
chastycznego.

6.1 Zagadnienie Cauchy’ego

Przedmiotem naszych rozwazan beda réwnania, ktore mozna sprowadzi¢ do

postaci
du

dt
Rozwiazaniem tego rownania bedzie ciagla funkcja u okreslona na przedziale
[0,00) i o wartos$ciach w przestrzeni Banacha E. W réwnaniu (6.2) pocho-
dna %(t) jest rozumiana w sensie przestrzeni F, symbol A oznacza operator
liniowy, niekoniecznie wszedzie okreslony, z £ w E, a F jest pewnym odwzo-
rowaniem z ¥ — F, na og6l nieliniowym, niekiedy spelniajacym warunek
Lipschitza. Na przyklad dla réwnania (6.1) jako E przyjmuje sie przestrzen

(t) = Au(t) + F(u(t)),  u(0) =z € E. (6.2)
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Co(O) - funkcji ciagtych zanikajacych na brzegu lub L?(©) - funkcji catkowal-
nych z kwadratem. Okazuje sie, ze istnieje pozyteczna i abstrakcyjna teoria
réwnan typu (6.2), ktéra prowadzi do wartosciowych twierdzeni o réwnaniach
typu (6.1). Oparta jest ona na pojeciu pélgrupy liniowych operatoréw. Do
pojecia tego mozna doj$¢ wychodzac od tak zwanego dobrego postawienia
zagadnienia Cauchy’ego. Niech Ay bedzie operatorem liniowym okreslonym
na liniowym podzbiorze D(Ap) przestrzeni Banacha E, gestym w E. Méwimy,
ze zagadnienie Cauchy’ego

Y =Ay, y0)=zecFE (6.3)

jest dobrze postawione w F gdy réwnanie (6.3) ma, dla dowolnego x € D(Ay),
dokladnie jedno rozwiazanie y(t,z), t > 0, zalezace, dla dowolnego t > 0,
liniowo i ciagle od warunku poczatkowego z. Wtedy

y(ta) = St

i operator liniowy S(t) : D(Ag) — D(Ap) ma ciagle rozszerzenie na calg prze-
strzeri E. To rozszerzenie bedziemy réwniez oznaczaé przez S(t). Zauwazmy,
ze dla kazdego s, funkcja z(t) = y(¢, y(s,z)), t > 0 jest rozwiazaniem réwnania

dz(t
d(t) = Apz(t), 2(0) = y(s, x)
oraz s
WED) _ gyt +s.2), t2 0

Z jednoznacznosci rozwiazania wynika wiec, ze y(t + s, x) = y(t, y(s, z)), czyli
S(t+ s)x = S(t)S(s)x.

Pélgrupa S(t), moze byé traktowana jako abstrakcyjna wersja tak zwanego
rozwigzania podstawowego liniowego réwnania ewolucyjnego.

6.2 Poélgrupy operatoréw liniowych

Ciagta polgrupg operatoréw liniowych na przestrzeni Banacha FE lub krocej
Co-ciagla potgrupa nazywamy rodzine liniowych i ograniczonych operatoréw
S(t): E — FE, taka ze

1. S(t+s)=S(t)S(s), t>0,s>0.
2. S(0) = 1I.
3. Dla dowolnego x € F, funkcja t — S(t)x jest ciagla.

Operator tworzqcy A, Co-ciaglej pétgrupy S(t), t > 0 jest zdefiniowany na
dziedzinie D(A),
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S(t)r —
D(A) = {x € E; istnieje granica Wz -z gdy t— 0}7
wzorem S(t
Az = lim % z € D(A).

Zauwazmy, ze gdy pélgrupa S powstaje z dobrze postawionego zagadnienia
Cauchy’ego, to wtedy D(A) D D(Ap) i operator A jest rozszerzeniem opera-
tora Ag. Zapis

y' = Ay, y0)=z€F (6.4)

stanowi abstrakcyjna wersje réwnania (6.3), dla dowolnego x. Funkcja y(t, ) =
S(t)x, t > 0 jest rozwiazaniem réwnania (6.4) wtedy i tylko wtedy, gdy ma
ona pochodna w kazdym punkcie ¢ > 0 dla ktérej zachodzi (6.4).

Przyklad 1. Liniowe réwnanie rézniczkowe w R? ma postaé

Yy =Ay,  y(0) ==, (6.5)

gdzie A jest macierza d x d lub operatorem liniowym z R? w R?. Rozwiazanie
réwnania (6.5) ma wtedy postaé

y(t, z) = et t>0.

Czyli S(t) = €', t > 0. Z tej przyczyny czesto ogdlne pélgrupy S(t) oznacza
sie symbolem et4, t > 0.

Przyklad 2. Niech A : E — E bedzie dowolnym liniowym operatorem ograni-
czonym na F, wtedy wzor

oo

Sty =t =3 %A"
n=0

definiuje Cy-pélgrupa na E.
Przyklad 3. Niech ciag (e,,) bedzie baza ortonormalna i zupela w prze-
strzeni Hilberta H. Polézmy

S(t)x = Z etz em) em, t >0, x € H, (6.6)

gdzie A, jest pewnym ciagiem liczb rzeczywistych. Zachodzi nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 6.1 (i) Dla ustalonego t > 0 szereg (6.6) jest zbiezny w H dla
dowolnego x € H, wtedy i tylko wtedy, gdy

Sup A, < 00. (6.7)

(i) Gdy warunek (6.7) jest spetniony, to wtedy wzdr (6.6) definiuje Co-
pdlgrupe na H, ktérej generator A ma dziedzine
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D(A) = {x : Z A (2, e0)]° < oo}

n

1 zadany jest wzorem

Az = Z)\n (z,en)en, x€ D(A).

Dowéd. Wykazemy prawdziwosé punktu (ii). Niech x € D(A). Wtedy

T () e

1

+(S(t)x — ), gdy t | 0, to musi by¢ ona postaci

Z An (T, €0) €n,

n

Jezeli istnieje granica

a stad warunek

D (A (@ en)? < 00

n

i wzor na generator. Jezeli
sup A, < 00 i E )\n xX,e 2 < o0
P An ( < ) n>) )

to

Ciagta funkcja

ef —1
ma w —oo granice réwna —1 i dlatego jest ograniczona na przedzialach po-
staci (—oo, a]. Istnieja dlatego M > 0, to > 0, ze dla dowolnego ¢t € (0,%¢) i
dowolnego naturalnego n,

et — 1
Ant

—1‘<M.

Na podstawie twierdzenia Lebesguea, mozna przejs¢ we wzorze (6.8) do gra-
nicy, gdy t — 0. Stad teza. O
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Przyklad 4. Niech H = L?[0,7] i Az = lcil% z dziedzing D(A) skladajaca
sie z funkcji absolutnie ciagtych x, takich ze z—? jest absolutnie ciagla i % €

L2(0,7) i ponadto z(0) = (1) = 0. Operator A jest generatorem Co-pdlgrupy
S(t) postaci

S(t)'r = Z <$7gn> e)\ntgna

n=1

2
Ao=-n% n=1,..., gn=\/jsinn§.
T

Przyklad 5. Niech H i A beda tej samej postaci co w poprzednim przykladzie.
W definicji dziedziny D(A) zmienmy jedynie wymaganie brzegowe typu Di-
richleta na warunek brzegowy typu Neumanna 2/(0) = 2/(r) = 0. Wtedy
operator A generuje réwniez Cy-pélgrupe. Ma ona przedstawienie postaci

gdzie

Stz =Y (x,hy) e hy,

S
—

gdzie
2
M =0, ho=—=, A\p=-n" hp(§) =1/ =cosng.
s

Generatory z dwu ostatnich przykltadéw sa tak zwanymi operatorami samo-
sprzezonymi, o ktérych jeszcze bedziemy méwi¢. Zauwazmy, ze operatory te
sg identyczne na gestej podprzestrzeni funkcji klasy C? znikajacych na brzegu
wraz z pierwsza pochodna. Tym niemniej generuja dwie rézne poélgrupy.
Przechodzimy do twierdzen opisujacych zasadnicze wlasnosci Cy—polgrup.

Twierdzenie 6.2 Niech S(t), t > 0, bedzie Cy-pdlgrupa operatoréw na prze-
strzeni Banacha E. Istniejq wtedy state M >0 i w € R, takie Ze

|S@)| < Me™t, t>0.

Dowdéd. Poniewaz dla dowolnego z € E, funkcja S(t)x zmiennej ¢ > 0, jest
ciagla, istnieje wiec stala m > 0, taka ze

sup [|IS@)|| =M < 0.

0<t<m
Wtedy dlat =km+s,s€[0,m), k=0,1,...,
IS = [1S(km)S(s)|| < [[S(m)|[*1S(s)]| < M*+
t t L
<M Mwm = Mem '°8M = ppetloeM™ — pretw

3

co nalezalo wykazaé. [J
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Twierdzenie 6.3 Zaldimy, Ze operator A z dziedzing D(A)) generuje Cy-
pdtgrupe S(t), t > 0, na przestrzeni Banacha E. Wtedy dla dowolnych t > 0,
x € D(A),

S(t)x € D(A),

4 S(t)x = AS(t)z = S(t)Az,

St —xz = LjS(r)Ax dr,

T e~

dziedzina D(A) jest gesta w E i operator A ma domkniety wykres czyli,
zbior par {(z, Ax);x € D(A)} jest domkniety w E x E.

Dowdd. Ograniczymy sie do dowodu ostaniego punktu. By wykazaé, ze zbiér
D(A) jest gesty w E zauwazmy, ze dla dowolnego x € E'it > 0, element

y = /OtS(s)xds

nalezy do dziedziny operator A. Wynika to, z nastepujacego przejscia grani-

caneso
%(SUwsz@Md&—[ijmdﬁ)
_ % ( /h " S(syrds - /O " S(s)e ds>
-1 l_ /OhS(s):cds—l—/ttJrhS(s)xds] a4 S
Co wiece]

1 t
—/ S(s)xds — x
tJo

gdy t — 0. Dlatego zbiér D(A) jest gesty w E.
Dla dowodu domknietoéci zatézmy, ze x, — = i Az, — y. Poniewaz

St)xn — xpn = /0 S(r) Az, dr, to St)yr —x = /0 S(t)y dr.

Ale wtedy
1 I
-(Sit)x—x)=- [ Sr)ydr —v.
t t Jo
Czylize D(A)i Az =y. O
Przechodzimy do waznego pojecia rezolwenty pélgrupy. Poniewaz
1S(t)] < Me™t

to dla A > w operator
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+oo
R(\)z = / e MS(t)x dt,
0

jest dobrze okreslony. Latwo sprawdzamy, ze

M M
R\ € ———,  m=1,...

RO < 1= G

oraz, ze R(\) = (A — A)~!. Dowéd, ze na przyktad (A — A)R(\) = I, wynika

z réwnosci
+oo +oo +oo
(A—A)/ e”\tS(t)xdt:)\/ e*ATS(t)xdt—/ e MAS(t)x dt
0 0 0
+oo d
= AR(\)x — / e M—_S(t)x dt
0 dt

= AR(\)z — [e_’\tS’(t)xHOO + )\/+OO e MS(t)x dt}
0
= AR(A\)z — [~z + AR(\)z] = =, x € E.

Podobnie dowodzi sie, ze
—+oo
/ e MS(t) [ \e — Ax] dt =z, x € D(A).
0

Zasadnicze znaczenie ma nstepujace twierdznie Hille’a—Yosidy.

Twierdzenie 6.4 Liniowy operator A generuje Cy-pdtgrupe operatorow wte-
dy + tylko wtedy, gdy
1. zbior D(A) gesty,

2. operator A jest domkniety,
3. istniejq state w, M > 0, zZe dla A > w, operator odwrotny

(M — A"t =R(\)
jest dobrze okreslony i

M
R"N)| < —————
RO < =g
Jezeli sa spelnione warunki twierdzenia to operator A generuje pélgrupe S(¢),
t > 0, taka ze
IS@ < Mewt, >0,

Co wiece]j s
R™TL(\) = — d/\—mR()\). (6.9)

W szczego6lnosci
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+oo
|RZ(\)z| = ‘/ se S (s)x ds
0

—+o0
< M/ se e ds|x|
0

1
(A —w)*

Ponadto nieréwnosé (6.9) wynika z prostych do dowodu identycznosci

+oo
< M|z| / se”Aws ds — M|zl
0

400
RO =Y (= N"(R(p)™,
n=0
A=A)=p-A)+A=p) == (p=NRW)(k-A),
“+00
R(\) = R(w) (1= NR™(n).
n=0

Elementy dowodu twierdzenia Hille’a—Yosidy.

W dowodzie twierdzenia Hille’a—Yosidy zasadnicza role odgrywaja tak zwane
aproksymacje Yosidy Ax, A > w generatora A. Mianowicie

Ax = AXAR(N) = I).
Pozyteczne sa nastepujace tozsamosci
A= XA A=A - =20\ -4 —A-AAN-4)hH
= AMNA\ — A7 = MAR(N).
Najwazniejsza cze$¢ dowodu polega na wykazaniu nastepujacych wilasnosci
aproksymacji Yosidy

1. AR Nz — z, gdy A\ — 400,z € E,
2. Axz — Az, gdy A — +o0, x € D(A),
3. Jezeli S*(t)x = erta, to

- 1 A
4. S(t)z = )\EIJPOOS (t)x.

Na przyklad fakt, ze aproksymujace pélgrupy S* sa zbiezne wykazuje sie przez
sprawdzenie, ze speliaja one warunek Cauchy’ego

SNt — S* (1) = /0 %[S“(t — )5 (s)] ds
= /Ot SH(t — s)(Ay — A,)S*(s)x ds

:/ SH(t — 5)S(5)[Ax — Az ds,
0
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a stad »
182(t) = S*(@)|| < || Axz — Ayz]| M tex=5".

Jezeli wiec € D(A), to warunek Cauchy’ego wynika z wyliczonych wezesniej
wlasnoéci aproksymacji Yosidy. Rownosé

St —xz = /Ot S(s)Azxds dla z € D(A)

dla granicznej poélgrupy, dowodzi si¢ przez przejscie graniczne.
Dla pélgrupa przejscia (P;) odpowiadajacych procesom Markowa, aproksy-

mujace pélgrupy P;' maja wazna interpretacje probabilistycza. Poniewaz

()"

n!

)

—+oo
Pt)\ _ etA,\ _ et)\(kR/\—I) _ e—t)\ Z()\Rk)n

n=0

to pélgrupy aproksymujace odpowiadaja funkcjom przejscia ztoZonych pro-
cesow Poissona z miara skokow AR, i intensywno$cia momentéw skoku .
Sredni odstep pomiedzy momentami skoku jest réwny % i zmierza do zera,
gdy A zmierza do nieskonczonosci.

6.3 Podlgrupy uogdlnionych kontrakcji

Jezeli istnieje taka stata w, ze
IS@I < e, t>0, (6.10)

to polgrupe (S(t)) nazywa sie pétgrupa uogdlnionych kontrakcji. Charaktery-
zuje je nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 6.5 Liniowy domkniety operator A z gestq dziedzing generuje
pdtgrupe uogdlnionych kontrakcji spetniajaca (6.10), wtedy i tylko witedy, gdy
dla dowolnego \ > w,

A= A = (A= w)zll, =€ D(A), (6.11)
A=Al = A =w)lfll,  feDA). (6.12)

Dowdéd. Udowodnimy jedynie, ze sformulowane warunki sa dostateczne. Przy-
pomnijmy, ze dziedzina D(A*) operatora sprzezonego A* sklada sie z tych
funkcjonatéw f € E* dla ktérych funkcjonal liniowy f(A(z)), x € D(A), roz-
szerza si¢ na cala przestrzen do funkcjonalu liniowego i ciaglego. Ten nowy
funkcjonal jest z definicji réwny A*f. Niech A > w i Ey = (A — A)(D(A)).
Z (6.10) wynika, ze Fy jest domknieta podprzestrzenia. Rzeczywidcie niech
Yn = A\, — Az, 1 niech y, — Yoo. Z (6.10) mamy, ze ciag (x,) spehlia wa-
runek Cauchy’ego i dlatego x,, — x~. Z domknietosci operatora A wynika,
ze
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ZToo € D(A) i Yoo = Aloo — Ao

Dlatego yoo € Ey. Co wiecej Ey = FE, bo gdyby Ey # FE to z twierdzenia
Hahna—Banacha wynikatoby istnienie funkcjonatu f € E*, f # 0, takiego ze

f(Ax — Az) =0 dla dowolnego x € D(A).
Czyli AMf(x) = f(Az), x € D(A), a wiec f € D(A*) 1 A*f = \f. Wtedy z
(6.11) wynika, ze f = 0. Mamy wiec Ey = E. Dlatego operator AI — A jest
liniowy, réznowartoéciowy na F, czyli operator

(M — A"t =R(\)

jest liniowym operatorem i z (6.10) mamy

1
< .
IRV < =

Dlatego dla dowolnej liczby naturalnej m,

1

[R™ (N < oo

Wystarczy wiec zastosowaé twierdzenie Hille’a—Yosidy. [

Jako wazny wniosek mamy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 6.6 Niech A bedzie liniowym operatorem domknietym, z gestq
dziedzing D(A) w przestrzeni Hilberta H. Jezeli dla pewnej liczby rzeczywistej

w,

(Az, x) < wlz|?, x € D(A), (6.13)

(A'y.y) <wlyf’,  ye DA, (6.14)
to operator A generuje polgrupe uwogdlnionych kontrakcji, spetniajaca (6.10).
Dowé6d. Wykazemy, ze zachodzi na przyktad (6.11). Niech A > w iz € D(A).
Wtedy

Az — Az||? = |(\ — w)z + (wz — Az)||?
=\ —w)?||z||? + |lwr — Az|]* + 2(\ — w) (wx — Az, z) .
Z (6.13) wynika, ze
wl|z|* — (Az,z) > 0.

Dlatego zachodzi (6.11). O
W szczegdlnosci jezeli operator A jest samosprzezony, taki ze dla pewnego
w € R,

(Az,x) < wl|z|?, x € D(A), (6.15)

to operator A generuje Cy-pSlgrupe, taka ze



6.3 Pélgrupy uogélnionych kontrakcji 7
IS <e*,  t=0.
Dlatego réwnanie ewolucyjne

y =4y, y0)=uz
ma rozwigzanie dla dowolnego = € D(A).
Przyklad 6. Niech operator A = % ma dziedzing D(A) C H = L*(0, )
bedaca zbiorem funcji absolutnie ciaglych z, takich ze pierwsza pochodna z’
jest absolutnie ciagla, druga pochodna 2 nalezy do H oraz 2(0) = x(7) = 0.
Wtedy operator A jest samosprzezony i < Ax,xz >< 0, z € D(A). Generuje
wiec on poélgrupe kontrakeji.
Wykazemy jedynie, ze operator A jest operatorem samosprzezony, czyli, ze
D(A*)=D(A) i A* = A. W tym celu bedzie nam potrzebny lemat.

Lemat 6.1 Jezeli funkcja y € L*(a,b) i

bang
/ dg_n(g)y(g) d€ =0 dlaz € CP(a,b),

to y jest wielomianem stopnia co najwyzej n + 1.

Dowdéd Lematu. Gdy n = 0, wtedy mamy

b
‘/x@wﬁms:m

najpierw, dla dowolnych funkeji € C§°(a, b) i dlatego réwniez dla dowolnych
funkcji = ciaglych i ostatecznie dla dowolnych funkcji x ograniczonych. W
szczegblnosci przyjmijmy, ze

sy = | g ey (@) 0
0, gdy y(§) = 0.

Wtedy

PP . [° )
o 1) dé:—/a ly(§)]d¢ =0,

czyli y = 0. Zalézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla jakiegos n i

b dn+l.’I]
| GerOu@ds =0 dla e CFab).

Niech ¢9 € C§°(a,b) bedzie funkcja, taka ze f: ¢0(§) d¢ = 0. Dla dowolnej
funkcji z € C§°(a, b) zdefiniujmy = wzorem

x(é)—/;Z(n)dn— </j¢0(77)d77> /abZ(n)dn-
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Wtedy z € C5°(a, b). Mamy wiec

0= /ab G ) de = / agr "W
_/b%< (€ - ¢0(§)/a 2(n)d ) y(€) de,

lub réwnowaznie

/aczgn §)dé = / T O de /abz

Latwo sprawdzamy przez indukcje, ze dla z € C§°(a, b),

b 1 [dz
| eman= [ T - ae

b n b on
/ajé—”@ [y(@—%( &" /a Zﬁ)(n)y(n)dn} dé =0

i z zalozenia indukcyjnego wynika teza.

Czyli

Dla dowodu samosprzezonosci operator A zalézmy, ze y € D(A*), czyli, ze
odwzorowanie r — < Az, y > ma rozszerzenie do ciaglego funkcjonatu

r—<z, A%y >.

/ " €)(€) de = / C()(6) e

Jezeli 2(0) = 0, to

gc(g)z/;gc'(s)dSZ/o£ (w'(O)—i— [/Osx“(t)dtD ds.
Dlatego
[ s e de - / O+ [ [ o oo 0" @) dsar] at

#(0) / (O de

/ [// 06 (o ( 5)d5ds]
=20 [ sgeas [Tl [ [ o) o .

Dlatego
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W szczegdlnosci, gdy x € C§°(0,a) to

[ omos= 0 [ ([ 108)

Z udowodnionego lematu mamy, ze dla pewnych statych =, d,

y({)_/: (/Saz(t)dt> ds+~y+0, £€][0,al

Dlatego funkcja y spelnia wymagania sformulowane w definicji dziedziny
D(A), za wyjatkiem warunkéw brzegowych. Dla ich uzyskania, po podsta-
wieniu, mamy

/oa (€)(y + 8¢) d€ = ma/ (0), = /O ’ ( / az(s)dS) ar.

Przez bezposredni rachunek otrzymujemy

S©0+ o8l -5 | " () de = 2 (a)(y + 5a) — 2 (0)y — B(a(a) — 2(0))
— 2/(a)(y + 8a) — 2/ (0)y = e’ (0).

Cazyli
#(a)(y + da) = 2'(0)(n + 7).
Z dowolnosci z'(0), 2'(a), mamy
y=-n 6=
a

Poniewaz

wer= [ ([ swas) ar = Ze o= [7 ([ ste)as) an

dlatego y(a) = 0, y(0) = 0. Ostatecznie wiec, gdy y € D(A*) toy € D(A) i
z = Ay.

6.4 Slabe rozwigzania réwnan semiliniowych

Réwnania J
T =AY+ F).  y(0) =, (6.16)

Lo ay+ @), w0 =2 (6.17)

nie maja na ogdl rozwiazan dla dowolnych warunkéw poczatkowych x € H.
Wprowadza sie¢ wiec pojecie stabego rozwiazania, wymagajac by réwnanie byto
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spelnione, po oblozeniu go funkcjami probnymi. Precyzyjna definicja wymaga
pojecia rdzenia operatora. Rdzeri operatora A to dowolny liniowy podzbiér
D C D(A) gesty w normie generowanej przez A. Czyli, taki ze dla dowolnego
x € D(A) istnieje ciag x, — =z, taki ze x, € D(A) i Ax,, — Az. Na przyklad
zbiér niezmienniczy dla S(t), t > 0 i gesty w E jest rdzeniem operatora A.
Niech D* C D(A*) bedzie rdzeniem operatora sprzezonego D(A*). Ciagla
funkcja y jest stabym rozwigqzaniem réwnania (6.16) gdy dla dowolnego z* €
D* mamy

W), 2*) = (&, ") + / (y(s), A"2") ds + / (F(y(s)), 2") ds.

Twierdzenie 6.7 Jezeli f(t), t > 0 jest funkcja catkowalna, takq Ze

(y(t), 2%y = (z,2*) —l—/o (y(s), A*z*) ds +/0 (f(s),2") ds, z* € D*, (6.18)
to .
y(t) = S(t)x—i—/ S(t—s)f(s)ds, t > 0.
0

Dlatego rozwiazania stabe réwnania (6.16) musza spemiaé réwnanie catkowe

y(t) = S(H)z + / S(t — ) F(y(s)) ds. (6.19)

7 nastepnego twierdzenia wynikaé bedzie, ze i na odwroét, kazde rozwiazanie
powyzszego réwnania catkowego (6.19) jest réwniez stabym rozwiazaniem réw-
nania (6.16). Potrzebny bedzie lemat.

Lemat 6.2 Jezeli ciqglta funkcja y spelnia warunek (6.18), to dla funkcji ¢
klasy C' o wartosciach w D(A*),

(y(1),¢C@) = (6.20)
(2. C(0)) + / ((s).C'(5) + AC(s) ds + / (F(),¢(s) ds.

Dowéd. Zatézmy, ze ((t) = z*¢(t), z* € D* i ¢ € C1[0,T]. Wtedy

S (0),2°6(0)) = 6(0) (), )
d

= &'(t) (y(t), 2") + o(t) 7 (y(1), 2")
= ¢'(t) (y(t), z") + o(t) (y(t), A2") + (f(t), 2") &(1).

~

Dlatego
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@wqm=@aw+Aammm»w+4@@z@+m«mw.

Dowdéd Lematu 6.2 w ogélnym przypadku wynika natychmiast z nastepnego
Lemat 6.3, w ktérym C*[0, T; E] oznacza przestrzen funkcji ciagtych f : [0, T
— F z ciagla pierwsza pochodna i z norma

. i
11 = sup (1701 +1%0))

Wystarczy w nim przyjacé, ze przestrzen Banacha FE réwna sie D(A*) z norma
2%l pasy = l2*[ + [[A*z7]|, =" € D(A").

Poniewaz wzér (6.20) zachodzi dla funkceji £ ze zbioru liniowo gestego w prze-
strzeni C1[0, T'; D(A*)], dlatego zachodzi dla wszystkich & € C1[0,T; D(A*)],
przez oczywiste przejscie graniczne. [

Lemat 6.3 Zbior funkcji [ postaci f(t) = ap(t), t € [0,T], gdzie a € Ey,
Y € CY0,T; E] oraz Ey jest liniowo gesty w E tworzy 2bidr liniowo gesty w
przestrzeni C1[0,T; E].

Dowdéd Lematu 6.3. Wystarczy udowodnié¢, ze funkcje f postaci f = a,
gdzie ¢ € C[0,T; RY] oraz a € Ey sa liniowo geste w C[0, T'; E]. Rzeczywiscie,
jezeli g € C1[0,T; E), to ¢'(-) € C[0,T; E] i dlatego istnieje ciag funkcji (f,,)
postaci

Falt) = apyp(t), te0,T), af € Eo, ¥y € C[0,T; R,
k=1

taki ze
sup | fu(t) —g'(t)] — 0.
0<t<T

Zdefiniujmy
t Mn t
mM=WHLh@%W@+;%4%@® te[0,7].

Wtedy funkcje g, naleza do zdefiniowanego w lemacie zbioru funkcji. Ponadto

lgn — glli < sup |gn(t) — g(t)| + sup [fu(t) —g'(t)]
0<t<T 0<t<T

oraz

lgn(t) — g(t)] = /O[fn(S)—g'(S)] ds| <T sup [fu(s) —g'(s)|-

0<s<T

Stad wynika sformutowany na poczatku dowodu fakt. Dla dowodu stwier-
dzenia o gestosci zauwazmy, ze jest on prawdziwy gdy E jest przestrzenia
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skoriczenie wymiarowa. Dla dowolnej jednak funkcji f € C[0,T;E] ist-
nieje ciag skonczenie wymiarowych przestrzeni F, C Lin Ej i ciag funkcji
(fn) C C[0,T; E,], taki ze f, — f jednostajnie. Koniczy to dowéd Lematu
6.3. O

Zakoriczenie dowodu twierdzenia. Wystarczy we wzorze (6.20) przyjac,
ze ((s) = S*(t — s)z*, z* € D(A*). O

Udowodnimy jeszcze zapowiedziane twierdzenie odwrotne.

Twierdzenie 6.8 Jezeli f € L'[0,T; E], to funkcja

y(t)—S(t):zr—F/O S(t—s)f(s)ds, t>0

jest stabym rozwigzaniem réwnania (6.17).

Dowéd. Niech z* € D(A*). Wtedy
5o (8)2" = $)z", s> 0.

Mamy

/0 (At y(e)) ds

_ /Ot <A*z*, /0 S(s — o) (o) do + S(S):E> ds.

Tak wiec po nastepujacych elementarnych przeksztalceniach otrzymujemy
t
|t ds
0
t t t
:/ (S*(s)A*z", x) d8+/ <A*z*,/ ljo,51(0)S(s — o) f(0) da> ds
0 0 0

_ /Ot<%5’*(s)z*,x> ds+/0t </;S*(S—U)A*z* ds,f(a)> do
_/Otdiiw*(s)z*,@ ds+/0t </:%S*(s—a)z*ds,f(a)> do

—(S° (1)) — () + /Ot (S*(t — 0)=" — 2%, f(0)) do

(S ()2, 7) — (") + <z*,/0t5(t — o) f(o) da> _ <z*,/0tf(o) do>
= (2" y(t)) — <z*,x+ /Otf(a) do—> .

A wiec ostatecznie
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t

Wt)=) = (w2 + [ @) ds+ [ (0.2 ds

0

Koriczy to dowdd twierdzenia. [

6.4.1 Slabe rozwigzania réwnan stochastycznych

Pojecie stabego rozwiazania stochastycznych réwnan ewolucyjnych bedzie do-
kladnie oméwione w drugiej czesci wykladu. Tutaj ograniczymy sie do kilku
uwag wstepnych.

Niech L oznacza operator liniowy z pochodnymi czastkowymi do rzedu 2,
dzialajacy na funkcjach okreslonych na zbiorze @ C R a 7, tak zwany opera-
tor brzegowy, ktéry przyporzadkowuje liniowo funkcjom okreslonym na O,
funkcje okreslone na brzeg 060 zbioru @. Na przyklad operator L moze by¢
laplasjanem L = A a 7 obcieciem funkcji do brzegu lub wartos$cia pochodne;j
normalnej funkcji w punktach brzegowych. Typowym stochastycznym réwna-
niem ewolucyjnym jest nastepujace ogdlne nieliniowe stochastyczne réwnanie
dyfuzji

ou ow
z funkcja poczatkowa ¢ i z jednorodnym warunkiem brzegowym

u(0,€) = ¢(€),£ €0, Tu(t,&) =0, £ € 96.

Punktem wyjscia analizy ogdlnego réwnania stochastycznego jest réwnanie
liniowe

0
S (8 = Ly(t,©), t>0,¢eco,

y(0,§) = ¢(§), £€6,
Ty(t,§) =0, £€00,

ktore rozpatruje sie w przestrzeni Hilberta H warunkéw poczatkowych. Prze-
strzeni H jest najczeéciej przestrzenia Sobolewa H = W?2™(O), na przy-
ktad H = L?(O©). Rozwiazanie, dla ¢t > 0, ma najczeéciej postaé operatora
catkowego, ktérego jadrem jest tak zwane rozwigzanie podstawowe p(t,&,n),
t > 0,¢&mn € O). Z drugiej strony, jezeli réwnanie liniowe jest dobrze po-
stawionym zagadnieniem Cauchy’ego, to rozwiazanie y definiuje pétgrupe S
operatorow liniowych na H. Tak wiec

y(t) = S(d, S0 = /@ p(t, & m)d(n) dn, £> 0, € € 6.

Generator A pétgrupy S jest rozszerzeniem operatora L i jego dziedzina ma
czesto postac
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D(A) ={¢: 16 =0} N W>"(O).
Dziedzina operatora sprzezonego jest podobnej postaci
D(A*) ={¢:7"¢ =0} nW>™"
dla pewnego operatora brzegowego 7* i pewnej liczby m*.
Zalézmy, ze funkcja g wystepujaca w réwnaniu stochastycznym jest rowna 0,
czyli, ze mamy do czynienia z deterministycznym réwnaniem semiliniowym.

Przyjmijmy, ze liniowy zbiér D*, jest gesty w D(A*). Wtedy stabe rozwiazanie
takiego réwnania jest funkcja u(t), t > 0, o wartosciacch a H, taka ze

et ev©de = [ uo.cuiede+ / [ uls 4016 deds
//f b€)deds, e D,

a rownowazne sformulowanie w postaci catkowej ma postac

ult,€) = /@ p(t, €, m)b() di

o[ ([ ote-scnsautsman) as 10 ¢co

Dla ogdlnego réwnania nieliniowego i stochastycznego mamy odpowiednio

[ e = [wo.ov@c [ [ uts.oa (e deas
w [ st dsas

4 /0 /@ o(u(s,©))0(E)dW (s,)dE ¢ >0, 1 € D*

oraz

t
&) = [ peemomar+ [ ([ s-semsus) as
+ [ [ pe=semgtuts s man >0.¢ce
Ostatnie rownanie, w abstrakcyjnej formie, zapisuje si¢ nastepujaco
t
(t)qS—i—/OS(t—s) ds+/St—s (8))dW (s), t > 0.

Pelne sformutowanie rozwiazania réwnania stochastycznego wymaga ogdélnej
definicji calki stochastycznej. Zauwazmy, ze w calce stochastycznej
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/t &(s)dW (s), t >0,
0

wystepuja procesy o warto$ciach operatorowych. Proces Wienera W przyj-
muje warto$ciach w jakiej$ przestrzeni Hilberta U a &(t) to odwzorowanie
liniowe z przestrzeni U w przestrzen H. W wyniku otrzymuje si¢ proces o
wartosciach w przestrzeni Hilberta H. W naszym przypadku, dla dowolnego
t>0,

P(s) = S(t — s)G(u(s)), s €[0,t].
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Réwnania z szumem ogdlnym






7

Calki w przestrzeniach Banacha

7.1 Calka Bochnera

Jezeli (£2,F,P) jest przestrzenia probabilistycznai X : 2 — F jest zmienna lo-
sowa o wartosciach w oérodkowej przestrzeni Banacha, to E X interpretujemy
jako catke Bochnera. To znaczy, wymagamy, by E | X |g < oo i definiujemy

EX = lim E Xy,
N—o0
gdzie {Xn} jest ciagiem zmiennych losowych prostych, takich ze
lim E|X — X,|g — 0.
N—o0

Zauwazmy, ze dla zmiennych prostych Z,
[EZ|p <E|Z|p.

Stad ciag {E X} spelia warunek Cauchy’ego

EXy —EXy|leg<E| Xy —Xulg<E|Xy-—X|g+E| Xy —X|g—0
gdy N, M — co. Ci ag {E Xy} jest zbiezny i jego granica nie zalezy od ciagu
aproksymujacego

[EXy —EXN|g <E|Xy —XnlE<E|Xy—X|g+E|X — Xy|g — 0,
gdy N — oo.

Pozostaje do pokazania istnienie ciagu aproksymujacego. Wybieramy zbiér
gesty {v1,v2,...} w E. Dla dowolnych N i w € 2 definiujemy Xy (w) jako
ten z wektoréw vy, . .., vy, ktéry ma najmniejszy indeks i jest najblizej X (w).
Wtedy

X (w) = X ()]s | 0.

Poniewaz E | X |g < 0o, mamy E | Xy — X|g < oo dla dowolnego N i dlatego
EXy = X|p—0  gdy N — oo.
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7.2 Warunkowa wartosé¢ oczekiwana

Lemat 7.1 Jezeli X jest catkowalna, to dla dowolnego o-podciata & C §
istnieje doktadnie jedna &-mierzalna zmienna Z, taka zZe

/Xd]P’:/Zd]P, VAe€®.
A A

Dowéd jedynosé. Dla dowolnego ¢ € E*,

[ vxiae= [ vz = [ vz,

czyliy(Z) = ¢(Z'), P-prawie wszedzie z jednoznacznosci warunkowej wartosci
oczekiwanej dla przypadku rzeczywistego. Stad ¢(Z — Z’) = 0, P-prawie
wszedzie i dlatego Z — Z' = 0, P-prawie wszedzie. Tutaj, korzystamy z faktu,
ze jezeli Y(Y) = 0, P-prawie wszedzie dla dowolnego ¢ € E*, to Y = 0, P-
prawie wszedzie. Istotnie, zalézmy, ze P(|]Y|g > 0) > 0. Istnieje punkt a # 0,
taki ze P(|Y — a|g < €) > 0 dla dowolnego € > 0 i w szczegdlnosci

P(|Y—a|E < %) > 0.
Rozwazmy ¢ € E* taki, ze ¢(a) = |a|g oraz |¢|g~ = 1. Wtedy z dodatnim
prawdopodobienstwem

a
[6(¥) ~ lalsls = (Y ~ )5 < ¥ ~ als < 142
Dlatego
2|la E
w()] > 24l

z dodatnim prawdopodobienstwem, co prowadzi do sprzecznosci. [

Dowdd istnienia. Latwo sie pokazuje istnienie dla zmiennej losowej X pro-
stej. Ponadto, dla X prostej zachodzi oszacowanie

EIE(X | &)y <E[X|g.

Nastepnie dowodzi sie¢ istnienie przez aproksymacje X ciagiem zmiennych lo-
sowych prostych. Mozna wzias¢ ciag aproksymujacy z konstrukeji calki Bo-
chnera. [J

Lemat 7.2 Jezeli E|X|g < oo, to

E(X &)z <E (X|z|6). (7.1)
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Dowdéd. Jezeli
N
X =3 axa.,
j=1

gdzie Ay, ..., AN sa roziaczne, to

E(X|8) =) oE(xa, | ®)

i wtedy
N
E(X | 8)lp < lalpE(xa, | ©)
j=1
N
<E Z|Ij|EXAj | &
j=1
<E(X|g|®)
oraz

E|E(X | 8)|; <E|X]s.

Ogodlnie, niech { X5} bedzie ciagiem funkcji prostych takich, ze | X — X n|g | 0.
Woéwcezas E| Xy — Xp|g — 0. Tak wiec

E|E (Xy|®)—E (Xy | 8)|p <E|Xy — Xun.

Stad ciag Zny = E (Xx | &) jest zbiezny w L1(§2, &, P; E) do pewnej zmiennej
Z. Poniewaz

/XNd]P’:/ZNd]P’, VAe®,
A A

to mozna przej$¢ do granic. Otrzymujemy wiec

/XdIP’:/Zd]P’
A A

co dowodzi (7.1). O

7.3 Martyngaly

Niech (£2,F, (F¢)t>0,P) bedzie filtrowana przestrzenia probabilistyczna. Pro-
ces X (t), t > 0 o wartosciach w osrodkowej przestrzeni Banacha jest martyn-
gatem, gdy

E(X(t) |Ss>:X(S)a vVt >s.
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Lemat 7.3 Jezeli X(t), t > 0, jest martyngaltem, to |X(t)|g, t > 0, jest
podmartyngatem.

Dowéd.
E(XOle|8s) = [E(XQ)[Fs)lp = [X(s)|p-
O

Lemat 7.4 (nieré6wnosé Jensena) Jezeli i jest funkcjq wypukta, a Z rze-
czywistq zmienng losowq taka, ze E|Z| < oo oraz E|[Y(Z)] < oo, to dla do-
wolnego o-podciata & ciala § zachodzi nierownosé

Y(E((Z]6)) <E (v(Z)] ), P — prawie wszedzie.
Dowdéd. Istnieja ciagi rzeczywiste {an} i {b,}, takie ze
¥(§) = sup(an + bn&) =sup ¥y (§), €R

Ze wzgledu na liniowo$¢ i monotoniczno$é warunkowej wartosci oczekiwanej
otrzymujemy

U (E(Z]®)) =E (¢n(2) | &) <E(4(2) | 8).

O

Lemat 7.5 Jezeli Z(t), t > 0, jest podmartyngatem, a v jest funkcja rosnaca
wypukta, to Y(Z) jest réwniez podmartyngatem.

Dowdéd. Niech Z(t), t > 0, bedzie podmartyngatem, czyli
E (Z(t)|Fs) > Z(s).
Jezeli ¢ rosnaca, to
(E(Z(t) [s) = ¢ (Z(5)) -
Jedli dodatkowo ¢ jest wypukla, to

Y (E (Z(1) | 3:) <E(Z(t) [ Fs),

czyli
P(Z(s) <E(Z(1) |8s), t=s

O

7.4 Wlasnosci martyngalow

Jako natychmiastowy wniosek z Lematéw 7.3 i 7.5 mamy nastepujacy fakt.
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Lemat 7.6 (i) Jezeli X(t), t > 0, jest martyngatem o wartosciach w osrodko-
wej przestrzeni Banach a E oraz ¢ : [0,00) — [0,00) jest funkcja rosnacq i
wypukta, to ¥ (|X(t)]), t > 0, jest podmartyngatem.

(i1) Jezeli X(t), t > 0, jest martyngatem o warto$ciach w E, to dla p > 1,
| X (t)|%, t > 0 jest podmartyngatem.

Przypomnijmy klasyczne maksymalne nieréwnosci dla podmartyngaléw z cza-
sem dyskretnym.

Lemat 7.7 (nieréwnosci Dooba) Jezeli Z,, n = 1,... jest nieujemnym
podmartyngatem, to dlap>11i A >0,

1
p
P (sgp Dy > /\) < 0 sngZn.

Ponadto
1/p D
<IE sup Zﬁ) < ——7sup(E zn)Mr.

- n
Dla czasu ciaglego mamy mamy nastepujace klasyczne nierownosci.

Lemat 7.8 (nieré6wnosci Dooba dla czasu ciaglego) Jezeli X(t) jest
ciagtym martyngatem, p > 1, to

P » \* » \?
B (swplxl) < (525) swEixopr < (-2) Bxar
t<T p—1) <1 p—1

Dla calki stochastycznej wzgledem d-wymiarowego procesu Wienera znane sa
nastepujace nieréwnosci.

Lemat 7.9 Jezeli
t
X(t) = / o(s)dW (s), t>0,
0

gdzie ¢ : 2 x [0,00) — M(d X n) jest procesem adoptowalnym, to

¢ 1/2
1/2
EIX Ol < EXOR)" = (2 [ 16612 0 mezmids)

Ponadto dla p > 1 istnieje uniwersalna stata c,, taka ze

p p

T
E sup /0 o(s)dW (s)

<cE
t<T n

/ ()W (s)

R R~

W szczegolnosci

t T
Bswp| [ G6aW(s)| @B [ 10GE, mmnd

2
t<T Rn
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Calka stochastyczna w wymiarze skonczonym

8.1 Calka stochastyczna wzgledem rzeczywistego procesu
Wienera

Zalézmy, ze A = (02,5, (Ft)t>0,P) jest filtrowana przestrzenia probabili-
styczna oraz niech W bedzie rzeczywistym procesem Wienera na .

Przypomnijmy, ze W (t), t > 0 jest procesem o ciagtych trajektoriach,
EW (@)W (s)=tAs, t,s > 0.

Ponadto, rozktady W sa gaussowskie L(W (t)) = Ny i przyrosty W (t) — W (s)
i W(s), t > s >0 sa niezalezne.

Bedziemy zakladali, ze dla ¢t > 0, W (t) jest §; mierzalne oraz, ze dla dowol-
nych ¢ > s > 0, W(t) — W(s) jest niezalezne od §;. W szczegdlnosci, przy
odpowiednich zalozeniach catkowalnosci, dla dowolnej §s-mierzalnej zmiennej
losowej Z i dla dowolnej funkcji mierzalnej v,

E Z(W (1) — W(s)) = EZE (W (t) — W(s)).

Calke Ttd fot ¥ (s)dW (s) dla mierzalnego i adoptowalnego procesu ¢ (s), s > 0
definiuje sie najpierw dla proceséw prostych

1/} = Z w(ti)x[ti7ti+1)a

gdzie to = 0, {t;} ciag rosnacy oraz ¢ (¢;) jest F-mierzalna i ograniczona dla
i=0,1,.... Wtedy

oW (s) = 3 tte) (W (b £ ) = Wit 10).
k

Wéwcezas mamy nastepujaca tozsamosé izometryczna
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E </Ot 1/)(s)dW(s))2 =E /Ot P2 (s)ds.

Ponadto zachodzi nier6wnos¢ Barkholdera—Davisa—Gundy; dla 7" > 0, p > 0

istnieje ¢, > 0, taka ze
p T p/2
<cE </ w2(s)d8> .
0

Stad calke stochastyczna rozszerza sie najpierw na procesy adaptowalne 1,
dla ktoérych

E sup
0<t<T

/ () (s

T
E / P?(s)ds < o0, T >0,
0
a nastepnie przez lokalizacje
t
| 00 W),

gdzie
t
™ = inf{tzo:/ Y?(s)ds > N}, N eN,
0

na klase wszystkich proceséw adoptowalnych dla ktérych
T
IP’(/ 1/12(8)(18<oo> =1, T>0.
0

T
E/ Y2 (t)dt < oo, VT >0,
0

Jezeli

to proces
t
[ oawes),  tzo
0

jest ciaglym (§;)-martyngalem catkowalnym z kwadratem.

8.2 d-Wymiarowy proces Wienera
Niech Wy, ..., Wy beda niezaleznymi procesami Wienera okreslonymi na fil-

trowanej przestrzeni probabilistycznej . Niech {¢;} beda adoptowalnymi rze-
czywistymi procesami spekliajacymi

T
IE/ Y2 (s)ds < oo, T >0.
0
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Wéwecezas
E ([ / W) / t %—(r)dwg-(r)} | s) —0, it t>s

Tak wiec, dla adaptowalnego processu ¢ o warto$ciach macierzowych M (dxn)
mamy

t
=B [ IR sy

Ponizej przedstawimy metode aproksymacji procesu adoptowalnego procesami
prostymi. Jezeli ¢ ma ciagle trajektorie i jest jednostajnie ograniczony, to ciag
aproksymujacy {1y} wybieramy w nastepujacy sposéb

41

_ N
YN = 21/1@;' )X[t]N,tN )
J
gdzie {t;v } jest zageszczajacym sie ciagiem podzialéw [0, 00). Wéwezas mamy

T
E/ (hn () — () dt — 0, T >0.
0

Jezeli 1) adoptowalny i jednostajnie ograniczony to jako ciag aproksymujacy
mozna wybraé ciag

N = on(t) * 1),

gdzie ¢ = Nx[_1/n,0)- Wynika to, patrz Lemat 2, z nastepujace]j nier6wnosci
Younga.

Lemat 8.1 (nieré6wno$é Younga) Dla dowolnych f € L'(R), g € L*(R)
splot f* g € L2(R) oraz

I[f*gllez@) < Il - lgllL2@)-

Dowéd. Mamy

||f*g||%2(]R>Z/]R(/]R Ig(f—3)||f(8)|d8>2dt-
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Z nieréwnosci Schwarza

[late=1sas < ([ 1ot~ 8)|2|f(8)|d8>1/2 ([ i)

1/2

Stad
2
( / Ig(t—s)llf(s)lds> < ( / Ig(t—s)lzlf(s)lds) Al
R R
Tak wiec
2

/ ( / Ig(t—s)llf(s)lds) at < |11z - l91Bag - 111 e

[l

Lemat 8.2 Niech ¢ € L2(R) 1N = NX[—I/N,O]- To

/R v #p(t) 2dt < / G ()dt

oraz
/ |on * () — 1/)(t)|2 dt -0 gdy N — oo.
R
‘Whniosek. Jezeli

T
IE/ Y2(s)ds < 0o, VT >0,
0

to .
E/ b % () — p(B)2dt — 0 gdy N — oo.
0
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Calka stochastyczna w przestrzeni Hilberta

W tym i nastepnych wykladach kazda przestrzen Hilberta bedzie przestrzenia
osrodkowa i rzeczywista. Niech A = (£2,F, (§¢)i>0,P) bedzie filtrowana prze-
strzenia probabilistyczna oraz niech H bedzie przestrzenia Hilberta.

Definicja 9.1 Niech Q bedzie symetrycznym operatorem Sladowym na H.
Proces W : £2 x [0,00) — H jest procesem Wienera w H z operatorem kowa-

riancii Q, gdy:

(i) W jest adaptowalny, mierzalny i o ciqglych trajektoriach w H,

(1))W(0) = 0, W ma przyrosty niezalezne i dla dowolnych t > s >0, W(t) —
W (s) nie zalezy od §s,

(iiijozktad L(W (t) — W (s)) = N(0, (t — 5)Q), t > s > 0.

Przypomnijmy, ze element losowy X w H ma rozktad gaussowski N'(0, Q) gdy
dla dowolnych elementéw hq, ..., h, € H wektor losowy w R™,

(<X7 h1>H7"'7<X7hn>H)

jest gaussowski oraz
EX, M u(X,9)n = (Qh.g)n,  h,g€H.

Niech W bedzie procesem Wienera o wartosciach w H i o operatorze kowa-
riancji @ > 0. Operator @) musi by¢ nieujemy, zwarty i o skoniczonym $ladzie.
Niech {Ax} i {er} beda ciagami wartosci wlasnych i wektoréw wiasnych Q.
Mozna zaktadaé, ze ciag {e} tworzy baze ortonormalna U. Z definicji procesu
Wienera wynika, ze procesy

ek
Wkt=<Wt,—> , k=1,2,..., 9.1

(t) ®: 5 . (9-1)

sa dobrze zdefiniowane dla wszystkich k takich, ze A\, > 0. Dla k takich,
ze A\, = 0, wprowadzamy sztucznie niezalezne unormowane (standardowe)
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procesy Wienera Wy. Zauwazmy, ze {Wy} sa niezaleznymi standardowymi
procesami Wienera. Jest tak dlatego, ze dla dowolnych h,g € H, s,t > 0,

EW (), h)u(W(s),g)u = s Nt (Qh, g) 1.

W szczegolnodci

oo —ent (0 2

1 Ak
= t— . == t -
sA oY Ailen, ey = sA \/ N Ok,

0, gdy k #1
sAt, gdy k=1.

Dla gaussowskich zmiennych losowych nieskorelowanie pociaga niezaleznos¢,

dlatego procesy Wy, k =1,2,..., sa niezalezne. Poniewaz dla dowolnego = €
H,
T = Z(m, €r) Hek,
k
to

W(t) = Z<W(t)aek>H€k

k

i w konsekwencji

W(t) = ; m<w<t>, j_;_k>Hek _ zk; % Wi (e

Odwrotnie, jezeli Y A\ < oo i {e} jest baza ortonormalna H, a {W} jest
ciagiem niezaleznych unormowanych rzeczywistych proceséw Wienera, to pro-
ces W zdefiniowany jak

W(t) =Y VA Wi(t)er, >0, (9.2)
k

jest procesem Wienera z operatorem kowariancji ) zadanym wzorem

Qh:Z/\Mh,eQHek, heH.
e

Twierdzenie 9.1 Z prawdopodobieristwem 1 szereg definiujacy proces W
wzorem (9.2) jest zbiezny jednostajnie na dowolnym skoriczonym przedziale.
Stad w szczegolnosci proces W ma ciagte trajektorie w H.

7 kazdym procesem Wienera mozemy zwiazaé¢ podprzestrzen Hy = QY2H
przestrzeni H, ktora staje sie przestrzenia Hilberta z iloczynem skalarnym
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(hy O = (@21, Q7 g m.

Przypomnijmy, ze dla dowolnego operatora liniowego L przeksztalcajacego
przestrzen Hilberta H w przestrzent Hilberta U przez L~ oznaczamy operator
liniowy dzialajacy z L(H) C U w H wedlug wzoru

dlaae L(H), L ‘'a=0b,

gdzie b jest elementem zbioru {c: Lc = a} o najmniejszej normie. Zauwazmy,
ze wektory

ka\/)\kek, k=1,2,...

tworza baze ortonormalna Hyy,

(fer forw = (@ 2 1. Q2 fi)m
= (V2 Q7Y 2e,, VN QT ek

= (ex, €1)H-

Zupelnoéé¢ wynika z faktu, ze Hy = Q~/2H. Zauwazmy, ze

W(t) = Wifr,

gdzie { fi.} jest baza ortonormalna Hyy . Ze wzgledu na przestrzen Hyy, proces
Wienera ma identycznosciowy operator kowariancji. Méwi sie, ze jest on ze
wzgledu na Hw cylindrycznym procesem Wienera. Przestrzen Hy nazywac
bedziemy jadrem reprodukcyjnym W.

9.1 Calka jako izometria

Niech W bedzie procesem Wienera na przestrzeni Hilberta U. Naszym celem
jest zdefiniowanie

Aiw$MV@x £ 0,

gdzie ¢ jest procesem o warto$ciach bedacych operatorami liniowymi (nieko-
niecznie ciagtymi) z przestrzeni U w przestrzen Hilberta H.

Lemat 9.1 Jezeli & jest zmienna gaussowska w przestrzeni Hilberta U, L(§) =
N(0,Q), a I jest ciggtym operatorem liniowym z U w H, to ' jest réwniez
zmienng gaussowskaq i L(I'E) = N (0,I'QI™). Co wiecej,

E|T¢% = I0QYIB o
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Dowéd.

Niech {ey} bedzie baza ortonormalna U wektoréw wlasnych Q. Wéwcezas fi, =
Q'/?ey, jest baza ortonormalna H = Q'/2U. Tak wiec

TeIQI™ = TrI*IQ = T+ Q2 rQY? =" <F*FQ1/2ek, Q1/2ek>U
k

—Z (LI fi, fi) U Z|ka|H_||F||L(HS)HH)

O

Lemat 9.2 Niech ¢ bedzie operatorem liniowym ograniczonym z U w H,
wiedy

E|oW )5 = tISlZ ,rs) e .10
gdzie Hy = QY/2U jest jadrem reprodukcyjnym W .

Stad latwo dowodzimy, ze procesy calkowalne powinny przyjmowaé wartosci
w Ligs)(Hw, H). Jezeli ¢ jest adaptowalny i mierzalny oraz

T
E /O 62 s oy )5 < 00,
to

¢>dW

_E/||¢ N2 e, s <00, t<T.

Ogodlnie definiujemy calke dla proceséw mierzalnych i adaptowalnych spelnia-
jacych

</ (L sy (w117 45 < oo) =1, T>0

9.2 Wzor It6
Wzér 1t6 pelni w teorii calki stochastycznej szczegélna role. Nam postuzy do
dowodu nieréwnoéci Burkholdera—Davisa—Gundy’ego.

Twierdzenie 9.2 Niech W bedzie procesem Wienera na przestrzeni Hilberta
U z operatorem kowariancji Q. Zatézmy, Ze z jest procesem Ito, to jest

dz(t) = ¥(t)dt + ¢(t)dW (¢), t>0,

gdzie 1 1 ¢ sa mierzalnymi i adoptowalnymi procesami o wartosciach odpo-
wiednio przestrzeni Hilberta H i przestrzeni operatorow Lgsy(Hw, H), gdzie
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Hw = QY2U jest jadrem reprodukcyjnym W. Zaktadamy, e dla wszystkich
T >0,

T T
P (/0 [ (t) |t < oo) =1=P (/O ATy, (w11 A < oo> :

Wéwczas dla f € C*(H;R),
A (1)) = (DFE), =) i + 5 Try [0 (D2 (=()0(0)] dt

(DGO 0O + 3T (67O 0)000)] | a
D ((0). oW (1) .

W tezie twierdzenia
Tryy, [¢°(1)D*F(2(1)p(1)]

jest $ladem operatora ¢*(t)D? f(2(t))¢(t) rozumianego jako operator z jadra
reprodukcyjnego Hyy procesu Wienera W w przestrzen H. Slad ten jest iden-
tyczny z

™ [(60@"2) D2f(2(0) (6()QV?)]

traktowanego jako operator z U w H. Dowdd wzoru Ité dla proceséw przyj-
mujacych wartosci w przestrzeni Hilberta mozna znale$é w [9], str. 105.

Poniewaz ¢(t) traktowany jako operator z Hy w H jest Hilberta—Schmidta,
lub réwnowaznie ¢(t)Q'/? jest operatorem Hilberta-Schmidta z U w H, dla-
tego powyzsze $lady sa skoriczone przy (minimalnym) zalozeniu, ze D? f(2(t))
jest operatorem ograniczonym z H w H.

W zastosowaniach potrzebny bedzie nam nastepujacy lemat dotyczacy po-
chodnej funkcji f(z) = |z|P, gdy p > 2. Jego prosty dowdd pozostawiamy
czytelnikowi.

Lemat 9.3 Dla dowolnego p > 2 funkcja F : H > x — |z|P € R jest klasy
C?(H;R) oraz
Df(x) = pla|P~?z, D*f(x) = pla[P"*I +p(p - 2)|z/" 'z ®

gdzie a® b oznacza operator przyporzadkowujacy y element a(b,y) . Ponadto
zachodzi os zacowanie

D2 f ()| (o, my < pleP~2 + p(p — 2) [P~ *|z|?
< (p+pp-2) P2
<plp—1)zfP2



106 ROZDZIA1 9. CALKA W PRRZESTRZENI HILBERTA

Twierdzenie 9.3 (nieréwnosé Burkholdera—Davisa—Gundy’ego) Za-
tozmy, ze W jest procesem Wienera w U z jadrem reprodukcyjnym Hy . Niech
p > 1, H przestrzen Hilberta oraz niech

¢: 82 x[0,00) = Ligs)(Hw, H)
bedzie procesem mierzalnym 1 adaptowalnym spelniajacym warunek

T p/2
E </O ||¢(t)||2L(HS)(HW,H)dt> <oo, VT >0.

Wowczas dla dowolnego T' > 0,

p T p/2
< ( | ||¢<s>||%<HS)<HW,H>ds>
H 0

z ungwersalng (niezalezng od ¢ i W) stalq cp.

/ ()W (s)

E sup
t<T

Dowdéd. Rozpatrzymy jedynie przypadek p > 2. Proces

Z(t)_/o S(s)dW(s), t>0

jest ciaglym martyngalem catkowalnym z kwadratem. Stad |Z(¢)[%;, t > 0 jest
ciaglym podmartyngalem. Z nieréwnosci Dooba dla ciaglych podmartyngaléw
otrzymujemy

p
E sup |Z(t)[5; < <L) E|Z(T)[%, T>0.
t<T p—1

W szczegodlnosci gdy p = 2, otrzymujemy

2

E sup <4E
H

t<T

T 2
/0 6(5)dW (5)

H

/ 5()dW (s)

T
AE [ IO, o s
Gdy p > 2, to stosujac wzér Ité do Z i f(x) = |z|P otrzymujemy
1Z(O) = p1Z()I5 *(Z(1), ()W (1) 1 + %Tr (6" (D f(2(1)9(t)] dt.

Nasze zalozenie calkowalnosci gwarantuje, ze proces

p / Z(S)EHZ(s), Ss)AW ()
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jest martyngatem i dlatego jego wartos¢ oczekiwana jest réwna 0. Stad

B|Z(0lf = 3B [ Tro ()D21(Z(5)o()ds.
0
Ale
| Tr ¢*(s)D*f(Z(s))d(s)ds|
< ||¢*(5)||L(Hs>(H,HW)||D2f(Z(S))||L(H,H) ||¢(5)||L(Hs)(HW,H)
NSO s, w1y P2 = D | Z() 2,
Czyli

plo—-1) . [ -
B120f < e [ 2100, 000

plp—1) o [* 2
< oo E[ilng(U)@ / [

(stosujac nieréwnos$é¢ Holdera)

_ (p—2)/p
< pp—1) (IE Sup|Z(u)|p>
2 u<t

t p/2\ 2/P
x (E ( / ||¢(s>||%(HS)<HW,H>ds> )

(z nieréwnosci Dooba)

2 (oY )

t p/2\ 2/P
(E(/ ||¢<s>||%(HS)<HW,H>ds) ) .

Po uproszczeniach otrzymujemy

(E|Z@0)) "7

- (p<p2_ 1)) (pf 1) e

Stad teza ze stalg
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t p/2\ 2/P
(E(/ [ZCTA—y ) .
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Uwaga. Dla 1 < p < 2 z nieréwnoéci Dooba otrzymujemy nastepujacy war-
iant nieréwnosci Burkholdera-Davisa—Gundy’ego. Mianowicie stosujac naj-
pierw nieréwnos¢ Dooba a potem Holdera otrzymujemy

p p
S(L> E
H p—1
2
p
S(%) E
p= H

» \? T »/2
2
< (p— 1) <E/o ||¢(S)||L(Hs)(HW,H)dS> ‘

E sup
t<T

[ ot

P
H

/ () (s)

p/2

[ otame)




10

Stabe i calkowe rozwigzania stochastycznych
rownan ewolucyjnych

Niech A bedzie generatorem Cy-pSlgrupy S(t), ¢ > 0 na przestrzeni Hilberta
H. Niech W bedzie proces Wienera na przestrzeni Hilberta U z operatorem
kowariancji @ i jadrem reprodukcyjnym Hy = Q/?(U). W réwnaniu

dX = (AX + F(X))dt+ G(X)dW (¢t), X(0) ==z € H, (10.1)
F' jest odwzorowaniem z H w H, a G odwzorowaniem z H w przestrzen

operatoréw liniowych niekoniecznie ograniczonych z U w H. Operatory F(x),
G(x) nie musza by¢ okreslone dla wszystkich = € H.

Progresywnie mierzalny proces X(t), ¢ > 0 o wartosciach w H nazywa sie
stabym rozwiqzaniem réwnania (10.1), gdy dla dowolnego a € D(A*) i dowol-
nego t > 0,

(a, X(t)) g = (a, X(0)) g +/O <A*a,X(s)>ds+/0 (a, F(X(s)))ds
+/0 (a, G(X(5))dW (s)) g (10.2)

Wszystkie catki wystepujace w (10.2) powinny byé dobrze okreslone.

Progresywnie mierzalny proces X(t), ¢ > 0 o wartosciach w H nazywa sie
rozwigzaniem catkowym réwnania (10.1), gdy dla dowolnego ¢ > 0,

X(t)=S#)X(0) + /t S(t—s)F(X(s))ds (10.3)

+/0 S(t — s)G(X (s))dW (s).

Oczywiscie tak jak dla (10.2) wszystkie calki wystepujace w (10.3) powinny
mieé¢ dobry sens, a réwno$¢ jest rozumiana jako réwnosé¢ P-prawie wszedzie.
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Metatwierdzenie. Klasa rozwiazan stabych jest identyczna z klasa rozwiazan
calkowych.

Jest to metatwierdzenie, bo zalozenia dotyczace wspdlczynnikéow nie sa w
nim precyzyjnie sformutowane. Dowéd réwnowaznosci dla konkretnych klas
rownan przebiega zawsze w ten sam sposéb, ktory mozna naszkicowac nastepu-

jaco.
Dowdd, ze slabe jest calkowym. Pokazemy, ze jezeli X jest rozwiazaniem
stabym, to X jest rozwiazaniem catkowym. Dowdd przebiega w dwéch krokach.

Krok 1. Jezeli progresywnie mierzalny proces X (t), t > 0, spelnia dla dowol-
nego a € D(A*) réwnanie

(a, X(t))g = {a, X (0)) g —l—/o (A%a, X (s))uds

+ / (@, $(s)) s + / (a, B()AW () 1.

to dla dowolnego odwzorowania ((s), s > 0, nalezacego do C'([0,00); D(A*))
mamy

t

(€(t), X(6) 1 = (C(0). X(0))t + / (A*C(s) + C'(5), X (5)) prds s

+ / (C(s), (s mrds + / (C(s), 6(5)dW (5)) 1.

Dowdd réwnosci (10.4) przeprowadzamy najpierw dla specjalnych odwzo-
rowaii z(s) = g(s)a, s > 0, gdzie a € D(A*), a g € C1([0,00);R!). W tym
celu stosujemy wzdr Itd do iloczynu g(s), s > 0 i procesu (a, X (s)) g, s > 0.
Mianowicie

d(z(s), X(s))u = dg(s){a, X (s))n

Nastepnie stosujemy lemat moéwiacy, ze dla dowolnego 1" > 0 odwzorowania
postaci g(s)a, s € [0, T}, gdzie a € D(A*), a g € C*([0,T]), sa liniowo geste w
przestrzeni C1([0,T]; D(A*)). W koticu przechodzac do granicy pokazujemy
(10.4) dla wszystkich odwzorowan z € C*([0,T]; D(A*)).
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Krok 2. Dla ustalonego t > 01 a € D(A*) definiujemy z(s) = S*(t — s)a,
s € 10,t]. Wtedy 2/(s) = —A*z(s), s € [0,1]. Stad

@ X0 = (5" ()a, X)) + / (5% (t — 8)a,p(s)) rds

—I—/O (S*(t — s)a, p(s)dW (s))u .-
Czyli .
(a, X (t)) <a, S(t)X(0)+ / S(t— s)(s)ds

+ /O S(t - s)¢(8)d(‘)’V(S)>

Poniewaz réwno$é (10.5) zachodzi dla elementéw a € D(A*), a wiec dla zbioru
gestego, to zachodzi dla wszystkich a, a stad

(10.5)

X(t) = S()X(0) + /0 S(t — s)y(s)ds + /0 S(t — )é(s)dW (s).

O

Dowdd, ze catkowe jest stabym. Pokazujemy, ze jezeli X jest rozwiazaniem
catkowym, to X jest rozwiazaniem stabym.

Korzystamy ze stochastycznego twierdzenia Fubiniego. Niech (F,E&) bedzie
przestrzenia mierzalna i niech p bedzie skonczona miara na E. Niech Hy
bedzie jadrem reprodukcyjnym W, a H przestrzenia Hilberta.

Twierdzenie 10.1 (stochastyczne twierdzenie Fubiniego) Zaldzmy, ze
dlat>0,x€E, ¢t,x) € Ligs)y(Hw, H) i

- 1/2
/E(]E/O ||¢(s,:b)||%(HS)(HW7H)ds> 1(dz) < 00, ¥T >0

oraz, Ze ¢ jako odwzorowanie z [0,00) X E x 2 w Liggy(Hw, H) jest progre-
sywnie mierzalne. Wtedy dla T > 0,

/E /OT¢(S,x)dW(S) u(d:c)z/OT [E¢(s,x)u(dgc) AW (s).

catka Ité catka Bochnera

Dowdéd stochastycznego twierdzenia Fubiniego mozna znale$é w ksiazce [9].
Stosujemy powyzsze twierdzenie dla E = [0, 7], p miary Lebesgue’a i

o(r,s) = X[0,5)(r)S(s — 7)p(r).

Zalézmy dla uproszczenia oznaczen, ze
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X(t) = /O St — 5)6(s)dW ().

Niech a € D(A*). Wtedy

/Ot<A*a,X(S)>Hds = /Ot <A*a, /Ot X[o,5] (1) S (s — r)¢(r)dW(r)> ds

H

i ze stochastycznego twierdzenia Fubiniego mamy

/ (A*a, X (s))pds
0

_ <A*a,/0t (/Otx[o,s] (r)S(s — r)(b(r)dW(r)) ds>H
- <A*a, /0 t ( /0 0. (r)S (s — r)ds) ¢(r)dW(r)>H.

/ (A*a, X (s))pds
0

_ <A*a7/0t (/Otx[o,s] (r)S(s — T)ds) ¢(T)dW(T)>H

_ /Ot </Ot X(0.s)(r)S* (s — 1) A*ads, ¢(r)dW(r)>

_ /Ot </t S*(s — r)A*ads, ¢(r)dW(r)>H
_ /0 t < / t (diss*<s - r>a> ds,¢<r>dW<r>>H

_ /0 (S*(t = r)a — a, $(r)dW (1))

= (o [ st-noware) (o ‘s

/Ot (A%a, X (5)) yy ds = (a, X (1)) — <a, /Ot ¢(7~)dW(7~)>H

Stad

H

i dlatego

(a,X(t)}H—/O <A*a,X(s)>Hds+/0 {a,d(s)dW (s))H.
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Elementy faktoryzacji

Metoda faktoryzacji pozwala dowodzi¢ istnienie ciaglych wersji procesow
stochastycznych. Wykorzystuje on wlasnoéci tak zwanych operatoréw Liou-
ville’a-Riemanna.

11.1 Wymiar skonczony

Kluczowym faktem dla metody faktoryzacji jest wlasnosé pétgrupowa opera-
toréw Liouville’a—Riemanna I,. Mianowicie, dla a € R, a > 0 i funkcji f
potézmy

I, f(t) = m/o =3 (t — )L f(s)ds, t>0.

Twierdzenie 11.1 Dla dowolnych o, > 0 i a € R mamy
Ioip = 1a13.

W szczegdlnosci dla o € (0,1),
L =1,

Twierdzenie wynika z nastepujacego lematu.
Lemat 11.1 Dla o > 0, 3 > 0,
1
16— L(a)I'(B)
1— ) 1P gy = =22 11.1
| a-o o (1L.1)
gdzie
I(t) :/ et te dr, t>0.
0
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Dowéd. Rozpatrzmy tak zwany rozktad gamma f, g,

1
fap(@) = =—=alzf e 1> 0.
"= T

Zauwazmy, ze
fa,8* fary = fa,8+4; (11.2)

gdzie x oznacza operacje splotu. Jezeli f i g sa gestosciami miar probabili-
stycznych na (0,00), to f * g jest réwniez gestoscia miary probabilistycznej.
Ponadto

f*gx / flx—v)g(y)dy, z=>0. (11.3)
Dla dowodu (11.2) startujemy z (11.3),

bty 1o
fa,p* fa,'y(x) = We /0 (- y)ﬁ 1yV 1dy
= 7F(O§;;’Y(7) e~ gty =1 /01(1 —v)P "y
_ 1 00T Bty —1 o B+ rg+y [ gy
AR e GGy )
= P M ' — )87 1w
= ool s [ =y

Prawa strona (11.4) jest gestoscig miary probabilistycznej i fa g+~ jest gesto-
$cia miary probabilistycznej, dlatego zachodza (11.1) i (11.2). O

Lemat 11.2 Niech % < o < 1. Istnieje stala ¢ = cqp taka, zZe dla f €
Lr(0,1),

a—1
|Iaf(t) - Iotf(s)l S Clt - S| P |f|LP(O,1)7 tu s € (07 1)

Dowdéd. Niech 0 < s < t < 1 i dla uproszczenia rachunkéw przyjmijmy, ze
a =01, ze w definicji I, nie wystepuje stala 1/I'(a). Wtedy

Iaf(t) - Iaf(s)
t s
= / (t —v)* " f(v)dv + / ((t- v)* !t — (s — U)O‘_l) f(v)dv
s 0
=Ji + Js.
Niech ¢ bedzie takie, ze 1/p+1/¢ = 1. Dla J; mamy nastepujace oszacowanie

t t 1/q 1/p
it < [ =gl < ([ - o) ( [ropa)
t—s 1/q
</ Uml)qdﬂ) |flzr(0,1)
0

a1
< (t=9)""7|flLr,1)-

IN
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Aby oszacowaé Jo, zauwazmy, ze

A < JRCERE vwl)qdv) % oy
Dlaa>biqg>1 mamy
(a —b)? < a?—b.

Dlatego

| Jo]? < /0 ((S _y)le=Da (¢ v)(afl)lI) dv |f|qu(071)
(t — s)(@=Datl N sle=1Da+1 _ pla—1)g+1 1
(a—1)g+1 (a—1)g+1 Lr(0,1)
(t — s)le=Da+1 .
>~ W |f|LP(O)1)7

co koniczy dowéd. [

11.2 Wymiar nieskonczony

Niech S(t), t > 0, bedzie Cp-pdlgrupa na osrodkowej przestrzeni Banacha E.
Potézmy

I f(t) = /0 (t —v)*" 1St —v) f(v)dv

_ /t WS (0)f(t — v)dv, ¢ >0,
0

Uzywajac symbolicznego zapisu et = S(t), definicja I, pokrywa si¢ z do-
ktadnoscia do czynnika 1/I'(«) z definicja oparatora Liouville’a-Riemanna
wprowadzona w poprzednimm paragrafie.

Twierdzenie 11.2 Jezeli o > % i feLP(0,T;E), toI,f € C([0,T]; E).

Dowdéd. Zauwazmy, ze dla t € (0, T,

/0 (t —v)* 1St —v) f(v)dv

E

< (/ot(t _ v)ml)qdv)l/q </Ot 1S(t — v)f(v)l%dv)l/p (11.4)

fla=Dat1 \ V4
S(m) M|f|r0,1:E)

< CT* | flre(o,r;E)-
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Niech 0 < s <t <T. Wtedy
Lo f(t) = Lo f(s)
= /t v LS (v) f(t — v)dv + /S v LS (W) (f(t —v) — f(s —v)) dv.

0
Dlatego, dla pewnej stalej My > 0,

1/q

t
L () — Laf(s)]e < M < / v<a-”wv> Flororm

s 1/q S 1/17
+Mryp (/ U(O‘_l)qdv> (/ |f(t—v) = f(s—v)|% dv) :
0 0

Twierdzenie zachodzi wiec, gdy («—1)g > —11 f jest funkcja ciagla. Jezeli f €
L?(0,T; E), to istnieje ciag fn, € C([0,T]; F) taki, ze f, — f w LP(0,T; E).
Stad na podstawie (11.4), dla pewnego C' > 0,

|Iafn(t) - Iaf(t)|E = |Ia(fn - f)(t)| < O|fn - f|LP(O,T;E)7 te (O,T].

Tak wiec funkcja I, f jest ciagla jako granica jednostajnie zbieznego ciagu
funkcji ciaglych. O

Przechodzimy do dowodu ciagtosci procesu
t
Y(t) = / S(t— $)G(X () dW (s), >0,
0

gdzie X jest rozwigzaniem rownania stochastycznego ewolucyjnego z dyfuzja
G. Niech

Ya(t) = —— )/O(t—s)_aS(t—s)G(X(s))dW(s), £>0.

I'l-a«

Wtedy
Y(t) =1.Y.(t), t>0.

Jezeli proces Y, ma trajektorie nalezace do przestrzeni LP(0,T; H) z p takim,
7€ 1—17 < a < 1, to proces Y ma ciagla modyfikacje na podstawie powyzszego
twierdzenia. W szczegdlnosci, jezeli

T T
E/ |Ya(t)|%dt:/ (EYa(t)|y) dt < oo.
0 0
Twierdzenie 11.3 Jezeli dla pewnego p > 2,

T
| EIXOPdt <0 i 161 e 00w (4 lal), 2 € 8,
0

to proces Y ma ciagla wersje.
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Dowéd. Jezeli p > 2, to na podstawie nieréwnoséci Burkholdera-Davisa—

Gundy’ego, dla pewnych statych c,cy,

T
/ E|Y, (t)Pdt
0

C/OT E (/Ot|(t_S)QS(t_S)G(X(s))@m)mwﬂ) ds>p/2 dt
k[ ([a-oreas |:c<s>|2>ds)p/2 at

iE [/OT (/Ot aQadJ) " 1+ |x(s)|2)p/2ds] :

gdzie w ostatniej nieréwnosci wykorzystaliSmy nieréwnosc Younga dla splo-

IN

IN

IN

téw'. Z zalozen wynika, ze

T
E / Yo ()Pt < +oc
0

a stad teza. O

! Jezeli f € L'(R"), g € L'(R”), p > Lito f g € L*(R') i ||f * gllp < |IfI11llgllp
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Posta¢ abstrakcyjna stochastycznego rownania
ewolucyjnego

Najblizsze kilka rozdzialéw poswiecone beda:

(i) istnieniu, jedynosci rozwiazan stochastycznych réwnan ewolucyjnych z re-
gularnymi wspoélczynnikami,

(ii) przykladom, to jest stochastycznemu réwnaniu ciepla, réwnaniom falo-
wym, rownaniom na calej przestrzeni, rownaniom z opdéznieniem, réwna-
niom z szumen na brzegu,

(iii) regularnosci rozwiazan po czasie i zmiennej przestrzennej.

Bedziemy badali réwnania, ktére mozna zapisa¢ w ponizszej postaci.

12.1 Ré6wnanie abstrakcyjne

dX = (AX + F(X))dt + G(X)dW, X(0) = xo. (12.1)
W réwnaniu (12.1), A z dziedzing D(A) jest generatorem Cy-pélgrupy S dzia-
lajacej na przestrzeni Hilberta (H, |-|g), W jest cylindrycznym procesem Wie-
nera na przestrzeni Hilberta U okreslonym na przestrzeni probabilistycznej
(2,5,P) z filtracja (§¢)i>0. Bedziemy zakladali, ze warunek poczatkowy g
nalezy do H oraz, ze odwzorowania F : D(F) — Hi G : D(G) — L(U,H)
spelniaja warunki:
(F)D(F) jest gesty w H oraz istnieje funkcja a : (0, 00) — (0, 00) spelniajaca

[ a(t)dt < oo dla VT < oo taka, ze dla Vit > 0 i Va,y € D(F),

IS F(@)|a < a(t) (1+ |2u),
1S(t) (F(z) = F(y)) |z < a(t) |z —yla-
(G)D(G) jest gesty w H oraz istnieje funkcja b : (0,00) — (0, 00) spelniajaca
[T B2 (t)dt < oo dla VT < oo taka, ze dla Vi > 0iVa,y € D(G),
ISOG @)L sy w,mry < 0(8) (L +|2[m)
15(t) (G(x) = GW)) |1y v,y < B(E) |2 = Yl
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Uwaga. Poniewaz dziedziny D(F) i D(G) sa geste w H, warunki (F) i (G)
implikuja, ze dla dowolnego ¢ > 0 odwzorowania S(¢)F i S(t)G rozszerzaja
sie jednoznacznie do ciagltych odwzorowan H odpowiednio w H i L(U, H).

Rozszerzenia te oznaczaé¢ bedziemy réwniez przez S(t)F i S(t)G. Oczywiscie
dlavVt>0iVe,ye H,

|S()F(2)|a < alt) (1 + ||u) ,

IS (F(z) — F(y)) g <alt)|r—ylg (12.2)

oraz
ISOG (@)L sy 0.y < 0(E) (1 + |2]1)
15(t) (G(x) = GW)) 1L gy v, b) < B(E) |2 =yl
Uwaga. Oczywiscie z ograniczonosci ||S(¢)||r gy dla t € [0,T], T < oo
wynika, ze jezeli F': H — H i G : H — Lgg)(U, H) sa lipschitzowskie to
warunki (F)) i (G) sa spelnione.

(12.3)

Sformulujemy teraz precyzyjna definicje rozwiazania réwnania (12.1). Bedzie
to tak zwane mild solution, ktére zwykle jest rowniez rozwiazaniem stabym w
sensie rownan czastkowych.

Definicja 12.1 Mierzalny, (§t)-adaptowalny proces X : [0,00) x 2 — H jest
rozwiqzaniem réwnania (12.1) gdy:

sup E|X(1)|3 < oo, VT < o, (12.4)
t€[0,T]

t

X(t) = S(t)zo +/ S(t— ) P(X(s))ds
¢ 0 (12.5)

+/ S(t—s)G(X(s)dW(s), Vt=>0.

0

Oczywiscie réwno$é (12.5) rozumiemy P-prawie wszedzie, to znaczy, ze przy

dowolnym ustalonym t istnieje zbidr 2 € Ft, pelnej miary, to jest P({2) =1

taki, ze rédwnodé (12.5) zachodzi dla wszystkich w € (2.

Uwaga. Calki wystepujace w (12.5) sa dobrze okreslone. Pierwsza rozumiemy
jako catke Bochnera. Przypomnijmy, ze jest ona dobrze zdefiniowana gdy od-
wzorowanie podcatkowe jest mierzalne i

Ip(t) = /Ot 1S(t — )F(X(s))|gds < 00,  Vt<oo.  (12.6)

Mierzalnos$é wynika z ciaglosci S(t — s)F. Oszacowanie (12.6) pokazuje sie w
nastepujacy sposob

EIp(t) < E/Ota(t—s)(1+ X ()] 1) ds

< <1—|— sup E|X(s)|H> /ta(t—s)ds<oo.
0

s€[0,t]
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Aby calka stochastyczna w (12.5) byla dobrze okreslona, potrzeba by przy
ustalonym ¢ proces S(t — s)G(X(s)), s € [0,t¢] byt mierzalny, adoptowalny
oraz by

Ig(t) = E/O 1St = $)GX )20, 010 ds < 0. (12.7)

Mierzalno$é i adoptowalno$é sa oczywiste. Oszacowanie (12.7) wynika z (G) i
(12.4) w nastepujacy sposéb

Ia(t) < E/O B(t — 5) (1+ | X(s)))2 ds

t
<2 <1 + sup E|X(s)|§{> / b%(s)ds < oo.
0

s€[0,t]

Zanim sformulujemy gléwne twierdzenie o istnieniu rozwiazania dla (12.1)
postarajmy sie zrozumieé postaé warunkéw (F) i (G). W ponizszym przykla-
dzie pokazemy, ze “zwykly” warunek Lipschitza na G moze nie by¢ speliony
nawet w typowych i naturalnych przypadkach.

12.2 Przyklady

Stochastyczne réwnanie ciepta na odcinku (0,1) z warunkiem brze-
gowym Dirichleta. Rozwazmy nastepujacy problem Cauchego

2
T = T+ X8+ oX (1.9 G (1.6)
t>0, £€(0,1), (12.8)
X(t,0) = 0=X(t1), t>0,

X(ng) xO(g)v 5 € (07 1)7

w ktérym OW/0t jest tak zwanym biatym szumem na [0,00) x (0,1) oraz f i
g sa lipschitzowskimi funkcjami na R.

Przyjmiemy nastepujace oznaczenia: dla h : R — R oraz ¢ : D(¢)) — R niech
Np, bedzie operatorem Nemytskiego odpowiadajacym h oraz niech M, bedzie
operatorem mmnozenia przez 1, to znaczy

Nu()(€) = h(¥(§), &€ D)

oraz

Myp =,
dla dowolnej funkcji ¢ okreslonej na D(). W koricu niech M bedzie odwzo-
rowaniem przyporzadkujacym funkcji v operator mnozenia, to jest

My = M.
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Réwnanie (12.8) rozumiemy jako réwnanie (12.1) z H = U = L*(0,1) oraz
F =Ny iG=MDNg, to znaczy

F@)(€) = f(¥(8)),
GW)[l(€) == (GW)p) (&) = g (€))p(§), ¥, p e L*(0,1), £ € (0,1).

Operator A definiujemy jako operator Laplace’a z warunkiem brzegowym Di-
richleta, to jest

d*y

W@’ Y € D(A) = H*(0,1) N H(0,1).

AY(§) =
Przypomnijmy, ze dla danego obszaru @ C R? oraz m € N i p € [1,00) defi-
niujemy przestrzen Sobolewa W™?P(Q) jako przestrzen wszystkich dystrybucji
¥ € D(0), ktérych pochodne dystrybucyjne D4 rzedu |a| < m sa funkcjami
sumowalnymi z p-ta potega. Na W™?(0O) definiujemy norme

1/p
Wlwmooy = 3 ( /O |Dw<s>|pd5) .

lal<m

Przestrzen Wi"?(O) definiuje sie jako domkniecie C§°(O) w W™P(0O). Zwykle
bedziemy uzywaé oznaczenn H™(O) = W™2(0) oraz HJ*(O) = Wi (0O).

Wiemy wiec jak (12.8) interpretuje sie przez (12.1). Sprawdzimy czy F = Ny :
H—-HiG=MN,: H— L(H, H) sa lipschitowskie.

Lipschitzowskos$é¢ F' jako odwzorowanie z L?(0,1) w L?(0,1) jest oczywista.
Istotnie F' przeprowadza cata przestrzen L?(0,1) w siebie bo dla 1 € L?(0, 1)
1€€(0,1), |[F()(&)] < L1+ [¢(€)]). Odwzorowanie F jest lipschitzowskie
bo dla dowolnych v, ¢ € L?(0,1) mamy

1
F W)~ F@ a0 = [ 0O~ 1e@Pas < L [ 100 - 0P
Sprawdzamy teraz czy G () € L(L*(0,1), L*(0,1)) dlay € L?(0,1). Poniewaz
w6 = s [ @@ de
W"L2(o,1)gl |S"|L2(o 1)

mamy G(¢) € L(L*(0,1),L%(0,1)) wtedy i tylko wtedy, gdy Ny(v) €
L>(0,1). Tak wiec G : L*(0,1) — L (L*(0,1), L?(0,1)) wtedy i tylko wtedy,
gdy g jest ograniczone.

Zadanie. Pokazaé, ze nawet ograniczonos¢ g nie daje
G: L*(0,1) — Lgs) (L*(0,1), L*(0,1)) . (12.9)

Co wiecej zachodzi (12.9) wtedy i tylko wtedy, gdy g = 0.
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Pokazemy teraz, ze lipschitzowsko$¢ g pociaga za soba (G). Zauwazmy, ze
G:L>(0,1) — L (L*(0,1),L*(0,1)) .
Tak wiec G jest gesto okreslone. Ustalmy teraz ¢t > 0. Sprawdzimy, ze
S(t)G(u) € Lgs)y (L*(0,1),L*(0,1)) Yu € L*(0,1).
Skorzystamy z nastepujacej reprezentacji .S,

Sty = Ze_ﬂzn2t<1/)ven>L2(0,l)en; (12.10)

n

gdzie
en(€) = V2sin(mné), £€(0,1),neN

jest ortonormalna baza L2(0,1) zlozona z wektoréw wlasnych A. Teraz niech
{f;} bedzie dowolna ortonormalna baza L?(0,1). Wéwczas, stosujac (12.10),
otrzymujemy

Z ISHG @) filT201) = Z Z i V) firen)r2(0,1)€n
= ZZ 2ty G()fjsen) 7201
= Zze_zﬂ " t fJ? ("/’)en>%2(0,1)

= Z “amn t|G €n|%2(0,1) = I(t, ¥).

2

L2(0,1)

Ostatnia rownos¢ wynika z tozsamosci Plancherela. Teraz, poniewaz funkcja
¢ — sin € jest ograniczona, mamy

J, ! —
16:6) = S e [ lgi©)ente P <2 e / l9((©) de.
- 0
Poniewaz g jest lipschitzowska istnieje stala L taka, ze

lg@)| < L(A+=)) i |g(z)—g(y)| < Lz -yl

dla z,y € R. Tak wiec, poniewaz ¢ € L?(0,1),

1
/ O de < I [ (14100 <22 (14 W) < .

W konsekwencji, mamy

Z 1S(t) fJ|L2(O = AL? Z et (1 + W)|L2(O 1))
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To samo rozumowanie prowadzi do nastepujacego oszacowania zachodzacego
dla dowolnych 9, ¢ € L2(0,1) it > 0,

SIS (G) = G(@)) filrai00) S 2L2 D e 2™ ™ i — pf2ao ).
J n

Tak wiec zachodza oszacowania wystepujace w warunku (G) z funkcja

1/2
b(t) = 2L (Z 62”2”2t> . t>0.

n
Oczywiscie [~ b(t)dt < co poniewaz Y n~? < oc.

Stochastyczne réwnanie ciepta na odcinku (0,1) z warunkiem brze-
gowym Neumanna. Rozwazmy nastepujacy problem Cauchego z jednorod-
nym warunkiem brzegowym Neumanna

0X 02X ow
— (¢ = —(t X(t X(t — (¢
57 (1) = 5z (1.9 + F(X (1) + 9(X(1.) G- (.9)

t>0, £€(0,1),
5()((075) = xo(g)avX 5 € (07 1)7
—(,0) =0=—(t,1), t>0
S (t0) = 0= S2(t1)
z bialym szumem 9W/0t na [0,00) x (0,1). Jak w przypadku réwnania z wa-
runkiem brzegowym Dirichleta, réwnanie z warunkiem brzegowym Neumanna
interpretujemy jako (12.1) z H = U = L*(0,1) oraz z operatorami F' = Ny
i G = MN,. Operator A definiujemy jako operator Laplace’a z warunkiem
brzegowym Neumanna, to znaczy

_ &Y
e

di dip

— 2 . =0=—2L

© o -{veron: Lo—o- Loy,
Operator A jest samosprzezony na L2(0,1), z ortonormalna baza wektoréw
wlasnych

Ap(§)

en(€) = V2 cos(mné), n € N.

Wiedzac to mozna pokazaé w sposéb analogiczny jak dla réwnania z warun-
kiem brzegowym Dirichleta, ze lipschitzowskos¢ f i g implikuje warunki (F') i

(@)
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Twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci

Podamy teraz podstawowe twierdzenie o istnieniu, jedynoscii ciaglej zaleznosci
od warunku poczatkowego rozwiazan réwnania

dX = (AX + F(X))dt + G(X)dW,  X(0) = . (13.1)

Przypomnijmy, ze warunki (F') i (G) zostaly wprowadzone w poprzednim roz-
dziale.

Twierdzenie 13.1 Zaldimy, Ze spelnione sq zalozenia (F) i (G). Wowczas:

(i) dla dowolnego warunku poczatkowego xg € H istnieje z doktadnoscia do
modyfikacji dokladnie jedno rozwigzanie réwnania (13.1),

(ii) dla dowolnego T < oo istnieje stata L, taka ze dla dowolnych xg,z1 € H i
rozwigzan X (-, xo) 1 X (-, x1) startujacych odpowiednio z xq i x1 zachodzi

sup E |X(t,x0) — X(t,21)|5 < Llzo — x1|%.
te[0,T

Dowéd (7). Dla T < oo oznaczmy przez Xr przestrzeni wszystkich mierzal-
nych i adoptowalnych proceséw Y : [0, 00) x 2 — H, takich ze

1/2
Y]l := < sup E|Y(t)|§1> < 00.
te[0,T]

Dla B e RiY € X niech
1/2
Y75 := < sup e 'E |Y(f)|%r> :
te[0,T)

Oczywiscie (Xr,||-||r) jest przestrzenia Banacha, ||- ||z = || -||7,0 oraz normy
[| - |l7.5, B € R sa réwnowazne.

Zauwazmy, ze na mocy (F) i (G),dlaY € Xr it € [0,T] catki
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Tr(0)(0) = [ 8= 9Py (s)ds.

t (13.2)
Ja(t) ::/O St —8)G(Y(s))dW (s)

sg dobrze okreslone.

Zadanie. Pokaza¢, ze dla dowolnego Y € X7, procesy Ir(Y) i Jg(Y) dane
przez (13.2) sa mierzalne i adoptowalne. W tym celu mozna aproksymowaé
Ir(Y) i Jg(Y) przez S(1/n)Ip(Y) i S(1/n)Ja(Y).

Dzieki zasadzie kontrakcji Banacha wystarczy pokazacé, ze dla dowolnego T' <
oo istnieje B € R oraz stata Kgr < 1 takie, ze

Hr(Y) + Ja(Y) = Ir(Z) = Ja(Z)||lrs (13.3)
<KgrllY = Z||lrp, Y.ZeXr.

W tym celu ustalmy Y, Z € Xr. Wowcezas
Hrp(Y) + Ja(Y) = Ir(Z) — Ja(2)|7,5
<2|[Ip(Y) — Ir(Z)l17p + 2110 (Y) = Ja(2)|[75-
Nastepnie, dzieki (F),

2

||IF(Y)_IF(Z)||’§“,B = sup e P'E
te[0,T)

< s & ([ att—9) ¥ ()~ 206 05)

te[0,T)

/0 S(t — ) [F(Y(s)) — F(Z(s))] ds

2

H

Stosujac nier6wnos¢ Schwarza otrzymamy

/O alt — )Y (s) — Z(s)|wds

T V2o
< </0 a(s)ds) </0 [Y(s) — Z(s)|5 a(t — s)ds)

T 1/2
Tak wiec, ze stalg c; = (fo a(s)ds) , mamy

1/2

t
Hp(Y) = Ir(Y)l[7.5 < c1 sup e"”/ a(t — s)E[Y (s) — Z(s)|3ds
’ te[0,T) 0

¢
< ¢ sup e_ﬁt/ a(t — s) P2 e P R|Y (s) — Z(s)|%ds
t€[0,T) 0

¢
<callY - Z||2T_5 sup / a(t — s) e PE=9) s,
"~ tefo,7]J0
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Tak wiec
Hp(Y) = Ir(M)75 < Crpr Y = Zll7 5

Crpr = (/OT a(s)ds> /OT a(s) e P4ds.

Podobnie, stosujac najpierw tozsamos¢ izometryczna dla calki stochastycznej,
a nastepnie warunek (G) otrzymujemy

ze stalg
1/2

176(Y) = Ja(2)|75

~ sup ¢ P'E / S(t — ) (G(Y(5)) — G(Z(s))) dW (s)
t€[0,T] 0 H
< s B | 150= 9 (GO ) = G, iy

¢
< sup e P / Vit —s)E|Y (s)) — Z(s)|}ds
t€[0,T) 0

T
<Y =l [ s

Tak wiec mamy (13.3) ze stala

T 1/2
Kgr = (2 Ci g1+ 2/ e s bz(s)ds> )
0

Wystarczy wiec zauwazy¢, ze dla 8 dostatecznie duzego Kgr < 1. [
Dowéd (ii). Uzywajac oznaczeni z dowodu pierwszej czedci twierdzenia oraz
(13.3) otrzymujemy
2
1X (o) = X (a5 7

<2 sup e P!|S(t)(zo — z1)|%
te(0,T]

+2|IIp(X (-, 20)) + Ja(X (- 20)) = Ir(X (-, 21)) = Ja(,21)l7

< 2ts[%pT] eSO,y [0 — 213 + 2K5 7 [|X (- 20) = X (- 20)l[7 6.
€lo,

Dobierajac 8 dostateczne duze otrzymamy 2K§)T < 1/2. Wtedy

1X (- w0) = X(a)llfr < 4ts[up } e PSSO g1,y lwo — 213,

)

co koriczy dowdd czesei (ii) twierdzenia. O
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Stochastyczne réwnanie ciepta na odcinku (0,1) z warunkiem brze-
gowym Dirichleta. Powré¢émy do przykladu omawianego na poprzednim
wykladzie. Tak wiec dla zadanych f,g : R — R oraz cylindrycznego procesu
Wienera na L?(0, 1) rozwazmy nastepujacy problem Cauchego:

2
T = T+ X8 + X (1.9 G (1.6)
t>0, £€(0,1), (13.4)
X(t,0) = X(,1)=0, t>0,

X(ng) = xO(g)v §€ (07 1)

Przypomnijmy, ze réwnanie to interpretujemy jako réwnanie (13.1) na prze-
strzeni Hilberta L%(0,1) z

d*i

O veDU)= H*(0,1) N Hy(0,1)

AP(E) =
oraz

F(W(f) = f(¢(§))a G(W[@](ﬁ) = 9(1/1(5))90(5)7 §e (07 1)7 Y, p€ L2(07 1)

Na poprzednim wykladzie pokazaliSmy, ze jezeli f i g sa lipschitzowskie, to
odpowiadajace im wspdlezynniki F' i G réwnania (13.1) spelniaja zatozenia (F')
i (G). Tak wiec z Twierdzenia 13.1 wynika nastepujacy rezultat o istnieniu i
jedynosci rozwiazani stochastycznego réwnania ciepta (13.4).

Twierdzenie 13.2 Zatoimy, ze f i g sq lipschitzowskimi odwzorowaniami R
w R oraz, ze W jest cylindrycznym procesem Wienera na L*(0,1). Wéwczas:

(i) dla dowolnego warunku poczatkowego xo € L?(0,1) istnieje doktadnie jedno
rozwigzanie X (t,€,x0), t >0, £ € (0,1) réwnania (13.4),

(i1)dla dowolnego T < oo istnieje stata L taka, Ze dla dowolnych xzg,x1 €
L?(0,1) oraz rozwiqzan X (-,-,w0) i X(-,-,x1) startujacych z xo i x1 mamy

1
sup E / X (t,€,20) — X(t, & 21)[?dé < Lo — 21]32(0.1)-
te[0,T

Stochastyczne réwnanie ciepta na odcinku (0,1) z warunkiem brze-
gowym Neumanna. Twierdzenie 13.1 o istnieniu i jednoznacznoéci rozwia-
zan stochastycznego réwnania ewolucyjnego stosuje sie réwniez do przypadku
réwnania ciepta z warunkami brzegowymi Neumanna

X (1e) = X009+ FX(10) +0(X(1.) L (1.0),

0¢€?
t>0, £e€(0,1),
X(0,¢) = Jfo(ng £€(0,1),
2 0) = 0= (1 t>0
(1.0 = 0= 5% (0.0
z bialym szumem OW/0t na [0,00) x (0,1) i lipschitzowskimi f i g, patrz
poprzedni wyktad. Mamy wiec nastepujacy rezultat.

(13.5)
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Twierdzenie 13.3 Zaloimy, ze f i g sq lipschitzowskimi odwzorowaniami R
w R oraz, Ze W jest cylindrycznym procesem Wienera na L*(0,1). Wowczas:

(i) dla dowolnego warunku poczatkowego xo € L?(0,1) istnieje doktadnie jedno
rozwigzanie X (t,&,20), t > 0, £ € (0,1) réwnania (13.5),

(i1)dla dowolnego T < oo istnieje stata L taka, Ze dla dowolnych xzg,x1 €
L?(0,1) oraz rozwiqzan X (-,-,w0) i X (-, -, x1) startujacych z xo i x1 mamy

1
sup E / |X(t7 57 :I;O) - X(tu 57 .’L'1)|2d§ S L |‘T0 - x1|%2(0,1)'
telo,7] Jo

Stochastyczne réwnanie z op6znieniem. Rozwazmy réwnanie z opoznie-

niem

0
mw>—</’uwwxu+a»+ﬂmw0dﬁ+mdwmwvx

—h (13.6)

w ktérym h > 0, p jest miara na (—h, 0] o wartosciach macierzowych M (n x
n), W jest d-wymiarowym procesem Wienera, a f i g sa lipschitzowskimi
odwzorowaniami R? w odpowiednio R? i M (n x d).

Roéwnanie to interpretujemy jako (13.1) na przestrzeni standéw

" (L%-g{,do;ma"))

a(¥) = (Futimve),

gdzie dziedzina A réwna jest

Z operatorem

D@D—{(f):¢eH%—mmR%iv—wwﬁ,

z U = R? oraz odwzorowaniami nieliniowymi

() () ¢ e(2)en ()

v v v v

gdzie F(¢¥)(o) = f(¢(0)) 1 G()(o) = g(¢(0)). Woéwezas (A, D(A)) generuje
Co-pélgrupe na H. Latwo sprawdzi¢, ze lipschitzowsko$¢ f i g gwarantuje
lipschitzowskosé F' i G, a w konsekwencji warunki (F') i (G). Tak wiec mamy
nastepujacy wniosek z Twierdzenia 13.1.

Twierdzenie 13.4 Zalozimy, Ze [ i g sa lipschitzowskimi odwzorowaniami
R? odp-wiednio w R i M(n x d) oraz, Ze W jest d-wymiarowym procesem
Wienera. Wowczas:
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(i) dla dowolnego warunku poczatkowego xy € H istnieje doktadnie jedno roz-
wigzanie X (-, x0), t > 0, réwnania (13.6),

(it) dla dowolnego T < oo istnieje stata L taka, Ze dla dowolnych xo,x1 € H
oraz rozwiqzant X (-,xg) i X (-,21) startujgcych z xg © x1 mamy

sup E |X(t,x0) — X(t,21)|3 < Llxo — x1|%.

t€[0,T]

13.1 Uwagi bibliograficzne

Abstrakcyjne twierdzenia o istnieniu rozwiazan réwnan ewolucyjnych mozna
znalez¢ miedzy innymi w [9, 10, 26]. Stochastyczne réwnania paraboliczne sa
badane w [5, 3, 20, 26, 33].
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Stochastyczne réwnanie falowe

14.1 Twierdzenie Lumera—Phillipsa

Rozdzial ten poswiecony jest stochastycznemu réwnaniu falowemu. Zaczniemy
od podania pewnego ogdlnego faktu dotyczacego generatora pélgrupy kontr-
akcji na przestrzeni Hilberta.

Niech (H,| - |g) bedzie osrodkowa rzeczywista przestrzenia Hilberta oraz
niech (A, D(A)) bedzie ujemnie okreslonym operatorem samosprzezonym na
H. Przypomnijmy, ze ujemno$é A oznacza, ze (Az,x)y < 0 dla kazdego

x € D(A). Niech
e (P,

Wéwcezas ‘H z iloczynem skalarnym

(G)- (), = lemrecmrma,

jest osrodkowa przestrzenia Hilberta. Niech

= (o) 2= (o Zihey )

Lemat 14.1 (A, D(A)) generuje Cy-pdlgrupe kontrakcji na H.

Lemat jest wnioskiem z nastepujacego twierdzenia. Jego sformutowanie w po-
staci ogdlniejszej bo obejmujacej przypadek generatora na przestrzeni Bana-
cha mozna znalez¢ w ksiazce Pazy’ego ([25], str. 13).

Twierdzenie 14.1 (Lumera—Phillipsa) Niech (T,D(T)) bedzie operato-
rem na przestrzens Hilberta (U,| - |v). Zaldimy, ze T jest gesto okreslony,
to jest D(T) = U oraz dysypatywny, to jest (Tx,x)y < 0 dla x € D(T).
Wéwezas, jezeli dla pewnego A > 0 obraz Im (M — T) jest réwny catej prze-
strzeni U to (T, D(T)) generuje Co-pdtgrupe kontrakcji na U.
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Dowéd Lematu 14.1. Pokazemy, ze spelnione sa zalozenia twierdzenia

Lumera-Phillipsa. Dziedzina D(A) jest gesta w H bo D((—A)'/?) jest gesty
w H. W celu wykazania, ze A jest dysypatywny ustalmy

= (1) = (o Ciy) -0
Wéwezas,

e = (1) (5)) = (=00 -a") + Ay o

Pokazemy teraz, ze Im (I — A) = H. W tym celu nalezy pokazaé, ze dla
dowolnych 2 € D((—A)Y? oraz y € H istnieja u € D((—A)Y/?) oraz v € H,

takie ze
- ()-()

U—v==z oraz v—Av =y.

to jest

Poniewaz A jest ujemnie okreslony (I — A) jest odwracalny. Tak wiec réwnosé
zachodzi dla

v=I-A)""y oraz u=x+AI—A)""y.

14.2 Przyklady

Stochastyczne ré6wnanie falowe z procesem Wienera o nuklearnej ko-
wariancji. Rozwazmy problem Cauchego dla réwnania falowego na odcinku
(0,1) z zerowymi warunkami brzegowymi.

02X 02X ow
W(tvg) = 8—§2(t7§)+f(X(t7§))+g(X(t7§))W(t7§)u
t>0, £€(0,1),
X(t,0) = X(t,1)=0, t>0, (14.1)
8);'((076) = :I;O( )7 5 € (07 1)7
E(Oag) = yo(g)a g€ (Oa 1)

W réwnaniu (14.1) zakladamy, ze W jest procesem Wienera na L?(0,1) z
nuklearnym operatorem kowariancji, a f i g sa lipschitzowskimi funkcjami z
R wR.

Naszym pierwszym celem jest zapisanie (14.1) w postaci abstrakcyjnej z odpo-
wiednio dobranymi wspodlczynnikami. W tym celu oznaczmy przez A operator
Laplace’a z warunkiem brzegowym Dirichleta, to jest



14.2 Przyktady

d?y
AV(E) = G (6. D(A) = H?(0,1) N Hy (0, 1)
oraz potézmy
X
X
o (A)-(3)
ot
Wéwezas
ox
YA ot Y
?§;(t,€) = = 62)(
oY a2
ot

Tak wiec bedziemy traktowaé réwnanie (14.1) jako réwnanie

dZ = (AZ + F(2)) dt +G(Z)dW,  Z(0) = 2 := (52) ’

na przestrzeni Hilberta

= ("o )

Z operatorem

4= (h0) 2= (o)

oraz z F i G zdefiniowanymi w nastepujacy sposéb

#(3) = (et ) 9()v=(aie)

Fx)(©) = f(2(),  G@)[WIE) = g(x(£)y ().
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(14.2)

Tutaj 1 nalezy do jadra reprodukcyjnego U procesu Wienera, to jest do tej
podprzestrzeni L?(0, 1), na ktérej W jest cylindryczny. Przypomnijmy, ze

U= Q1/2 (LQ(O’ 1)) )

gdzie ) jest operatorem kowariancji W.

Na mocy Lematu 14.1, (A, D(A)) generuje Cy-pélgrupe na H. Pokazemy, ze
F:H—FiG:H — Ls) (U H) sa lipschitzowskie. Biorac pod uwage
fakt, ze F i G nie zaleza od drugiej wspétrzednej y, wystarczy pokazaé, ze

odwzorowania

F:D ((—A)1/2) — L2(0,1)

oraz
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GOQY?: D ((=A)"?) = Lms) (L*(0,1), L(0, 1))

sa lipschitzowskie. Poniewaz F jako odwzorowanie z L2(0,1) w L?(0,1) jest
lipschitzowskie, jest ono lipschitzowskie z D ((—A)'/2)) w L2(0,1) jako, ze
D ((—=A)'/?)) wklada sie w sposéb ciagty w L?(0,1). Aby pokaza¢ lipschit-
zowsko$¢ wspélezynnika dyfuzji ustalmy ortonormalna baze {e,} przestrzeni
L?(0,1). Wéwezas dla dowolnego = € L?(0, 1),

S 16 el = X [ otaten (@7, (o) de
n neN 0

< |g(‘r)|%°°(0,1)||Q1/2||%(HS)(L2(O,1),L2(O,1))'

Podobnie dla x,y € L?(0,1),
D G (@) = GW)Q Y enltz (o)

<lg(z) - g(y)@,w(o,l)||Q1/2||%(HS)(L2(O,1),L2(O,1))'

Tak wiec dowéd lipschitzowskosci G(-)Q'/? bedzie zakoriczony gdy pokazemy,
ze odwzorowanie

D((=A)"?) 3z — Ny(x) € L%(0,1)

jest dobrze okreglone i lipschitzowskie. Wiadomo, ze D ((—A)Y/?) = H}(0,1).
Nastepnie Hi(0,1) < C([0,1]). Wynika to z faktu, ze dla ¢ € Hg(0,1) mamy

3
O = [ W glsie v’ € 120,1)
0
Teraz lipschitzowsko$¢ g implikuje lipschitzowsko$¢ odwzorowania
C([0,1]) > x — Ny(z) € C([0,1]) — L*°(0,1).

PokazaliSmy wiec, ze dla réwnania (14.1) spelnione sa zalozenia twierdzenia o
istnieniu i jedynosci rozwiazan stochastycznego réwnania ewolucyjnego. Tak
wiec z ogdlnego twierdzenia wnioskujemy nastepujacy fakt.

Twierdzenie 14.2 Zaléimy, ze f i g sq lipschitzowskimi odwzorowaniami R
w R oraz, ze W jest procesem Wienera na L*(0,1) z nuklearnym operatorem
kowariancji. Niech A bedzie operatorem Laplace’a na L*(0,1) z warunkiem
brzegowym Dirichleta. Wowczas dla dowolnego warunku poczatkowego

70 D ((—A)1/2)
zo = eH=
’ <y0> < L2(0,1)
istnieje doktadnie jedno rozwiazanie réwnania (14.1), rozumiane jako rozwia-
zanie réwnania ewolucyjnego (14.2). Ponadto dla dowolnego T < oo istnieje
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stata L, taka zZe dla dowolnych zg,z1 € H rozwiazania Z(-, z0) © Z (-, z1) star-
tujace z zg 1 21 spetniaja

sup E|Z(t, 20) — Z(t, 21)|3 < L|z0 — 21]3;.
te[0,T)

Stochastyczne réwnanie falowe na (0,1) z cylindrycznym procesem
Wienera na L2(0,1). Rozwazmy problem

0%X %X ow
t>0, £€(0,1),
X(0) = X(t1) t>0, (14.3)

)s
).

:O7
X(Oag) :I:O(g)v 5 € ( 9
¢ e

0,1
0
209 = wl©, €01

Roéwnanie (14.3) rézni sie od (14.1) tylko tym, ze teraz W jest cylindrycznym
procesem Wienera na L?(0,1). Nietrudno pokazaé, ze w tym przypadku zato-
zenie (G) nie jest spemione dla G i H zdefiniowanych jak w przykladzie réwna-
nia z szumem o nuklearnej kowariancji. Pokazemy, ze rozwiazanie istnieje na
innej wigkszej przestrzeni stanéw K « H. Poniewaz problem (14.3), jak i
(14.1) jest nieliniowy, X musi przyjmowaé wartosci funkcyjne. Tak wiec be-
dziemy poszukiwaé rozwiazania na przestrzeni

()

gdzie H jest tak dobrana przestrzenia Hilberta dystrybucji aby
L%(0,1) =D ((—A)W)
dla operatora Laplace’a A na H.
W celu zdefiniowania H przypomnijmy, ze
en(€) = V2sin(mng), neN, £e(0,1)

jest ortonormalna baza L?(0,1) zlozona z wektoréw wiasnych operatora La-
place’a z warunkiem brzegowym Dirichleta. Ponadto {—\,}, gdzie \,, = 7*n?
jest odpowiadajacym {e,} ciagiem wartosci wlasnych. Zdefinujemy H jako

odpowiednig przestrzen szeregdw formalnych ) vy,e,. Mianowicie kladziemy

H:{Z%,en: ZA;lvg<w}.

Wéwcezas H z iloczynem skalarnym
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<Z Ynen, Zﬁnen> = A b
n n H n
jest osrodkowa przestrzenia Hilberta. Na H definiujemy operator A kladac

AZ Yn€n = Z YnAe, = — Z AnYn€n.-

Oczywiscie
D(A) = {Z%,en 1A ynen € H}

— {Z%en D> Annen € H}

= {Z%en D A < oo} .

Nietrudno pokazaé, ze tak zdefiniowany operator jest samosprzezony i ujemnie
okreslony. Poniewaz

(—A)2%e, =A%,  neN,

mamy

D ((—A)l/Q) = {Z Yn€n : (—A)1/2 anen € H}
{Z Ynn Y n(—A)?e, € H}
{Z Yn€n : Z’yn/\}/Qen € H}

= L*0,1).

Jak w poprzednim przyktadzie bedziemy zakladali, ze f,g: R — R sa lipschi-
tzowskie. Traktujemy (14.3) jako réwnanie (14.2) na K. Pokazemy, ze odpo-
wiadajace f i g odwzorowania F i G sa lipschitzowskie odpowiednio z K — K
oraz K — Ly S)(L2 (0,1), K). Lipschitzowsko$¢ F wynika z lipschitzowskosci

z L*(0,1) w L?(0,1). Aby pokazaé lipschitzowskoéé G wystarczy pokazaé lip-
schitzowsko$¢ odwzorowania
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G(@)[W](§) = g((€)¥(€),  w,v € L*(0,1), £€(0,1)

z przestrzeni L?(0,1) w Lgs)y (L?(0,1), H). Niech 2 € L*(0,1). Niech {e,}
bedzie orthonormalna bazg L2(07 1) wektoréw wlasnych A. Wéwczas

Z |G (2)en | = Z
n n H
= Z Z AL HG(@)en, 8k>%2(0,1)
- Zz/\ (en, G(2)er)F2(0 1)

= Z/\IZ |G X €k|L2(0)1)

23N /|g ))[2de,

poniewaz |ex(€)| < V2, k €N, £ € (0,1). Podobnie dla x,y € L?(0,1),

> 16 = Genly <230 [ 16600 - stu@)Pac

Tak wiec lipschitzowskos¢ G wynika z lipschitzowsko$ci g oraz z sumo-
walnosci szeregu > A 1. W konsekwencji, z twierdzenia o istnieniu i jedynosci

rozwiazan stochastycznego réwnania ewolucyjnego wnioskujemy nastepujacy
fakt.

2

(G(x)en, er) 12(0,1)€k

Twierdzenie 14.3 Zaloimy, ze f i g sq lipschitzowskimi odwzorowaniami R
w R oraz, Ze W jest cylindrycznym procesem Wienera na L?(0,1). Wowczas
dla dowolnego warunku poczatkowego zg € K istnieje doktadnie jedno rozwiq-
zanie réwnania (14.3) przyjmujace wartosci w K.

14.3 Uwagi bibliograficzne

Wiecej informacji o stochastycznym réwnaniu falowym mozna znalez¢é miedzy

innymi w [6, 7, 9, 10, 17, 18, 27, 31, 33].
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Réwnania z szumem na brzegu

15.1 Abstrakcyjne sformulowanie

Rozdzial poswiecony bedzie réwnaniu rzedu drugiego z niejednorodnymi wa-
runkami brzegowymi. Zalézmy, ze O C R? jest obszarem ograniczonym,

jest operatorem rzedu pierwszego.
Bedziemy badali nastepujacy problem

0
(0 = AX(L0) + f(X(,6), 10, €€ O,

X(0,§) =z0(§), €£€0, (15.1)

PX(tn) =Wt = 24, 150, e do,

gdzie f : R — R jest funkcja lipschitzowska, x¢o € L%(0), a W jest procesem
Wienera (cylindrycznym lub z nuklearnym operatorem kowariancji) na L2(0).
Pokazemy, ze (15.1) mozna bedzie traktowaé jako stochastyczne réwnanie cza-
stkowe z jednorodnym warunkiem brzegowym i odpowiednio dobranym wspét-
czynnikiem dyfuzji.

Bedziemy zakladali nastepujace warunki na A, 7 oraz obszar O.

(i) Operator A z dziedzing D = {1 € H?(O) : 79 = 0} generuje Co-pdlgrupe
S na L?(0). Aby uniknaé¢ omylek bedziemy oznaczaé przez Ay restrykcje
A do D(Ap) = D, a wiec 1 generator pdlgrupy S.
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(i) Istnieja A € R oraz ciagly operator liniowy D\ € L (L*(90), L*(0)),
takie ze
Im D, , C H*(O)

oraz dowolnego ¢ € L?(0), v = D, 4% jest rozwiazaniem problemu

Av(€) = M(€), £€0 oraz To(n) =¢¥(n), ne do.

Wyprowadzimy réwnanie stochastyczne na X zastepujac najpierw proces W
o wartosciach dystrybucyjnych przez proces V regularny po zmiennych ¢ i 7.
Zalézmy, ze Z jest rozwiazaniem problemu

2 (1) = AZ0.6) + F(201,6), 150, £€0,

Z(Oug) = x0(§)7 5 S Ou
TZ(t,n) = V(t,n), t>0, neodo.

Wéwezas
Y:=Z-D, ),V

spelnia
TY (t,n) =7Z(t,n) — 7D AV (t,n) =0, n €00, t>0.

Ponadto
Y(ng) - $0(§) - DT,)\V(ng)a 5 €0

oraz,dlat > 01 ¢ € O mamy

oY 07 OD, \V
E(tvg) = E(tag) - ot (tag)

= AZ(t 5) + f(Z(t5 5)) - ADT,)\V(ta 5) + ADT,)\V(t’ 5)

0D,V
1)
0D, \V
= AoY (1,6) + F(Z(1,9) + ADraV (£,€) = —Z2=(1.9).
Wiec Y jest rozwiazaniem problemu
oY 8DT 1%
S (18 =AY (LE) + F(Z(€) + ADraV(1,€) — =22 (1),
t>0, €0,
Y(Oug) = J/'Q(g) - DT,)\V(Oag)u 5 S 07
7Y (t,n) = 0, t>0, neoo.

Spelnia wiec rownanie catkowe
Y( - T )\V(O))

) (o
/St—s{ (@) + 3DV (s) - 222 ) s,
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gdzie
F(2)(€) = f(2(€)),  2eL*0), €€O0.
Calkujac przez czesci otrzymujemy
t
—/ S(t— s)aDT"AV(s)ds
0 s ,
— D \V(#) + SE DAV (0) - / AoS(t — $)Ds AV (s)ds.
0

Tak wiec Z spelia
Z(t) = S(t)xo + /0 S(t—s)F(Z(s))ds + /0 (A= Ap) S(t — s)D, AV (s)ds.

Wstawiajac teraz V = W otrzymujemy réwnanie catkowe na rozwiazanie sto-
chastycznego problemu (15.1),

X(t) = S(t)xo + /Ot S(t—s)F(X(s))ds + /Ot (A= Ay) S(t — 8)Dr xdW (s).
(15.2)

Tak wiec nieformalnie X jest rozwiazaniem stochastycznego réwnania ewolu-
cyjnego
dX = (Ao X + F(X))dt + (A — Ag) Dy xdW.

Tutaj zrédlem nieformalnosci jest fakt, ze operator (A — Ag) D » jest nieciagly
z L*(00) w L*(0).
Mamy nastepujace twierdzenie dotyczace istnienia rozwiazan (15.1).

Twierdzenie 15.1 Niech W bedzie procesem Wienera na L*(00) z jadrem
reprodukcyjnym U, oraz niech f: R — R bedzie funkcjq lipschitzowska. Jezeli

t
/0 IO = A0) S(IDal o o ds <00 dlat>0,  (15.3)

to dla dowolnego xo € L?(O) istnieje doktadnie jeden proces mierzalny adop-
towalny X o wartosciach w L2(0), taki ze dla kazdego T < oo,

sup BIX (00 = swp B [ [X(OPdE <00, (154
t€[0,T] t€[0,T] (6]

ktory spetnia réwnanie catkowe (15.2). Proces X nazywamy rozwigzaniem pro-

blemu (15.1).

Zauwazmy, ze (15.3) jest warunkiem koniecznym i dostatecznym na to aby
catka stochastyczna

I(t) = /0 t (A — Ag) S(t — $)DradW(s),  te0,00)
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wystepujaca w (15.2) byla dobrze zdefiniowanym mierzalnym i adoptowalnym
procesem w L?(O) spehiajacym

sup E |I(t)|%2(o) < oo dla T < occ.
t€(0,T]

Tak wiec twierdzenie dowodzi sie prosto uzywajac metody punklu statego
Banacha w przestrzeniach Xp, T' < oo, proceséw mierzalnych, adoptowalnych
i spetniajacych (15.4).

15.2 Przyklady

Stochastyczne réwnanie ciepla na odcinku. Zalézmy, ze O = (0,1).
Wéwezas 00 = {0,1}. Tak wiec L?(0O) identyfikujemy z R?, a kazdy proces
Wienera W na L?(00) jest postaci W = (Wy, W1), gdzie Wy, W; sa dwoma
zaleznymi lub niezaleznymi rzeczywistymi procesami Wienera. Dla danej funk-
cji lipschitzowskiej f : R — R, oraz warunku poczatkowego zo € L2(0,1),
szukamy rozwiazan problemu brzegowego Dirichleta

2
T = GE O XEE), >0, € 0.,
X(0.6 =),  €€(0,1), (15.5)
X(t,0) =Wo(t), X(t,1)=Wi(t), t>0
oraz problemu brzegowego Neumanna
2
T = GEt O XEE), >0 €€ 0.),
X(0,§) =w(8), £€(0,1), (15.6)

0X -
6_§(t’0) = Wo(t), A

Oznaczmy przez T7p i Ty odpowiednie operatory brzegowe, to jest

(t,1) = Wi(t), t>0.

d d
mov = (v(0),v(1))  oraz  TNvU= <d—z(0), d—i’u)) .
Dla problemu Dirichleta przyjmijmy A = 0. Wéwczas D,, = D, o wyliczamy
nastepujaco. Dla zadanego w = (wg,w1) € R2, v = D, w jest rozwigzaniem

problemu
d*v
d—§2(§) =0 dla¢e(0,1) oraz v(0) = wp, (1) =ws.

Oczywiscie, kazde rozwiazanie rownania

d?v

d—g(g) =0 dla¢e(0,1)
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jest funkcja afiniczna. Tak wiec

D;p, (w) (&) = wo + (w1 — wo)E, £e€(0,1).

Inaczej
Dy (w) = wopo + (w1 — wo)¥1 ,
(15.7)
¢0(§) = 17 1/11(5) = 67 5 € (07 1)
Dla problemu Neumanna wybieramy A = 1. Wéwczas D, = D,y 1 wyli-
czamy w podobny sposéb jak D, . Mianowicie, dla zadanego w = (wp,w1) €
R2, v = D, w jest rozwiazaniem problemu

20 v v
2—52(5) =v(&) dlage(0,1) oraz 2—5(0) = wp, 2—5(1) = w.

Poniewaz kazde rozwigzanie réwnania

d?v

d—§2)(5) =v(§) dlage(0,1)

jest funkcja postaci apg + b1, gdzie

po(§)=et  oraz @) =€ £€(0,1), (15.8)
otrzymujemy
-1
ewy — Wi € "wp —wq
D, (w) = T wo + = ©1. (15.9)

Mamy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 15.2 (i) Dla problemu brzegowego Dirichleta warunek (15.3)
jest spelniony wtedy i tylko wtedy gdy W = 0. Tak wiec problem (15.5) nie ma
rozwiqzar w L%(0,1) gdy W # 0.

(it) Dla problemu brzegowego Neumanna warunek (15.8) zachodzi dla dowol-
nego procesu Wienera. Tak wiec dla problemu (15.6) istnieje doktadnie jedno
rozwiqzanie bedace procesem w L2(0,1).

Dowéd (). Niech Ap bedzie operatorem Laplace’s z warunkami brzegowymi
Dirichleta, oraz niech Sp bedzie pélgrupa generowana przez Ap. Tak wiec Ag
w abstrakcyjnym sformuowaniu zastepujemy przez Ap.

Zalézmy, ze W # 0. Wowcezas jadro reprodukcyjne U procesu W jest nieze-
rowa podprzestrzenia R?. Istnieje wiec w = (wo,w1) € U taki, ze |w|y = 1.
Poniewaz

t t
U(t) 5—/0 |ADSD(S)D7Dw|%2(O,1)dSS/O ||ADSD(S)DTD||%(HS)(U,L2(O,1))dS

wystarczy pokazaé, ze [(t) = oo dla t > 0. Z (15.7) otrzymujemy
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t
I(t) = / |ApSp(s) (ot + (w1 — wo)p1) 2oy d5-

Niech {e,}, e,(&) = v2sin(nné) bedzie ortonormalna baza wektoréw wia-
snych Ap. Wéwezas dla dowolnego ¢ € L?(0, 1),

t t
/0 |ADSD(8)¢|12(011) ds = Z/o <ADSD(3)¢7en>%2(O,1)d8
! t
= Z/o (¥, ApSpt)en)Ta(1yds

t
= St [ et s
- 0
_ 2 2 21 o —2n?n?t
= Z<1/},6n>L2(071)7T n’s l—e .

Tak wiec I(t) < oo dla kazdego, lub co jest réwnowazne dla pewnego t > 0,
wtedy i tylko wtedy gdy

[ .= Zw2n2<w0wo + (wy — wo)¢17€n>%2(0,1) < o0.

Poniewaz, {—\,}, A, = 72n? jest ciagiem wartosci wlasnych Ap, otrzymu-
Jemy
2
— (= 1/2 —
L= |(~Ap)" (i + (wy —wo)n)| ,
= |wotpo + (w1 — wO)wlﬁj((fAD)lﬂ) :
Poniewaz, patrz [9], str. 401, D((—Ap)'/?) = H}(0,1), wystarczy pokazaé, ze

wotho + (w1 — wo)yhy & Hy(0,1).
Wynika to z faktu, ze funkcje z H(} (0, 1) zeruja sie na brzegu odcinka (0,1), a
woto(0) + (w1 — wo)¥1(0) = wo  oraz  wotho(1) + (w1 — wo)h1(1) = wy.

Oczywiscie, uzywajac elementarnych rachunkéw, mozna réwniez pokazac, ze

l=o00. O

Dowdéd (ii). Niech Ay oznacza operator Laplace’a z warunkiem brzegowym
Neumanna oraz niech Sy bedzie pdlgrupa generowana przez An. Niech ¢g =
(1,0), e = (0,1). Poniewaz jadro reprodukcyjne U procesu W jest podprze-
strzenia R? istnieje stala C taka, ze

t
IO = [ NANSNED A oy 200

t
SC Z/ |ANSN(S)DTN€1'|%2(O)1)£ZS.
0

i=0,1
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Mamy pokazaé, ze J(t) < oo dla t > 0. Biorac pod uwage (15.9) wystarczy

pokazac, ze

t
/ |ANSN(S)g0i|%2(011)ds < 00, 1=20,1, t>0,
0

gdzie ¢;, i = 0,1 sa dane przez (15.8). Rozumujac jak w dowodzie pierwszej
czesci twierdzenia wystarczy pokazaé, ze

Zw (@i fn)aony <00, i=0,1, (15.10)

gdzie fn(€) = v2cos(mn€), n € N jest baza ortonormalna L2(0,1) zlozona
z wektoréw wlasnych Ay. Oczywiscie {—nn} jest ciagiem odpowiadajacych
wartosci wlasnych. Uzywajac elementarnych rachunkéw mozna sprawdzié, ze
zachodzi (15.10). Mozna tez uzy¢ nastepujacych argumentéw. Oszacowania
(15.10) sa réwnowazne stwierdzeniu, ze

0,1 € D((—An)'?).
Poniewaz, patrz [9], str.401, D((—An)'/?) = H'(0,1) wystarczy pokazaé, ze
o0, 1 € H'(0,1).

Wynika to z faktu, ze @, @1 sa funkcjami gtadkimi i w H*(0,1) nie mamy
ukrytego warunku brzegowego. [

15.3 Uwagi bibliograficzne
Rozdzial oparty byt na Rozdziale 13 ksiazki [10]. Réwnania z niejednorodnymi

warunkami brzegowymi Dirichleta i Neumanna sa badane w [32]. Wiecej na
temat réwnan z szumem na brzegu mozna znalezé¢ w [22].
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Procesy Wienera w przestrzeni dystrybucji

Przyktady rozwazane w poprzednich rozdzialach po$wiecone byly réwnaniom
w obszarze ograniczonym (przewaznie w (0,1)). W przypadku réwnaii na
nieograniczonym obszarze wystepuja pewne specyficzne trudnosci. Mianowi-
cie calka stochastyczna jest dobrze okreslona gdy jej integrant jest procesem
o wartosciach w przestrzeni operatoréw Hilberta—Schmidta. Bylo to zagwa-
rantowane przez zalozenie nuklearnosci operatora kowariancji procesu W lub
przez zalozenie

1
IS gy 52,0008 <

Gdy obszar jest nieograniczony to S nie jest nawet zwarta. Wiec
S(t) & Lims)(L?, L?).

Z drugiej strony okazuje sie, ze zalozenie nuklearnosci szumu jest nienatu-
ralne. W szczegdlnodci eliminuje wszystkie procesy stacjonarne po zmiennej
przestrzenne;j.

Bedziemy zajmowali sie procesem Wienera W o wartosciach dystrybucyjnych.
W tym celu przypomnijmy najpierw podstawowe pojecia teorii dystrybucji i
analizy harmoniczne;j.

16.1 Podstawowe oznaczenia

Przez S(RY) i S(RY; C) oznaczaé bedziemy przestrzenie funkcji nieskoriczenie
wiele razy rézniczkowalnych, o wartosciach odpowiednio rzeczywistych i ze-
spolonych, takich ze

olaly
o0&

pn(¥) := sup sup (1 + |¢*)"
£eRd ] <n

(5)’<oo, n € N.
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Na S(R?) i S(R? C) rozwazamy topologie zadana przez rodzine {p,; n €
N}. Nastepnie przestrzenie dystrybucji temperowanych S'(R%) i S’(R4;C) to
przestrzenie dualne odpowiednio do S(R?) i S(R; C). Przez (C,1) bedziemy
oznaczaé warto$é¢ dystrybucji ¢ na funkcji probnej . Kazda miara borelowska
zespolona lub rzeczywista p na R? o wariancji ||u|| taka, ze

/ (14 €27 |u(d€)]| < oo dla pewnego n € N
Rd

utozsamiamy z dystrybucja ktadac

)= [ w(©n(ag).

Miare ta nazywamy miarg temperowang. Oczywiscie kazda funkcja mierzalna
¢ o wzroscie co najwyzej wielomianowym jest gestoscia miary temperowanej.
Wtedy ¢ traktujemy jako miare temperowana, a wiec element S’(R?), lub gdy
¢ jest o wartoéciach zespolonych S’(R%; C). Ponadto

o) = [ v

Przez F1p lub 1Z bedziemy oznaczaé transformacje Fouriera funkcji prébnej 1,

1

Fip(n) = @) /Rd e 2 TEp(€)dE,

gdzie
d
57722&771'7 ¢&neRr
i=1
Nastepnie definujemy F¢ dla dystrybucji ¢, kladac

(FCv) = (¢, Fy), ¢eSRLO),

gdzie
1
W/Rd 627”751/1(5)%

jest transformacja odwrotna do F. Wiadomo, ze F jest bijekcja na S(R%; C),
oraz izomertia na L2(R?; C).

F(n) =

16.2 Proces Wienera o wartosciach dystrybucyjnych

Zaltézmy, ze
A= (2,5, ()0, P)

jest filtrowana przestrzenia probabilistyczna.
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Definicja 16.1 Proces W : 2x[0,00) — S’(R?) jest procesem Wienera wtedy
1 tylko wtedy, gdy:

(i) W jest mierzalny, to znaczy dla dowolnego 1 € S(R®), t — (W (t),1) jest
mierzalnym procesem o wartosciach rzeczywistych.

(1))W jest gaussowski, to znaczy dla dowolnych N € N, t1,...,tx € [0,00)
oraz Py, ..., Yn € S(R?), wektor losowy

(<W(t1)7w1>7 AR <W(tN)u"/JN>)

jest gaussowski w RY .
(i4i) Dla dowolnej funkcji prébnej ¢ € S(R?) proces t — (W (t), ) jest rze-
czywistym procesem Wienera wzgledem filtracji (F¢)-

Lemat 16.1 Niech W bedzie procesem Wienera w S'(R%). Wowczas ist-
nieje ciagta symetryczna i dodatnio okreslona forma dwuliniowa Q : S(R?) x
S(R?) — R, taka Ze

E(W(®),$)(W(s),9) =tAsQ(9), Vi, p € SR
Dowéd. Niech I": [0,00) x [0,00) x S(R?) x S(R?) — R bedzie dane formuta
L(t,s,0,0) =E(W(t),p)(W(s),0),  t,s>0, 1,0 SRY.

Oczywiscie przy ustalonych t i s, I' jest forma dwuliniowa na S(R?). Mamy
pokazac, ze

It s, v,0) =tAsQ,p)

z forma @ speliajaca teze lematu. Ustalmy ¢, € S(RY) oraz t > s > 0.
Poniewaz

EW(t) = W(s), v)(W(s), o) = E (E ((W(t) = W(s), ) (W(s),9) | 85)) = 0,
otrzymujemy

EW(t), ¥)(W(s), p) = EW(t) = W(s) + W(s), ¥)(W(s), )

)
= {EW ()0 +¢)° —EW(s)v - )°}
= {EWQ),0+¢) —EW(1),0 - )}
:ngw+@—F@¢—@H

Tak wiec wystarczy zauwazy¢, ze

QW 9) = 1 (MWL Y+9) Ty — o))}

ma zadane wlasnoéci. [

Forme Q wystepujaca w tezie lematu nazywaé¢ bedziemy forma kowariancji
w.
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16.3 Jednorodny proces Wienera

Definiujemy grupe translacji {7;}ycgrae przestrzeni S(R?) kladac

n(€) =v(@+§), veSRY), nEeR
Nastepnie rozszerzamy {7, } na S’(R9) kladac

<TI<5 ¢> = <<7T*m1/}>a 1/} € S(Rd)

Definicja 16.2 Proces Wienera W o wartosciach w S'(R?) jest jednorodny
gdy dla dowolnego t > 0, rozktad LW (t)) w S’ (RY) jest niezmienniczy ze
wzgledu na grupe translacji {7.}, to znaczy, gdy dla dowolnego zbioru bore-
lowskiego X C S'(R?) zachodzi

LWD)(X) =P(W(t) e X)=P (W) e, 'X) =LIW(t))(1, " X)
=7 % L(W(1))(X), reR:.

Mamy nastepujaca charakteryzacje jednorodnego procesu Wienera w termi-
nach jego formy kowariancji.

Lemat 16.2 Niech W bedzie procesem Wienera w S'(R%) o formie kowarian-
cji Q. Wowczas W jest jednorodny wtedy i tylko wtedy gdy Q jest niezmien-
niczy ze wzgledu na grupe {7}, to znaczy gdy

QW 9) = Qrath, op), Yz €RY Vo0 € SRY).
Dowéd. Ustalmy 9, p € S(R?) oraz x € R?. Jezeli W jest jednorodny, to

Q) = EW(),)(W(1),¢) = /S,(Rd)<<,¢><<, ) LW (1))(dC)

B /S/(]Rd) <€7 "/J> <€7 SD>T$ * E(W(l))(d<) =E <V[/(1)7 Tm'@[]> <W(1), TIQD>
= Q(7ut), Tap),

co dowodzi koniecznosci warunku. Aby pokazaé¢ jego dostatecznosé, zatézmy
teraz, ze () jest niezmiennicze ze wzgledu na translacje. Wowczas dla dowol-
nych t > 0, z € R? oraz v, . ..,1, rozklady N-wymiarowych wektoréw

(<W(t)7 ¢1>= AR <W(t)7 ¢N>)
oraz
((W(t), 7o), - .., (W (), Tatonv))
sa identyczne. Istotnie, sa one gaussowskie oraz maja ta sama macierz kowa-
riancji {q;,; };
Gi,j = QWi, ;) = Q(Twtbi, Tuthj).
To implikuje réwnosé rozktadéw L(W (t)) i 7 x LW (¢)). O

Dowdd nastepujacego faktu mozna znalezé w ksiazce Gelfanda—Vilenkina [14],
p- 169.
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Twierdzenie 16.1 Niech Q : S(R?) x S(R?) — R. Wéwczas Q jest ciagla
dwuliniowq symetrycznag forma nieujemnie okreslong wtedy i tylko wtedy gdy
istnieje nieujemna symetryczna miara temperowana p na (R, B(R?)), taka
Ze

Qo) = (Fubxow), b€ SRY, (16.1)
gdzie

P(s) (5) = 4,0(—5), wE S(Rd)v 5 € Rdu

a * oznacza operator splotu
vrp@) = [ wE-melidn  €ERY ppe SRY,

Niech W bedzie jednorodnym procesem Wienera w S’(R%). Wéwczas, z Le-
matu 16.1 jego forma kowariancji @ spelia (16.1) z odpowiednig miara nie-
ujemna p. Bedziemy ja nazywali miarg spektralng W, a I' := Fu jego kowa-
7ancyq.

Przyklad 1. Zalt6zmy, ze miara spektralna procesu W jest rowna §g. Wéowczas
Fdog = (27r)7d/ 2. Co utozsamiamy z gestoécia Féy wzgledem miary Lebesgue’a
d¢. Tak wiec dla dowolnych funkcji prébnych mamy

— (9 4/2 _
Qie) = ()2 [ [ wtn = €hoc ()i
= (27)"4/? .
m = [ v [ e

Zauwazmy wiec, ze proces W ma postaé
W(t.&) = 2m) p(t),  t20, E€RY,
gdzie S jest jednowymiarowym (rzeczywistym) procesem Wienera na 2.

Przyklad 2. Niech teraz p bedzie réwna d-wymiarowej mierze Lebesgue’a
d¢. Wéwezas Fu = (2m)%25,. Tak wiec

Q) = (2m) 2 x () (0) = (2m)Y/? /Rd (0 = n)p(s)(n)dn

= (2m)%? Rd@b(—n)w(—n)dn:(%)d/z’ | pmemdn .

Tak wiec (2m)~%/4W jest cylindrycznym procesem Wienera na L?(R?).

Przyklad 3. Zalézmy, ze miara spektralna p procesu W jest skonczona.
Woéwczas jego kowariancja I' = Fpu jest funkcja ograniczona jednostajnie
ciagly i ograniczong na R?. Ponadto

Q.o = [ [ reute—met-ndsin= [ [ Te-niepetnican

7 twierdzenia ponizej wynika, ze W mozna traktowac¢ W jako pole losowe na
[0, 00) x R?, stacjonarne po zmiennej przestrzennej.
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Twierdzenie 16.2 Jezeli miara spektralna p procesu W jest skoriczona, to
W mozna identyfikowaé z polem losowym W (t,€), t > 0, £ € R? to znaczy

W)= | WO, 120, v e SR,

Ponadto pole W ma nastepujace wlasnosci:

(i) W jest gaussowskie, to jest dla dowolnych N € N, t1,...,tn € [0,00) oraz
&1, ...,En € RT wektor losowy

(W(t17§1)7 o '7W(tNa§N))

jest gaussowski w RY .
(i4) Dla dowolnego & € R? proces t — W (t,€) jest procesem Wienera.
(i4i) Dla dowolnych t,s > 0, £, € R?,

EW(tug)W(Sun) =1A SF(& - 77)7
gdzie I' = Fpu.
Dowéd. Rozwazmy aproksymacje &y przez ciag {p,} C S(R?), taki ze

pn(€) = pn(—€), EERL p, >0, /pn(é)d§:1, VneN
Rd

oraz

lim (1'% pa) % p(0) = (0) (16.2)
i
Jm J 1)~ x 9 (©1dE =0, VY € SR, (16.3)
Woéwcezas

Wa(t,€) := (W(t),7¢pn), neN, t>0, R

Poniewaz W jest gaussowski, pola {W,} sa gaussowskie na [0,00) x R?. Po-
nadto

Wi (t, )W (t,§) = EW (1), T—gpn ) (W (1), T—¢ pm)
<F7( —£p ) (T §pm)(s)>'

Tak wiec

E [Wi(t,€) = Win(t,)[?
= E [Wo(t,6)]* = 2B Wy (t, ) Win (t,€) + E [Win(t, €|
= <F7 (T—ﬁpn) (T—ﬁpn > <F= T—Spm) (T—ﬁpm)(s)>
=2 (L, (T-¢pn) * (T-pm)(s)) -
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Poniewaz
(I, (—epn) * (T—epm)(s)) = I'(n = M (7—¢pn) () (T—¢ prm ) (N)dndA
I'(n = N)pn(=& +1)pm (=& + N)dndA

L'(1n = X)pn(n)pm(N)dndX
* pn) * pm (0),

otrzymujemy

E [Wa(t,€) = Win(t, €)°
= (I pn) * pn(0) + (I" % pm) * pm (0) = 2 (I * pp) * pi(0).

Tak wiec, z (16.2) wynika, ze {W,(¢,£)} jest ciagiem Cauchego. Mamy

|00, - [ we.ove

2
—5(Wo.v- [ W) -
Stad, poniewaz

love.o [ W@
= [ [ ro=n e - [ ot~ wierae

< [¢<A>— /. pn@—sm(f)dg] dnd
17| o e (/ ’w [ patn =0 d&’dn)
0o ([ W00 o > w61l an)

IN

IN

z (16.3) wnioskujemy, ze granica W (¢, &) ciagu {W,(t,€)} spehia

E'(W(t), _/ W (t, &)

- 5[ /Wm

n—oo

=O.

Pole W jest gaussowskie poniewaz dla ustalonych N, t1,...,tx € [0,00), oraz
&1, .., & € R? wektory gaussowskie
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(Wn(t17§1>;---aWn(tn,fn», neN

zbiegaja w L2(£2,F,P) do (W (t1,&1), ..., W(tn,&n)). Ponadto dla ustalonego
v € RY t — W(t,§) jest adoptowalnym martyngalem catkowalnym z kwadra-
tem z kowariancja

<< W(,8) >>(t) = nllnéo << Wp(+,€6) >> (t) = nllnéoE|W"(t’§)|2
=t lim (I' % po) % pa(0) = £ 1(0).

Tak wiec dla dowolnego § e RL, W(-, &) jest procesem Wienera. Dowdd bedzie

.....

oraz &,n € R%. Wéwczas

EW(t, &)W (s,n) = lim EW,(t,§)Wn(s,n)
=tA Snlgr;OEW( )y T—ePn) (W (1), T—pn)

=tAs hm <F, T—¢gPn * (Tfnpn)(s)>

—t/\shm/ / (u—v)pn(u — &) pn(v — n)dudv
R JRY

n—oo

=tAs(€—n).

16.4 Jadro reprodukcyjne procesu Wienera

Naszym celem bedzie wyreprezentowanie procesu Wienera w S’(R9) jako pro-
cesu cylindrycznego na odpowiednio dobranej przestrzeni Hilberta. Wygodnie
bedzie wprowadzi¢ nastepujaca definicje.

Definicja 16.3 Jadrem reprodukcyjnym procesu Wienera W o wartosciach
w S'(RY) jest osrodkowa, rzeczywista przestrzeri Hilberta (Hw, (-, )1y ) spel-
niajgca nastepujgce warunki:

(i) Hw C S'(R%),
(i1)dla dowolnej ortonormalnej bazy {e.,} przestrzeni Hw istnieje ciag nie-
zaleznych standartowych rzeczywistych proceséw Wienera {W,,}, taki ze

t)=> Wnt)em, t>0,

gdzie zbiezno$c¢ szeregu rozumiemy w nastepujacy sposob
n 2
Vi € S(RY), lim E|( = Wn(t)(em, ¥)| =0.

n— o0
m=1
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Uwaga. W Twierdzeniu 3 ponizej pokazemy, ze dla dowolnego procesu Wie-
nera W istnienie jego jadro reprodukcyjne. Zauwazmy teraz, ze dla zadanego
W istnieje co najwyzej jedno jadro reprodukcyjne.

Pierwszy rezultat pokazuje, jak skonstruowac jadro reprodukcyjne dowolnego
procesu Wienera.

Twierdzenie 16.3 Niech W bedzie procesem Wienera w S'(R?) z forma ko-
wariancji Q. Niech Hw bedzie przestrzeniq wszystkich ¢ € S'(R?), takich Ze

(¢, )]
= S 16.4
(e weS<Rd>S;u£(w,w>¢o Q(Y, ) = (164

Wowczas

(€ € = 3 41C+ EB — I — EBu ) (16.5)

jest iloczynem skalarnym na Hy, | |1, Jjest odpowiadajaca mu norma i prze-
strzen (Hw, (-, )iy, ) jest jadrem reprodukcyjnym W.

Dowéd. Na S(R?) wprowadzimy relacje réwnowaznogci
(ESRE wtedy i tylko wtedy gdy QW — b — ) =0.

Zauwazmy, ze gdy ¥ ~ ¢ to

QW ¥) = Qp, ) = Qw, ) = QY, ¢). (16.6)

Istotnie, z nieréwnosci Schwarza otrzymujemy

Q1 — 0, 9)| < Qb — 0,0 — ) (Q(p, ) * = 0.

Tak wiec Q¢ — ¢,¢) = 0. Podobnie Q(¢) — ¢,1) = 0. Co daje (16.6). Na
Vo := S(R?)/ ~ rozwazmy iloczyn skalarny

(W], [y = Q¥ 9).

Jest on dobrze zdefiniowany dzieki wlasnosci (16.6). Zauwazmy, ze przestrzen
prehilbertowska (V, (-, -)y) jest osrodkowa. Osrodkowosé V wynika z osrodko-
wosci S(RY) w nastepujacy sposéb. Niech Sy bedzie przeliczalnym gestym
podzbiorem S(RY). Wéwczas

Z={[Y]: ¢ €S}

jest gestym przeliczalnym podzbiorem V. Istotnie dla danego ¢ € S(R9)
istnieje ciag {¥n} C So, taki ze 1, — ¥ w S(R?). Poniewaz @ jest ciagle na
S(R?) x S(R?) otrzymujemy

|[on] = W15 = [ — ¥} = Q0 — 1, 9n — ) — 0.
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Niech (V, (-,-)y) bedzie uzupehieniem V, do (o$rodkowej) przestrzeni Hilber-
ta. Pokazemy, ze Hy z norma | - |5, jest izometryczna z V z norma zadana
przez iloczyn skalarny na V. Wtedy oczywiscie (16.5) definiuje iloczyn skalarny
na Hy, oraz (Hw, (-, )1y ) jest osrodkowa przestrzenia Hilberta. W tym celu
zZauwazmy, ze

V(e Hw, Vi,o e S(RY) o~ ¢ implikuje (¢, ) = (¢, o).

W tym celu wystarczy pokazaé, ze dla dowolnej ¢ € Hw, ¥ € [0] pociaga
(¢,v) = 0. To wynika z oszacowania

(G )] < CQw, ).

Tak wiec
Hw x Vo 3 (¢, [¢]) = (¢,¢) € RY

jest dobrze okreslona forma dwuliniowa. Jest ona ciagla bo

G D] = 1G] < (€l Q)2 = [Clay 1[¥]]v-

Z tego wynika, ze (-, -) rozszerza sie jednoznacznie do dwuliniowej ciaglej formy
na Hy x V. Teraz mozemy skonstruowac izometryczny izomorfizm j : V —
Hw spelniajacy

(Jw,v) = (v, why, Yw,v e V.

Po pierwsze okre$lamy j : Vo — Hy formula

(W], 0) =QW,9),  ¥,p € SRY.

Oczywiscie j[¢] nie zalezy od wyboru reprezentanta z [¢]. Jest wiec dobrze
okreslone na Vy. Oczywiscie jest o wartosciach w Hyy oraz jest liniowe. Po-
nadto

Gl @) = ([, [y, Ve, € SRY)

wynika z faktu, ze

QW, ) = ([ [e)v, VY, e SRY.

PokazaliSmy wiec, ze obraz j(V) jest przestrzenia dualna do V z forma du-
alna (-, -). Aby pokazaé, ze Hy = j(V) wystarczy wykazaé, ze kazdy element
¢ € Hw mozna utozsamié przez (-,-) z funkcjonalem liniowym na V. Jest to
natychmiastowa konsekwencja ciaglosci (-, ) z Hw x V.

Wiemy wiec, ze (Hw, (-, )2, ) jest oSrodkowa przestrzenig Hilberta. Poka-
zemy, ze dla dowolnej ortonormalnej bazy {e,} przestrzeni Hy  istnieje ciag
niezaleznych standartowych rzeczywistych proceséw Wienera {W,,} okreslony
na tej samej przestrzeni probabilistycznej 2 co W taki, ze dla dowolnych ¢ > 0
i e SRY,

(W(t),0) =Y Walt){en, v),
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gdzie szereg zbiega w L?(§2,F,P). W tym celu zauwazmy, ze poniewaz Vy jest
geste w V istnieje ciag {¢n} C S(RY) taki, ze {[¢n]} jest ortonormalna baza
V. Niech

fo=7ldn] oraz  W,(t) = (W(t),¢), t>0.

Wéwezas {fn} jest ortonormalna baza Hy i, z definicji procesu Wienera w
S'(R%), {W,} jest ciagiem rzeczywistych proceséw Wienera okreélonych na
2. Sa one standardowe i niezalezne bowiem

EWn(t)Wm(t) =E <W(t), ¢n><W(t)7 ¢m> = tQ(¢m ¢m) = t<[¢n]= [¢m]>v
= 6.

Ponadto dla dowolnych ¢ > 0 i ¢ € S(R?)
Z Wi (£){(fn, ¥

Istotnie, mamy

E[(W (1), ) = > Wi (){fn¥)| =E <W(t>,¢ PIACARELE >
=D ()6, = D {f V)
- :1 J:1

Z L WDvienl|

1%

¢ =

co zbiega do 0, gdy n — oo. Niech {e,} bedzie teraz jakas inna ortonormalna
baza Hy . Musimy znalesé¢ ciag niezaleznych proceséw Wienera {W,, }, taki ze
dla dowolnych t > 0 i vy € S(RY),

Z W (t){en, V), (16.7)

gdzie szereg zbiega w L%(£2,F,P). Dla t > 0, kladziemy

ZW Yen, fi)x (16.8)

Zauwazmy, ze szereg w (16.8) zbiega w L2(£2, §,P) oraz {W,,} sa niezaleznymi
standardowymi procesami Wienera. Istotnie, z niezaleznosci {W;} mamy
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E > Wyt)en: fidrw D Wi(t){ems fir
J k
= Z<en; fk>HW <€m, fk>7'(w = <6n7 em>HW = 5n,m-
k

Pokazujemy teraz (16.7). Dla ustalonych ¢ i ¢ mamy

ZW"(t)<e"’ ZZW (ens fi)Hw (€n, ¥)
= ZWJ t Z e”7fj>7'lw<enaw>

= ZWj(t) <Z<envfj>Hwenvw>
= ZW ) (Fjo ) = (W (), ),

przy czym sprawdzenie odpowiednich zbieznosci pozostawiamy czytelnikowi.
O

Uwaga. Zauwazmy, ze jadro reprodukcyjne procesu Wienera jest wyznaczone
jednoznacznie przez jego forme kowariancji. Jezeli (Hw, (-, )7, ) jest jadrem
reprodukeyjnym procesu Wienera W o formie kowariancji Q oraz {W,} jest
ciagiem niezaleznych standardowych rzeczywistych proceséw Wienera okreslo-
nych na filtrowanej przestrzeni probabilistycznej A = (2,5, (§:),P), to dla
dowolnej ortonormalnej bazy {e,,} przestrzeni Hy, szereg

> Waltlen, 20

definiuje proces Wienera W na S’ (R%), okreslony na 2 o formie kowarianciji
Q. Oczywiscie rozktady W i W na [0, 00) x S’(R?) sa jednakowe.

W teorii calki stochastycznej wzgledem procesu Wienera o warto$ciach w
S’'(R%) bardzo przydatny okaze sie nastepujacy lemat.

Lemat 16.3 Niech W bedzie procesem Winera o wartosciach w S’ (R?). Niech
Q bedzie forma kowariancji W, a Hw jego jadrem reprodukcyjnym. Wowczas
dla dowolnej ortonormalnej bazy {e,} przestrzeni Hw i dowolnych 1, €
S(R?) zachodzi

Z<en7w><en7 (P> = Q(dja 30)

n

Dowdéd. 7 definicji Q oraz Hyy mamy
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QY ¢) = EW (1), 9)(W(1),¢)

E
E { (Z n(1)<€nv¢>> (Z W (1)(em, ‘P>> }
= 3w ) ens ),

poniewaz {W,,} sa niezaleznymi procesami Wienera. [

16.5 Jadro jednorodnego procesu

Naszym celem jest znalezienie jadra reprodukcyjnego jednorodnego procesu
Wienera W. Przypomnijmy, ze jego forma kowariancji () zadana jest wzorem

Q. ) = (Fu,vxpw)),  b,peSRY,
gdzie ;1 jest nieujemna symetryczng miara temperowana na R, a
o (@) = p(-z), zeR,peSRY.
Dla ¢ € S(R?; C) przyjmujemy
p(s)(@) = p(=z), weR™

Niech

L?s) (Rda ‘LL,C) = {1/} € LQ(Rdv,UJ; (C) : 1/) = 1/}(5)} .
Zauwazmy, ze L?S) (RZ, 11; C) jest przestrzenia wektorowa nad ciatem liczb rze-
czywistych oraz jest domknieta podprzestrzenia L?(R?, u; C).
Uwaga. Zauwazmy, ze dla dowolnego 3 € L%S)(Rd,,u;([:), Yu € S' (R4 C).
Ponadto F(yu) € S'(R9). Istotnie poniewaz p1 jest miara temperowana istnieje
n € N, takie ze

| 0+1ER) " nta) < o

Teraz 1y jest miara temperowana i jako taka nalezy do S’(R%; C) bo

| 016 @) utae)
< ([ wiorman) ([ 0 ) <o

Aby pokazaé, ze F(1u) przyjmuje wartosci rzeczywiste wystarczy pokazaé, ze

F(u) = F(u). Wynika to z wlasnosci ¥ (n) = (—n) oraz u(dn) = u(—dn)
w nastepujacy sposéb:
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F@ =m0 [ et

= (2m)~%/? /R ST ) ()
= F(hp) (&)

Twierdzenie 16.4 Niech W bedzie jednorodnym procesem Wienera w S'(R?)
z miarq spektralng p. Wowczas jadro reprodukcyjne Hyw procesu W dane jest
wzorem

Hw = {Fow) : ¥ € LR, 150)} (16.9)

a iloczyn skalarny

F ) F ey = 000 s ey = [ HOR@). (16.10)

Dowéd. Z Twierdzenia 16.2,
Hw = {¢ € S'(RY): IC <oo: ¥y € SRY) (¢, ¥)* < C(Fp, )}
Zalézmy, ze ¢ € Hy. Wowcezas
(Co) = (FTIGF )

oraz

(Fuapx o) = (u, FH W+ ) = (1, FF 1)
bo ‘7:711/)(5) = F~14¢. Tak wiec

(FroF )P <o | Flp@F To@)u(de).

Rd

Poniewaz
FHi8RY) — S (R4 C) = {p € SREC) = sy =9}

jest bijekcja otrzymujemy
(Fle P <C / W(E)Pu(de), Vi € Sy (REC).
]Rd

Poniewaz S5 (R%; C) jest geste w L?S) (RZ, 11; C), F~1¢ rozszerza sie na cala

przestrzen L?S)(]Rd, u; C). Istnieje wiec n € L?S) (R4, 11; C), takie ze

Vi € S (R C), (F1C0) = (0,9) L2(ra ey = (T, Y).

Stad ¢ = F(7ju). Poniewaz n — 7 jest bijekcja L%S) (R, p; C) mamy nastepuja-
cy fakt
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V(e Hw I e LR, 1;C),  takize ¢ = F(Pp).
Dla dowodu (16.9) wystarczy pokazaé, ze
Vi) € L3y (R, 1;C), ¢ = Flypu) € Hw. (16.11)

Ustalmy wiec ¢ € Lfs)(]Rd, w; C). Wéwezas dla dowolnego ¢ € S(RY) mamy

(F(pw), )1 = |(p, Fe)|®

/w |ud€/ Fol? u(de)
< / [(E)2(dE) (I, 0 % o(s))
Rd

co dowodzi (16.11). Pozostaje do udowodnienia, ze

Vi eIy RLLC).  1Fwnf = [ [WOPM@.  (1612)
W tym celu ustalmy ¢ € L%S)(Rd, u; C). Wéwezas z (16.4) mamy

o F . o
| (w'uHHW g@eS(Rd)s;ug(%w)#O QY. v)

2
e lFemer
PESRY); |Fol L2 (pa ey 70 |-7:</7|L2(Rd 5C)

_ [ 071 )*
= sup Attt AT
PES(RY); \f«p\L2(Rd ic) 70 |-7:</7|L2 R4, ;)
Poniewaz
</’L71/J—7:71Q0> = <¢7—7:_180>L2(Rd,u;6)

= <w7]:¢>L2(]Rd,,u;C)
= <1/)7-7:<P>L2(]Rd,y;c)v

dla ¢ o wartosciach rzeczywistych, otrzymujemy

(8, Fo) 12 (et sy |2
\F(w)l3,, = sup LAELE)

= |U)|22 d 1,:C)»
pES®Y); |Fol o pi ey 20 [T PlL2@a )2 PO

co koniczy dowdd twierdzenia. [J

16.6 Uwagi bibliograficzne

Rozdziat oparty byl na pracy [30]. Proces Wienera o wartosciach w przestrze-
niach dystrybucyjnych lub ogélnie konuklearnych, jest badany w [1, 16].
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Stochastyczne réwnania ewolucyjne na R¢

Interesowac nas beda stochastyczne rownania ciepla i falowe.

Roéwnanie ciepla.

D6 = AX(E + FX(1E) +9(X (1) D (1,6),
t>0, §€]Rd (171)
X(ng) = l'o(f), §€Rd'
Roéwnanie falowe.
DRE) = AX(LE) + FX(1E) +9(X(1,E) D (1,6),
ox t>0, £ €RY (17.2)

X(ng) = xo(f), E(Oag) = yO(é) 5 € Rd-

W réwnaniach tych f,g : R — R sa funkcjami lipschitzowskimi, a W jest
jednorodnym, to jest stacjonarnym po £ procesem Wienera.

Naszym pierwszym krokiem bedzie skonstruowanie odpowiedniej przestrzeni
stanéw. Od przestrzeni standow bedziemy wymagaé by, dla réwnania ciepla
operator Laplace’a, a dla réwnania falowego by operator

(a0)

generowal Cy-polgrupe. Okazuje sie, ze dla rownania ciepta dobra klasa prze-
strzeni stanéw sa przestrzenie L2(R%;9(£)d€), czyli przestrzenie z waga. Dla
rownania falowego bedziemy rozwazaé przestrzenie typu

L*(R?, 9(€)dE)
H~' (R, 9(€)dg) )’
gdzie H~Y(RY 9(€)d€) jest odpowiednia przestrzenia Sobolewa ujemnego

rzedu z waga 19, a wiec podprzestrzen przestrzeni dystrybucji. Oczywiscie
wagi nie beda mogly by¢ calkowicie dowolne.
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17.1 Réwnania w przestrzeniach L? z waga

Przyjmijmy oznaczenie L? = L2(R?, d¢). Wiadomo, ze

_le=nl%2t
2t

S(tw(e) = (2m) ™ [ e Sy, t>0, perL?

Rd

generuje Cp-pdlgrupe na L2. Niech

le—n|?
2t

pe() = (2mt) " e ¢ €RY

Woéwczas
St = pe .
Bedziemy rozwazaé dwie rodziny wag.
Wagi wykladnicze. Dla p € R niech 9, € C>=(R?) bedzie takie, ze

(i) YEERT, 9,(6) > 0i0,(€) =19,(—€) >0,
{)VE: || >1, 9,(6) =e Pkl

Bedziemy réwniez zakladaé, ze dla wszystkich p 1 £ zachodzi J_,(§) =
(19,,(5))_1. Ponadto, ¥o(¢) = 1 dla ¢ € R%.

Niech L2 = L*(R%,9,(£)d¢), p € R. Oczywiscie jezeli p < p’ to przestrzen L3
wklada sie w sposéb ciagly w Li,. Ponadto L? = L% oraz funkcje stale naleza
do dowolnej przestrzeni Lf) gdzie p > 0.

Wagi wielomianowe. Dla p € R niech

0,(6) = (1+1€) ", €eRr?

oraz niech Ei = L2(R%,0,(€)d¢). Oczywidcie jezeli p < p’ to Ei wktada sie
w sposéb ciagly w L2, oraz L? = L. Zauwazmy, ze niezerowe funkcje stale
naleza do £2 wtedy i tylko wtedy gdy p > d/2.

Lemat 17.1 Niech p > 0. Wowczas polgrupa ciepta S ma doktadnie jedno
rozszerzenie do Cy-polgrupy na Lf). Jezeli p > 0 to restrykcja S do Li jest

Co-potgrupa.

Dowéd. Niech p € R. Oznaczmy przez Co(RY) przestrzen wszystkich funkcji
ciagtych o zwartym nogniku na R?. Dla ¢ € Cy(R?) mamy

Sl = [ 15@0OF D,
Rd

:/Rd

Poniewaz p;(£ —n)dn jest miara probabilistyczna z nieréwnosci Jensena otrzy-
mujemy

2

Y(n)pe(€ —n)dn| 9,(£)d§.

Rd
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sty < [ [ 1w - ndno e
R Rdz (17.3)
L€ =)0, (&)deE ) dn.
< [ 1w ([ o~ o) dn
Pokazemy natepujacy fakt
VpeRVYT >03C <o0: VneR?,
(17.4)

[ e =ma©1de < o).
Ustalmy T € (0,00) i p € R. Zauwazmy, ze istnieje stala C7 < oo, taka ze

€ —n|?
AT

VEmeRT,  —plgl+pln - < Cy.

Oczywiscie istnieje stala Csy € (0, 00), taka ze
YneRY,  Cyle M <, (n) < CherIM.
Stad dla dowolnego 1 € R? oraz t € (0,T],

/Rd pe(€ — 77)19p(§)d§ < CQ/ (27t)7d/26{7p|£|7%}d€

Rd

_ _le—ml?
< 3o, [ R S "

R4

g2 - _lg—n?
< C3o,(n) [ (2mt) 025 Ao

2
< G2, () /Rd(%t)*d”e*‘"ﬁ‘ d¢ ¢

< 022601 24/ (1),

co dowodzi (17.4). Z (17.3) i (17.4) wynika

VpeRVT €[0,00) IC < o0: Vop € Cy(RY)
(17.5)
|S()l7s < Clylzs.

Niech p > 0. Poniewaz Co(R?) jest gesta w L2, dla dowolnego ¢, S(t) ma
dokladnie jedno ciagle rozszerzenie do operatora liniowego na Li. Oznaczamy
to rozszerzene réwniez przez S(t). Zauwazmy, ze rodzina S = (S(t)) jest
pélgrupa. Gdy p < 0 to z (17.5) wynika, ze restrykcja S do L% jest polgrupa.
Pozostaje do wykazania, ze S jest Cy w L%. W tym celu zauwazmy, ze z (17.5)
wynika,

VpeRVT €]0,00), sup [|S()]|L(r2,02) < oo. (17.6)
te[0,T] P



166 ROZDZIAL 17. ROWNANIA NA R?
Zalézmy, ze p > 0. Wowczas
Vo e L2 ISty =l =0 gdy  t—0.
Stad poniewaz L2-norma jest stabsza od L?-normy otrzymujemy
Vi € L7, St} = lrz =0 gdy ¢ —0. (17.7)

Poniewaz L* jest gesta w L2 oraz zachodza (17.6) i (17.7), z twierdzenia
Banacha—Steinhausa wnioskujemy, Ze

v e L2, S~z —0 gdy  t—0,

co jest dokladnie warunkiem na to aby S byla Cy na Lﬁ. Jezeli p < 0 to
wlasnosé¢ Cy wynika z prostego argumentu opartego na dualnosci. Mianowicie

L2—L*— L%,

Przy utozsamieniu (L?)* = L? otrzymujemy (L%p)* = Lﬁ. Poniewaz, S jest
Cy na L2_p, polgrupa dualna S* jest Cy na przestrzeni dualnej, to jest Li.
Poniewaz dualno$é jest zadana przez iloczyn skalarny na L2, gdzie S jest
samosprzezona, otrzymujemy mocng ciaglto$¢ S na Lf). 0

Dla wag typu wielomianowego mamy analogon Lematu 17.1.

Lemat 17.2 Niech p > 0. Wdwczas potgrupa ciepta S na dokladnie jedno
rozszerzenie do Co-polgrupy na Ei. Jezeli p > 0 to restrykcja S do ﬁi jest

Cy-potgrupa.

Dowdd. Dowdd oparty jest na tych samym pomysle co dowéd Lematu 17.1.
Nalezy jedynie wykaza¢ nastepujaca elementarna nieréwnosé

VpeRYT €[0,00)3C < o0: VneRY /R pe(€ —)0,(€)dE < C0,(n).

Jej dowdd zostawiamy czytelnikowi. [J

Uwaga. Lematy 17.1 i 17.2 mozna uogoélni¢ na dowolny jednostajnie elip-

tyczny operator
aO[
A= D tagg
la| <2m
ze wspélczynnikami a, € Cy(RY). Przypomnijmy, ze A jest jednostajnie elip-
tyczny gdy istnieje stata § > 0, taka ze
Vé e R Vo € R?™, D aa(Qv™ = s
|a|=2m

Rozumowanie oparte jest na klasycznych oszacowaniach Aronsona na jadro G
pélgrupy generowanej przez A. Mianowicie istnieje G € C°°((0, 00) x R? x R9),
takie ze
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Vi>0VyeL?VEeRY, St)y(§) = / G(t,&,n)(n)dn

Rd

oraz dla dowolnego T' < oo istnieje stala ¢ € (0, 00), taka ze

t

{_(\s—mm)l/(m*“}
Vie (0, TIVEneR!,  |G(t,&n)| < ct™ e .

Majac to oszacowanie mozemy argummentowac jak w dowodzie Lematu 17.1.

Uwaga. Mozna pokazaé, patrz [10], ze operator A rzedu drugiego generuje
Co-pélgrupe na przestrzeni z waga L%(R%, 9(€)d€) wtedy i tylko wtedy, gdy

IC <oo: VEERY,  A*9(E) < CY(E).

Stad wynika, ze wagi typu £ — elél” Tub & — e~ 1€1" nie sa dopuszczalne.

Dla funkcji f : R — R niech Ny bedzie operatorem Nemytskiego odpowiada-
jacym f, to znaczy

Ne()(€) = f((€), ¢:R* R, £€R™

Definicja 17.1 Niech p € R. Mowimy, Ze Ny jest lipschitzowskie o wzroscie
lintowym na Lﬁ wtedy @ tylko wtedy gdy Ny przeprowadza Lﬁ w siebie oraz
istnieje stata L taka, Ze dla wszystkich ¥, ¢ € Li,
INy(¥) = Ng(@)lrz < L|v — ¢z,
INg@)lez < L (1+1lez) -
Lemat 17.3 Zatoimy, ze f : R — R jest funkcjg lipschitzowskq. Niech Ny
bedzie operatorem Nemytskiego odpowiadajacym f. Dla p > 0, Ny jest odwzo-

rowaniem lipschitzowskim o wzroscie liniowym na Li. Gdy p <0 to Ny jest
lipschitzowskie o wzroscie liniowym na Lﬁ wtedy i tylko wtedy gdy f(0) = 0.

Dowéd. Zalézmy, ze p > 0. Niech | < oo bedzie takie, ze dla wszystkich
u,v € R,

|f(u) = f(v)|
|f ()]

Woéwezas dla dowolnej funkcji ¢ € Lﬁ,

lu—v],

<
<L 1+ ul).

/ N7 () (€)1*9,(€)dE < / P (L+ [9(€)])* 0p(€)dé < oo
R4 Rd

bo funkcje stale naleza do L?. Tak wiec Ny przeprowadza L2 w siebie. Ponadto
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Nyl <22 (14 [ on(@de) (1+10)’
Podobnie dla ¢, ¢ € L2 mamy
[N (1) = Np(p)[i2 < 1Pl — olis.

Stad Ny jest lipschitzowski o wzroscie liniowym na L%.

Zalézmy teraz, ze p < 0. Wéwezas w ogdlnosci Ny nie musi przeprowadzaé
L% w siebie, bo funkcje stale nie naleza do L%. Jezeli f(0) # 0 to dla ¢ = 0,
Ny¢(¢) = f(0) jest niezerowa funkeja stata, wiec Ny(v) ¢ L. Gdy f(0) =0
to z waruku lipschitza f mamy

[f () = [f(v) = FO)] < Ifol.

7 tego natychmiast wynika, ze Ny przeprowadza Li w siebie. Lipschitzowskosé
i wzrost liniowy Ny pokazuje si¢ catkowicie elementarnie. [

Odpowiednikiem Lematu 17.3 dla rodziny ﬁi jest nastepujacy fakt, ktorego
dowdd pozostawiamy czytelnikowi.

Lemat 17.4 Zaléimy, ze f : R — R jest funkcjq lipschitzowska. Dla p > d /2,
Ny jest odwzorowaniem lipschitzowskim o wzroscie liniowym na Ei. Gdy p <
d/2 to Ny jest lipschitzowskie o wzroscie liniowym na Lz wtedy i tylko wtedy

gdy f(0) = 0.

17.2 Stochastyczne ré6wnania ciepla

W tym podrozdziale przedstawimy rezultaty dotyczace réwnania (17.1). Przy-
pomnijmy, ze W jest jednorodnym procesem Wienera na R? z miara spek-
tralna p. Réwnanie (17.1) interpretujemy jako abstrakcyjne stochastyczne
réwnanie ewolucyjne

dX = (AX + F(X))dt + G(X)dW

na przestrzeni Hilberta H = Lﬁ z A bedacym generatorem pétgrupy ciepta S
naLi,zF:Nfi
GW)pl¢] = Ng(¥)(€))p(E),

gdzie ¢ € Lﬁ oraz ¢ nalezy do jadra reprodukcyjnego Hy, procesu W.

Twierdzenie 17.1 Zaloimy, ze I' = Fu jest miarg oddzielong od —oo, to
znaczy, ze istnieje stata C' < oo taka, ze I'(d§) + CdE jest miarg nieujemna

oraz
{f{|z|<1} log (|z]71) dI'(2) < 00 gdy d =2,

_ (17.8)
f{|z|g1} |2|79+2d I (2) < o0 gdy d # 2.
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Zatoimy rowniez, Ze funkcje f i g sa lipschitzowskie. Niech p > 0. Wowczas
dla dowolnego x¢y € Lﬁ istnieje doktadnie jedno rozwiqzanie réwnania (17.1)
w L2 Jezeli p < 0 i f(0) = 0 = g(0), to dla dowolnego xo € L2 istnieje
do]dadme jedno rozwigzanie (17.1) w L2.

Uwaga. Poniewaz I jest miara skonczona na kuli jednostkowej, warunek
(17.8) jest speliony dla d = 1.

Dowdéd. Z Lematow 17.1 wnioskujemy, ze pélgrupa ciepta jest Cy-polgrupa na
L2 7 Lematu 17.3 wnioskujemy, ze operatory Nemytskiego Ny i N, sg lipschit-
zowskle i o wzroécie liniowym na L2 W szczegdlnosci warunek (F) ogolnego
twierdzenia o istnieniu jest spehnony Musimy wiec sprawdzi¢ warunek (G)
na wspolczynnik dyfuzji. Mamy wykazaé, ze dla 1 z gestego zbioru Hy C L
S(t)G(¢) € Ligs)(Hw,L?%). Ponadto, Ze istnieje funkcja a € L7, (0, 00; R)
taka ze

ISOCE sy r22) < at) (14 ]2z )
IS (G) = GOz ey rw.23) < alt) |6 = Lz,

dla t € (0,00) oraz 9, ¢ € Hp. Jako Hy wezniemy S(R?). Niech
Mi()p = S(t) (V) -

Zauwazmy, ze poniewaz Ny : Li — Li jest lipschitzowskie i ma wzrost liniowy
oraz

St)G(Y)e = My(Ng(v))g
wystarczy pokazaé, ze dla dowolnego t > 0, M; jest ciaglym operatorem linio-
wym z Li w przestrzen Lggy(Hw, Li) oraz, 7e

T
/0 ||Mt||%(L;2)1L(Hs)('Hw;L§))dt < 00, VT < o0 (179)

Zauwazmy, ze wtedy jako funkcje a mozemy wziasé ||Mt||L(L§,L(HS)(HW;L§))
mnozone przez stalg lipschitza odwzorowania Nj.

Aby wykazaé (17.8) wezmy ¢ € S(R?), t > 0 oraz ortonormalna baze {e,}
przestrzeni Hyy. Z postaci Hy wynika, ze mozemy zalozy¢, ze {e, } C Cp(R?).
Istotnie e, = F(upnp) gdzie {uy} jest ortonormalna baza L( )(Rd, w; C). Biorac
{un} C S(R%C) otrzymamy {e,} C Cy(R?). Tak wicc ¢e, € L2 dla dowol-
nych ¢ € S(RY) i n. W szezegdlnosei S(t)(1pe,) jest dobrze okreglone i nalezy
do L? dla dowolnch ¢, t i n. Mamy

Z|Mt en|L2 = Z|S (ven) |L2
_ ;/R

2

/Rd pe(§ = mb(n)en(n)dn| U,(&)dE.
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Przypomnijmy, ze dla dowolnego procesu W w S’(R%) o formie kowariancji Q
zachodzi

QW ¥) = (em,¥)?, ¢ € S(RY),

n

gdzie {e,} jest dowolna ortonormalna baza jadra reprodukcyjnego W. Tak
wiec

>

n

2

= " en, pe(€ = 0 (-)*

n

= Qpe(§ = )P(), (€ = )o())
= (L pe(€ = )() * (pe(€ = )P () (s))-

/Rd pe(§ — m)v(n)en(n)dn

Niech C' bedzie, takie ze
I'(dn) =: T'(dn) + Cdn
jest miara nieujemna. Z nieréwnosci

otrzymujemy

(L, pe(€ = )0 % (pe(€ = 0())(e)) <AL, pe(€ = YD) * (pe(€ = P ())(e)-

Tak wiec
> Miwenl < (P =00 5 (6 = ()} 9p(6)dE

Poniewaz

€ = D) = (puE = 0o ()
= [ pe = K)ot = R)pu(€ + R0r)dr,

mamy
Z|Mt en|L2

< [ o= 0 mwtn = (e + mpo=r)o, () P

< [ L [ e =nlivt = nio,©dnt = o ()T nyar

Zauwazmy, ze istnieje zalezna od p stala c¢;, taka ze dla wszystkich n,u € R,

0,(n —u) <0 ,(u)ey el
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Tak wiec z nieréwnosci Schwarza mamy

[ W€ = nllote = iy e

< ([ ot -Paone) ) ([, 1te = nPone) :
: </]Rd ()0 +7 U)du> N (/]Rd () P9, (u + r)du> N

2 2 27 pllr—n|+27 1 p||r
<|¢|L301€ [pl|r—nl loll7|

2.2 2 pl(|r—n|+|r
< |¢|[§cle ll(Ir=nl+IrD,
W konsekwencji

Z |Mt(1/;)en|%§ < c%|1/)|%% /Rd /Rd 2 Nel(r=nl+1rD o, (7 — ) p, () T (diy)dr-

Korzystajac teraz, ze dla dowolnych ¢, u i p,

u? U u? U ul?  tp?

N 1 A N L1 O 7

2t 2 4t 4t 2 4t 4
otrzymujemy

/ / eTl\me?anT')Pt(r - n)pt(r)f(dn)dr
Rd JRd
<2eF [ ol = mpu ()i
R
7 pélgrupowosci S wynika, ze

P2t * P2t = Pat-

Tak wiec mamy oszacowanie
Sl < 20 (ol [ pun ).
R

Aby pokazaé¢ (17.9) wystarczy wiec udowodnié, ze zalozenie (17.8) pociaga

/ / par(n dn )dt < 0.
Rd

W tym celu nalezy oszacowaé

T
K(Tv d? 77) = /0 P4t (n)dt'
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Z lematu ponizej wynika, ze K (T, d,n) maleje do zera w nieskoniczonosci szyb-
ciej niz |n|~™ dla dowolnego m. Poniewaz I" jest miara i jako transformata Fo-

uriera dystrybucji temperowanej jest tez miara temperowana. Tak wiec tylko
z zalozenia, ze I jest miara wynika

/ K(T,d,n)I"(dn) < oo.
{In|=1}
Wystarczy wiec pokazaé, ze z (17.8) wynika
/ K(T,d,n)I(dn) < . (17.10)
{Inl<1}

Gdy d = 1, to z Lematu 17.5 ponizej wynika, ze K(T,1,-) jest funkcja ograni-
czong na odcinku [—1, 1]. Tak wiec zachodzi (17.10). Gdy d = 2, to z Lematu
17.4 (idd),

K(T,2,m) < Clog(|n| ™).

Tak wiec (17.10) wynika z (17.8) i z faktu, ze
[ toslal an < o
{Inl<1}

Gdy d > 2, to z Lematu 17.4(iv),
K(T,2,n) < Cln*~*.

Tak wiec znowu (17.10) wynika z (17.8) oraz z faktu, ze

/ |77|2_dd77 < o0.
{Inl<1}

O
Niech T > 0, a > 0. Dla r > 0 polézmy

T
Ii(OL,T,T):/ t=e /bt
0

Lemat 17.5 (i) dla a >0, n € N oraz T > 0, r"k(a, T,7r) — 0 gdy r — o0,
(1) gdy a € [0,1), to (e, T, ) jest funkcja ograniczona,
(1i1) istniejq state C1,Cs € (0,00) takie, Ze dla kazdego r € (0,1],
Cilog (|r|™") < k(1,T,7r) < Calog (|r|™"),
(tv) gdy a > 1, to istniejg state C1, Co € (0, 00) takie, Ze dla kazdego r € (0,1],

C'l|7’|170£ S K(OL,T, T) S C?|T|1ia'
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Dowdéd. Po zamianie zmiennych s = t/r otrzymujemy
T/r
k(la,T,7) = Tlfo‘/ t—%e .
0

Tak wiec (i) wynika z tego, ze

h?(}x_m/ e Vit =0, VYa>0 VmeN.
z 0
Gdy o € (0,1) to
T
k(a,T,r) < / ™t < o,
0
co dowodzi (7).

Niech o = 1. Wéwczas (4i7) wynika z

Ty—1,-1/t —-1,-1/x

t™'e dt T e
lim ‘[07 = lim — T = lim e /% =1.
T—+00 10gI x—-+00 xr— x—+00

W koricu, (iv) wynika z

po—1 7 tfaefl/tdt 00
lim J - :/ t=% Yt € (0,00).
r— 400 re— 0
0

Uwaga. Jako zadanie pozostawiamy pokazanie, ze jezeli I" jest miara oddzie-
lona od —oo to warunek (17.8) zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy

n(d)
/Rd e < (17.11)

Uwaga. Z powyzszej uwagi wynika, ze transformata Fouriera miary spelnia-
jacej (17.10) nie musi by¢ miara oddzielona od zera. Przykladem jest miara p

na R zadana wzorem
n= Z na(é_n + 671)7
neN

gdzie a € (0,1).

17.3 Uwagi bibliograficzne

Rozdziat oparty byl na pracy [29]. Wiecej o réwnaniach parabolicznych z szu-
mem jednorodnym mozna znalezé¢ w [3, 4, 10, 17, 18, 19, 21, 27, 28, 29, 30, 31].
Praca [28] jest praca przegladowa na temat réwnani na calej przestrzeni.
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Stochastyczne réwnanie falowe na R¢

Naszym celem jest badanie istnienia rozwiazan stochastycznego réwnania falo-
wego

aX

AX(6,6) + F(X () +9(X(, ) 57 (1,6)
t>0, £ €RY (18.1)
0X

X(0.8) = (), (0.6 =0(e) € € R,

w ktérym f, g : R — R sa funkcjami lipschitzowskimi, a W jest jednorodnym,
to jest stacjonarnym po £ procesem Wienera.

Tak jak dla réwnania ciepla naszym pierwszym krokiem bedzie skonstruowa-
nie odpowiedniej przestrzeni stanéw. Przypomnijmy, ze {¥,} to rodzina wag
wykladniczych. Dla r € R niech H) bedzie uzupehieniem S (R%) do prze-
strzeni zupelnej ze wzgledu na norme

olt; = [+ PSP

Oczywiscie H jest przestrzenia Hilberta. Niech

L2
Hp = <H_p2>
P

A= (gg) D(A) = <125}> (18.2)

p

oraz niech

Lemat 18.1 Niech p € R. Wowczas (A, D(A)) generuje Co-pdlgrupe S na
Hp.

Dowdéd. Gdy p = 0 to rezultat wynika z twierdzenia Lumiera—Philipsa, w taki
sam sposéb jak dla réwnania falowego na odcinku [0, 1]. Niech teraz p # 0.
Rozwazmy izometryczny izomorfizm przestrzeni H, i H dany wzorem
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j<w>: 9,
@ 95/ %
Niech teraz S bedzie Co-pétgrupa generowana przez A na Ho. Niech S (t) =
J1S(t)j, t > 0. Oczywiscie S jest Co-pSlgrupa na H,. Jej generator wynosi

- 0 I
A=j"14= _
J J (§p1/2A19,1,/2 0)

7 dziedzing )
D(A) = {v:jve D(A)} = (II“%) .

Wiec dziedzina A jest réwna dziedzinie A rozwazanej na H,. Zauwazmy, ze
dla dowolnej funkcji v,

d
_ 179009, OU _
1/2 A91/2 1/29Vp 1/2 A91/2
0, CAY Y = A¢+]§:1 v, 3¢, 05, + (19p A, )w

Poniewaz funkcje

~1/290p

9 j
P 85-]7 .] ) Y

Il
[y

—-1/2 1/2
d oraz  9,'2A9Y

sa klasy Cp(RY) mamy
02 A0 ) = Ay + B,

gdzie B jest operatorem rézniczkowym rzedu pierwszego o wspdlczynnikach
klasy C(R?). Tak wiec }
A=A+B,

B:(gg)

Zauwazmy, ze B jest ograniczonym operatorem na H,. Tak wiec A jest ge-

gdzie

neratorem Co-polgrupy na H, jako ograniczona perturbacja generatora A.
O

Dla wag typu wielomianowego mamy analogon Lematu 18.1. Mianowicie niech
K} bedzie uzupeieniem S (R%) do przestrzeni Hilberta ze wzgledu na norme

ol = [+ PO 0O P

£2
ICP = (Kp2)
P

A= <A0 é) D(A) = (*’25}) (18.3)

Niech

oraz niech
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Lemat 18.2 Niech p € R. Wéwczas (A, D(A) generuje Co-pdlgrupe S na KC,.

Dowdd Lematu 18.2 podobnie jak Lematu 18.3 ponizej pozostawiamy czytel-
nikowi. Dla funkcji f : R — R niech

9 (5)= ()

Lemat 18.3 Zalozmy, Ze f : R — R jest funkcjq lipschitzowska. Dla p > 0,
N jest odwzorowaniem lipschitzowskim o wzroscie liniowym na H,. Gdy p <
0 to Ny jest lipschitzowskie o wzroscie liniowym na H, wtedy i tylko wtedy

gdy £(0) = 0.
Podobny rezultat namy dla wag wielomianowych.

Lemat 18.4 Zaléimy, ze f : R — R jest funkcjq lipschitzowska. Dla p > d /2,
Ny jest odwzorowaniem lipschitzowskim o wzroscie liniowym na K,. Gdy p <
d/2 to Ny jest lipschitzowskie o wzroscie liniowym na K,, wtedy i tylko wtedy

gdy f(0) = 0.

18.1 Istnienie i jedyno$¢ rozwiazan

W tym podrozdziale przedstawimy rezultaty dotyczace réwnania (18.1). Przy-
pomnijmy, ze W jest jednorodnym procesem Wienera na R¢ z miara spek-
tralna p. Réwnanie (18.1) interpretujemy jako abstrakcyjne stochastyczne
réwnanie ewolucyjne

dX = (AX + F(X))dt + G(X)dW
na przestrzeni Hilberta H, z A danym wzorem (18.2), F' = Ny i

G(u)elE] = Ng(u)(©) (&),

gdzie u € 'H, oraz ¢ nalezy do jadra reprodukcyjnego Hy procesu W.

Twierdzenie 18.1 Zaloimy, ze miara spektralna o procesu Wienera spelnia

warunek catkowy
p(ds)
sup/ — < . 18.4

P Jea THIE+ P ()

Zatoimy rowniez, Ze funkcje f i g sa lipschitzowskie. Niech p > 0. Wowczas
dla dowolnego zo € H, istnieje doktadnie jedno rozwigzanie réwnania (18.1)
w H,. Jezeli p < 0 i f(0) = 0 = g(0), to dla dowolnego zy € H, istnieje
doktadnie jedno rozwigzanie (18.1) w H,.
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Dowéd. Z Lematu 18.1 wnioskujemy, ze A generuje Co-pdlgrupe na H,. Z
Lematu 18.3 wynika, ze Ny i Ny sa Lipschitzowskie. Poniewaz

G = MN,

M (i) - <£¢>

M : ¢ — My jest ograniczonym operatorem z Li w Ligsy(Hw, Hp_l).

gdzie

wystarczy pokazac, ze

Ustalmy ¢ € S(R?) oraz ortonormalna baze {e,} przestrzeni L(S)(Rd,u; C).
Woéwezas {F(exp)} jest ortonormalng baza Hy . Mamy

Z|M¢f(eku)|§{;1 = Z/Rd (14 1€1%) \f (920 F () | dé
k k

= /R (1+1€7)" (Z\f 191/2¢f<eku>><s>!2> 3

Poniewaz transformata Fouriera przeprowadza iloczyny w sploty, a {ex} jest
ciagiem ortonormalnym w L2(R?, ; C), otrzymujemy

S0y er el = | [ F00 - neadntn]

< / | FOY2u) (€ — )| dun)
Rd

Stad
e 1 2)71 1/2 2
ZIqu k)] S/Rd (1+1¢P) /Rd\f(ﬂp $)(E —m)|*du(n)de
: /Rd /Rd (1+ e +nP) " [F@320) ()| duu(n)dg

_dulz) 12 ,
S(;&@/WHKMp)/ |F(01/26)(€)[*de

du(n)
<|¢ sup/ —_—
| |L2 cerd Jra 1+ € +n)?

O

Uwaga. Przy zalozeniu, ze I' = F(u) jest miara oddzielona od —oo, warunek
(18.3) jest réwnowazny kazdemu z nastepujacych warunkéw
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d
/ p(2) < 00,
Rd1+|2|2

f{|z|§1} log (|Z|71) dl'(z) < oo gdy d=2,
f{|z|§1} |2|79+2d I (2) < o0 gdy d # 2.

18.2 Uwagi bibliograficzne

Rozdziat oparty byl na pracy [27]. Wiecej o réwnaniach parabolicznych z szu-
mem jednorodnym mozna znalezé w [6, 7, 17, 18, 27, 28, 29, 31].
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Dodatek - Operatory Hilberta—Schmidta i
nuklearne

19.1 Operatory Hilberta—Schmidta

Niech U i H beda przestrzeniami Hilberta. Operator liniowy G : U — H jest
operatorem Hilberta—Schmidta, piszemy wtedy G € Lgg)(U, H), gdy

||G||%(Hs)(V,H) = Z G filir < o0
J

dla pewnej bazy ortonormalnej {f;} przestrzeni U. Niech {e;} bedzie baza
ortonormalna H. Zauwazmy, ze

D_IGhlE = (Gl ey

Jik

Stad wynika niezaleznosé¢ definicji normy od wyboru bazy i wzér

2 2
||G||L(HS)(U,H) = ||G*||L(HS)(H,U)'

Przestrzen L gg) (U, H) jest ofrodkowa przestrzenia Hilberta z iloczynem ska-
larnym
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(G1,G2) L sy U.H) = Z<G1fj7 Gafj)m

J

= Z(Glfj,ek>H<G2fjvek>H
7,k

= (. Gien)u (. Grer)u
7,k

= (Gier, Gser)u
k

- < Ta G§>L(HS)(H,U)'

19.2 Operatory nuklearne

Niech U i H beda o$rodkowymi przestrzeniami Hilberta. Kazdy operator li-
niowy R : U — H postaci

Ruszk<u,ak>U, uveU, gdzie Z|ak|U|bk|H < 00,
k k

nazywa sie operatorem nuklearnym lub inaczej operatorem sladowym lub ope-
ratorem o skoriczonym $ladzie.

Przestrzen L1(U, H) wszystkich operatoréw $ladowych jest o$rodkowa prze-
strzenia Banacha z norma

||R||x = inf {Z lak|u|belm; Ru = Zbﬂu,akhf} :
k

Gdy U = H, to zamiast L1(U, H) piszemy L, (H). Niech U, H,V beda prze-
strzeniami Hilberta. Mamy nastepujace podstawowe wlasnosci przestrzeni
operatoréw nuklearnych.

Lemat 19.1 (i) Jezeli S € L1(U,H) i T € L(H,V), to TS € L1(U,V) oraz
NTSI < ISIT | e, vy - (19.1)
(13) Jezeli S € L(U,H), T € L1(H,V), to TS € L1(U,V) oraz
TSl < IS pw,my 1Tl

Dowéd (i). Mamy

Su = Zbk<uaak>U7 gdzie Z |bi| & |ar]o < oc.
k

Stad
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TSu=> Thy(u,ar)u gdzie > [Tblv larlo < |T|Lyvy) Y laklv [brlv,
k k k
co pociaga za soba (19.1). O
Dowéd (ii). Mamy
Th=> belh,ak)n.

Stad
TSu = Zbk<Su,ak>H = Zbk<u,5’*ak>U,
a wiec
ITS[1 <Y Ibelv 1S arlo < 1Sy Y 1belv lak|m
k k
< |ISllLw.m) Z |bk|v |ak|m-
k
O

Gdy R € L1(H) i{e;} jest baza ortonormalng H, to definiujemy slad operatora
R,
TrR = Z(Rej, ej)H-
J
Jezeli

Rh="> (h,ar) b,
k

to

D URejeyul =D > (ej an)m (b, ej)m

j ik
<Y D Kegsar)ml bk e al
Ko\ J
1/2 1/2
< Z Z<€ja ak>%{ Z<bk7 ej>%{
Ko\ J j

< laxla lbela < [|R]|1-
k

Czyli szereg definiujacy Tr R jest bezwzglednie zbiezny. Ponadto

TrR= Zz<ej7ak>H<€jvbk>H
ik
- Zz<ej7ak>H<€jvbk>H
ko
= Z<akabk>H7
%
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czyli definicja nie zalezy od wyboru bazy.

Lemat 19.2 Niech U, H bedq przestrzeniami Hilberta. (i) Jezeli S : U — H,
T : H — U oraz jeden z operatorow S lub T jest sladowy, to

Tr TS = Tr ST.
(id) Jezeli S,T € Ligsy(H,H), to ST € L1(H) i
||ST||1 S ||S||L(HS)(H>H)||T||L(Hs)(H,H)'
Dowéd (i). Zatézmy, ze T jest sladowy. Wéwezas

Th=> bilh,ax)m, bi€U, ar€ H.
k

Stad
TSu= Zbk<5uaak>H = ZkavS*akﬁ-
k k

Tak wiec, dla dowolnej ortonormalnej bazy {e;} przestrzeni U oraz dowolnej
ortonormalnej bazy {f;} przestrzeni H mamy

D (TSejesyu =YY (br,ej)ule;, S"an)u
j 7k
= Z(bk, S*ar)y = Z(Sbk,ak>H
k

k

— Z Z(Sbk, foyular, fi)n
k l

= (ST, fi)u.
l

O
Dowéd (ii). Dla dowolnej ortonormalnej bazy {ex} przestrzeni H mamy
Th=> (Thyex)mer = »_(h, T ex)nex.
% %

Stad

STh =" (h,T"ex)nSex.
k

Tak wiec

1/2 1/2
ISTI[ <> 1T exln |Sexln < <Z |T*€k|§1> (Z |5€k|§{>
k k k

ST L gy 1) | IS L g5, (21,21

= ||T||L(HS)(H,H)||S||L(Hs)(H,H)'
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Ponadto

TrST =Y (Sep,T*ex) = »_(T'Sey,ex) = Tr TS
k k
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