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Przedmowa

Na prezentowany tekst sk ladaja֒ sie֒ wyk lady, które prowadzilísmy w roku aka-
demickim 2001/2002. Celem wyk ladów by lo wprowadzenie s luchaczy w teorie֒
stochastycznych równań ewolucyjnych. Pocza֒tki tej teorii sie֒gaja֒ lat sześdzie-
sia֒tych zesz lego stulecia. Pierwsze wyniki motywowane by ly wewne֒trznym
rozwojem matematyki, w szczególności analizy i teorii procesów stochastycz-
nych jak również koniecznościa֒ opisywania losowych zjawisk badanych w fi-
zyce, chemii, biologii i automatyce. Podstawowe pytania dotycza֒ce istnienia

i jedyności rozwia֒zań zosta ly postawione w latach siedemdziesia֒tych i ich
rozwia֒zania, przy różnego rodzaju za lożeniach, pojawiaja֒ sie֒ do dnia dzisiej-
szego. Wie֒kszość równań różniczkowych z pochodnymi cza֒stkowymi, linio-
wych i nieliniowych, ma swoje stochastyczne odpowiedniki a ich w lasności sa֒
przedmiotem intensywnych badań.

Wyk lady zosta ly podzielone na dwie cze֒ści. Cze֒ść pierwsza zawiera mate-
ria l z semestru wiosennego i poświe֒cona jest równaniom postaci

dX = (AX + F (X))dt+BdW, (0.1)

z tak zwanym szumem addytywnym, to znaczy niezależnym od rozwia֒zania.
W równaniu (0.1) symbol A oznacza operator liniowy, najcze֒ściej różniczkowy,
F jest operatorem nieliniowym,B liniowym, ograniczonym aW to proces Wie-
nera. Ta cze֒ść wyk ladów zawiera dużo materia lu wprowadzaja֒cego i motywa-
cyjnego i jest bardziej elementarna niż cze֒ść druga. Zaczyna sie֒ rozdzia lem,
który wyjaśnia zwia֒zki zachodza֒ce pomie֒dzy uk ladami dynamicznymi sto-
chastycznymi a równaniami stochastycznymi. W rozdziale drugim omówione
zosta ly w lasności miar gaussowskich i procesu Wienera na przestrzeniach
Hilberta. Podstawowe w lasności ca lki stochastycznej, gdy ca lkuje sie֒ funk-
cje operatorowe detrministyczne, sa֒ przedmiotem rozdzia lu naste֒pnego. Udo-
wodniono w nim istnienie rozwia֒zania równania (0.1) i to, że rozwia֒zanie
ma w lasność Markowa. Poje֒cie miary niezmienniczej zosta lo wprowadzone w
rozdziale 4 wraz z dostatecznymi warunkami na jej istnienie. W obszernym
rozdziale 5 wprowadzono poje֒cie miary Gibbsa dla uk ladu spinowego na kra-
cie i w oparciu o wyniki poprzednich rozdzia lów naszkicowano dowód istnienia
miary Gibbsa dla szerokiej klasy uk ladów. Rozdzia l ostatni poświe֒cony zosta l
teorii pó lgrup liniowych operatorów i s labym rozwia֒zaniom równań liniowych.
Poje֒cia te odgrywać be֒da֒ zasadnicza֒ role֒ w cze֒ści drugiej.

Drugi semestr i jednocześnie druga cze֒ść wyk ladów poświe֒cone zosta ly
równaniom, które można zapisać w postaci

dX = (AX + F (X)) dt+B(X)dW. (0.2)

W równaniach tego typu szum zależy od rozwia֒zania. Badanie (0.2) wymaga
ogólnej definicji ca lki stochastycznej Itô o wartościach w przestrzeni Hilberta
oraz poznania jej podstawowych w lasności, to jest nieskończenie wymiaro-
wych odpowiedników klasycznego wzoru Itô i nierówności Burkholdera–Da-
visa–Gundy’ego. Tym zagadnieniom poświe֒cone sa֒ rozdzia ly 8 i 9. Rozdzia l 7
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poświe֒cony jest poje֒ciu ca lki Bochnera, nieskończenie wymiarowym martyn-
ga lom i warunkowej wartości oczekiwanej elementu losowego o wartościach w
przestrzeni Banacha. Podstawowym rezultatem przedstawionym w rozdziale
10 jest metatwierdzenie, które mówi, że klasy rozwia֒zań ca lkowych (mild solu-
tions) i s labych sa֒ identyczne. Przypomnijmy, że proces X jest rozwia֒zaniem
ca lkowym (0.2) gdy spe lnia

X(t) = S(t)X(0) +

∫ t

0

S(t− s)F (X(s))ds

+

∫ t

0

S(t− s)B(X(s))dW (s), t ≥ 0,

(0.3)

gdzie S jest pó lgrupa֒ generowana֒ przez A. S labe rozwia֒zanie (0.2) rozumiane
jest w sensie równań deterministycznych. Tak wie֒c procesX jest rozwia֒zaniem
s labym (0.2) gdy dla każdego ψ z dziedziny operatora A∗,

〈X(t), ψ〉 = 〈X(0), ψ〉 +

∫ t

0

(〈X(s), A∗ψ〉+ 〈F (X(s)), ψ〉) ds

+

∫ t

0

〈B(X(s))dW (s), ψ〉 t ≥ 0.

Ca lka stochastyczna Itô, o ile jest dobrze określona, ma cia֒g la֒ modyfikacje.
Z drugiej strony w postaci ca lkowej (0.3) równania (0.2) wyste֒puje stocha-
styczny splot ∫ t

0

S(t− s)B(X(s))dW (s), t ≥ 0,

który nie musi być cia֒g ly po t. W rozdzia le 11, używaja֒c metody faktoryzacji
formu lujemy dość ogólne warunki na istnienie cia֒g lej modyfikacji stochastycz-
nego splotu. Rozdzia l 12 zawiera formalna֒ definicje rozwia֒zania stochastycz-
nego równania ewolucyjnego i warunki regularności wspó lczynników A,F,B
równania, które, jak pokazane zosta lo w naste֒pnym rozdziale, gwarantuja֒ ist-
nienie i jedyność rozwia֒zania (0.2). Rozważania z rozdzia lów 12 i 13 sa֒ ilustro-
wane naste֒puja֒cymi przyk ladami: równanie ciep la z jednorodnymi warunkami
brzegowymi Dirichleta lub Neumanna, równanie z opóźnieniem. Rozdzia l 14
poświe֒cony jest stochastycznemu równaniu falowemu na skończonym prze-
dziale. Rozdzia l 15 dotyczy równań z szumen na brzegu. Ostatnie rozdzia ly
poświecone sa֒ równaniom ciep la i falowemu na ca lej przestrzeni, z szumem je-
dnorodnym, to jest stacjonarnym po zmiennej przestrzennej. W drugiej cze֒ści
korzystamy z podstawowych faktów teorii operatorów nuklearnych i Hilberta–
Schmidta. Fakty te zosta ly zebrane w dodatku.

Pierwsza cze֒ść wyk ladów zosta la przepisana komputerowo przez Pana
magistra Adama Wa֒sowskiego, a ujednolicenia ca lości dokonali Pani ma-
gister Franciszka Matthaeus oraz Pan magister Adam Górecki. Serdecznie
dzie֒kujemy im za pomoc.

Szymon Peszat i Jerzy Zabczyk.
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12 Postać abstrakcyjna stochastycznego równania ewolucyjnego119
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17.2 Stochastyczne równania ciep la . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168
17.3 Uwagi bibliograficzne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173

18 Stochastyczne równanie falowe na R
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Cze֒ść I

Równania z szumem addytywnym





1

Stochastyczne uk lady dynamiczne a równania
różniczkowe

Stochastyczne równania ewolucyjne można traktować jako pewna֒ forme֒ opisu
stochastycznych uk ladów dynamicznych nieskończenie wymiarowych. Pierw-
szy rozdzia l poświe֒cony jest omówieniu ogólnych powia֒zań pomie֒dzy równa-
niami różniczkowymi a uk ladami dynamicznymi.

1.1 Uk lady dynamiczne w czasie dyskretnym

Przez uk lad dynamiczny rozumie sie֒ cze֒sto przestrzeń mierzalna֒ (E, E), na-
zywana֒ przestrzenia֒ stanów i odwzorowanie mierzalne F : E −→ E. Przed-
miotem badań teorii uk ladów sa֒ iteracje F t, t = 0, 1, . . . odwzorowania F i
trajektorie, czyli cia֒gi (x, F (x), ..., F t(x), ...). Cze֒sto przestrzeń fazowa E jest
wyposażona w miare֒ probabilistyczna֒ µ, niezmiennicza֒ ze wzgle֒du na F , czyli
taka֒ że

µ {x : F (x) ∈ Γ} = µ(Γ ), dla Γ ∈ E .
Istnienie miar niezmienniczych i ich jedyność w określonych klasach, sa֒
również badane. Uk lady dynamiczne sa֒ deterministyczne ponieważ stan uk ladu
Xt w dowolnej chwili t, jest ca lkowicie wyznaczony przez po lożenie Xt w chwili
poprzedniej t− 1, w myśl wzoru

Xt = F (Xt−1), X0 = x.

Za lóżmy, że mamy do czynienia z uk ladem, który jest stochastyczny w tym
sensie, że stan naste֒pny jest losowany zgodnie z rozk ladem P (x, ·), gdzie x
oznacza stan poprzedni. Funkcje֒ P (x, Γ ), x ∈ E, Γ ∈ E , która jest mie-
rzalna ze wzgle֒du na pierwszy argument i miare֒ probabilistyczna֒ ze wzgle֒du
na drugi argument, nazywa sie֒ funkcja֒ przej́scia uk ladu. A wie֒c stochastycz-
nym uk ladem dynamicznym z czasem dyskretnym jest trójka (E, E ,P), gdzie
(E, E) jest przestrzenia֒ mierzalna֒ a P jest funkcja֒ przej́scia. Zdefiniujmy przez
indukcje֒ (P t) prawdopodobieństwa przej́scia w t-krokach
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P t+1(x, Γ ) =

∫

E

P (x, dy)P t(y, Γ ) =

∫

E

P t(x, dy)P (x, Γ ),

P 0(x, Γ ) = δ{x}(Γ ), x ∈ E, Γ ∈ E .
Dla dowolnego t = 0, 1, . . . i x ∈ E, P t(x, ·) jest miara֒ probabilistyczna֒ na E.
Ogólniej, dla dowolnych liczb naturalnych 0 < t1 < t2 < · · · < tn i dowolnych
zbiorów Γ1, . . . , Γn ∈ E definiujemy prawdopodobieństwa

P t1,...,tn(x, Γ1, ..., Γn)

znalezienia sie֒ uk ladu w momentach t1, ..., tn w zbiorach Γ1, ..., Γn, również
przez indukcje, zgodnie ze wzorami

P t1,...tn,tn+1(x, Γ1, ...Γn, Γn+1)

=

∫

Γn

P t1,...,tn(x, Γ1, ...Γn−1, dyn)P tn+1−tn(yn, Γn+1)

=

∫

Γ1

P (x, dy1)P t2−t1,...,tn+1−t1(y1, Γ2, ..., Γn+1).

Realizacja֒ stochastycznego uk ladu dynamicznego (E, E ,P) jest przestrzeń
probabilistyczna (Ω,F ,P) i cia֒g X0, X1, . . . zmiennych losowych

Xt : Ω −→ E,

czyli odwzorowań mierzalnych z (Ω,F) do (E, E)), taki że X0 = x oraz dla
dowolnych 0 < t1 < t2 < ... < tn i Γ1, ..., Γn ∈ E ,

P (w : Xt1(w) ∈ Γ1, ..., Xtn(w) ∈ Γn) = P t1,...tn (x, Γ1, ...Γn) .

Jeżeli E jest przestrzenia֒ metryczna֒ zupe lna֒ to istnienie realizacji uk ladu
(E,P ) wynika z twierdzenia Ko lmogorowa o rozszerzaniu miar. Jako Ω moż-
na przyja֒ć zbiór wszystkich cia֒gów w = (wn) o wartościach w E czyli EN∪{0}

oraz po lożyć
Xt(w) = wt, w ∈ Ω.

Można podać jednak bardziej konkretne realizacje stochastycznego uk ladu
dynamicznego w postaci równań dla których punktem wyj́scia jest tak zwany
bia ly szum.

1.1.1 Konstrukcja stochastycznego uk ladu dynamicznego

Niech (U,U) be֒dzie przestrzenia֒ mierzalna֒, a ξ1, ξ2, ... cia֒giem zmiennych
losowych o wartościach w U , określonych na przestrzeni probabilistycznej
(Ω,F ,P). Cia֒g (ξn) nazywa sie֒ bia lym szumem, lub też cia֒giem niezależnych
zmiennych losowych o tych samych rozk ladach, gdy istnieje miara probabili-
styczna µ na U , taka że dla dowolnych Γ1, ..., Γn ∈ U ,
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P (w : ξ1(w) ∈ Γ1, .., ξn(w) ∈ Γn) =
n∏

j=1

µ(Γj).

Jeżeli U = [0, 1) i µ jest miara֒ Lebesgue’a obcie֒ta֒ do [0, 1), to bia ly szum
nazywa sie֒ lebesgue’owskim, gdy U = Rd, a

µ(Γ ) =
1√

(2π)d

∫

Γ

e−
|x|2
2 dx,

to bia ly szum nazywa sie֒ gaussowskim. Zachodzi naste֒puja֒ce twierdzenie.

Twierdzenie 1.1 Za lóżmy, że E jest przestrzenia֒ zupe lna֒ i ośrodkowa, a
(E, E , P ) stochastycznym uk ladem dynamicznym. Istnieje wtedy odwzorowanie
mierzalne F : E × [0, 1) −→ [0, 1), takie że określony naste֒puja֒cym wzorem
cia֒g (Xt),

Xt+1 = F (Xt, ξt+1), X0 = x, (1.1)

gdzie (ξt) to bia ly szum lebesgue’owski określony na (Ω,F ,P), jest realizacja֒
uk ladu (E,P ).

Istnieje wiele konstrukcji odwzorowania F . Ich cecha֒ wspólna֒ jest to, że dla
dowolnego x ∈ E, F (x, ·) jest odwzorowaniem odcinka [0, 1) w przestrzeń E,
które przenosi miare֒ Legesgue’a na miare֒ P (x, ·).
Szkic dowodu

Przypomnijmy, że punktem wyj́scia jest funkcja przej́scia P (·, ·) na zupe lnej
przestrzeni E. Niech B1

1 , B
1
2 , . . . be֒da֒ kulami o średnicach mniejszych niż 1

21

i pokrywaja֒cymi E.
Ustalmy x i oznaczmy przez µ miare֒ P (x, ·). Konstrukcja jest indukcyjna.

Krok 1. Niech x1
1, x

1
2, . . . be֒da֒ elementami zbiorów

B̃1
1 = B1

1 , B̃
1
2 = B1

1 ∪B1
2\B1

1 , B̃
1
3 = B1

1 ∪B1
2 ∪B1

3\B1
1 ∪B1

2 , . . .

Jeżeli m-ty zbiór jest pusty, to k ladziemy x1
m = ∂, gdzie ∂ jest dodanym izolo-

wanym punktem. Zbiory B̃1
1 , B̃

1
2 , . . . sa֒ roz la֒czne i wyczerpuja֒ ca la֒ przestrzeń.

Niech
λ1
k = µ(B̃1

k), k = 1, 2, . . . .

Wtedy
∞∑

k=1

λ1
k = 1.

Definiujemy F1(y) = x1
k dla

y ∈
[
λ1

1 + · · ·+ λ1
k−1, λ

1
1 + · · ·+ λ1

k ) ≡ I1
k .

Gdy przedzia l jest pusty funkcji F1 nie definiujemy.
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Krok 2. Bierzemy drugie pokrycie B2
1 , B

2
2 , . . . o średnicach < 1

22 i funkcje֒ F2

definiujemy na przedzia lach I1
1 , I

1
2 , . . . w sposób naste֒puja֒cy. Rozpatrujemy

obcie֒cie µk miary µ do zbioru B̃1
k, której masa ca lkowita jest równa d lugości

przedzia lu I1
k . Rozpatrujemy

B̃1
k ∩

∞⋃

m

B2
m =

⋃

m

B̃1
k ∩B2

m

i tworzymy zbiory roz la֒czne

˜B2
k,1 = B̃1

k ∩B2
1 ,

˜B2
k,2 = B̃1

k ∩ (B2
1 ∪B2

2)\ ˜B2
k,1.

W każdym z nich wybieramy punkty x2
k,1, x

2
k,2, ..., które sa֒ odleg le od x1

k o

mniej niż 1
21 . Przedzia l I1

k rozk ladamy na podprzedzia ly d lugości odpowiednio
równe mierze µk1 obcie֒tej do kolejnych zbiorów B2

k,m i na nich definiujemy F2

k lada֒c x2
k,m.

Przez indukcje֒ otrzymujemy cia֒g F1, F2, . . . , taki że

ρ (Fn(y), Fn+1(y)) ≤ 1

2n
, n = 1, 2, . . .

Funkcje (Fn) oczywíscie zależa֒ od zmiennej x, czyli w rzeczywistości mamy
do czynienia z cia֒giem funkcji Fn(x, y), x ∈ E, y ∈ [0, 1) przyjmuja֒cych prze-
liczalna֒ liczbe֒ wartości. Funkcje te sa֒ mierzalne jako funkcje obydwu argu-
mentów i zbiegaja֒ do pewnej funkcji F . Funkcja F ma wymagane w lasności.
Aby to udowodnić, niech µn be֒dzie rozk ladem funkcji Fn. Funkcja Fn przepro-
wadza miare֒ Lebesgue’a obcie֒ta֒ do [0, 1) na miare֒ skoncentrowana֒ na przeli-
czlnym zbiorze {x̃nk , k = 1, 2, . . .}. Wystarczy wykazać, że że cia֒g (µn) zbiega
s labo do miary µ. Przypomnijmy, że cia֒g (µn) zbiega s labo do miary µ, gdy
dla dowolnej funkcji cia֒g lej i ograniczonej φ,

lim
n

∫
φ(x)µn(dx) =

∫
φ(x)µ(dx),

lub równoważnie, gdy dla dowolnego zbioru otwartego G,

lim inf
n

µn(G) ≥ µ(G).

Zauważmy, że dla każdego n istnieje cia֒g (Γnk )k=1,... zbiorów roz la֒cznych, taki
że

ρ(x̃nk , Γ
n
k ) <

1

2n
, k = 1, 2 . . . , µn{x̃nk} = µ(Γnk )

oraz ⋃

k

Γnk = E.

Ustalmy zbiór otwarty G ⊂ E. Niech ε > 0 be֒dzie dowolna֒ liczba֒ dodatnia֒,
K ⊂ G podzbiórem zwartym, takim że µ(K) ≥ µ(G) − ε. Dowolna kula Bnk
o niepustym przecie֒ciu z K i z k : 1

2k < ε, leży ca lkowicie w G. Niech
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G̃ =
⋃

Bn
k

∩K ⊂ G.

Wtedy
µn(G) ≥ µn(G̃) ≥ µ(K) ≥ µ(G)− ε.

Czyli
lim inf µn(G) ≥ µ(G),

co kończy dowód wymaganej s labej zbieżności. �

Równanie (1.1) jest dyskretna֒ w czasie wersja֒ stochastycznego równania róż-
niczkowego. Nazwiemy je równaniem stochastycznym w czasie dyskretnym.
Możemy wie֒c powiedzieć, że stochastyczne uk lady dynamiczne a równania
stochastyczne w czasie dyskretnym sa֒ tym samym jeżeli tylko przestrzeń fa-
zowa jest zupe lna i ośrodkowa. Okazuje sie֒, że fakt ten jest do pewnego stopnia
prawdziwy i dla uk ladów w czasie cia֒g lym. Zaczniemy od uk ladów determi-
nistycznych.

1.2 Deterministyczne uk lady w czasie cia֒g lym

Niech E be֒dzie przestrzenia֒ metryczna֒ a E rodzina֒ podzbiorów borelowskich
E. Rodzine֒ F t, t ≥ 0 odwzorowań mierzalnych E w E, taka֒ że

1. F 0(x), x ∈ E,
2. F t+s(x) = F t(F s(x)), t, s ≥ 0, x ∈ E,
3. Funkcja F t(x), t ≥ 0 jest cia֒g la dla dowolnego x ∈ E,

nazywamy uk ladem dynamicznym w czasie cia֒g lym albo potokiem, na E.
Funkcje֒ zmiennej t, F t(x), t ≥ 0 nazywa sie֒ trajektoria֒ startuja֒ca֒ z x ∈ E.
Za lóżmy dla prostoty, że E = R

d. Jeżeli trajektorie uk ladu dynamicznego sa֒
różniczkowalne w sposób cia֒g ly, to wtedy

d

dt
F t(x) = A(F t(x)), t ≥ 0, x ∈ E, (1.2)

gdzie

A(x) = lim
t↓0

F t(x) − x
t

, x ∈ E.

A wie֒c regularne uk lady dynamiczne w czasie cia֒g lym, czyli takie, których tra-
jektorie sa֒ różniczkowalne, sa֒ identyczne z rozwia֒zaniami równań różniczko-
wych zwyczajnych. Dla pe lności obrazu zauważmy, że istnieja֒ uk lady dyna-
miczne, których żadna trajektoria nie jest różniczkowalna w jakimkolwiek
punkcie. Takie uk lady nie sa֒ wie֒c opisywalne przez równania różniczkowe.
Również bardziej regularne uk lady dyssypatywne maja֒ trajektorie lipschitzow-
skie be֒da֒ce rozwia֒zaniami różniczkowalnych inkluzji
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dF t

dt
(x) ∈ A(F t(x)), t ≥ 0, x ∈ E,

gdzie A jest funkcja֒ o wartościach zbiorowych. Przypomnijmy, że uk lady dys-
sypatywne to uk lady dla których

|F t(x)− F t(y)| ≤ |x− y|, t ≥ 0, x, y ∈ R
d.

A wie֒c dla konstruktywnego opisu uk ladów dynamicznych należy niekiedy
wyj́sć poza tradycyjne równania różniczkowe, ale sa֒ to raczej sytuacje wyja֒tko-
we.

Na zwia֒zki mie֒dzy potokami a równaniami różniczkowymi można popatrzeć
jeszcze inaczej. Niech C0(Rd) oznacza przestrzeń Banacha funkcji cia֒g lych
znikaja֒cych w nieskończoności z norma֒ równa֒ supremum modu lu funkcji. Zde-
finiujmy rodzine֒ operatorów

P tφ(x) = φ(F t(x)), t ≥ 0, x ∈ E.

Jeżeli operatory (P t) przekszta lcaja֒ przestrzeń C0(Rd) w siebie oraz dla do-
wolnego φ ∈ C0(Rd),

P tφ −→ φ jednostajnie, gdy t ↓ 0,

to uk lad dynamiczny (E, (F t)t≥0) nazywa sie֒ fellerowski.
Niech L be֒dzie operatorem zadanym wzorem

Lφ(x) = lim
t↓0

P tφ(x) − φ(x)

t
= lim

t↓0
φ(F t(x)) − φ(x)

t
(1.3)

na zbiorze D(L) sk ladaja֒cym sie֒ z tych funkcji φ ∈ C0(Rd) dla których
zbieżność w (1.3) jest jednostajna. Z elementarnych w lasności silnie cia֒g lych
pó lgrup operatorów liniowych wynika, że zbiórD(L) jest ge֒sty i para (L,D(L))
jednoznacznie wyznacza (E, (F t)t≥0). Gdy uk lad jest regularny, wtedy na fun-
kcjach φ dostatecznie regularnych

Lφ(x) = 〈A(x), Dφ(x)〉 ,

gdzie A to odwzorowanie wyste֒puja֒ce w równaniu (1.2). W ogólnym przy-
padku postać operatora L nie jest jednak znana.

1.3 Stochastyczne uk lady w czasie cia֒g lym

Biora֒c pod uwage֒ poprzednie definicje, stochastycznym uk ladem w czasie cia֒g-
 lym nazwiemy trójke֒ (E, E , (P t)t≥0) sk ladaja֒ca֒ sie֒ z przestrzeni metrycznej
E wyposażonej w rodzine֒ zbiorów borelowskich E i rodziny P t, t ≥ 0 funkcji
przej́scia na E, takiej że
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1. P 0(x, Γ ) = δ{x}(Γ ), x ∈ E, Γ ∈ E ,
2. P t+s(x, Γ ) =

∫
E P

t(x, dy)P s(y, Γ ), t, s ∈ [0,∞), x ∈ E, Γ ∈ E ,
3. Jeżeli t ↓ 0, to P t(x, ·) −→ δ{x} s labo.

Podobnie jak w czasie dyskretnym definiujemy funkcje P t1,..,tn(x;Γ1, .., Γn),
0 < t1 < t2 < .. < tn, Γi ∈ E , i = 1, .., n i realizacja֒ stochastycznego uk ladu
dynamicznego (E, E , (P t)t≥0) nazywamy przestrzeń probabilistyczna֒ (Ω,F ,P)
i rodzine֒ Xt : Ω −→ E, t ≥ 0 zmiennych losowych, taka֒ że

P (w : Xt1(w) ∈ Γ1, .., Xtn(w) ∈ Γn) = P t1,..,tn(x, Γ1, .., Γn)

dla dowolnych 0 < t1 < ... < tn i Γi ∈ E , i = 1, .., n, n = 1, 2, .... Podobnie jak
w czasie dyskretnym istnienie realizacji wynika z twierdzenia Ko lmogorowa o
rozszerzaniu miar zadanych na zbiorach cylindrycznych.
Za lóżmy, że E = Rd i oznaczmy tym samym symbolem P t funkcje przej́scia
jak i operatory przej́scia określone wzorami

P tφ(x) =

∫

Rd

P t(x, dy)φ(y).

Naste֒puja֒ce twierdzenie Courrège’a [2] opisuje strukture֒ dużej klasy stocha-
stycznych uk ladów dynamicznych.

Twierdzenie 1.2 Za lóżmy, że dla dowolnego t ≥ 0, P t jest cia֒g lym opera-
torem na C0(Rd), P tφ −→ φ jednostajnie, gdy t ↓ 0. Niech dodatkowo dla
wszystkich funkcji φ ∈ C∞

K (Rd), nieskończenie wiele razy różniczkowalnych i
o ograniczonych nośnikach i dowolnego x ∈ R

d, funkcja P tφ(x), t ≥ 0 jest
różniczkowalna. Istnieja֒ wtedy funkcje A : Rd −→ Rd, Q : Rd −→ L+(Rd,Rd)
i ν : Rd −→M+ (Rd\{0}), gdzie L+(Rd,Rd) oznacza przestrzeń operatorów
nieujemnie określonych na Rd, aM+ (Rd\{0}) oznacza przestrzeń wszystkich
miar nieujemnych µ na Rd\{0}, takich że

∫

Rd

(|y|2 ∧ 1)µ(dy) <∞

oraz

lim
t↓0

P tφ(x) − φ(x)

t
= 〈A(x), Dφ(x)〉 +

1

2
TrQ(x)D2φ(x) (1.4)

+

∫

Rd

(
φ(x + y)− φ(x) − < y,Dφ(x) >

1 + |y|2
)
ν(x, dy)

dla φ ∈ C∞
K (Rd).

W pracy [9] z 1951, K.Itô wprowadzi l klase֒ równań różniczkowych stocha-
stycznych, takich że ich rozwia֒zania sa֒ realizacjami uk ladów dynamicznych
dla których ma miejsce (1.4). Przed wprowadzeniem tych równań podamy
kompletny opis stochastycznych uk ladów dynamicznych przestrzennie jedno-
rodnych, czyli takich, że
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P t(x, Γ ) = P t(0, Γ − x), x ∈ R
d, Γ ∈ E . (1.5)

Niech µt(Γ ) = P t(0, Γ ), t ≥ 0, Γ ∈ E . Wtedy

µt+s = µt ∗ µs, t, s ≥ 0, (1.6)

µt → δ{0} s labo, gdy t→ 0, (1.7)

gdzie przez ∗ oznaczylísmy operacje֒ splotu. Naste֒puja֒ce twierdzenie znane
jest jako charakteryzacja Lévy’ego–Chinczyna, patrz [1] and [11].

Twierdzenie 1.3 Jeżeli (µt) jest rodzina֒ miar probabilistycznych spe lniaja֒-
cych (1.6) i (1.7) to wtedy

∫

Rd

ei<λ,x>µt(dy) = e−tψ(λ), t ≥ 0, λ ∈ R
d, (1.8)

gdzie

ψ(λ) = i < a, λ > +
1

2
< Qλ, λ >

+

∫

Rd

(
1− ei<λ,x> − < λ, x >

1 + |x|2
)
ν(dx),

(1.9)

a ∈ R
d, Q ∈ L+(Rd,Rd) oraz ν ∈ M(Rd\{0}). Odwrotnie dla każdej funkcji

ψ postaci (1.9), istnieje rodzina (µt) spe lniaja֒ca (1.6) i (1.7), dla której ma
miejsce (1.8).

Realizacje jednorodnych przestrzennie uk ladów dynamicznych nazywa sie֒ pro-
cesami o przyrostach niezależnych. Istnieja֒ zawsze realizacje regularne, czyli
o trajektoriach prowostronnie cia֒g lych posiadaja֒cych lewostronne pochodne.
Sa֒ to tak zwane procesy Lévy’ego.

Niech Zt, t ≥ 0 be֒dzie procesem Lévy’ego, takim że Z0 = 0. Jeżeli t0 = 0 <
t1 < ... < tn i Γi ∈ E , i = 1, 2, ..., to

P
(
w;Ztj+1(w) − Ztj (w) ∈ Γj , j = 0, 1, .., n− 1

)

=

n∏

j=1

P
(
w;Ztj+1(w) − Ztj (w) ∈ Γj

)
.

Czyli przyrosty maja֒ w lasność niezależności, która wyste֒powa la w definicji
bia lego szumu w czasie dyskretnym. Ponieważ trajektorie procesu Z sa֒ fun-
kcjami lokalnie ograniczonymi, dlatego istnieje pochodna każdej trajektorii
Z.(ω) w sensie teorii dystrybucji dZt

dt (t), t ∈ (0,∞). Jeżeli funkcje f1, .., fn ∈
C∞

0 ((0,∞)) maja֒ nośniki zawarte w roz la֒cznych odcinkach, to wtedy zmienne

(
dZ

dt
, f1

)
,

(
dZ

dt
, f2

)
, ...,

(
dZ

dt
, fn

)

sa֒ niezależne. Dlatego bia lym szumem w czasie cia֒g lym nazywa sie֒ każdy
uogólniony proces dZ

dt , gdzie Z jest procesem o przyrostach niezależnych.
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Dwa procesy Lévy’ego sa֒ szczególnie ważne z punktu widzenia stochastycz-
nych uk ladów dynamicznych. Pierwszy z nich nazywa sie֒ procesem Wienera
W i odpowiada on funkcji ψ(λ) = |λ|2, λ ∈ R

d, a drugi (symetrycznym) pro-
cesem Cauchy’ego C i odpowiada on funkcji ψ(λ) = |λ|, λ ∈ Rd. Dla procesu
Wienera a = 0, Q = I, ν = 0, a dla procesu Cauchy’ego

a = 0, Q = 0, ν(dx) =
1

|x|1+d dx.

Co wie֒cej, dla procesu Wienera mamy

µt(Γ ) = P t(0, Γ ) =
1√

(4πt)d

∫

Γ

e−
|x|2
4t dx,

a dla procesu Cauchy’ego

µt(Γ ) = P t(0, Γ ) = π(d+1)/2Γ ((d+ 1)/2) t

∫

Γ

(|x|2 + t2)−(d+1)/2dx.

Proces Wienera ma trajektorie cia֒g le, a proces Cauchy’ego niecia֒g le.

1.4 Równania stochastyczne

Aby naszkicować konstruktywne rozwia֒zanie problemu realizacji stochasty-
cznego uk ladu dynamicznego podane przez Itô powróćmy do Twierdzenia Co-
urrège’a i zatrzymajmy sie֒ nad przypadkiem gdy funkcja A(·) spe lnia warunek
Lipschitza, Q jest funkcja֒ sta la֒, a ν ≡ 0. Nietrudno udowodnić, w oparciu o
twierdzenie o odwzorowaniach zwe֒żaja֒cych, że równanie ca lkowe

Xt(w) = x+

∫ t

0

A(Xs(w)) ds +Q
1
2Wt(w), t ≥ 0, (1.10)

ma jedyne rozwia֒zanie zależne od parametru w ∈ Ω. Równanie zapisuje sie֒
cze֒sto w postaci różniczkowej

dXt

dt
= x+A(Xt) +Q

1
2
dWt

dt
, (1.11)

w którym bia ly szum pojawia sie֒ explicite. Równaniu temu można nadać
ścis ly sens używaja֒c poje֒cia dystrybucji, jednakże wygodniejsza jest postać
(6.16), która stanowi punkt wyj́scia uogólnień na przypadek dowolnych funkcji
A,Q, ν. Rozwia֒zanie równania (1.10), to w laśnie poszukiwana realizacja uk la-
du stochastycznego z opisanymi parametrami.

Przyjmijmy, że macierzowa funkcja Q(·) nie jest sta la a jedynie ν ≡ 0. Wtedy
realizacje֒ Xt, t ≥ 0 konstruuje sie֒ jako rozwia֒zanie równania ca lkowego

Xt(w) = x+

∫ t

0

A(Xs(w)) ds +

∫ t

0

Q
1
2 (Xx(w)) dWs(w), (1.12)
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gdzie druga ca lka stoja֒ca po prawej stronie (12) jest tak zwana֒ ca lka֒ Itô. Przy
odpowiednim doborze zste֒puja֒cego cia֒gu podzia lów {(tnj )}można ja֒ otrzymać
jako granice֒, przy prawie każdym w, sum postaci

∑

tnj ≤t
Q

1
2 (Xtnj

(w))(Wtnj+1
(w) −Wtnj

(w)).

Dla konstrukcji realizacji uk ladu stochastycznego w ogólnym przypadku po-
trzebny jest jeszcze proces o niecia֒g lych trajektoriach. Wygodnie jest wybrać
proces Cauchy’ego, który oznaczać be֒dziemy przez Ct, t ≥ 0. Zdefiniujmy
najpierw dla dowolnego zbioru borelowskiego Γ ∈ E , ścísle oddzielonego od 0,
dwa procesy p(t, Γ ), t ≥ 0 i q(t, Γ ), t ≥ 0 w myśl wzorów

p(t, Γ, w) = liczność zbioru {s ∈ [0, t];Cs(w)− Cs−(w) ∈ Γ},

q(t, Γ, w) = p(t, Γ, w) −
∫

Ω

p(t, Γ, η)P(dη), t ≥ 0.

Po lóżmy

B(x) = A(x) +

∫

|y|<1

|y|2y
1 + |y|2 ν(x, dy) −

∫

|y|≥1

y

1 + |y|2 ν(x, dy), x ∈ R
d.

Niech dodatkowo dla każdego x ∈ Rd, G(x, ·) be֒dzie transformacja֒ z Rd\{0}
w Rd, taka֒ że

|G(x, y)| < 1 dla |y| < 1,

|G(x, y)| ≥ 1 dla |y| ≥ 1,

która dodatkowo przekszta lca miare֒ 1
|y|1+d dy na miare֒ ν(x, ·). Okazuje sie֒,

że przy odpowiednich za lożeniach regularności ([9]), można zrealizować uk lad
stochastyczny jako proces Xt, t ≥ 0 be֒da֒cy rozwia֒zaniem równania

Xt(w) = x+

∫ t

0

B(Xs(w)) ds +

∫ t

0

Q
1
2 (Xs(w)) dWs(w) (1.13)

+

∫ t

0

∫

|y|<1

G(Xs(w), y)q(ds, dy, w) +

∫ t

0

∫

|y|≥1

G(Xs(w), y)p(ds, dy, w).

Ca lki wzgle֒dem miar skokowych q i p maja֒ naturalny sens i zosta ly również
zdefiniowane przez Itô.
Wzór (1.13) to poszukiwane uogólnienie wzoru (1.1).



2

Miary gaussowskie i proces Wienera

Miary gaussowskie graja֒ podstawowa֒ role֒ w teorii stochastycznych równań
ewolucyjnych. W rozdziale przypominamy różne fakty dotycza֒ce miar gaus-
sowskich na przestrzeniach skończenie wymiarowych i uogólniamy niektóre z
nich na przypadek przestrzeni Hilberta. Dok ladniej badany jest przypadek
gdy przestrzeń Hilberta jest przestrzenia֒ funkcji ca lkowlnych z kwadratem.
Końcowa sekcja poświe֒cona jest procesowi Wienera i przyk ladom.

2.1 Miary gaussowskie na Rd

Miara֒ gaussowska֒ µ na R1 nazywamy dowolna֒ miare֒ skoncentrowana֒ w jed-
nym punkcie µ = δ{m}, lub miare֒ z ge֒stościa֒

µ(dx) =
1√
2πq

e−
1
2q (x−m)2 dx,

gdzie q > 0 i m ∈ R1. Miary takie oznaczamy N(m, q), gdzie N(m, 0) = δ{m}.
Zamiast N(0, q) piszemy Nq. Jeżeli zmienna losowa ξ ma rozk lad N(m, q) dla
pewnych m, q, to ξ nazywamy ja֒ zmienna֒ gaussowska֒ rzeczywista֒.

Bezpośrednim rachunkiem stwierdzamy, że
∫

R1

xN(m,q)(dx) = m,

∫

R1

(x−m)2Nm,q(dx) = q,

∫

R1

eiλxNm,q(dx) = eiλm− 1
2 qλ

2

.

Gdy L(ξ) = N(m, q), to

E ξ = m, E (ξ −m)2 = q, E eiλξ = eiλm− 1
2 qλ

2

.
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Lemat 2.1 Jeżeli L(ξ) = N1, to

E eλξ = e
1
2λ

2

,

E eλξ
2

=

{∞, gdy λ ≥ 1
2

1√
1−2λ

, gdy λ < 1
2 .

(2.1)

Dowód. Udowodnimy jedynie wzór (2.1). Ponieważ L(ξ) = N1,

E eλξ
2

=
1√
2π

∫ +∞

−∞
eλx

2

e−
x2

2 dx =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e(−

1
2+λ)x2

dx.

Gdy − 1
2 + λ ≥ 0, to ca lka = +∞. Gdy − 1

2 + λ < 0, to

e(−
1
2+λ)x2

= e−
1
2 (1−2λ)x2

= e−
1
2 (

√
1−2λx)2 .

Podstawiaja֒c

y =
√

1− 2λx, dx =
1√

1− 2λ
dy

otrzymujemy

1√
2π

∫ +∞

−∞
e(−

1
2 +λ)x2

dx =

(
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−

y2

2 dy

)
1√

1− 2λ

=
1√

1− 2λ
.

�

Ogólniej niech E be֒dzie przestrzeń liniowa, topologiczna, a E rodzina֒ pod-
zbiorów borelowskich E. Miara µ na (E, E) jest gaussowska wtedy i tylko
wtedy, gdy dowolny funkcjona l x∗ ∈ E∗, rozpatrywany jako zmienna losowa
na przestrzeni (E, E , µ) ma rozk lad gaussowski. Oznacza to, że dla dowolnego
x∗ ∈ E∗ istnieja֒ m∗ oraz q∗ ≥ 0, że

∫

E

ei<x,x
∗>µ(dx) = eλm

∗− 1
2 q

∗λ2

.

Za lóżmy, że E = Rd i że µ jest miara֒ gaussowska֒ na Rd. Wtedy
∫

Rd

xµ(dx) = m,

∫

Rd

< x−m, a >< x−m, b > µ(dx) = < Qa, b >,

gdzie m = (m1, . . . ,md) jest wektorem a Q = (qij) symetryczna֒ macierza֒ o
elementach odpowiednio

mi =

∫

Rd

xiµ(dx), qij =

∫

Rd

(xi −mi)(xj −mj)µ(dx).
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Miare֒ taka֒ oznaczamy przez Nm,Q. Niech L(ξ) = Nm,Q. Wtedy

E ei<λ,ξ> = eiE<λ,ξ>− 1
2 E (<λ,ξ>−E(λ,ξ))2

= ei<λ,m>e−
1
2

R

(<λ,x>−<λ,m>)2µ(dx)

= ei<λ,m>− 1
2

R

Rd (<λ,x−m>)2µ(dx)

= ei<λ,m>− 1
2<Qλ,λ>.

Jeżeli Q jest dodatnio określona֒ macierza֒, to jest jeżeli

〈Qa, a〉 > 0, a 6= 0,

to

Nm,Q(dx) =
1√

(2π)d detQ
e−

1
2<Q

−1(x−m),x−m> dx.

Jeżeli Q jest macierza֒ diagonalna֒, to

Q−1 =





1
q1

0

. . .

0 1
qd





i gdy dodatkowo m = 0, to

NQ(dx) =
1√

(2π)d
d∏
j=1

qj

e
− 1

2

d
P

j=1

1
qj
x2

j

dx1 . . . dxd

=
d∏

j=1

(
1√
2πqj

e
− 1

2
1

qj
x2

j

)
dx.

A wie֒c gdy L(ξ) = NQ i E ξiξj = 0 dla i 6= j, to

E (φ1(ξ1) . . . φd(ξd))

=

∫
. . .

∫

Rd

φ1(x1) . . . φd(xd)

d∏

j=1

1√
2πqj

e
− 1

2qj
x2

j dx1 . . . dxd

=

d∏

j=1

∫
φj(xj)

1√
2πqj

e
− 1

2qj
x2

j dxj =

d∏

j=1

Eφj(ξj).

Czyli zmienne ξ1, .., ξd sa֒ niezależne. Ogólnie, gdy

E (ξi −mi)(ξj −mj) = 0, i 6= j,

to ξ1, .., ξd sa֒ niezależne.
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Lemat 2.2 Niech ξ be֒dzie zmienna֒ gaussowska֒ o wartościach w Rd z E ξ =
m = 0 a s liczba֒ rzeczywista֒, taka֒ że 2sE |ξ|2 < 1. Wtedy

E es|ξ|
2 ≤ 1√

1− 2sE |ξ|2
.

Dowód. Niech Qej = γjej , j = 1, .., d, gdzie (ej) ortogonalne wektory w lasne
macierzy Q. Wtedy

ξ =

d∑

j=1

< ξ, ej > ej =

d∑

j=1

ηjej .

Zauważmy, że

E < ξ, ej >< ξ, ek >=< Qej, ek >= 0, j 6= k.

A wie֒c zmienne ηj sa֒ niezależne i gaussowskie oraz E η2
j = γj . Ponadto

E < ξ, ej >
2=< Qej, ej >= γj , j = 1, .., d.

Dlatego

E es|ξ|
2

= E e

d
P

j=1

sη2
j

=

d∏

j=1

E esη
2
j .

Gdy dla pewnego j = 1, .., d, s γj ≥ 1
2 , to

E es|ξ|
2

=
d∏

j=1

E esη
2
j =

d∏

j=1

Ee
sγj

„

ηj√
γj

«2

=∞.

Za lóżmy wie֒c, że sγj <
1
2 , j = 1, .., d. Wtedy

E es|ξ|
2

=

d∏

j=1

1√
1− 2s γj

=
1√

d∏
j=1

(1− 2s γj)

.

Jeżeli 2sγj < 1, dla j = 1, ..., d, to

d∏

j=1

(1− 2s γj) ≥ 1− 2s

d∑

j=1

γj .

Ponieważ
γ1 + · · ·+ γd = E |ξ|2,

dlatego, gdy
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1− 2s

d∑

j=1

γj > 0,

to

E es|ξ|
2 ≤ 1√

1− 2s
d∑
j=1

γj

=
1√

1− 2sE ξ2
.

Udowodnimy jeszcze przez indukcje֒ naste֒puja֒cy elementarny fakt, z którego
powyżej korzystalísmy.
Jeżeli 0 ≤ aj < 1, j = 1, .., d, to

(1 − a1)(1− a2) . . . (1 − ad) ≥ 1− (a1 + · · ·+ ad). (2.2)

Nierówność jest oczywíscie prawdziwa, gdy d = 1. Mnoża֒c nierówność (2.2)
przez (1− ad+1) > 0 otrzymujemy

(1− a1) . . . (1 − ad+1) ≥ (1− (a1 + · · ·+ ad))(1 − ad+1)

= 1− (a1 + · · ·+ ad)− ad+1 + (a1 + · · ·+ ad)ad+1

≥ 1− a1 − · · · − ad+1.�

2.2 Rozk lady gaussowskie na przestrzeniach
Hilberta

Niech E = H be֒dzie przestrzenia֒ Hilberta, z iloczynem skalarnym < x, y > i
z norma֒

‖x‖ =
√
< x, x >, x, y ∈ H.

Na przyk lad H = Rd lub H = l2 z iloczynem skalarnym

< x, y >=
∑

i

xiyi, x = (xi), y = (yi) ∈ l2.

Wiadomo, że dowolny cia֒g ly funkcjona l liniowy h na H jest postaci

x −→< h, x >,

dla pewnego h ∈ H .

Lemat 2.3 Niech µ be֒dzie miara֒ gaussowska֒ na przestrzeni Hilberta H. Wte-
dy odwzorowanie

a −→
∫

H

< a, x > µ(dx)

jest cia֒g lym funkcjona lem liniowym,
∣∣∣∣
∫

H

< a, x > µ(dx)

∣∣∣∣ ≤M‖a‖, a ∈ H (2.3)
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oraz dla pewnego m ∈ H i dowolnego a ∈ H,

∫

H

< a, x > µ(dx) =< m, a > .

Dowód. Zauważmy, że gaussowska zmienna losowa x −→< a, x > ma wszyst-
kie momenty i dlatego

∫
| < a, x > |µ(dx) <∞, a ∈ H.

Dla dowolnej liczby naturalnej n zdefiniujmy

Kn =




a ∈ H ;

∫

H

| < a, x > µ(dx) ≤ n




 .

Zbiór Kn jest domknie֒ty, bo gdy am → a i

∫

H

| < am, x > |µ(dx) ≤ n.

to

n ≥ lim inf
m

∫

H

| < am, x > |µ(dx) ≥
∫

H

lim inf
m
| < am, x > |µ(dx)

≥
∫

H

| < a, x > |µ(dx).

Ponieważ przestrzeń H jest zupe lna i
⋃
nKn = H , to na podstawie twierdze-

nia Baire’a, jeden ze zbiorów Kn zawiera kule֒. A wie֒c dla pewnego n0 istnieje
r > 0, że dla dowolnego y ∈ H , |y| ≤ r,

∫

H

| < y0 + y, x > |µ(dx) ≤ n0.

Sta֒d, gdy |y| ≤ r, to

∫

H

| < y, x > |µ(dx) ≤ n0 +

∫

H

| < y0, x > |µ(dx) ≤M <∞.

Dlatego dla dowolnego y ∈ H , y 6= 0,

∫

H

∣∣∣∣

〈
y

|y|r, x
〉∣∣∣∣µ(dx) ≤M.

Czyli ∫

H

| < y, x > |µ(dx) ≤ M

r
|y|, y 6= 0. (2.4)
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Jednak (2.4) zachodzi oczywíscie i dla y = 0. Kończy to dowód (2.3). �

Zauważmy, że ∫

H

< a, x−m > µ(dx) = 0, ∀a.

Jeżeli x ∈ R
d i ei = (0, ..,

i
1, 0.., 0), to

x =

d∑

i=1

xiei.

Dlatego

∫

Rd

|x|pµ(dx) ≤
∫

Rd

∣∣∣∣∣

d∑

i=1

< x, ei > ei

∣∣∣∣∣

p

µ(dx)

≤
∫

Rd

(
d∑

i=1

| < x, ei > |
)p

µ(dx)

≤ d
p
q

∫

Rd

| < x, ei > |pµ(dx) <∞.

Zasadniczy wynik dotycza֒cy miar gaussowskich na przestrzeniach Hilberta
jest treścia֒ naste֒puja֒cego twierdzenia.

Twierdzenie 2.1 Za lóżmy, że zmienna losowa ξ ma rozk lad gaussowski na
ośrodkowej przestrzeni Hilberta H. Wtedy E |ξ|2 < ∞. Co wie֒cej, jeżeli dla
wektora m ∈ H,

E < ξ, a >=< m, a >, a ∈ H
i jeżeli dla liczby rzeczywistej s, 2sE |ξ −m|2 < 1, to

E es|ξ−m|2 ≤ 1√
1− 2sE |ξ −m|2

.

Dowód. Ponieważ dla dowolnego a, E < ξ − m, a >= 0, można zak ladać,
bez zmniejszania ogólności rozważań, że dla dowolnego a ∈ H , E < ξ, a >= 0.
Niech (ej) be֒dzie baza֒ ortonormalna֒ i zupe lna֒ w H . Wtedy

ξ =
∑

j

< ξ, ej > ej

i szereg zbiega w H . Zdefiniujmy

ξN =

N∑

j=1

< ξ, ej > ej .

Zmienna losowa (< ξ, e1 >, .., < ξ, eN >) jest gaussowska o wartościach w RN

i na podstawie Lematu 2.2 mamy
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E e−|ξN |2 ≤ 1√
1 + 2 E |ξN |2

.

Ponieważ, |ξN |2 ↑ |ξ|2 i E |ξN |2 ↑ E |ξ|2 dlatego

E e−|ξ|2 ≤ 1√
1 + 2 E |ξ|2

.

Gdyby E |ξ|2 = ∞, to wtedy E e−|ξ|2 = 0 a sta֒d, z prawdopodobieństwem 1,
|ξ|2 =∞. Dlatego E |ξ|2 <∞. Ponieważ

E es|ξN |2 ≤ 1√
1− 2sE |ξN |2

,

to przechodza֒c z N do ∞ otrzymujemy

E es|ξ|
2 ≤ 1√

1− 2sE |ξ|2
,

jeżeli tylko 2sE |ξ|2 < 1. �

Z udowodnionego twierdzenia wynika, że E |ξ| <∞ i E ξ = m. Ponadto

|E < ξ −m, a >< ξ −m, b >| ≤ E |ξ −m|2 |a| |b|, a, b ∈ H.

Dlatego istnieje taki operator liniowy, ograniczony i symetryczny Q, że

E < ξ −m, a >< ξ −m, b >=< Qa, b >, a, b ∈ H.

Operator ten, zwany operatorem kowariancji, jest ponadto dodatnio określony

< Qa, a >≥ 0, a ∈ H.

Okazuje sie֒, że ma on skończony ślad. Niech mianowicie (ek) be֒dzie dowolna֒
baza֒ ortonormalna֒ zupe lna֒ w przestrzeni H . Wtedy

|ξ|2 =
∑

n

< ξ, ek >
2 .

Dlatego

TrQ =
∑

k

〈Qek, ek〉 =
∑

k

E < ξ, ek >
2= E |ξ|2 <∞.

Ma miejsce naste֒puja֒ca charakteryzacja.

Twierdzenie 2.2 Dla dowolnego wektora m ∈ H i operatora Q ≥ 0, takiego
że TrQ <∞ istnieje zmienna gaussowska ξ, taka że

E ξ = m, E < ξ −m, a >< ξ −m, b >=< Qa, b >, a, b ∈ H.
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Dowód. Niech (ej) i (γj) be֒da֒ odpowiednio wektorami w lasnymi i warto-
ściami w lasnymi operatora Q. Wtedy γj ≥ 0 dla dowolnego naturalnego j
i

Qx =
∑

j

γj < x, ej > ej , TrQ =
∑

j

γj <∞.

Zdefiniujmy ξ =
∑

j

√
γjηjej , gdzie (ξj) sa֒ gaussowskimi zmiennymi niezależ-

nymi z L(ηj) = N1. Niech

ξK =

K∑

j=1

√
γjηjej.

Ponieważ
E

∑

j

(
√
γjηj)

2 =
∑

j

γj <∞,

dlatego cia֒g (ξK) jest zbieżny prawie wsze֒dzie do ξ. Co wie֒cej, dla dowolnego
a ∈ H ,

< ξ, a >=
∑

j

√
γjηj < ej, a > .

Dlatego
L(< ξ, a >) = NP

j

γj<ej ,a>2 .

�

Rozk lady gaussowskch zmiennych losowych sa֒ ca lkowicie określone prze para-
metry m,Q. Tak jak w przypadku skończenie wymiarowym rozk lady te ozna-
czamy przez N(m,Q) lub N(m,Q) a gdy m = 0 przez NQ.

2.3 Miary gaussowskie na L2(Θ)

Zajmiemy sie֒ teraz ważnym przyk ladem ilustruja֒cym fizyczny sens operatora
kowariancji Q.

Dowolna miara gaussowska na przestrzeni L2(Θ) jest określona przez operator
kowariancji Q ≥ 0 i funkcje֒ m ∈ L2(Θ). Ponieważ operator Q ma skończony

ślad i jest dodatnio określony, dlatego operator Q
1
2 jest operatorem Hilberta–

Schmidta. Jednakże każdy operator Hilberta–Schmidta na przestrzeni L2(Θ)
jest operatorem ca lkowym o ja֒drze q0 ca lkowalnym z kwadratem. Mianowicie

Q
1
2 a(ξ) =

∫

Θ

q0(ξ, η)a(η) dη, ξ ∈ Θ, a ∈ L2(Θ),

gdzie ∫

Θ×Θ
(q0(ξ, η))2dξdη <∞.
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Z dodatniej określoności operatora Q wynika, że
∫

Θ

q0(ξ, η)a(ξ)a(η) dξdη ≥ 0, a ∈ L2(Θ).

Operator Q, jako kwadrat operatora ca lkowego, jest również operatorem ca l-
kowym, i ma ja֒dro q postaci

q(ξ, η) =

∫

Θ

q0(ξ, ζ)q0(ζ, η) dζ, ξ, η ∈ Θ.

Podamy teraz warunek dostateczny, by funkcja q, by la ja֒drem operatora kowa-
riancji pewnej miary gaussowskiej na L2(Θ). Przypomnijmy, że cia֒g la funkcja
q zdefiniowana na Θ×Θ jest dodatnio określona, gdy dla dowolnej naturalnej
liczby M , dowolnych liczb λj , j = 1, . . . ,M i dowolnych elementów ζj ∈ Θ,
j = 1, . . . ,M ,

M∑

i,j=1

q(ζi, ζj)λiλj ≥ 0.

Twierdzenie 2.3 Niech Θ be֒dzie podzbiorem domknie֒tym i ograniczonym w
Rd, a q funkcja֒ cia֒g la֒, symetryczna i dodatnio określona na Θ × Θ. Wtedy
operator Q : L2(Θ)→ L2(Θ) dany wzorem

Qx(ζ) =

∫

Θ

q(ζ, η)x(η)dη, x ∈ L2(Θ), ζ ∈ Θ

jest dodatnio określony na L2(Θ) i ma skończony ślad.

Dowód. Zaczniemy od dowodu dodatniej określoności operatora Q. Wystar-
czy sprawdzić, że ∫

Θ

∫

Θ

q(ζ, η)x(ζ)dζdη ≥ 0 (2.5)

dla dowolnej funkcji cia֒g lej x. Istotnie, niech x be֒dzie dowolnym elementem
H = L2(Θ). Istnieje wtedy cia֒g funkcji cia֒g lych (xN ), taki że

||x− xN ||2L2(Θ) =

∫

Θ

|xN (ζ)− x(ζ)|2dζ → 0, N →∞.

Ponadto

I =

∣∣∣∣
∫

Θ

∫

Θ

q(ζ, η)x(ζ)x(η)dζdη −
∫

Θ

∫

Θ

q(ζ, η)xN (ζ)xN (η)dζdη

∣∣∣∣

≤
(∫

Θ

∫

Θ

q2(ζ, η)dζdη

) 1
2
(∫

Θ

∫

Θ

(x(ζ)x(η) − xN (ζ)xN (η))2dζdη

) 1
2

.

Ponieważ

x(ζ)x(η) − xN (ζ)xN (η) = (x(ζ) − xN (ζ))x(η) + xN (ζ)(x(η) − xN (η)),



2.3 Miary gaussowskie na L2(Θ) 23

mamy

I ≤ ||q||L2(Θ×Θ)

(∫

Θ

∫

Θ

x2(η)(x(ζ) − xN (ζ))2dζdη

) 1
2

+||q||L2(Θ×Θ)

(∫

Θ

∫

Θ

x2
N (ζ)(x(η) − xN (η))2dζdη

) 1
2

≤ ||q||L2(Θ×Θ)

[
||x||L2(Θ)||x− xN ||L2(Θ) + ||xN ||L2(Θ)||x− xN ||L2(Θ)

]
→ 0.

Jeśli wie֒c nierówność (2.5) zachodzi dla funkcji cia֒g lych, to zachodzi i dla
dowolnych x ∈ L2(Θ).

Za lóżmy wie֒c, że x ∈ C(Θ). Niech ǫ > 0 i Θ =
⋃M
i=1Ai, gdzie A1, . . . , AM to

zbiory roz la֒czne, a ζi ∈ Ai, i = 1, . . . ,M to punkty, takie że dla dowolnych
ζ ∈ Ai, η ∈ Ai, i, j = 1, . . . ,M ,

|q(ζ, η) − q(ζi, ηi)| ≤ ǫ , |x(ζ) − x(ζi)| ≤ ǫ.

Z dodatniej określoności funkcji q wynika, że

M∑

i,j=1

q(ζi, ζj)x(ζi)x(ζj)|Ai||Aj | ≥ 0,

gdzie |Ai| oznacza miare֒ Lebesque’a zbioru Ai.
Zauważmy, że

J =

∣∣∣∣∣∣

∫

Θ

∫

Θ

q(ζ, η)x(ζ)x(η)dζdη −
M∑

i,j=1

q(ζi, ζj)|Ai||Aj |

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣

M∑

i,j=1

∫∫

Ai×Aj

[q(ζ, η)x(ζ)x(η) − q(ζi, ζj)x(ζi)x(ζj)]dζdη

∣∣∣∣∣∣∣

≤
M∑

i,j=1

|Ai||Aj | sup
ζ∈Ai
η∈Aj

|q(ζ, η)x(ζ)x(η) − q(ζi, ζj)x(ζi)x(ζj)|.

Ponadto
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sup
ζ∈Ai
η∈Aj

|q(ζ, η)x(ζ)x(η) − q(ζi, ζj)x(ζi)x(ζj)|

≤ sup
ζ∈Ai
η∈Aj

|q(ζ, η)x(ζn)x(ζj)− q(ζ, η)x(ζ)x(η)|

+ sup
ζ∈Ai
η∈Aj

|q(ζ, η) − q(ζi, ζj)||x(ζ)||x(η)|

≤ ||q||C(Θ×Θ) sup
ζ∈Ai
η∈Aj

|x(ζ)x(η) − x(ζi)x(ζj)|+ ǫ||x||2C(Θ)

≤ ||q||C(Θ×Θ)



 sup
ζ∈Ai
η∈Aj

|x(ζ) − x(ζi)||x(η)| + sup
ζ∈Ai
η∈Aj

|x(ζi||x(η) − x(ζj)|





+ǫ||x||2C(Θ)

≤ 2ǫ||q||C(Θ×Θ)||x||C(Θ) + ǫ||x||2C(Θ).

Dlatego

J ≤ ǫ
(

2||q||C(Θ×Θ) ||x||C(Θ) + ||x||2C(Θ)

)( M∑

i=1

|Ai|
)


M∑

j=1

|Aj |





≤ ǫ
(

2||q||C(Θ×Θ) ||x||C(Θ) + ||x||2C(Θ)

)
|Θ|2.

Z dowolności ǫ > 0 wynika, że
∫

Θ

∫

Θ

q(ζ, η)x(ζ)x(η)dζdη ≥ 0.

Przechodzimy do dowodu zwartości operatora Q. Zauważmy, że

|Qx(ζ)| =
∣∣∣∣
∫

Θ

q(ζ, η)x(η)dη

∣∣∣∣ ≤
(∫

Θ

q2(ζ, η)dη

) 1
2
(∫

Θ

x2(η)dη

) 1
2

≤ ||q||C(Θ×Θ) |Θ|
1
2 ||x||L2(Θ), ζ ∈ Θ

oraz

|Qx(ζ)−Qx(ζ′)| ≤
∫

Θ

|q(ζ, η)− q(ζ′, η)| |x(η)|dη

≤
(

sup
η,ζ,ζ′∈Θ

|q(ζ, η) − q(ζ′, η)|
)
|Θ| 12 ||x||L2(Θ).

Czyli operator Q przekszta lca ustalona֒ kule֒ w przestrzeni H = L2(Θ) w zbiór
funkcji wspólnie ograniczonych i jednakowo cia֒g lych, czyli w zbiór zwarty w
C(Θ) a tym bardziej w zbiór zwarty w L2(Θ).
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Ponieważ operator Q jest samosprze֒żony i zwarty dlatego istnieje baza orto-
normalna, zupe lna (en) w L2(Θ), sk ladaja֒ca sie֒ z funkcji w lasnych operatora
Q, odpowiadaja֒cych wartościom w lasnym λ1, λ2 . . . . Z dodatniości Q wynika,
że λj ≥ 0, j = 1, 2 . . . , a z tego, że Qej = λjej , otrzymujemy, że ej ∈ C(Θ),
j = 1 . . . , jeżeli tylko λj 6= 0. Bez zmniejszenia ogólności rozważań przyj-
miemy, że λj ≥ 0, j = 1, 2 . . . . Zdefiniujmy

qN (ζ, η) =

N∑

j=1

λjej(ζ)ej(η), ζ, η ∈ Θ,

QNx(ζ) =

∫

Θ

qN (ζ, η)x(η)dη, ζ ∈ Θ , x ∈ H.

Jest jasne, że operator QN jest operatorem symetrycznym o cia֒g lym ja֒drze
qN . Ponadto

(Q−QN )(x) =
∑

j>N

λj < x, ej > ej , x ∈ H.

Dlatego operator Q−QN jest operatorem dodatnio określonym

∫

Θ

∫

Θ

(q(ζ, η) − qN (ζ, η)) x(ζ)x(η)dζdη ≥ 0, x ∈ L2(Θ). (2.6)

Z (2.6) wynika  latwo, że

kN (ζ, ζ) = q(ζ, ζ) − qN (ζ, ζ) ≥ 0, ζ ∈ Θ.

Istotnie, za lóżmy, że dla pewnego ζ′ ∈ Θ,

kN (ζ′, ζ′) = −ǫ < 0.

Wtedy również

kN (ζ, η) ≤ − ǫ
2
, ζ, η ∈ B(ζ′, r) ∩Θ,

dla pewnego r > 0, takiego że |B(ζ′, r)∩Θ| > 0. Jeźeli wie֒c x′ ≥ 0 jest funkcja֒
cia֒g la֒ nieujemna֒, taka֒ że

x′(ζ′) > 0, x′(ζ) = 0 dla ζ /∈ B(x′, r) ∩Θ,

to
∫

Θ

∫

Θ

kN (ζ, η)x′(ζ)x′(η)dζdη =

∫

Θ∩B(ζ′,r)

∫

Θ∩B(ζ′,r)
kN (ζ, η)x′(ζ)x′(η)dζdη

≤ − ǫ
2

(∫

Θ∩B(ζ′,r)
x′(ζ)dζ

)2

< 0,
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co prowadzi do sprzeczności. Czyli

kN (ζ, ζ) ≥ 0, ζ ∈ Θ.

W szczególności dla dowolnego naturalnego N ,

N∑

j=1

λje
2
j(ζ) ≤ q(ζ, ζ), ζ ∈ Θ.

Sta֒d
N∑

j=1

λj =

N∑

j=1

λj

∫

Θ

e2j(ζ)dζ ≤
∫

Θ

q(ζ, ζ)dζ <∞.

Dlatego ∑

j

λj <∞.

�

Jako produkt uboczny otrzymalísmy w dowodzie, że szereg

∑

n

λnen(ζ)en(η),

jest bezwzgle֒dnie i jednostajnie zbieżny na zbiorze Θ ×Θ i

q(ζ, η) =
∑

n

λnen(ζ)en(η), ζ, η,∈ Θ, TrQ =

∫

Θ

q(ζ, ζ)dζ.

2.4 Proces Wienera

W najogólniejszym przypadku proces Wienera może przyjmować wartości w
liniowej przestrzeni topologicznej E. Do najważniejszych przypadków zali-
cza sie֒ sytuacje, gdy E jest przestrzenia֒ Banacha (np. C[0, 1]), przestrzenia֒
Hilberta (np. Rd, L2[0, 1]), lub przestrzenia֒ dystrybucji temperowanych (np.
S1(Rd)). Przez E∗ oznaczamy przestrzeń cia֒g lych funkcjona lów liniowych na
E, a przez E , σ-cia lo podzbiorów borelowskich E, czyli najmniejsze σ-cia lo
podzbiorów E wzgle֒dem którego wszystkie funkcjona ly z E∗ sa֒ mierzalne.
Przestrzeń dystrybucji temperowanych S1(Rd) to przestrzeń sprze֒żona֒ do
przestrzeni S(Rd) funkcji klasy C∞, których wszystkie pochodne cza֒stkowe
zmierzaja֒ do 0 w nieskończoności szybciej, niż dowolna pote֒ga |x|, x ∈ Rd.

Rodzina rzeczywistych zmiennych losowych W (t), t ≥ 0 określonych na prze-
strzeni probabilistycznej (Ω,F ,P) nazywa sie֒ uogólnionym procesem Wienera,
gdy

1. Dla dowolnego w ∈ Ω, W (·, w) jest funkcja֒ cia֒g la֒ startuja֒ca֒ z 0.
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2. Proces W ma przyrosty niezależne, czyli dla dowolnych 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤
... ≤ tn,

P (w : W (tj+1, w)−W (tj , w) ∈ Γj , j = 1, 2, .., n)

=

n∏

j=1

P(w : W (tj+1, w)−W (tj , w) ∈ Γj).

3. Proces W ma przyrosty jednorodne w czasie, to znaczy dla dowolnych
t ≥ 0 i h ≥ 0,

P (w : W (t+ h,w)−W (t, w) ∈ Γ ) = P (w : W (h,w) ∈ Γ ).

Zachodzi naste֒puja֒ce klasyczne twierdzenie.

Twierdzenie 2.4 Dla uogólnionego procesu Wienera W istnieja֒ liczby m, q,
q > 0, takie że

W (t) = mt+ W̃ (t), t ≥ 0,

gdzie W̃ jest procesem gaussowskim o cia֒g lych trajektoriach, dla którego

E W̃ (t) = 0, t ≥ 0, E W̃ (t)W̃ (s) = q t ∧ s, s, t ≥ 0.

Z twierdzenia wynika w szczególności, że

L(W̃ (t)) =
1√

2πtq
e−

1
2qtx

2

dx.

Jeżelim = 0 to uogólniony proces Wienera be֒dziemy nazywać krótko procesem
Wienera a gdy m = 0 i q = 1, unormowanym procesem Wienera.

Proces stochastyczny W (t), t ≥ 0 o wartościach w przestrzeni E nazywamy
procesem Wienera, gdy ma on cia֒g le trajektorie, startuje z 0 i dla dowolnego
x∗ ∈ E∗ proces

< W (t), x∗ >, t ≥ 0

jest rzeczywistym procesem Wienera .

Przejdziemy teraz do przypadku gdy przestrzeń E jest przestrzenia֒ Hilberta
H . Wtedy rozk lad zmiennej W (1) jest gaussowski o wartości oczekiwanej 0,
którego operator kowariancji oznaczać be֒dziemy przez Q.

Lemat 2.4 Dla dowolnych s, t ≥ 0,

E < W (t), a >< W (s), b >= t ∧ s < Qa, b > .

Dowód. Niech Qh be֒dzie operatorem kowariancji zmiennej W (h), h ≥ 0.
Wtedy kowariancja W (t+ h)−W (t) jest również Qh i

< Qta, b > = E < (W (t)−W (s)) + W (s), a >< W (t)−W (s) +W (s), b >

= E < W (t)−W (s), a >< W (t)−W (s), b >

+E [< W (s), a >< W (s), b >] + < Qt−sa, b > + < Qsa, b > .
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Sta֒d
ψ(t) = ψ(t− s) + ψ(s),

gdzie

ψ(s) =< Qsa, b > i ψ(0) = 0, ψ(1) =< Qsa, b > .

Sta֒d ψ(s) = s < Q1a, b > . �

2.4.1 Generowanie operatorów kowariancji

Istnieje prosty sposób generowania operatorów kowariancji wyznaczaja֒cych
procesy Wienera.

Przyk lad 1. Niech ξ(t), t ∈ [0, 1] = Θ be֒dzie rzeczywistym procesem stocha-
stycznym, takim że

sup
0≤t≤1

E ξ2(t) <∞.

Zdefiniujmy
q(t, s) = E ξ(t)ξ(s), t, s ∈ [0, 1].

Wtedy

∑

i,j

q(ti, tj)λiλj =
∑

i,j

E ξ(ti)ξ(tj)λiλj = E




∑

i,j

ξ(ti)λi




2

≥ 0.

Sta֒d q jest funkcja֒ dodatnio określona֒. W szczególności funkcje

q1(t, s) = t ∧ s, s, t ∈ [0, 1], q2(t, s) = t ∧ s− st, s, t ∈ [0, 1],

moga֒ być ja֒drami operatorów kowariancji. Aby otrzymać ja֒dro q1 wystarczy
za lożyć, że proces ξ jest rzeczywistym, unormowanym procesem Wienera β a
ja֒dro q2 otrzymujemy przyjmuja֒c, że ξ jest tak zwanym mostem brownowskim,
czyli

ξ(t) = β(t)− tβ(1), t ∈ [0, 1].

Istotnie

E (β(t) − tβ(1))(β(s) − sβ(1)) = Eβ(t)β(s) − sEβ(t)β(1)

−tEβ(1)β(s) + stEβ2(1) = t ∧ s− st− ts+ st = t ∧ s− st.
Dlatego q2(t, s) = t ∧ s− st, s, t ∈ [0, 1].

Przyk lad 2. Niech ν be֒dzie unormowana֒ miara֒ symetryczna֒ na R1. Wtedy

q(t, s) =

∫
ei(t−s)x ν(dx), t, x ∈ R

1
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jest funkcja֒ cia֒g la֒ dodatnio określona֒. W szczególności naste֒puja֒ce funkcje
moga֒ być ja֒drami operatorów kowariancji

q(t, s) = e−|t−s|α , 0 < α ≤ 2,

q(t, s) =

{
sin a(t−s)
a(t−s) , t 6= s

1, t = s,

q(t, s) =

{
2
a2

1−cosa(t−s)
|t−s|2 , t 6= s

1, t = s.

2.4.2 Rozwinie֒cia procesów Wienera

Jeżeli (ej) jest ortonoramalna֒ baza֒ zupe lna֒ w przestrzeni H , to

W (t) =
∑

i

< W (t), ei > ei, t ≥ 0.

Jeżeli dodatkowo elementy (ei) sa֒ wektorami w lasnymi operatora kowariancji
Q czyli, gdy Qei = λiei, i = 1, . . ., to

E < W (t), ei >< W (s), ej >= t ∧ s < Qei, ej >= δ(i−j), t, s ≥ 0.

Dlatego procesy

βi(t) =
< W (t), ei >√

γi
, t ≥ 0,

to znormalizowane i niezależne procesy Wienera oraz

W (t) =
∑

i

√
λiβi(t) ei, t ≥ 0.

W szczególności, gdy H = L2([0, π]) oraz

q(ξ, η) = ξ ∧ η, η ∈ [0, π],

to mamy przedstawienie

W (t, ξ) =
∑

n

βn(t)

n+ 1
2

√
2

π
sin

[
2n+ 1

2
ξ

]
.

2.4.3 Pochodna dystrybucyjna procesu Wienera

Niech β be֒dzie rzeczywistym procesem Wienera na przedziale [0, 1]. Ponieważ
ma on cia֒g le trajektorie, to dla dowolnego w ∈ Ω istnieje pochodna dystry-
bucyjna
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dβ(·, w)

dt
= β̇(·, w).

Z definicji pochodnej

(β̇, ψ) = −(ψ′, β), dla ψ ∈ C∞
0 (0, 1).

Mamy

E (β̇, φ)(β̇, ψ) = E

∫ 1

0

β(s)φ′(s)

∫ 1

0

β(r)ψ′(r) dr

=

∫ 1

0

∫ 1

0

s ∧ tφ′(s)ψ′(t) dsdt

=

∫ 1

0

(∫ 1

0

s ∧ tφ′(s) ds
)
ψ′(t) dt

=

∫ 1

0

(∫ t

0

sφ′(s) ds+ t

∫ 1

t

φ′(s) ds

)
ψ′(t) dt

=

∫ 1

0

(
tφ(t) −

∫ t

0

φ(s) ds− tφ(t)

)
ψ′(t) dt

= −
∫ 1

0

(∫ t

0

φ(s) ds− tφ(t)

)
ψ′(t) dt

= −
∫ 1

0

(∫ t

0

φ(s) ds

)
ψ′(t) dt =

∫ 1

0

φ(t)ψ(t) dt

= < φ,ψ > .

Czyli formalnie operator kowariancji pochodnej procesu Wienera jest opera-
torem identycznościowym i dlatego pochodna֒ te֒ nazywa sie֒ bia lym szumem.



3

Równania stochastyczne z szumem
addytywnym

Rozdzia l ten jest wprowadzeniem do teorii równań stochastycznych nie wy-
korzystuja֒cym analizy stochastycznej. Punktem wyj́scia jest klasyczna ca lka
Stieltjesa. Rozważania ograniczamy do przestrzeni skończenie wymiarowych,
jednak wiele z nich można  latwo uogólnić na przypadek nieskończenie wymia-
rowy. Dowodzimy, że rozwia֒zanie ma w lasność Markowa i wyprowadzamy
tak zwane równanie Ko lmogorowa. Dok ladniej analizujemy równania stocha-
styczne liniowe.

3.1 Ca lka Paley’a–Wienera–Zygmunda

Niech W be֒dzie procesem Wienera przyjmuja֒cym wartości w przestrzeni Hil-
berta U a Φ funkcja֒ mierzalna֒ określona֒ na przedziale [0,∞), której warto-
ściami sa֒ operatory przekszta lcaja֒ce przestrzeń U w przestrzeń Hilberta H .
Naszym celem jest zdefiniowanie ca lki

∫ t

0

Φ(s)dW (s), t ≥ 0,

dla możliwie szerokiej klasy funkcji Φ. G lówna֒ trudność, która֒ należy pokonać,
to nieregularność trajektorii procesu W . Sa֒ one co prawda funkcjami cia֒g lymi
ale maja֒ nieograniczona֒ wariacje֒ i dlatego korzystanie z teorii ca lki Stieltjesa
wymaga dużej ostrożności.

Za lóżmy, że U = H = R1 i Φ = φ jest funkcja֒ o wartościach rzeczywistych i
przypomnijmy podstawowy rezultat dotycza֒cy ca lki Stieltjesa.

Lemat 3.1 Jeżeli f ∈ C1[a, b] oraz g ∈ C[a, b], to

∫ b

a

f(t) dg(t) = f(b)g(b)− f(a)g(a)−
∫ b

a

f ′(t)g(t) dt.
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Dowód. Niech

ξ0 = a ≤ η0 ≤ ξ1 ≤ η1 ≤ · · · ≤ ηi ≤ ξi+1 ≤ · · · ≤ ξN = b.

Wtedy

I =

N−1∑

i=0

f(ηi)(g(ξi+1)− g(ξi)) =

N−1∑

i=0

f(ηi)g(ξi+1)−
N−1∑

i=0

f(ηi)g(ξi)

=

N∑

i=1

g(ξi)f(ηi−1)−
N−1∑

i=0

g(ξi)f(ηi)

=
N−1∑

i=1

g(ξi)(f(ηi−1)− f(ηi)) + g(ξN )f(ηN−1)− g(ξ0)f(η0)

(z twierdzenia o wartości średniej dla pewnych η̃i ∈ [ηi−1, ηi])

= −
N−1∑

i=1

g(ξi)f
′(η̃i)(ηi − ηi−1) + g(ξN )f(ηN−1)− g(ξ0)f(η0)

= −
N−1∑

i=1

g(η̃i)f
′(η̃i)(ηi − ηi−1) + g(ξN )f(ηN−1)− g(ξ0)f(η0)

−
N−1∑

i=1

[g(ξi)− g(η̃i)]f
′(η̃i)(ηi − ηi−1).

Ponieważ
∣∣∣∣∣

N−1∑

i=1

(g(ξi)− g(η̃i))f
′(η̃i)(ηi − ηi−1)

∣∣∣∣∣ ≤ [sup
η
|f ′(η)| sup

i
|g(ξi)− g(η̃i)|](b− a)

i funkcja g jest jednostajnie cia֒g la na [a, b], mamy

I → −
∫ b

a

g(s)f ′(s) ds+ g(b)f(b)− g(a)f(a).

Lemat 3.2 Jeżeli φ, ψ ∈ C1[0, t] a β jest rzeczywistym procesem Wienera, to

E

(∫ t

0

φ(s) dβ(s)

∫ t

0

ψ(u) dβ(u)

)
=

∫ t

0

φ(s)ψ(s) ds.

Dowód. Z elementarnych w lasności ca lki Riemana mamy
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E

(∫ t

0

φ(s) dβ(s)

∫ t

0

ψ(u) dβ(u)

)

= E

[(
φ(t)β(t) −

∫ t

0

φ′(s)β(s) ds

) (
ψ(t)β(t) −

∫ t

0

ψ′(u)β(u) du

)]

= φ(t)ψ(t)t − φ(t)

∫ t

0

ψ′(u) t∧u du− ψ(t)

∫ t

0

φ′(u) t∧u du

+

∫ t

0

∫ t

0

φ′(s)ψ′(u) s∧u dsdu

= φ(t)ψ(t)t − φ(t)

(∫ t

0

ψ′(u)u du

)
− ψ(t)

(∫ t

0

φ′(u)u du

)

+

∫ t

0

∫ t

0

φ′(s)ψ′(u) s∧u dsdu

= φ(t)ψ(t)t − φ(t)

[
ψ(u)u |t0 −

∫ t

0

ψ(u) du

]

−ψ(t)

[
φ(u)u |t0 −

∫ t

0

φ(u) du

]
+

∫ t

0

∫ t

0

φ′(s)ψ′(u) s∧u dsdu

= −φ(t)ψ(t)t + φ(t)

∫ t

0

ψ(u) du+ ψ(t)

∫ t

0

φ(u) du

+

∫ t

0

∫ t

0

φ′(s)ψ′(u) s∧u dsdu.

Przekszta lcaja֒c ca lke֒ podwójna֒ otrzymujemy ostatecznie

∫ t

0

φ′(s)

[∫ t

0

[ψ′(u) s∧u] du

]
ds

=

∫ t

0

φ′(s)

[∫ s

0

ψ′(u)u du+ s

∫ t

0

ψ′(u) du

]
ds

= φ(s)

∫ s

0

ψ(u)u du |t0 −
∫ t

0

φ(s)ψ′(s) ds+

∫ t

0

φ′(s)s(ψ(t)− ψ(s)) ds
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= φ(t)

∫ t

0

ψ′(u)u du−
[
φ(s)sψ(s) |t0 −

∫ t

0

(φ(s)s)′ψ(s) ds

]

+ψ(t)

∫ t

0

φ′(s)s ds−
∫ t

0

φ′(s)sψ(s) ds

= φ(t)

[
ψ(t)t−

∫ t

0

ψ(u) du

]
− φ(t)ψ(t)t +

∫ t

0

φ′(s)sψ(s) ds

+

∫ t

0

φ(s)ψ(s) ds + ψ(t)

[
φ(s)s |t0 −

∫ t

0

φ(s) ds

]
−
∫ t

0

φ′(s)sψ(s) ds

= φ(t)ψ(t)t − φ(t)

∫ t

0

ψ(u) du− φ(t)ψ(t)t

+

∫ t

0

φ(s)ψ(s) ds + ψ(t)φ(t)t − ψ(t)

∫ t

0

φ(s) ds.

Ustalmy liczbe֒ t > 0. Dla dowolnej funkcji φ ∈ C1[0, t] i unormowanego
procesu Wienera β(t), t ≥ 0, k ladziemy

I(φ) = φ(t)β(t) − φ(0)β(0)−
∫ t

0

φ′(s)β(s) ds.

Wtedy I(φ) jest zmienna֒ gaussowska֒, taka֒ że E I(φ) = 0 i

E (I(φ))2 =

∫ t

0

(φ(s))2ds = ||φ||2,

gdzie ||φ|| oznacza norme֒ funkcji φ w przestrzeni L2(0, t). Dlatego I można
traktować jako izometryczne odwzorowanie z podzbioru ge֒stego przestrzeni
L2(0, t) w przestrzeń zmiennych losowych L2(Ω,F ,P). Ma ono dok ladnie
jedno rozszerzenie na ca la֒ przestrzeń L2(0, t). Dla dowolnej funkcji φ ∈
L2(0, t) ca lka֒ Paley’a–Wienera–Zygmunda nazywamy odpowiadaja֒ca֒ funkcji
φ zmienna֒ losowa֒ przy tym rozszerzeniu i oznaczamy ja֒ tak samo jak ca lke֒
dla regularnych funkcji φ. Jeżeli T > 0 jest zadana֒ liczba֒ to dla dowolnych
funkcji φ, ψ należa֒cych do L2(0, T ) i dowolnego t ∈ [0, T ],

E

(∫ t

0

φ(s) dβ(s)

∫ t

0

ψ(u) dβ(u)

)
=

∫ t

0

φ(s)ψ(s) ds. (3.1)

Definicja ca lki i wzór (3.1) uogólniaja֒ sie֒  latwo na przypadek wie֒kszej liczby
wymiarów. Niech mianowicie W be֒dzie procesem Wienera o wartościach w
R
d z kowariancja֒ Q. Istnieje֒ wtedy proces Wienera B, którego sk ladowe βj ,

j = 1, . . . , d sa֒ niezależnymi i unormowanymi procesami Wienera (jego ko-
wariancja jest macierza֒ identycznościowa֒ I), że

W (t) = Q1/2B(t), t ≥ 0.

Jeżeli Q1/2 = (γij) i Φ(t) = (φkl(t)), t ∈ [0, T ] jest funkcja֒ macierzowa֒ o d
kolmnach i n wierszach, której elementy sa֒ funkcjami ca lkowalnymi z kwadra-
tem to k ladziemy
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∫ t

0

Φ(s)dW (s) =

∫ t

0

Φ(s)Q1/2dB(s), t ∈ [0, T ].

Ca lka stochastyczna jest wie֒c procesem o wartościach w Rn, którego wspó l-
rze֒dne sa֒ równe

d∑

l=1

d∑

k=1

γlk

∫ t

0

φik(s)dβl(s), i = 1, . . . , n, t ∈ [0, T ].

Kowariancja ca lki jest macierza֒ Qt dana֒ wzorem

Qt =

∫ t

0

Φ(s)Q(Φ(s))∗ds. (3.2)

W szczególności mamy naste֒puja֒ce wzory izometryczne

E

∣∣∣∣
∫ t

0

Φ(s)dW (s)

∣∣∣∣
2

=

∫ t

0

TrΦ(s)QΦ(s)∗, (3.3)

E

∣∣∣∣
∫ t

0

Φ(s)dW (s)

∣∣∣∣
2

=

∫ t

0

||Φ(s)Q1/2||22ds, (3.4)

gdzie ||(gij ||2 jest norma֒ Hilberta–Schmidta macierzy Γ ,

||(gij)||2 =




∑

ij

(g2
ij)




1/2

.

Podobnie, niech W be֒dzie nieskończenie wymiarowym procesem Wienera na
przestrzeni Hilberta U z operatorem kowariancji Q, to jest

E 〈W (t), a〉 〈W (s), b〉 = t∧s 〈Qa, b〉 , t, s ∈ [0,∞),

i niech Φ(t)t ∈ [0, T ] be֒dzie funkcja֒, której wartości sa֒ w przestrzeni L(U,H)
cia֒g lych operatorów liniowych dzia laja֒cymi z U w H wtedy ca lka stocha-
styczna funkcji Φ wzgle֒dem procesu W , jest procesem o wartościach w H ,
dla którego maja֒ miejsce wzory (3.2) i (3.3). Niech, na przyk lad, Ψ i Φ be֒da֒
funkcjami o wartościach w L(U,H). Dla dowodu (3.2) ustalmy t i zdefiniujmy

Y =

∫ t

0

Ψ(s) dW (s), Z =

∫ t

0

φ(s) dW (s).

Wzór (3.2) przyjmuje wtedy postać

E 〈Y, a〉H 〈Z, b〉H =

〈[∫ t

0

Ψ(s)Q(Φ(s))∗ ds

]
a, b

〉
, a, b ∈ H.
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Zachodzenie tego wzoru sprawdzimy jedynie dla przypadku, gdy funkcje Ψ i
Φ sa֒ sta le, Ψ(s) = Ψ̄ i Φ(s) = Φ̄, s ∈ [0, t]. Wtedy Y = Ψ̄ W (t), Z = Φ̄W (t)
oraz

E
〈
Ψ̄ W (t), a

〉
H

〈
Φ̄W (t), b

〉
H

= E
(〈
W (t), Ψ̄∗a

〉
U

〈
W (t), Φ̄∗b

〉
U

)

=
〈
QΨ̄∗a, Φ̄∗b

〉
U
t =

〈
Φ̄QΨ̄∗a, b

〉
H
t

=

〈(∫ t

0

Φ(s)QΨ∗(s) ds

)
a, b

〉

H

.

Podobnie poste֒pujemy by udowodnić (3.3).

E

∣∣∣∣
∫ t

0

Ψ(s) dW (s)

∣∣∣∣
2

H

= E

∞∑

j=1

〈∫ t

0

Ψ(s) dW (s), ej

〉2

H

=

∞∑

j=1

E

〈∫ t

0

Ψ(s) dW (s), ej

〉2

H

=

∞∑

j=1

〈[∫ t

0

Ψ(s)QΨ∗(s) ds

]
ej , ej

〉

=
∞∑

j=1

∫ t

0

〈Ψ(s)QΨ∗(s)ej , ej〉 ds =
∞∑

j=1

∫ t

0

|Q 1
2Ψ∗(s)ej |2 ds

=

∫ t

0

‖Q 1
2Ψ∗(s)‖2HS ds =

∫ t

0

‖Ψ(s)Q
1
2 ‖2HS ds

=

∫ t

0

‖Ψ(s)‖2H ds .

W powyższych wzorach ‖Ψ‖HS oznacza norme֒ Hilberta–Schmidta operatora
Ψ a H = LHS(V,H) przestrzeń wszystkich operatorów Hilberta–Schmidta z
przestrzeni V = Q1/2U z naturalna֒ hilbertowska֒ norma֒, w przestrzeń H .

3.2 Równania stochastyczne w Rd

Przedmiotem naszych rozważań be֒da֒ równania postaci

dX(t) = F (X(t))dt+ dW (t), X(0) = x, (3.5)

gdzie F jest odwzorowaniem z Rd w Rd. Wiele rozważań przenosi sie֒ na
ogólniejszy przypadek, gdy Rd zasta֒pi sie֒ nieskończenie wymiarowa֒ przestrze-
nia֒ Hilberta. Równanie (3.5) traktować be֒dziemy jako równanie ca lkowe

X(t) = x+

∫ t

0

F (X(s))ds+W (t), t ≥ 0. (3.6)
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3.2.1 Liniowe równania stochastyczne

Rozpoczniemy od ważnego przypadku równania liniowego

dX(t) = AX(t) dt+ dW (t), X(0) = x, (3.7)

równoważnego równaniu

X(t) = x+

∫ t

0

AX(s) ds+W (t), t ≥ 0. (3.8)

Przypomnijmy pewne fakty z teorii macierzy. Jeżeli A = (aij) jest macierza֒
d× d to k ladziemy

‖A‖ = ‖(aij)‖ =

d∑

i,j=1

|aij |.

Lemat 3.3 Zachodzi
‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖

i dla dowolnej sta lej α,
‖αA‖ = |α| ‖A‖.

Dowód. Udowodnimy jedynie nierówność. Z definicji mamy

‖AB‖ =
∑

i,k

∣∣∣∣∣∣

∑

j

aijbjk

∣∣∣∣∣∣
≤
∑

i,j,k

|aij ||bjk|.

Z drugiej strony

‖A‖‖B‖ =




∑

i,k

|ai,k|








∑

l,m

|blm|





=
∑

i,k,l,m

|aik||blm| ≥
∑

i,j,k

|aik||bkj |.

Ska֒d teza. �

Definiujemy

eA =
∞∑

n=0

An

n!
.

Ponieważ ∞∑

n=0

1

n!
‖An‖ ≤

∞∑

n=0

1

n!
‖A‖n,

to
‖eA‖ ≤ e‖A‖.
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Lemat 3.4 Dla dowolnych macierzy kwadratowych A i B, takich że AB =
BA, mamy eAeB = eA+B.

Dowód. Z definicji

eAeB =

(
∑

n

An

n!

)(
∑

m

Bm

m!

)
=
∑

n,m

AnBm

n!m!
=
∑

k

(
∑

n+m=k

1

n!m!
Anbm

)
.

Ponieważ

(A+B)k =

k∑

n=0

(
k

n

)
AnBk−n =

k∑

n=0

k!

n!(k − n)!
AnBk−n,

mamy

eAeB =

+∞∑

k=0

1

k!
(A+B)k = eA+B. �

Twierdzenie 3.1 Rozwia֒zanie równania (3.7) dane jest wzorem

X(t) = eAtx+

∫ t

0

eA(t−s) dW (s), t ≥ 0.

Dowód. Zdefiniujmy

X̃(t) = eAtx+

∫ t

0

eA(t−s) dW (s), t ≥ 0.

Z w lasności ca lki Stieltjesa mamy

∫ t

0

e−As dW (s) = e−AtW (t) +A

∫ t

0

e−AsW (s) ds.

Sta֒d

AX̃(s) = AeAsx+AW (s) +A2eAs
∫ s

0

e−AuW (u) du,
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∫ t

0

AX̃(s) ds = A

∫ t

0

eAsxds+A

∫ t

0

W (s) ds

+

∫ t

0

∫ s

0

A2eAse−AuW (u) du ds

=

∫ t

0

d

ds
(eAsx) ds+A

∫ t

0

W (s) ds

+

∫ t

0

∫ t

0

I[0,s](u)A2eAse−AuW (u) du ds

= eAtx− x+A

∫ t

0

W (s) ds

+

∫ t

0

A

[∫ t

u

AeA(s−u) ds

]
W (u) du

= eAtx− x+A

∫ t

0

W (s) ds

+

∫ t

0

A
[
e(t−u)A − I

]
W (u) du

= eAtx− x+A

∫ t

0

eA(t−u)W (u) du, t ≥ 0.

Dlatego X̃ spe lnia równanie (3.7). �

W podobny sposób można udowodnić, że rozwia֒zaniem równania

dX = (AX(t) + f(t)) dt+ dW (t), X(0) = x

jest proces

X(t) = eAtx+

∫ t

0

eA(t−s)f(s) ds+

∫ t

0

eA(t−s) dW (s).

Jako ilustracje֒ przedstawimy rozwia֒zanie równania zaburzonego oscylatora
harmonicznego. Niech W be֒dzie jednowymiarowym procesem Wienera. Rów-
nanie

d2

dt2
x(t) = −αx(t) +

dW

dt
, x(0) = x0, ẋ(0) = v0, (3.9)

gdzie α > 0, opisuje ruch cza֒stki wokó l po lożenia równowagi pod wp lywem
si ly spre֒żystej i losowego zaburzenia. Z formalnego opisu (3.9) przechodzimy
do równania w R2, definiuja֒c pre֒dkość v(t) = d

dtx(t),

d

(
x(t)
v(t)

)
=

(
0, 1
−α, 0

)(
x(t)
v(t)

)
dt+ dW̃ (t),

(
x(0)
v(0)

)
=

(
x0

v0

)
,

gdzie

W̃ (t) =

(
0

W (t)

)
, t ≥ 0.
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Z ogólnego wzoru na rozwia֒zanie

X(t) =

(
x(0)
v(0)

)
, t ≥ 0

równania liniowego otrzymujemy

X(t) = e

0

@

0, 1
−α, 0

1

At
+

∫ t

0

e

0

@

0, 1
−α, 0

1

A(t−s)
dW̃ (s), t ≥ 0.

Ponieważ dla

A =

(
0, 1
−α, 0

)
,

A2k = (−α)kI, A2k+1 = (−α)kA, k = 0, 1 . . . i jak wiadomo

sin z =

∞∑

k=0

(−1)k
z2k+1

(2k + 1)!
, cos z =

∞∑

k=0

(−1)k
z2k

(2k)!
, z ∈ C.

Dlatego

etA =

(
cos (
√
αt), 1√

α
sin (
√
αt)

−√α sin (
√
αt), cos (

√
αt)

)
, t ∈ R

1.

Otrzymujemy wie֒c ostatecznie

x(t) = (cos (
√
αt))x0 +

1√
α

(sin (
√
αt))v0 +

1√
α

∫ t

0

sin (
√
α(t− s)) dW (s),

v(t) = −√α(sin (
√
αt)x0 + (cos

√
αt)v0 +

∫ t

0

cos (
√
α(t− s)) dW (s), t ≥ 0.

3.3 W lasność Markowa i równanie Ko lmogorowa

Wracamy do stochastycznego równania (3.5) równoważnego równaniu ca lko-
wemu

X(t) = x+

∫ t

0

F (X(s))ds +W (t), t ≥ 0. (3.10)

Zachodzi naste֒puja֒ce twierdzenie.

Twierdzenie 3.2 Za lóżmy, że dla pewnego K > 0,

|F (x) − F (y)| ≤ K|x− y|, x, y ∈ R
d. (3.11)

Wtedy, dla dowolnej funkcji cia֒g lej f : [0,∞) → Rd istnieje dok ladnie jedna
funkcja cia֒g la u(t), t ≥ 0, taka że

u(t) =

∫ t

0

F (u(s)) ds+ f(t), t ≥ 0. (3.12)
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Dowód. Ustalmy T > 0 i rozpatrzmy równanie (3.12) w przestrzeni C =
C[0, T ; Rd]. Niech mianowicie F be֒dzie odwzorowaniem przestrzeni C[0, T ; Rd]
w C[0, T ; R

d] dane wzorem

F (v)(t) =

∫ t

0

F (v(s)) ds+ f(t), t ∈ [0, T ].

To, że F dzia la w przestrzeni C wynika z za lożeń. W C, dla dowolnego λ ≥ 0
wprowadzamy tak zwana֒ norme֒ Bieleckiego

||v||λ = sup
0≤t≤T

e−λt|v(t)|

równoważna֒ tradycyjnej normie ||v||0. Mamy

|F(v)(t)−F(v̄)(t)| ≤
∫ t

0

|F (v(s)) − F (v̄(s))| ds ≤ K
∫ t

0

|v(s)− v̄(s)| ds

≤ K

∫ t

0

cλs e−λs|v(s) − v̄(s)| ds

≤ K

[∫ t

0

eλs ds

]
||v − v̄||λ

≤ K
eλt

λ
||v − v̄||λ.

Sta֒d

||F(v) −F(v̄)||λ ≤
K

λ
||v − v̄||λ.

Niech λ be֒dzie dowolna֒ liczba֒ wie֒ksza֒ niż K. Z twierdzenia o odwzorowaniach
zwe֒żaja֒cych otrzymujemy istnienie i jednoznaczność rozwia֒zania równania
(3.12). �

Rozwia֒zanie u równania (3.12) oznaczać be֒dziemy przez u(·, f). Niech (Ft)t≥0

be֒dzie rodzina֒ σ-cia l zawartych w F , taka֒ że W (t) jest Ft mierzalna֒ zmienna֒
losowa֒, a przyrosty W (s)−W (t) dla s ≥ t sa֒ niezależne od Ft. Z powyższego
twierdzenia wynika, że równanie (3.10) ma dok ladnie jedno rozwa֒zanie, które
oznaczać be֒dziemy X(t, x). Ogólniej dla zmiennej losowej ζ, F0-mierzalnej,
niech X(t, ζ), t ≥ 0 oznacza rozwia֒zanie równania

X(t) = ζ +

∫ t

0

F (X(s)) ds+W (t), t ≥ 0.

Zauważmy, że
X(t, ζ) = u(t, ζ +W (·)), t ≥ 0.

Zdefiniujemy operatory przej́scia Pt przyporza֒dkowuja֒ce borelowskiej funkcji
ograniczonej φ funkcje ograniczona֒ w myśl wzoru

Ptφ(x) = Eφ(X(t, x)), t ≥ 0, x ∈ R
d.

Poniższe twierdzenie wyraża fakt, że proces X ma w lasność Markowa.
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Twierdzenie 3.3 Dla dowolnego mierzalnego i ograniczonego Φ na C[0, t; Rd]
i dowolnej mierzalnej i ograniczonej funkcji φ na Rd,

E (Φ(X(·, ζ))φ(X(t + h, ζ))) = E (Φ(X(·, ζ))Phφ(X(t, ζ))).

Dowód. Wykażemy najpierw, że dla dowolnych t, s ≥ 0 i f ∈ C([0,∞); Rd),

u(t+ s, f) = u(s, u(t, f) + (f(t+ ·)− f(t))). (3.13)

Zauważmy, że jeżeli dla dowolnego t ≥ 0,

u(t) =

∫ t

0

F (u(s)) ds+ f(t),

to dla dowolnego s ≥ 0,

u(t+ s) =

∫ t+s

0

F (u(σ)) dσ + f(t+ s)

=

∫ t

0

F (u(σ)) dσ + f(t) +

∫ t+s

t

F (u(σ)) dσ + f(t+ s)− f(t)

= u(t) +

∫ s

0

F (u(t+ σ)) dσ + f(t+ s)− f(t).

Ustalmy t ≥ 0 i wprowadźmy oznaczenia

v(s) = u(t+ s), s ≥ 0,

g(s) = u(t) + (f(t+ s)− f(t)), s ≥ 0.

Wtedy

v(s) =

∫ s

0

F (v(σ)) dσ + g(s), s ≥ 0

i dlatego
v(s) = u(s, g), s ≥ 0.

Sta֒d wynika (3.13). W szczególności

X(t+ h, ζ) = u(t+ h, ζ +W (·)) = u(h,X(t, ζ) +W (t+ ·)−W (t)).

Proces
Ŵ (s) = W (t+ s)−W (t), s ≥ 0

jest procesem Wienera na R
d z kowariancja֒ Q. Dlatego

E (Φ(X(·, ζ))φ(X(t + h, ζ))) = E (Φ(X(·, ζ))φ(u(h,X(t, ζ) + Ŵ (·))).

Proces X(· , ζ), rozpatrywany jako zmienna losowa o wartościach w C[0, t; Rd],
jest niezależny od procesu Ŵ (·), rozpatrywanego (po obcie֒ciu) jako zmienna
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losowa o wartościach w C[0, h; Rd]. Dlatego, dla dowolnej funkcji Ψ mierzalnej
i ograniczonej na C[0, t; Rd]× C[0, h; Rd] mamy

E (Ψ(X(·, ζ), Ŵ (·))) = E (Ψ̂(X(·, ζ))),

gdzie
Ψ̂(f) = E (Ψ(f, Ŵ (·))), f ∈ C[0, t; R

d].

W naszym przypadku

Ψ̂(f) = E (Φ(f)φ(u(h, f(t) + Ŵ (·)))
= Φ(f)E (φ(u(h, f(t) + Ŵ (·)))) = Φ(f)Phφ(f(t)).

Sta֒d teza. �

W szczególności, dla 0 ≤ t1 < t2,

P(X(t1, ζ) ∈ Γ1 iX(t2, ζ) ∈ Γ2) = E (IΓ1 (X(t1, ζ))IΓ2 (X(t2, ζ)))

= E (IΓ1 (X(t1, ζ))Pt2−t1(X(t1, ζ), Γ2)).

Gdy Γ1 = Rd i ζ = x otrzymujemy

Pt2(x, Γ2) = E(Pt2−t1(X(t1, x), Γ2)) =

∫

Rd

Pt2−t1(y, Γ2)Pt1 (x, dy). (3.14)

Czyli dla dowolnych t, s ≥ 0 i dowolnego zbioru borelowskiego Γ ,

Pt+s(x, Γ ) =

∫

Rd

Ps(y, Γ )Pt(x, dy). (3.15)

Dlatego równanie stochastyczne (3.5) definiuje stochastyczny uk lad dynami-
czny w sensie Rozdzia lu 1. Zależność nazywa sie֒ równaniem Chapmana–Ko l-
mogorowa.
Wprowadźmy oznaczenie

u(t, x) = Ptφ(x), t ≥ 0, x ∈ R
d.

Paraboliczne równanie pojawiaja֒ce sie֒ w poniższym twierdzeniu nazywa sie֒
równaniem Ko lmogorowa.

Twierdzenie 3.4 Za lóżmy, że odzorowanie F spe lnia warunek Lipschitza i
ma cia֒g le i ograniczone pochodne do rze֒du 3 w la֒cznie. To dla dowolnej funkcji
φ ∈ C2

b (Rd), Ptφ ∈ C2
b (Rd) oraz funkcja u(t, x) = Ptφ(x), t ≥ 0, x ∈ Rd

spe lnia równanie

∂u

∂t
(t, x) = 〈Du(t, x), F (x)〉 +

1

2
TrQD2u(t, x),

u(0, x) = φ(x), x ∈ R
d.
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Twierdzenie wynika z naste֒puja֒cego lematu.

Lemat 3.5 Jeżeli F spe lnia warunek Lipschitza i jest odwzorowaniem ograni-
czonym, to wtedy dla dowolnej funkcji f ∈ C2

b (Rd),

d

dt
Ptf(x) |t=0= 〈Df(x), F (x)〉 +

1

2
TrQD2f(x).

Rzeczywíscie. Z lematu mamy

∂u

∂t
(0, x) = 〈Du(0, x), F (x)〉 +

1

2
TrQD2u(0, x), x ∈ R

d.

Przyjmijmy, że funkcje

Ptφ(x), DPtφ(x), D2Ptφ(x), t ≥ 0, x ∈ R
d

sa֒ cia֒g le i ograniczone. Ustalmy s ≥ 0 i zdefiniujmy

φ̄(x) = Psφ(x), x ∈ R
d.

Wtedy
ū(t, x) = Pt(Psφ)(x) = u(t+ s, x).

Dlatego,

∂ū

∂t
(0, x) =

∂u

∂t
(t, x) = 〈Du(t, x), F (x)〉 +

1

2
TrQD2u(t, x).

Dowód Lematu 3.5. Przypomnijmy, że gdy funkcja f ma cia֒g le pochodne
cza֒stkowe do rze֒du 2 w la֒cznie, to wtedy dla dowolnych x, y ∈ Rd,

f(x)− f(y) = 〈Df(x), y − x〉+
1

2

〈
D2f(x)(y − x), y − x

〉

+

∫ 1

0

∫ 1

0

〈[
D2f(x)−D2f(x+ ησ(y − x))

]
(y − x), y − x

〉
σ dσdη.

Dla dowodu tej tożsamości przyjmijmy że d = 1. Wtedy

f(x)− f(y) =

(∫ 1

0

f ′(x+ σ(y − x))dσ

)
(y − x)

=

∫ 1

0

[
f ′(x) + σ

∫ 1

0

f ′′(x + ησ(y − x))dη (y − x)

]
dσ (y − x).

Sta֒d wynika równość. Ponieważ

X(t)− x =

∫ t

0

F (X(s)) ds+W (t),

dlatego, zak ladaja֒c, dla prostoty, że d = 1,
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φ(X(t))− φ(x) = φ′(x)

(∫ t

0

F (X(s)) ds+W (t)

)

+
1

2
φ′′(x)

(∫ t

0

F (X(s)) ds+W (t)

)2

+ R(t)

(∫ t

0

F (X(s)) ds+W (t)

)2

.

Sta֒d

Eφ(X(t)) − φ(x) = φ′(x)

(
E

∫ 1

0

F (X(s)) ds

)

+
1

2
φ′′(x)

(
E

[(∫ t

0

F (X(s)) ds

)2

+ 2W (t)

∫ t

0

F (X(s)) ds+W 2(t)

])

+E (R(t))

[(∫ t

0

F (X(s)) ds

)2

+ 2W (t)

∫ t

0

F (X(s)) ds+W 2(t)

]
.

Dlatego

1

t
E (φ(X(t)) − φ(x)) = φ′(x)

1

t
E

∫ t

0

F (X(s)) ds+
1

2
φ′′(x)

+
1

2
φ′′(x)

1

2t

[
E

(∫ t

0

F (X(s)) ds

)2

+ 2W (t)

∫ t

0

F (X(s)) ds

]

+E
1

t
R(t)

[(∫ t

0

F (X(s)) ds

)2

+ 2W (t)

∫ t

0

F (X(s)) ds+ W 2(t)

]
.

Ale
∣∣∣∣
1

t

∫ t

0

F (X(s)) ds

∣∣∣∣ ≤ ‖F‖∞,
1

t

∫ t

0

∫ t

0

|F (X(s))F (X(u))| dsdu ≤ t‖F‖2∞

i z twierdzenia Lebesgue’a o przechodzeniu z granica֒ pod ca lke֒

E

(
1

t

∫ t

0

F (X(s)) ds

)
−→ F (x),

1

t
E

∫ t

0

∫ t

0

F (X(s))F (X(u)) dsdu −→ 0.

Z naste֒puja֒cych elementarnych oszacowań

∣∣∣∣EW (t)
1

t

∫ t

0

F (X(s)) ds

∣∣∣∣ ≤
(
EW 2(t)

)2
(

E

∣∣∣∣
1

t

∫ t

0

F (X(s)) ds

∣∣∣∣
2
) 1

2

≤
√
t‖F‖∞

oraz
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|R(t)|

=

∣∣∣∣
∫ 1

0

∫ 1

0

[
φ′′(x)− φ′′

(
x+ ησ

(∫ t

0

F (X(s)) ds+W (t)

))]
σ dσdη

∣∣∣∣

≤ 2‖φ′′‖∞

oraz

E |R(t)| W
2(t)

t
= E |R(t)|

(
W (t)√

t

)2

≤
(
E |R(t)|2

) 1
2 ,

otrzymujemy, przez przej́scie graniczne, wymagana֒ zależność. �
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Miary niezmiennicze

Jednym z ważniejszych zadań teorii procesów stochastycznych jest ustalenie,
czy dany proces Markowa ma miare֒ niezmiennicza֒ i ewentualne znalezienie
tej miary. W niniejszym rozdziale podajemy wste֒pne wyniki na temat miar
niezmienniczych dla tak zwanych uk ladów gradientowych i uk ladów dyssypa-
tywnych. Wyniki tego rozdzia lu be֒da֒ wykorzystane w naste֒pnym rozdziale
poświe֒conym uk ladom spinowym fizyki statystycznej.

4.1 Miary niezmiennicze dla uk ladów gradientowych

Mówimy, że miara probabilistyczna µ jest niezmiennicza dla funkcji przej́scia
(Pt) pewnego procesu Markowa, wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego zbioru
borelowskiego Γ i t ≥ 0,

µ(Γ ) =

∫
µ(dx)Pt(x, Γ ).

Be֒dziemy zajmować sie֒ równaniem

dX(t) = F (X(t))dt+ dW (t), X(0) = x (4.1)

analizowanym w rozdziale poprzednim jako równanie (1.10). Zauważmy, że
gdy warunek pocza֒tkowy X(0) rozwia֒zania X równania (4.1) jest zmienna֒
losowa֒ o rozk ladzie µ to rozk lad X(t) jest również równy µ dla dowolnego t ≥
0. Niech L oznacza naste֒puja֒cy operator różniczkowy, zwia֒zany z równaniem
(4.1),

Lf(x) =
1

2
TrQD2f(x) + 〈Df(x), F (x)〉 .

Twierdzenie 4.1 (i) Za lóżmy, że funkcja g cia֒g la i z cia֒g lymi pochodnymi
do rze֒du 2, jest ge֒stościa֒ miary niezmienniczej dla pó lgrupy przej́scia (Pt)
zwia֒zanej z równaniem (4.1). Wtedy
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L∗g(x) = 0, x ∈ R
d (4.2)

(ii) Niech funkcja g be֒dzie rozwia֒zaniem równania (4.2) z cia֒g lymi i ograni-
czonymi pochodnymi do rze֒du 2. Jeżeli g jest ge֒stościa֒ pewnej miary probabi-
listycznej µ, to wtedy µ jest miara֒ niezmiennicza dla (Pt).

Dowód (i). Mamy

∫
(Ptf − f) dµ = 0, f ∈ Cb(Rd).

Za lóżmy, że f ∈ C∞
0 (Rd), wtedy u(t, x) = Ptf(x), t ≥ 0, x ∈ R

d jest klasycz-
nym rozwia֒zaniem równania

∂u

∂t
(t, x) = Lu(t, x), t ≥ 0, x ∈ R

d.

Ponadto
1

t
(Ptf(x)− f(x)) −→ Lf(x), x ∈ R

d

w sposób jednostajnie ograniczony i dlatego

(µ,Lf) = 0.

Ale Lf ∈ C1
0 (Rd). Sta֒d dla dostatecznie dużego N ,

∫

Rd

g(x)Lf(x) dx =

∫

−N≤xi≤N

i=1,...,d

g(x)Lf(x) dx

i dlatego ∫

Rd

g(x)Lf(x) dx = −
∫

Rd

L∗g(x)f(x) dx = 0.

Przy za lożeniu, że g ma cia֒g le pochodne do rze֒du 2, otrzymujemy L∗g = 0.

Dowód (ii). Jeżeli f ∈ C∞
0 (Rd), to wtedy, dla ustalonego t, pochodne cza֒-

stkowe do rze֒du 2 funkcji

∫ t

0

Psf(x) ds, x ∈ R
d

znikaja֒ w nieskończoności. Ponieważ L∗g = 0, dlatego

(µ, Ptf − f) =

〈
g, L

∫ t

0

Psf ds

〉

L2

=

〈
L∗g,

∫ t

0

Psf ds

〉
= 0.

Sta֒d teza. �

Dla tak zwanych równań gradientowych, istnieja֒ proste wzory na miary nie-
zmiennicze. Poniższy fakt zosta l zauważony przez Ko lmogorowa.
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Twierdzenie 4.2 Niech U be֒dzie funkcja֒ rzeczywista֒ różniczkowalna֒ z cia֒g-
 lymi i ograniczonymi pochodnymi do rze֒du 2 w la֒cznie. Probabilistyczna miara
niezmiennicza µ dla równania

dX(t) =
1

2
DU(X(t)) dt+ dW (t)

ma postać

µ(dx) =
eU(x)

Z
dx,

gdzie Z jest sta la֒ normuja֒ca֒.

Dowód. Bezpośrednim rachunkiem sprawdzamy, że ge֒stość

g =
eU

Z

spe lnia równanie (4.2). Istotnie

∫

Rd

eU(x) 1

2

d∑

j=1

[
∂2

∂x2
j

f(x) +
1

2

∂f

∂xj
(x)

∂U

∂xj
(x)

]
dx

=

∫

Rd

eU(x) 1

2




d∑

j=1

∂2f

∂x2
j



 dx+
1

2

∫

Rd

eU(x)
d∑

j=1

∂f

∂xj

∂U

∂xj
dx.

Sta֒d

∫

Rd

eU(x) 1

2

d∑

j=1

[
∂2

∂x2
j

f(x) +
1

2

∂f

∂xj
(x)

∂U

∂xj
(x)

]
dx

= −1

2

∫

Rd






d∑

j=1

(
∂

∂xj
eU(x)

)
∂f

∂xj




 dx+
1

2

∫

Rd

eU(x)
d∑

j=1

∂f

∂xj

∂U

∂xj
dx

= −1

2

∫

Rd






d∑

j=1

eU(x) ∂U

∂xj
(x)

∂f

∂xj




 dx+
1

2

∫

Rd

eU(x)




d∑

j=1

∂f

∂xj

∂U

∂xj



 dx.

�

W nieskończenie wymiarowych sytuacjach mamy cze֒sto do czynienia z rów-
naniem

dX =

[
AX +

1

2
DU(X)

]
dt+ dW (t), (4.3)

gdzie L = −A jest dodatnio określonym (na ogó l nieograniczonym) operato-
rem. Niech µ be֒dzie miara֒ niezmiennicza֒ dla (4.3). Formalnie

Lx =
1

2
D 〈Lx, x〉
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i

−Lx+
1

2
DU(x) = DH(x),

gdzie
H(x) = −〈Lx, x〉 + U(x)

a D oznacza operacje֒ różniczkowania. Ponadto

µ(dx) =
1

Z
e−H(x)dx =

1

Z
e−〈Lx,x〉+U(x)dx.

W szczególności dla miary niezmienniczej µA równania Ornsteina–Uhlenbecka

dX = AXdt+ dW

otrzymujemy wzór
µA(dx) = e〈Ax,x〉dx. (4.4)

Ponieważ na przestrzeniach nieskończenie wymiarowych nie ma dopowiednika
miary Lebesgue’a dlatego powyższe wzory traca֒ swoja֒ moc. Jednakże miara
niezmiennicza µA dla równania Ornsteina–Uhlenbecka cze֒sto istnieje, chociaż
nie jest dana wzorem (4.4). Dobrym kandydatem na miare֒ niezmiennicza֒ µ
dla równania (4.3) jest dlatego

µ(dx) = Z−1eU(x)µA(dx).

Zabieg taki nazywa sie֒ w fizyce renormalizacja֒.

4.2 Miary niezmiennicze dla uk ladów dyssypatywnych

Uk lady gradientowe sa֒ specjalnym przypadkiem tak zwanych uk ladów dyssy-
patywnych na przestrzeni Hilberta H . Sa֒ to rozwia֒zania równań postaci

dX = (AX + F (X)) dt+ dW (t), (4.5)

gdzie A jest odwzorowaniem liniowym a

G(x) = Ax+ F (x), x ∈ H

jest przekszta lceniem dyssypatywnym. Przekszta lcenie G : H → H jest dyssy-
patywne, gdy

〈G(x) −G(y), x − y〉 ≤ 0, x, y ∈ H.
Zasadnicza֒ role֒ w naszych rozważaniach be֒dzie pe lni lo rozwia֒zanie Y równa-
nia Ornsteina–Uhlenbecka

dY = AY dt+ dW (t), Y (0) = 0. (4.6)

Twierdzenie 4.3 Za lóżmy, że naste֒puja֒ce warunki sa֒ spe lnione:
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1. Odwzorowania A+ ω1 i F + ω2 sa֒ dyssypatywne i ω1 + ω2 = ω > 0,
2. sup

t≥0
E [|Y (t)|+ |F (Y (t))|] <∞.

Wtedy dla równania (4.5) istnieje dok ladnie jedna miara niezmiennicza µ. Po-
nadto stnieje sta la C > 0, taka że dla dowonej ograniczonej i lipschitzowskiej
funkcji φ,

|Ptφ(x) − (φ, µ)| ≤ C(1 + |x|)e− ω
2 t‖φ‖Lip.

Dowód. Zauważmy, że

X(t) = eAtx+

∫ t

0

eA(t−s)F (X(s)) ds+

∫ t

0

eA(t−s) dW (s)

= eAtx+

∫ t

0

eA(t−s)F (X(s)) ds+ Y (t).

Sta֒d
Z(t) = X(t)− Y (t), t ≥ 0,

spe lnia

Z(t) = eAtx+

∫ t

0

eA(t−s)F (Z(s) + Y (s)) ds, t ≥ 0.

Równoważnie

d

dt
Z(t) = AZ(t) + F (Z(t) + Y (t)), t ≥ 0,

Z(0) = x.

Niech W̄ be֒dzie dwustronnym procesem Wienera, czyli procesem określonym
na ca lej prostej (−∞,+∞), takim że procesy

W (t) = W̄ (t), W̄ (−t), t ≥ 0

sa֒ niezależnymi procesami Wienera o identycznym operatorze kowariancji.
Dla dowolnego dodatniego λ po lóżmy

Y λ(t) =

∫ t

−λ
eA(t−s) dW̄ (s), t ≥ −λ.

Ponadto niech Xλ be֒dzie rozwia֒zaniem naste֒puja֒cego równania,

dXλ = AXλ + F (Xλ) dt+ dW̄ , t ≥ −λ,
Xλ(−λ) = x.

Wtedy

dZλ = AZλ + F (Zλ + Y λ),

Zλ(−λ) = x.



52 4 Miary niezmiennicze

Zauważmy, że

d

dt

∣∣Zλ(t)
∣∣ =

〈
Zλ(t)

|Zλ(t)| ,
d

dt
Zλ(t)

〉
=

1

|Zλ(t)|
〈
Zλ(t), AZλ + F (Zλ + Y λ)

〉
.

Ponieważ dla dowolnych a, b ∈ H ,

〈(a− b, (A+ ω1)(a− b)〉 ≤ 0,

〈a− b, (F + ω2)a− (F + ω2)b〉 ≤ 0,

mamy

〈
Zλ, (A+ ω1)(Zλ)

〉
≤ 0,

〈
Zλ, (F + ω2)(Zλ + Y λ)− (F + ω2)(Y λ)

〉
≤ 0.

Z elementarnych przekszta lceń wynika, że

〈
Zλ, AZλ + F (Zλ + Y λ)

〉
=
〈
Zλ, (A+ ω1)Zλ − ω1Z

λ
〉

+
〈
Zλ, F (Zλ + Y λ) + ω2(Zλ + Y λ)− (F (Y λ) + ω2Y

λ) + F (Y λ)− ω2Z
λ
〉

≤ −ω1

∣∣Zλ(t)
∣∣2 − ω2

∣∣Zλ(t)
∣∣2 +

〈
Zλ(t), F (Y λ(t))

〉

≤ −ω1

∣∣Zλ(t)
∣∣2 +

∣∣Zλ(t)
∣∣ ∣∣F (Y λ(t))

∣∣ .

Czyli
d

dt

∣∣Zλ(t)
∣∣ ≤ −ω

∣∣Zλ(t)
∣∣+
∣∣F (Y λ(t))

∣∣ ,

a sta֒d
∣∣Zλ(t)

∣∣ ≤ e−ω(t+λ)|x|+
∫ t

−λ
e−ω(t−s) ∣∣F (Y λ(s))

∣∣ ds,

E
∣∣Zλ(t)

∣∣ ≤ |x|+ 1

ω
sup
s≥−λ

E
∣∣F (Y λ(s))

∣∣ , t ≥ −λ.

Co wie֒cej

E
∣∣Xλ(t)

∣∣ ≤ E
(∣∣Zλ(t)

∣∣+
∣∣Y λ(t)

∣∣)

≤ |x|+ 1

ω
sup
s≥−λ

E
∣∣F (Y λ(s))

∣∣+ sup
s≥−λ

∣∣Y λ(s)
∣∣ ≤ |x|+ C.

Dlatego
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d

dt

∣∣Zλ(t, x)− Zλ(t, y)
∣∣

=
1

|Zλ(t, x)− Zλ(t, y)|

〈
Zλ(t, x)− Zλ(t, y),

d

dt

(
Zλ(t, x)− Zλ(t, y)

)〉

=
1

|Zλ(t, x)− Zλ(t, y)|
〈
Zλ(t, x)− Zλ(t, y), A

[
Zλ(t, x) − Zλ(t, y)

]

+ F
(
Zλ(t, x) + Y λ(t)

)
− F

(
Zλ(t, y) + Y λ(t)

)〉

=
1

|Zλ(t, x)− Zλ(t, y)|
〈
Zλ(t, x)− Zλ(t, y), (A+ ω1)

(
Zλ(t, x)− Zλ(t, y)

)

− ω1

(
Zλ(t, x) − Zλ(t, y)

)
+ F

(
Zλ(t, x) + Y λ(t)

)

+ ω2

(
Zλ(t, x) + Y λ(t)

)
− F

(
Zλ(t, y) + Y λ(t)

)

−ω2

(
Zλ(t, y) + Y λ(t)

)
− ω2

(
Zλ(t, x) − Zλ(t, y)

)〉

≤ −ω1

∣∣Zλ(t, x)− Zλ(t, y)
∣∣2 − ω2

∣∣Zλ(t, x)− Zλ(t, y)
∣∣2

|Zλ(t, x) − Zλ(t, y)| .

Czyli
d

dt

∣∣Zλ(t, x)− Zλ(t, y)
∣∣ ≤ −ω

∣∣Zλ(t, x)− Zλ(t, y)
∣∣ ,

a wie֒c ∣∣Zλ(t, x)− Zλ(t, y)
∣∣ ≤ e−ω(t+λ)|x− y|.

Ponieważ
Xλ(t, x) −Xλ(t, y) = Zλ(t, x) − Zλ(t, y).

Dlatego ∣∣Xλ(t, x)−Xλ(t, y)
∣∣ ≤ e−ω(t+λ)|x− y|.

Co wie֒cej
Xγ(t, x) = Xλ (t,Xγ(−λ, x)) .

Sta֒d
∣∣Xγ(t, x) −Xλ(t, x)

∣∣ =
∣∣Xλ (t,Xγ(−λ, x)) −Xλ(t, x)

∣∣

≤ e−ω(t+λ) |Xγ(−λ, x) − x| .

Dlatego
E
∣∣Xγ(t, x) −Xλ(t, x)

∣∣ ≤ e−ω(t+λ) (C + 2|x|) . (4.7)

Dla dowodu istnienia miary niezmienniczej za lóżmy, że x = 0. Wtedy z (4.7)
wynika, że gdy λ→ +∞, to cia֒g Xλ(0, 0) jest cia֒giem Cauchy’ego w L1(Ω,H)
i dlatego istnieje zmienna losowa ξ, taka że

Xλ(0, 0)→ ξ w L1(Ω,H).

W szczególności
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L
(
Xλ(0)

)
−→ L(ξ) = µ,

gdy λ → +∞. Sta֒d wynika już  latwo, że miara µ, jest miara֒ niezmiennicza֒
dla (4.1).

Dla dowodu jedyności i wyk ladniczej zbieżności przyjmijmy, że t = γ. Wtedy

L
(
Xt(0)

)
= L (X(t, x)) = Pt(x, ·).

Ponadto dla s ≥ t ≥ 0,

|Ptφ(x) − Psφ(x)| = |E (φ(X(t, x))) − φ(X(s, x))|
=
∣∣E
(
φ
(
Xt(0)

)
− φ (Xs(0))

)∣∣

≤ ‖φ‖Lip E
∣∣Xt(0)−Xs(0)

∣∣

≤ ‖φ‖Lip e−ωt (2|x|+ C) .

Podobnie

|Ptφ(x) − Ptφ(y)| = |Eφ (X(t, x))− Eφ (X(t, y))|
=
∣∣E
[
φ
(
Xt(0, x)

)
− φ

(
Xt(0, y)

)]∣∣

≤ ‖φ‖Lip E
∣∣Xt(0, x)−Xt(0, y)

∣∣

≤ ‖φ‖Lip e−ωt|x− y|

oraz

E
∣∣Xλ(t)−Xγ(t)

∣∣ ≤ e−ω(t+λ)
E |Xγ(−λ)− x| ≤ e−ω(t+λ) (2|x|+ C) .

Sta֒d
E
∣∣Xλ(0)−Xγ(0)

∣∣ ≤ e−ωλ (2|x|+ C) .

Z powyższych oszacowań wynika już teza. �



5

Uk lady spinowe

Rozdzia l poświe֒cony jest zastosowaniu teorii stochastycznych równań ewolu-
cyjnych do mechaniki statystycznej. W oparciu o prace֒ [4] podajemy szkic
dowodu istnienia miary Gibbsa dla pewnych uk ladów spinowych. Rozpoczy-
namy od podania motywacji prowadza֒cych do abstrakcyjnej definicji miary
Gibbsa.

5.1 Miary Gibbsa

Niech Zd be֒dzie krata֒ a M pewna֒ przestrzenia֒ metrycza֒. W zastosowaniach
fizycznych M jest zbiorem skończonym, zwarta֒ rozmaitościa֒, przestrzenia֒ R

d

lub przestrzenia֒ Hilberta. Przez F oznaczać be֒dziemy rodzine֒ wszystkich pod-
zbiorów skończonych kraty Zd. Konfiguracja֒ nazywamy dowolna֒ funkcje֒ x
określona֒ na Zd, o wartościach w M . Zbiór wszystkich konfiguracji ozna-

czać be֒dziemy przez M. Tak wie֒c x = x(γ), γ ∈ Zd i M = MZ
d

. Potencja l
(J∆, ∆ ∈ F) to rodzina funkcji rzeczywistych indeksowana elementami∆ ∈ F ,
taka że gdy ∆ = {γ1, . . . , γk}, to

J∆(x) = f∆(x(γ1), . . . , x(γk)), x ∈ M,

gdzie f∆ to funkcja z Rk w R1. Hamiltonian H jest suma֒ potencja lów

H(x) =
∑

∆∈F
J∆(x), x ∈ M.

Niech ν0 be֒dzie miara֒ probabilistyczna֒ na M , a

ν(dx) =
∏

γ∈Zd

ν0(dxγ)

miara֒ na M. Przez miare֒ Gibbsa rozumie sie֒ w fizyce statystycznej miare֒
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µ(dx) =
1

C
e−H(x)ν(dx).

Funkcja e−H to tak zwana ge֒stóść Gibbsa a liczba C to sta la normuja֒ca. Nie-
kiedy ge֒stość ma postać e−βH, gdzie parametr β ma interpretacje֒ fizyczna֒,
na przyk lad jest temperatura bezwzgle֒dna.

W tak zwanym modelu Isinga, M = {−1, 1},

J∆(x) =

{
x(k)x(l) gdy ∆ = {k, l} i |k − l| = 1,

0 dla pozosta lych konfiguracji.

W tym przypadku przyjmuje sie֒, że ν0{−1} = ν0{1} = 1
2 . Zauważmy, że

Hamiltonian jest źle zdefiniowany, bo dla dowolnego x suma

∑

∆∈F
J∆(x)

sk lada sie֒ z nieskończonej ilości liczb, co do modu lu = 1. Jest to typowa
trudność zwia֒zana z modelowaniem i pokonanie jej zwia֒zane jest z tak zwanym
równaniem D-L-R czyli równaniem Dobrushina–Lanforda–Ruelle’a.

Przed sformu lowaniem tego równania przypomnijmy pewien fakt z teorii roz-
k ladów warunkowych. Niech ν1 i ν2 be֒da֒ miarami nieujemnymi, nie koniecznie
skończonymi, określonymi odpowiednio na E1 i E2, a g ge֒stościa֒, wzgle֒dem
produktu miar ν1 × ν2 na E1 × E2. Ge֒stość warunkowa֒ g(x|y) definiuje sie֒
wzorem

g(x|y) =
g(x, y)∫

E1
g(z, y)ν1(dz)

, (x, y) ∈ E1 × E2.

Sens tego określenia jest zawarty w poniższym dobrze znanym twierdzeniu.

Twierdzenie 5.1 Jeżeli (X,Y ) jest zmienna֒ losowa֒ o wartościach w E1×E2

i
µ = L(X,Y ) = g(x, y)ν1(dx)ν2(dy),

to wtedy

E(φ(X)|σ(Y )) =

[∫

E1

φ(x)g(x|Y )ν1(dx)

]
.

W szczególności

∫

E1

φ(x)µ(dx) =

∫

E2

[∫

E1

φ(x)g(x|y)ν1(dx)

]
µ2(dy),

gdzie µ1 i µ2 to rozk lady brzegowe µ.

Dla Γ ∈ F i dowolnego x ∈ M zapiszmy x = (xΓ , yΓ
c

). Wtedy dla ge֒stości
Gibbsa mamy wyrażenie

gH(x) = gH(xΓ , yΓ
c

) = e−H(xΓ ,yΓc
) = e

− P

∆⊂Γ c
J∆(xΓ ,yΓ c

)− P

∆∩Γ 6=∅
J∆(xΓ ,yΓ c

)

,
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a dla ge֒stości warunkowej

gH(xΓ |yΓ c

) =
e
− P

∆⊂Γ c
J∆(xΓ ,yΓc

)− P

∆∩Γ 6=∅
J∆(xΓ ,yΓc

)

∫
e
− P

∆⊂Γc
J∆(zΓ ,yΓ c )− P

∆∩Γ 6=∅
J∆(zΓ ,yΓc )

ν1(dzΓ )

,

gdzie

ν1(dzΓ ) =
∏

γ∈Γ
ν0(dzγ).

Ale gdy ∆ ⊂ Γ c to dla dowolnych xΓ , yΓ
c

, zΓ
c

,

J∆(xΓ , yΓ
c

) = J∆(zΓ , yΓ
c

),

a sta֒d

gH(xΓ |yΓ c

) =
e
− P

∆∩Γ 6=∅
J∆(xΓ ,yΓc

)

∫
e
− P

∆∩Γ 6=∅
J∆(zΓ ,yΓc )

ν1(dzΓ )

. (5.1)

Sumy wyste֒puja֒ce w powyższym wyrażeniu maja֒ cze֒sto jedynie skończona֒
liczbe֒ sk ladników różnych od zero. Tak wie֒c ge֒stości warunkowe moga֒ mieć
sens mimo, że ge֒stość pary nie jest dobrze zdefiniowana. Liczbe֒ (5.1) można
interpretować jako prawdopodobieństwo (ścíslej, ge֒stość warunkowa֒) pojawie-
nia sie֒ na zbiorze Γ konfiguracji xΓ , gdy na zewna֒trz zbioru Γ zaobserwowana
zosta la konfiguracja yΓ

c

. Dlatego miara֒ Gibbsa na przestrzeni konfiguracji
M odpowiadaja֒ca֒ potencja lowi (J∆, ∆ ∈ F) nazywamy dowolna֒ miare֒ proba-
bilistyczna֒ µ, taka֒ że dla dowolnego skończonego zbioru Γ = {γ1, . . . , γk} ∈ F ,
dowolnej funkcji ograniczonej φ od k zmiennych, mamy

∫

MΓ

φ(x(γ1), . . . , x(γk))µ(dx) = (5.2)

∫

MΓ c

∫

MΓ

φ(x(γ1), . . . , x(γk))gH(x(γ1), . . . , x(γk)|y(γ);

γ /∈ Γ )ν1(dx)µ(dy).

Powyższa֒ równość, definiuja֒ca miare֒ Gibbsa, nazywa sie֒ równaniem D-L-G.

5.2 Uk lady z cia֒g lym spinem

Za lóżmy, że przestrzenia֒ konfiguracjiM jest zbiór wszystkich funkcji rzeczy-
wistych określonych na Zd i że Hamiltionian ma postać

H =
1

2

∑

k,j

ak,jx(k)x(j) +
∑

k

v(x(k)). (5.3)
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Elementy macierzy (ak,j) opisuja֒ lokalne oddzia lywania mie֒dzy punktami kra-
ty, a funkcja v to tak zwany potencja l lokalnych oddzia lywań. Miara Gibbsa
(nieunormowana) winna mieć postać

e−H(x)
∏

γ∈Zd

dxγ = e−H(x)dx,

gdzie miara dx jest nieskończonym produktem miar Lebesguea na prostej.
Produkt taki nie jest dobrze określony i ponadto szeregi wyste֒puja֒ce w
wyrażeniu na H nie sa֒ na ogó l zbieżne. Tym niemniej ge֒stość warunkowa
wyste֒puja֒ca w równaniu D-L-R ma dobry sens. Rzeczywíscie po lóżmy

J∆(x) =






v(x(γ)) , gdy ∆ = {γ},
a(k − j)x(k)x(j) , gdy ∆ = {k, j},

0 w pozosta lych przypadkach.

Gdy zbiór Γ jest skończony, Γ = {γ1, . . . , γk}, to w sumie
∑

∆∩Γ 6=∅
J∆(x)

jest tylko skończona liczba funkcji różnych od zera. Podobnie miara ν1 jest
skończonym produktem miar Lebesgue’a, a wie֒c jest dobrze określona.

Miar Gibbsa dla Hamiltonianu (5.3) be֒dziemy szukać wśród miar określonych
na przestrzeni Hilberta H = l2ρ(Z

d) cia֒gów sumowalnych z wagami ρ = ρκ,
ρ = ρκr, gdzie

ρκ(γ) = e−κ|γ|, ρκr(γ) =
1

1 + κ|γ|r , r > d, γ ∈ Z
d.

Gdy ρ ≡ 1, to piszemy l2ρ = l2. Dok ladniej przez l2(Zd) i l2ρ(Z
d), krótko l2, l2ρ,

oznaczamy przestrzenie Hilberta cia֒gów liczb rzeczywistych x = (xγ), takich
że

||x||2 =
∑

γ∈Zd

x2
γ <∞, ||x||2ρ =

∑

γ∈Zd

ργx
2
γ <∞.

Mówimy, że oddzia lywania (aγj) maja֒ ograniczony zasie֒g, gdy istnieja֒ sta le
R,M > 0, takie że

aγj = 0 gdy |γ − j| > R, |aγj| ≤M dla dowolnych γ, j. (5.4)

Przez A be֒dziemy oznaczać operator liniowy zadany przez macierz (aγj). Za-
chodzi naste֒puja֒ce twierdzenie, [4], [14], [5].

Twierdzenie 5.2 Za lóżmy, że oddzia lywania (aγj) maja֒ ograniczony zasie֒g
i że pochodna potencja lu v′ ma rozk lad v′ = f0 + f1, gdzie f0 jest funkcja֒
maleja֒ca֒, taka֒ że dla pewnych c0 > 0, s ≥ 1, |f0(ξ) ≤ c0(1 + |ξ|s), ξ ∈ R,
a funkcja f1 spe lnia warunek Lipschitza ze sta la֒ ‖f1‖Lip. Za lóżmy również,
że dla pewnego η operator A + ηI jest na l2 dyssypatywny i że η > ‖f1‖Lip.
Wtedy istnieje takie κ0 > 0, że w przestrzeniach l2ρκ , l2ρκ,r

, κ ∈ (0, κ0) istnieja֒
jedyne miary Gibbsa z Hamiltonianem (5.3).
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Idea dowodu polega na wykazaniu, że miary Gibbsa, dla powyższego modelu,
sa֒ miarami niezmienniczymi dla gradientowego uk ladu równań stochastycz-
nych

dXγ(t) =




∑

j

a(γ − j)Xj(t) + v′(Xγ(t))



 dt+ dWγ , (5.5)

w którym Wγ , γ ∈ Zd sa֒ niezależnymi, rzeczywistymi procesami Wienera.
Uk lad (5.5) be֒dziemy nazywać równaniem spinowym. Ograniczymy sie֒ do
podania zasadniczych w lasności równania spinowego potrzebnych do zastoso-
wania twierdzenia o istnieniu miar niezmienniczych dla uk ladów dyssypatyw-
nych. To, że miary te sa֒ miarami Gibbsa może zostać udowodnione w oparciu
o idee dotycza֒ce uk ladów gradientowych z końca Rozdzia lu 4.1.

5.3 Elementy dowodu istnienia miary Gibbsa

Niech A = (aγj), γ, j ∈ Zd be֒dzie zadana֒ macierza֒, f zadana֒ funkcja֒, a
W = (Wγ , γ ∈ Zd) rodzina֒ niezależnych procesów Wienera o wariancji
σ ≥ 0. Równanie spinowe jest szczególnym przypadkiem nieskończonego uk lad
równań

dXγ(t) =




∑

γ∈Zd

aγjXj(t) + f(Xj(t))



 dt+ dWγ(t), Xγ(0) = xγ , (5.6)

γ ∈ Zd, które zapisujemy w abstrakcyjnej postaci

dX = (AX + F (X))dt+ dW (t), X(0) = x. (5.7)

Przestrzenie l2ρ be֒da֒ przestrzeniami Hilberta, w których te równania be֒dziemy
rozpatrywać. Operator F cia֒gowi (xγ) przyporza֒dkowuje cia֒g F (x) w myśl
wzoru

(F (x))γ = (f(xγ)).

Jeżeli uk lad ten ma rozwia֒zanie przy dowolnej pocza֒tkowej konfiguracji to roz-
wia֒zanie takie jest procesem Markowa z jednoznacznie zdefiniowana֒ funkcja֒
przej́scia

Pt(x,B) = P (X(t, x) ∈ B),

gdzie t ≥ 0, x ∈ H i B jest podzbiorem borelowskim.

5.3.1 Proces Wienera W

Rozpoczniemy od naste֒puja֒cego twierdzenia.
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Twierdzenie 5.3 (i) Proces W przyjmuje wartości w l2ρ wtedy i tylko wtedy,
gdy ∑

γ

ρ(γ) <∞.

(ii) Co wie֒cej jego trajektorie spe lniaja֒ warunek Höldera z dowolnym wyk la-
dnikiem < 1

2 .

Dowód (i). Jak wiemy proces gaussowskiW przyjmuje wartości w przestrzeni
Hilberta wtedy i tylko wtedy, gdy ma wzgle֒dem tej przestrzeni skończony
drugi moment

E ||W (t)||2 <∞, t ≥ 0.

Ponieważ

E ||W (t)||2ρ = E

∑

γ

ρ(γ)W 2
γ (t) =

∑

γ

ρ(t)EW 2
γ (t) = tσ

∑

γ

ρ(γ),

to dowód pierwszej cze֒ści twierdzenia jest zakończony.

(ii) Przyjmujemy bez dowodu naste֒puja֒ce klasyczne twierdzenie Ko lmogoro-
wa.

Twierdzenie 5.4 Niech Z(t), t ∈ [0, T ] be֒dzie procesem stochastycznym o
wartościach w ośrodkowej przestrzeni Banacha E. Jeżeli dla pewnych sta lych
c > 0, ǫ > 0, δ > 0,

E ||Z(t)− Z(s)||δ ≤ c|t− s|1+ǫ, t, s ∈ [0, T ],

to wtedy istnieje wersja procesu Z, której wszystkie trajektorie sa֒ funkcjami
spe lniaja֒cymi warunek Höldera z dowolnym wyk ladnikiem < ǫ

δ . Czyli, gdy

0 ≤ γ < ǫ
δ , to istnieje modyfikacja Z̃ procesu Z, taka że dla pewnej zmiennej

losowej c i prawie każdego ω,

|Z̃(t, w)− Z̃(s, w)| ≤ c(w)|t− s|γ , s, t ∈ [0, T ].

Dla 0 ≤ s < t ≤ T mamy

E ||W (t) −W (s)||2ρ = (t− s)
∑

γ

ρ(γ).

Przyjmijmy, że
∑
ρ(γ) = 1. Wtedy

E

∥∥∥∥
W (t)−W (s)√

t− s

∥∥∥∥
2

ρ

= 1.

Z zasadniczego Twierdzenia 2.1 o miara gaussowskich w przestrzeni Hilberta
mamy

E e
β||W (t)−W (s)√

t−s
||2ρ ≤ 1√

1− 2β
<∞,
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jeżeli tylko 1− 2β > 0, czyli gdy β < 1
2 . W szczególności

cα = E

∥∥∥∥
W (t)−W (s)√

t− s

∥∥∥∥
2α

ρ

<∞

dla dowolnego α > 0. Dlatego

E ||W (t)−W (s)||2αρ ≤ cα(
√
t− s)2α = cα(t− s)α ≤ cα|t− s|1+(α−1).

Gdy α ↑ ∞, wtedy
α− 1

2α
↑ 1

2
.

Czyli proces W ma modyfikacje֒ spe lniaja֒ca֒ warunek Höldera z dowolnym
wyk ladnikiem < 1

2 . �

5.3.2 Ograniczoność operatora A

Twierdzenie 5.5 Za lóżmy, że

sup
γ∈Zd

∑

j∈Zd

|aγj| = α <∞

oraz istnieje liczba β > 0, taka że

∑

γ

|aγj|ρ(γ) ≤ βρ(j), j ∈ Z
d.

Wtedy, dla dowolnego p ∈ [1,∞] wzór

Ax =
∑

j∈Zd

aγjxj , x ∈ lpρ

definiuje liniowy operator ograniczony w lpρ, z norma֒ nie wie֒ksza֒ niż α
1
q β

1
p ,

gdzie 1
p + 1

q = 1. W szczególności A jest operatorem z l2ρ w l2ρ z norma֒ nie

wie֒ksza֒ niż
√
αβ.

Dowód. Za lóżmy, że p ∈ (1,∞) i cia֒g x = (xγ) ma tylko skończona֒ liczbe֒
różnych od zera wyrazów. Z nierówności Höldera mamy

∣∣∣∣∣∣

∑

j∈Zd

aγjxj

∣∣∣∣∣∣

p

≤




∑

j

|aγj |xj |




p

≤




∑

j

(
|aγj|

1
p |xj |

)
|aγj |

1
q




p

≤




∑

j

|aγj ||xj |p







∑

j

|aγj|





p
q

≤ α p
q

∑

j

|aγj||xj |p.
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Sta֒d

∑

γ

ρ(γ)

∣∣∣∣∣∣

∑

j∈Zd

aγjxj

∣∣∣∣∣∣

p

≤ α p
q

∑

γ,j

ρ(γ)|aγj||xj |p ≤ α
p
q β
∑

j

ρ(j)|xj |p.

Przez proste przej́scie graniczne otrzymujemy wynik. �

Lemat 5.1 Za lóżmy, że zachodzi warunek (5.4) oraz, że

ρ(γ)

ρ(j)
≤M gdy |γ − j| ≤ R,

∑

γ∈Zd

ρ(γ) <∞. (5.8)

Wtedy operator A jest liniowym operatorem ograniczonym w lpρ, p ≥ 1.

Dowód. Wynika z oszacowania

∑

γ

|aγj |ρ(γ) =
∑

γ

|aγj |
ρ(γ)

ρ(j)
ρ(j) ≤M

(
∑

γ

|aγj|
)
ρ(j) ≤ βρ(j),

gdzie

β = M sup
j

∑

γ

|aγj|.

�

Lemat 5.2 Warunki (5.8) sa֒ spe lnione dla wag ρκ, κ > 0, ρκ,r.

Dowód. Dla wagi ρκ mamy

ρ(γ)

ρ(j)
= e−κ|γ|+κ|j|.

Ponieważ κ(|j| − |γ|) ≤ κ|j − γ|, dlatego

ρ(γ)

ρ(j)
≤ eκ|j−γ| ≤ eκR, gdzie |γ − j| ≤ R.

Dowód dla wagi ρκ,r;

ρ(γ)

ρ(j)
=

1 + κ|j|r
1 + κ|γ|r =

1 + κ (|γ + j − γ|)r
1 + κ|γ|r ≤ 1 + κ (|γ|+ |j − γ|)r

1 + κ|γ|r

≤ 1 + κ2r−1 (|γ|r + |j − γ|r)
1 + κ|γ|r ≤ 1 + κ2r−1|γ|r

1 + κ|γ|r +
1 + κ2r−1Rr

1 + κ|γ|r
≤ 2r−1 (1 + κRr) + 1.

�
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5.3.3 Dyssypatywność operatora lokalnych oddzia lywań

Niech Pd be֒dzie macierza֒ przej́scia symetrycznego b la֒dzenia przypadkowego
na d− wymiarowej kracie Zd. Macierz dyskretnego laplasjanu dana jest wzo-
rem

∆d = Pd − I.
Przypomnijmy, że dla elementów pγδ macierzy Pd mamy

p(γ1,...,γd),(δ1,...,δd) =
1

2d
, gdy

d∑

1

|γi − δi| = 1, (5.9)

= 0, gdy

d∑

1

|γi − δi| > 1. (5.10)

Z poniższego twierdzenia wynika, że gdy macierz lokalnych oddzia lywań A
jest postaci A = ∆d − αI, to operator A + αI jest dyssypatywny (w lasność
wymagana w twierdzeniu (5.2) o istnieniu miary Gibbsa).

Twierdzenie 5.6 Dla dowolnej liczby rzeczywistej α, w przestrzeni Hilberta
H = l2,

sup
|x|≤1

〈(∆d − αI)x, x〉 ≤ −α, x ∈ H.

Dowód. Podamy dowód dla dwóch ważnych przypadków szczególnych. Szkic
dowodu opartego na twierdzeniu Frobeniusa podamy oddzielnie.

Niech d = 1 i ai,i+1 = ai,i−1 = 1
2 oraz aij = 0, gdy |i− j| 6= 1. Wtedy

sup
|x|≤1

〈Ax, x〉 = 1.

Oznaczmy y = Ax, wtedy yi = xi+1+xi−1

2 , i ∈ Z i dlatego

〈Ax, x〉 =
∑

i

xi
xi+1 + xi−1

2
=

1

2

(
∑

i

xixi+1 +
∑

i

xi−1xi

)
=
∑

i

xixi+1.

Sta֒d

〈Ax, x〉 ≤
(∑

x2
i

) 1
2
(∑

x2
i+1

) 1
2 ≤ |x|2.

Czyli otrzymujemy oszacowanie

sup
|x|≤1

〈Ax, x〉 ≤ 1.

Dla dowodu nierówności w przeciwnym kierunku niech xni = 1 gdy i =
1, 2, ..., n oraz 0 dla pozosta lych i. Wtedy

〈Axn, xn〉 =
∑

i

xni x
n
i+1 =

∑

i

xni+1 = n− 1
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oraz |xn|2 = n. Sta֒d
1

|xn|2 〈Ax
n, xn〉 =

n− 1

n
,

co kończy dowód.

Podobnie przebiega dowód, gdy d = 2. Mianowicie niech

yi,k =
1

4
(xi,k−1 + xi,k+1 + xi−1,k + xi+1,k).

Wtedy

∑

i,k

yi,kxi,k =
1

4

∑

i,k

(xi,k−1 + xi,k+1 + xi−1,k + xi+1,k)xi,k

=
1

4

∑

i

(
∑

k

xi,k−1xi,k + xi,kxi,k+1

)

+
1

4

∑

k

(
∑

i

xi−1,kxi,k + xi+1,kxi,k

)

=
1

2

∑

i

(
∑

k

xi,kxi,k+1

)
+

1

2

∑

k

(
∑

i

xi,kxi+1,k

)

≤ |x|2.

Czyli otrzymujemy oszacowanie z góry. Dla szacowania z do lu, niech xni,k = 1,
i, k = 1, 2, ..., n oraz 0 dla pozosta lych par. Wtedy

〈Axn, xn〉 = n(n− 1) oraz |xn|2 = n2.

Czyli
〈Axn, xn〉
|xn|2 =

n(n− 1)

n2
−→ 1,

sta֒d teza. �

Wspomniane w dowodzie twierdzenia Frobeniusa brzmi naste֒puja֒co.

Twierdzenie 5.7 Dowolna i różna od zera, skończona macierz kwadratowa
P o nieujemnych elementach ma dodatnia֒ wartość w lasna֒ λ̂ nie mniejsza֒ od
modu lów pozosta lych wartości w lasnych. Odpowiada jej różny od zera wektor
w lasny x̂ o nieujemnych elementach.

Można z niego wyprowadzić dowód dla dowolnego d. Zauważmy, na przyk lad,
że jeżeli P jest symetryczna֒ macierza֒ przej́scia, to

sup
|x|≤1

〈Px, x〉 = 1.

Rzeczywíscie. Mamy P x̂ = λ̂x̂, ska֒d
∑
pij x̂j = λ̂x̂i i dlatego
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∑

i,j

pi,j x̂j =
∑

j

x̂j = λ̂
∑

x̂i.

Czyli λ̂ = 1. Ale
sup
|x|≤1

〈Px, x〉 = λ̂,

sta֒d teza.

Podobnie jeżeli P jest nieograniczona֒, symetryczna֒ macierza֒ przej́scia to

sup
|x|≤1

〈Px, x〉 ≤ 1. (5.11)

Rzeczywíscie. Niech Γ be֒dzie skończonym podzbiorem kraty i niech xΓ i PΓ

to odpowiednio wektor x i macierz P obcie֒te do zbioru Γ . Wtedy

〈
PxΓ , xΓ

〉
=
∑

i,j∈Γ
pijxixj .

Dope lniamy macierz PΓ do symetrycznej macierzy przej́scia P̂Γ . Wtedy

〈
PxΓ , xΓ

〉
=
〈
P̂ΓxΓ , xΓ

〉

i dlatego 〈
P̂ΓxΓ , xΓ

〉
≤ |xΓ |2.

Sta֒d wynika już (5.11).





6

Pó lgrupy operatorów i równania semiliniowe

Celem niniejszego rozdzia lu jest wprowadzenie w pó lgrupowe podej́scie do teo-
rii deterministycznych równań semiliniowych. Typowym przyk ladem takich
równań jest nieliniowe równanie ciep la

∂u

∂t
(t, ξ) = ∆u(t, ξ) + f(u(t, ξ)), t > 0, ξ ∈ Θ, (6.1)

u(0, ξ) = x(ξ), ξ ∈ Θ,
u(t, ξ) = 0, ξ ∈ ∂Θ, t > 0.

Pó lgrupy liniowych operatorów liniowych pojawiaja֒ sie֒ w sposób naturalny
przy formalizacji tak zwanego zagadnienia Cauchyego. Wyprowadzamy pod-
stawowe w lasności pó lgrup w la֒cznie ze szkicem twierdzenia Hill’e- Yosidy i
omawiamy specjalne przyk lady generatorów. Na końcu rozdzia lu zajmujemy
sie֒ s labymi rozwia֒zaniami stochastycznych równań ewolucyjnych, które po-
wstaja֒ przez dodanie do prawych stron równań semiliniowych czynnika sto-
chastycznego.

6.1 Zagadnienie Cauchy’ego

Przedmiotem naszych rozważań be֒da֒ równania, które można sprowadzić do
postaci

du

dt
(t) = Au(t) + F (u(t)), u(0) = x ∈ E. (6.2)

Rozwia֒zaniem tego równania be֒dzie cia֒g la funkcja֒ u określona na przedziale
[0,∞) i o wartościach w przestrzeni Banacha E. W równaniu (6.2) pocho-
dna du

dt (t) jest rozumiana w sensie przestrzeni E, symbol A oznacza operator
liniowy, niekoniecznie wsze֒dzie określony, z E w E, a F jest pewnym odwzo-
rowaniem z E → E, na ogó l nieliniowym, niekiedy spe lniaja֒cym warunek
Lipschitza. Na przyk lad dla równania (6.1) jako E przyjmuje sie֒ przestrzeń
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C0(Θ) - funkcji cia֒g lych zanikaja֒cych na brzegu lub L2(Θ) - funkcji ca lkowal-
nych z kwadratem. Okazuje sie֒, że istnieje pożyteczna i abstrakcyjna teoria
równań typu (6.2), która prowadzi do wartościowych twierdzeń o równaniach
typu (6.1). Oparta jest ona na poje֒ciu pó lgrupy liniowych operatorów. Do
poje֒cia tego można doj́sć wychodza֒c od tak zwanego dobrego postawienia
zagadnienia Cauchy’ego. Niech A0 be֒dzie operatorem liniowym określonym
na liniowym podzbiorze D(A0) przestrzeni Banacha E, ge֒stym w E. Mówimy,
że zagadnienie Cauchy’ego

y′ = A0y, y(0) = x ∈ E (6.3)

jest dobrze postawione w E gdy równanie (6.3) ma, dla dowolnego x ∈ D(A0),
dok ladnie jedno rozwia֒zanie y(t, x), t ≥ 0, zależa֒ce, dla dowolnego t ≥ 0,
liniowo i cia֒gle od warunku pocza֒tkowego x. Wtedy

y(t, x) = S(t)x

i operator liniowy S(t) : D(A0)→ D(A0) ma cia֒g le rozszerzenie na ca la֒ prze-
strzeń E. To rozszerzenie be֒dziemy również oznaczać przez S(t). Zauważmy,
że dla każdego s, funkcja z(t) = y(t, y(s, x)), t ≥ 0 jest rozwia֒zaniem równania

dz(t)

dt
= A0z(t), z(0) = y(s, x)

oraz
dy(t+ s, x)

dt
= A0y(t+ s, x), t ≥ 0.

Z jednoznaczności rozwia֒zania wynika wie֒c, że y(t+ s, x) = y(t, y(s, x)), czyli

S(t+ s)x = S(t)S(s)x.

Pó lgrupa S(t), może być traktowana jako abstrakcyjna wersja tak zwanego
rozwia֒zania podstawowego liniowego równania ewolucyjnego.

6.2 Pó lgrupy operatorów liniowych

Cia֒g la֒ pó lgrupa֒ operatorów liniowych na przestrzeni Banacha E lub krócej
C0-cia֒g la֒ pó lgrupa֒ nazywamy rodzine֒ liniowych i ograniczonych operatorów
S(t) : E → E, taka֒ że

1. S(t+ s) = S(t)S(s), t ≥ 0, s ≥ 0.
2. S(0) = I.
3. Dla dowolnego x ∈ E, funkcja t→ S(t)x jest cia֒g la.

Operator tworza֒cy A, C0-cia֒g lej pó lgrupy S(t), t ≥ 0 jest zdefiniowany na
dziedzinie D(A),
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D(A) =

{
x ∈ E; istnieje granica

S(t)x− x
t

gdy t→ 0

}
,

wzorem

Ax = lim
t→0

S(t)x − x
t

, x ∈ D(A).

Zauważmy, że gdy pó lgrupa S powstaje z dobrze postawionego zagadnienia
Cauchy’ego, to wtedy D(A) ⊃ D(A0) i operator A jest rozszerzeniem opera-
tora A0. Zapis

y′ = Ay, y(0) = x ∈ E (6.4)

stanowi abstrakcyjna֒ wersje֒ równania (6.3), dla dowolnego x. Funkcja y(t, x) =
S(t)x, t ≥ 0 jest rozwia֒zaniem równania (6.4) wtedy i tylko wtedy, gdy ma
ona pochodna֒ w każdym punkcie t ≥ 0 dla której zachodzi (6.4).

Przyk lad 1. Liniowe równanie różniczkowe w R
d ma postać

y′ = Ay, y(0) = x, (6.5)

gdzie A jest macierza֒ d× d lub operatorem liniowym z Rd w Rd. Rozwia֒zanie
równania (6.5) ma wtedy postać

y(t, x) = etAx, t ≥ 0.

Czyli S(t) = etA, t ≥ 0. Z tej przyczyny cze֒sto ogólne pólgrupy S(t) oznacza
sie֒ symbolem etA, t ≥ 0.

Przyk lad 2. Niech A : E → E be֒dzie dowolnym liniowym operatorem ograni-
czonym na E, wtedy wzór

S(t) = etA =
∞∑

n=0

tn

n!
An

definiuje C0-pó lgrupa֒ na E.

Przyk lad 3. Niech cia֒g (em) be֒dzie baza֒ ortonormalna֒ i zupe lna֒ w prze-
strzeni Hilberta H . Po lóżmy

S(t)x =
∑

n

eλmt 〈x, em〉 em, t ≥ 0, x ∈ H, (6.6)

gdzie λm jest pewnym cia֒giem liczb rzeczywistych. Zachodzi naste֒puja֒ce
twierdzenie.

Twierdzenie 6.1 (i) Dla ustalonego t > 0 szereg (6.6) jest zbieżny w H dla
dowolnego x ∈ H, wtedy i tylko wtedy, gdy

supλm <∞. (6.7)

(ii) Gdy warunek (6.7) jest spe lniony, to wtedy wzór (6.6) definiuje C0-
pó lgrupe֒ na H, której generator A ma dziedzine֒
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D(A) =

{
x :

∑

n

[λn 〈x, en〉]2 <∞
}

i zadany jest wzorem

Ax =
∑

n

λn 〈x, en〉 en, x ∈ D(A).

Dowód. Wykażemy prawdziwość punktu (ii). Niech x ∈ D(A). Wtedy

S(t)x− x
t

=
∑

n

(
eλnt − 1

t

)
〈x, en〉 en.

Jeżeli istnieje granica 1
t (S(t)x − x), gdy t ↓ 0, to musi być ona postaci

∑

n

λn 〈x, en〉 en,

a sta֒d warunek ∑

n

(λn 〈x, en〉)2 <∞

i wzór na generator. Jeżeli

sup
n
λn <∞ i

∑
(λn 〈x, en〉)2 <∞,

to ∣∣∣∣
S(t)x− x

t
−Ax

∣∣∣∣
2

=
∑

n

(
eλnt − 1

t
− λn

)2

〈x, en〉2

=
∑

n

(
eλnt − 1

λnt
− 1

)2

(λn 〈x, en〉)2.
(6.8)

Cia֒g la funkcja

ψ(ξ) =
eξ − 1

ξ
− 1, ξ ∈ R, ξ 6= 0, ψ(0) = 0

ma w −∞ granice֒ równa֒ −1 i dlatego jest ograniczona na przedzia lach po-
staci (−∞, a]. Istnieja֒ dlatego M > 0, t0 > 0, że dla dowolnego t ∈ (0, t0) i
dowolnego naturalnego n,

∣∣∣∣
eλnt − 1

λnt
− 1

∣∣∣∣ ≤M.

Na podstawie twierdzenia Lebesguea, można przej́sć we wzorze (6.8) do gra-
nicy, gdy t→ 0. Sta֒d teza. �
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Przyk lad 4. Niech H = L2[0, π] i Ax = d2x
dξ2 z dziedzina֒ D(A) sk ladaja֒ca֒

sie֒ z funkcji absolutnie cia֒g lych x, takich że dx
dξ jest absolutnie cia֒g la i d2x

dξ2 ∈
L2(0, π) i ponadto x(0) = x(1) = 0. Operator A jest generatorem C0-pó lgrupy
S(t) postaci

S(t)x =

∞∑

n=1

〈x, gn〉 eλntgn,

gdzie

λn = −n2, n = 1, . . . , gn =

√
2

π
sinnξ.

Przyk lad 5. NiechH i A be֒da֒ tej samej postaci co w poprzednim przyk ladzie.
W definicji dziedziny D(A) zmieńmy jedynie wymaganie brzegowe typu Di-
richleta na warunek brzegowy typu Neumanna x′(0) = x′(π) = 0. Wtedy
operator A generuje również C0-pó lgrupe֒. Ma ona przedstawienie postaci

S(t)x =
∞∑

n=1

〈x, hn〉 eλnthn,

gdzie

λ0 = 0, h0 =
1√
π
, λn = −n2, hn(ξ) =

√
2

π
cosnξ.

Generatory z dwu ostatnich przyk ladów sa֒ tak zwanymi operatorami samo-
sprze֒żonymi, o których jeszcze be֒dziemy mówić. Zauważmy, że operatory te
sa֒ identyczne na ge֒stej podprzestrzeni funkcji klasy C2 znikaja֒cych na brzegu
wraz z pierwsza֒ pochodna֒. Tym niemniej generuja֒ dwie różne pó lgrupy.
Przechodzimy do twierdzeń opisuja֒cych zasadnicze w lasności C0−pó lgrup.

Twierdzenie 6.2 Niech S(t), t ≥ 0, be֒dzie C0-pó lgrupa֒ operatorów na prze-
strzeni Banacha E. Istnieja֒ wtedy sta le M > 0 i w ∈ R, takie że

‖S(t)‖ ≤Mewt, t ≥ 0.

Dowód. Ponieważ dla dowolnego x ∈ E, funkcja S(t)x zmiennej t ≥ 0, jest
cia֒g la, istnieje wie֒c sta la m > 0, taka że

sup
0<t≤m

‖S(t)‖ = M <∞.

Wtedy dla t = km+ s, s ∈ [0,m), k = 0, 1, . . . ,

‖S(t)‖ = ‖S(km)S(s)‖ ≤ ‖S(m)‖k‖S(s)‖ ≤Mk+1

≤ MM
t

m = Me
t

m logM = Met logM
1
m = Metw,

co należa lo wykazać. �
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Twierdzenie 6.3 Za lóżmy, że operator A z dziedzina֒ D(A)) generuje C0-
pó lgrupe֒ S(t), t ≥ 0, na przestrzeni Banacha E. Wtedy dla dowolnych t ≥ 0,
x ∈ D(A),

1. S(t)x ∈ D(A),
2. d

dtS(t)x = AS(t)x = S(t)Ax,

3. S(t)x− x =
t∫

0

S(r)Axdr,

4. dziedzina D(A) jest ge֒sta w E i operator A ma domknie֒ty wykres czyli,
zbiór par {(x,Ax);x ∈ D(A)} jest domknie֒ty w E × E.

Dowód. Ograniczymy sie֒ do dowodu ostaniego punktu. By wykazać, że zbiór
D(A) jest ge֒sty w E zauważmy, że dla dowolnego x ∈ E i t > 0, element

y =

∫ t

0

S(s)xds

należy do dziedziny operator A. Wynika to, z naste֒puja֒cego przej́scia grani-
cznego

1

h

(
S(h)

∫ t

0

S(s)xds−
∫ t

0

S(s)xds)

)

=
1

h

(∫ t+h

h

S(s)xds−
∫ t

0

S(s)xds

)

=
1

h

[
−
∫ h

0

S(s)xds+

∫ t+h

t

S(s)xds

]
−→ −x+ S(t)x.

Co wie֒cej
1

t

∫ t

0

S(s)xds −→ x

gdy t→ 0. Dlatego zbiór D(A) jest ge֒sty w E.
Dla dowodu domknie֒tości za lóżmy, że xn → x i Axn → y. Ponieważ

S(t)xn − xn =

∫ t

0

S(r)Axn dr, to S(t)x − x =

∫ t

0

S(t)y dr.

Ale wtedy
1

t
(S(t)x − x) =

1

t

∫ t

0

S(r)y dr −→ y.

Czyli x ∈ D(A) i Ax = y. �

Przechodzimy do ważnego poje֒cia rezolwenty pó lgrupy. Ponieważ

|S(t)| ≤Mewt

to dla λ > w operator
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R(λ)x =

∫ +∞

0

e−λtS(t)xdt,

jest dobrze określony.  Latwo sprawdzamy, że

|R(λ)| ≤ M

λ− w , |Rm(λ)| ≤ M

(λ− w)m
, m = 1, . . .

oraz, że R(λ) = (λ −A)−1. Dowód, że na przyk lad (λ− A)R(λ) = I, wynika
z równości

(λ −A)

∫ +∞

0

e−λtS(t)xdt = λ

∫ +∞

0

e−λTS(t)xdt −
∫ +∞

0

e−λtAS(t)xdt

= λR(λ)x −
∫ +∞

0

e−λt
d

dt
S(t)xdt

= λR(λ)x −
[
e−λtS(t)x|+∞

0 + λ

∫ +∞

0

e−λtS(t)xdt

]

= λR(λ)x − [−x+ λR(λ)x] = x, x ∈ E.

Podobnie dowodzi sie֒, że

∫ +∞

0

e−λtS(t)[λx−Ax] dt = x, x ∈ D(A).

Zasadnicze znaczenie ma nste֒puja֒ce twierdznie Hille’a–Yosidy.

Twierdzenie 6.4 Liniowy operator A generuje C0-pó lgrupe֒ operatorów wte-
dy i tylko wtedy, gdy

1. zbiór D(A) ge֒sty,
2. operator A jest domknie֒ty,
3. istnieja֒ sta le w,M > 0, że dla λ > w, operator odwrotny

(λI −A)−1 = R(λ)

jest dobrze określony i

|Rm(λ)| ≤ M

(λ− w)m
, m = 1, 2, . . . , λ > w.

Jeżeli sa֒ spe lnione warunki twierdzenia to operator A generuje pó lgrupe֒ S(t),
t ≥ 0, taka֒ że

‖S(t)‖ ≤Mewt, t ≥ 0.

Co wie֒cej

Rm+1(λ) =
(−1)m

m!

dm

dλm
R(λ). (6.9)

W szczególności
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|R2(λ)x| =

∣∣∣∣
∫ +∞

0

se−λsS(s)xds

∣∣∣∣

≤ M

∫ +∞

0

se−λsews ds|x|

≤ M |x|
∫ +∞

0

se−(λ−w)s ds = M |x| 1

(λ− w)2
.

Ponadto nierówność (6.9) wynika z prostych do dowodu identyczności

R(λ) =

+∞∑

n=0

(µ− λ)n(R(µ))n+1,

(λ −A) = (µ−A) + (λ − µ) = [I − (µ− λ)R(µ)](µ −A),

R(λ) = R(µ)

+∞∑

n=0

(µ− λ)Rn(µ).

Elementy dowodu twierdzenia Hille’a–Yosidy.

W dowodzie twierdzenia Hille’a–Yosidy zasadnicza֒ role֒ odgrywaja֒ tak zwane
aproksymacje Yosidy Aλ, λ > ω generatora A. Mianowicie

Aλ = λ(λR(λ) − I).

Pożyteczne sa֒ naste֒puja֒ce tożsamości

Aλ = λ(λ(λ −A)−1 − I) = λ(λ(λ −A)−1 − (λ−A)(λ −A)−1)

= λ[A(λ −A)−1] = λAR(λ).

Najważniejsza cze֒ść dowodu polega na wykazaniu naste֒puja֒cych w lasności
aproksymacji Yosidy

1. λR(λ)x −→ x, gdy λ→ +∞, x ∈ E,
2. Aλx −→ Ax, gdy λ→ +∞, x ∈ D(A),
3. Jeżeli Sλ(t)x = eAλtx, to

Sλ(t)‖ ≤Me
wλ

λ−w t,

4. S(t)x = lim
λ→+∞

Sλ(t)x.

Na przyk lad fakt, że aproksymuja֒ce pó lgrupy Sλ sa֒ zbieżne wykazuje sie֒ przez
sprawdzenie, że spe lniaja֒ one warunek Cauchy’ego

Sλ(t)x − Sµ(t)x =

∫ t

0

d

ds
[Sµ(t− s)Sλ(s)] ds

=

∫ t

0

Sµ(t− s)(Aλ −Aµ)Sλ(s)xds

=

∫ t

0

Sµ(t− s)Sλ(s)[Aλ −Aµ]xds,
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a sta֒d
‖Sλ(t)− Sµ(t)‖ ≤ ‖Aλx− Aµx‖M2te

wµ
λ−µ t.

Jeżeli wie֒c x ∈ D(A), to warunek Cauchy’ego wynika z wyliczonych wcześniej
w lasności aproksymacji Yosidy. Równość

S(t)x− x =

∫ t

0

S(s)Axds dla x ∈ D(A)

dla granicznej pó lgrupy, dowodzi sie֒ przez przej́scie graniczne.

Dla pó lgrupa przej́scia (Pt) odpowiadaja֒cych procesom Markowa, aproksy-
muja֒ce pó lgrupy Pλt maja֒ ważna֒ interpretacje֒ probabilistycza֒. Ponieważ

Pλt = etAλ = etλ(λRλ−I) = e−tλ
+∞∑

n=0

(λRλ)n
(tλ)n

n!
,

to pó lgrupy aproksymuja֒ce odpowiadaja֒ funkcjom przej́scia z lożonych pro-
cesów Poissona z miara֒ skoków λRλ i intensywnościa֒ momentów skoku λ.
Średni odste֒p pomie֒dzy momentami skoku jest równy 1

λ i zmierza do zera,
gdy λ zmierza do nieskończoności.

6.3 Pó lgrupy uogólnionych kontrakcji

Jeżeli istnieje taka sta la ω, że

‖S(t)‖ ≤ ewt, t ≥ 0, (6.10)

to pó lgrupe֒ (S(t)) nazywa sie֒ pó lgrupa֒ uogólnionych kontrakcji. Charaktery-
zuje je naste֒puja֒ce twierdzenie.

Twierdzenie 6.5 Liniowy domknie֒ty operator A z ge֒sta֒ dziedzina֒ generuje
pó lgrupe֒ uogólnionych kontrakcji spe lniaja֒ca֒ (6.10), wtedy i tylko wtedy, gdy
dla dowolnego λ > ω,

‖(λI − A)x‖ ≥ (λ− w)‖x‖, x ∈ D(A), (6.11)

‖(λI −A∗)f‖ ≥ (λ− w)‖f‖, f ∈ D(A∗). (6.12)

Dowód. Udowodnimy jedynie, że sformu lowane warunki sa֒ dostateczne. Przy-
pomnijmy, że dziedzina D(A∗) operatora sprze֒żonego A∗ sk lada sie֒ z tych
funkcjona lów f ∈ E∗ dla których funkcjona l liniowy f(A(x)), x ∈ D(A), roz-
szerza sie֒ na ca la֒ przestrzeń do funkcjona lu liniowego i cia֒g lego. Ten nowy
funkcjona l jest z definicji równy A∗f . Niech λ > w i E0 = (λI − A)(D(A)).
Z (6.10) wynika, że E0 jest domknie֒ta֒ podprzestrzenia֒. Rzeczywíscie niech
yn = λxn − Axn i niech yn −→ y∞. Z (6.10) mamy, że cia֒g (xn) spe lnia wa-
runek Cauchy’ego i dlatego xn −→ x∞. Z domknie֒tości operatora A wynika,
że
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x∞ ∈ D(A) i y∞ = λx∞ −Ax∞.
Dlatego y∞ ∈ E0. Co wie֒cej E0 = E, bo gdyby E0 6= E to z twierdzenia
Hahna–Banacha wynika loby istnienie funkcjona lu f ∈ E∗, f 6= 0, takiego że

f(λx−Ax) = 0 dla dowolnego x ∈ D(A).

Czyli λf(x) = f(Ax), x ∈ D(A), a wie֒c f ∈ D(A∗) i A∗f = λf . Wtedy z
(6.11) wynika, że f = 0. Mamy wie֒c E0 = E. Dlatego operator λI − A jest
liniowy, różnowartościowy na E, czyli operator

(λI −A)−1 = R(λ)

jest liniowym operatorem i z (6.10) mamy

‖R(λ)‖ ≤ 1

λ− w.

Dlatego dla dowolnej liczby naturalnej m,

‖Rm(λ)‖ ≤ 1

(λ− w)m

Wystarczy wie֒c zastosować twierdzenie Hille’a–Yosidy. �

Jako ważny wniosek mamy naste֒puja֒ce twierdzenie.

Twierdzenie 6.6 Niech A be֒dzie liniowym operatorem domknie֒tym, z ge֒sta֒
dziedzina֒ D(A) w przestrzeni Hilberta H. Jeżeli dla pewnej liczby rzeczywistej
w,

〈Ax, x〉 ≤ w|x|2, x ∈ D(A), (6.13)

〈A∗y, y〉 ≤ w|y|2, y ∈ D(A∗), (6.14)

to operator A generuje pó lgrupe֒ uogólnionych kontrakcji, spe lniaja֒ca֒ (6.10).

Dowód. Wykażemy, że zachodzi na przyk lad (6.11). Niech λ > w i x ∈ D(A).
Wtedy

‖λx−Ax‖2 = ‖(λ− w)x + (wx −Ax)‖2
= (λ− w)2‖x‖2 + ‖wx−Ax‖2 + 2(λ− w) 〈wx −Ax, x〉 .

Z (6.13) wynika, że
w‖x‖2 − 〈Ax, x〉 ≥ 0.

Dlatego zachodzi (6.11). �

W szczególności jeżeli operator A jest samosprze֒żony, taki że dla pewnego
w ∈ R,

〈Ax, x〉 ≤ w|x|2, x ∈ D(A), (6.15)

to operator A generuje C0-pó lgrupe֒, taka֒ że
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‖S(t)‖ ≤ ewt, t ≥ 0.

Dlatego równanie ewolucyjne

y′ = Ay, y(0) = x

ma rozwia֒zanie dla dowolnego x ∈ D(A).

Przyk lad 6. Niech operator A = d2

dξ2 ma dziedzine֒ D(A) ⊂ H = L2(0, π)

be֒da֒ca֒ zbiorem funcji absolutnie cia֒g lych x, takich że pierwsza pochodna x′

jest absolutnie cia֒g la, druga pochodna x′′ należy do H oraz x(0) = x(π) = 0.
Wtedy operator A jest samosprze֒żony i < Ax, x >≤ 0, x ∈ D(A). Generuje
wie֒c on pólgrupe֒ kontrakcji.

Wykażemy jedynie, że operator A jest operatorem samosprze֒żony, czyli, że
D(A∗) = D(A) i A∗ = A. W tym celu be֒dzie nam potrzebny lemat.

Lemat 6.1 Jeżeli funkcja y ∈ L1(a, b) i

∫ b

a

dnx

dξn
(ξ)y(ξ) dξ = 0 dla x ∈ C∞

0 (a, b),

to y jest wielomianem stopnia co najwyżej n+ 1.

Dowód Lematu. Gdy n = 0, wtedy mamy

∫ b

a

x(ξ)y(ξ) dξ = 0,

najpierw, dla dowolnych funkcji x ∈ C∞
0 (a, b) i dlatego również dla dowolnych

funkcji x cia֒g lych i ostatecznie dla dowolnych funkcji x ograniczonych. W
szczególności przyjmijmy, że

x(ξ) =






y(ξ)

|y(ξ)| , gdy |y(ξ)| 6= 0,

0, gdy y(ξ) = 0.

Wtedy ∫ b

a

|y(ξ)|2
|y(ξ)| dξ =

∫ b

a

|y(ξ)| dξ = 0,

czyli y = 0. Za lóżmy, że twierdzenie jest prawdziwe dla jakiegoś n i

∫ b

a

dn+1x

dξn+1
(ξ)y(ξ) dξ = 0 dla x ∈ C∞

0 (a, b).

Niech φ0 ∈ C∞
0 (a, b) be֒dzie funkcja֒, taka֒ że

∫ b
a
φ0(ξ) dξ = 0. Dla dowolnej

funkcji z ∈ C∞
0 (a, b) zdefiniujmy x wzorem

x(ξ) =

∫ ξ

a

z(η) dη −
(∫ ξ

a

φ0(η) dη

) ∫ b

a

z(η) dη.
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Wtedy x ∈ C∞
0 (a, b). Mamy wie֒c

0 =

∫ b

a

dn+1x

dξn+1
(ξ)y(ξ) dξ =

∫ b

a

dn

dξn
(x′(ξ))y(ξ) dξ

=

∫ b

a

dn

dξn

(
z(ξ)− φ0(ξ)

∫ b

a

z(η) dη

)
y(ξ) dξ,

lub równoważnie

∫ b

a

dnz

dξn
(ξ)y(ξ) dξ =

∫ b

a

dnφ0

dξn
(ξ)y(ξ) dξ

∫ b

a

z(η) dη.

 Latwo sprawdzamy przez indukcje֒, że dla z ∈ C∞
0 (a, b),

∫ b

a

z(η) dη =
1

n!

∫ b

a

dnz

dξn
(ξ)(−ξ)n dξ.

Czyli ∫ b

a

dnz

dξn
(ξ)

[
y(ξ)− 1

n!
(−ξ)n

∫ b

a

dnφ0

dηn
(η)y(η) dη

]
dξ = 0

i z za lożenia indukcyjnego wynika teza.

Dla dowodu samosprze֒żoności operator A za lóżmy, że y ∈ D(A∗), czyli, że
odwzorowanie x −→< Ax, y > ma rozszerzenie do cia֒g lego funkcjona lu

x −→< x,A∗y > .

Dlatego ∫ a

0

x′′(ξ)y(ξ) dξ =

∫ a

0

x(ξ)z(ξ) dξ.

Jeżeli x(0) = 0, to

x(ξ) =

∫ ξ

0

x′(s) ds =

∫ ξ

0

(
x′(0) +

[∫ s

0

x′′(t) dt

])
ds.

Dlatego

∫ a

0

x′′(ξ)y(ξ) dξ =

∫ a

0

z(ξ)

[
x′(0)ξ +

∫ a

0

∫ a

0

I[0,ξ)(s)I[0,s](t)x
′′(t) ds dt

]
dξ

= x′(0)

∫ a

0

z(ξ)ξ dξ

+

∫ a

0

x′′(t)

[∫ a

0

∫ a

0

I[0,ξ)(s)I[0,s](t)z(ξ) dξ ds

]
dt

= x′(0)

∫ a

0

z(ξ)ξ dξ +

∫ a

0

x′′(t)

[∫ a

t

(∫ a

s

z(ξ) dξ

)
ds

]
dt.
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W szczególności, gdy x ∈ C∞
0 (0, a) to

∫ a

0

x′′(ξ)y(ξ) dξ =

∫ a

0

x′′(ξ)

∫ a

ξ

(∫ a

0

z(t) dt

)
ds.

Z udowodnionego lematu mamy, że dla pewnych sta lych γ, δ,

y(ξ) =

∫ a

ξ

(∫ a

s

z(t) dt

)
ds+ γ + δξ, ξ ∈ [0, a].

Dlatego funkcja y spe lnia wymagania sformu lowane w definicji dziedziny
D(A), za wyja֒tkiem warunków brzegowych. Dla ich uzyskania, po podsta-
wieniu, mamy

∫ a

0

z′′(ξ)(γ + δξ) dξ = ηx′(0), η =

∫ a

0

(∫ a

r

z(s) ds

)
dr.

Przez bezpośredni rachunek otrzymujemy

x′(ξ)(γ + δξ)|a0 − δ
∫ a

0

x′(ξ) dξ = x′(a)(γ + δa)− x′(0)γ − δ(x(a) − x(0))

= x′(a)(γ + δa)− x′(0)γ = ηx′(0).

Czyli
x′(a)(γ + δa) = x′(0)(η + γ).

Z dowolności x′(0), x′(a), mamy

γ = −η, δ =
η

a
.

Ponieważ

y(ξ) =

∫ a

ξ

(∫ a

r

z(s) ds

)
dr − η +

η

a
ξ, η =

∫ a

0

(∫ a

r

z(s) ds

)
dr,

dlatego y(a) = 0, y(0) = 0. Ostatecznie wie֒c, gdy y ∈ D(A∗) to y ∈ D(A) i
z = Ay.

6.4 S labe rozwia֒zania równań semiliniowych

Równania
dy

dt
= Ay + F (y(t)), y(0) = x, (6.16)

dy

dt
= Ay + f(t), y(0) = x (6.17)

nie maja֒ na ogó l rozwia֒zań dla dowolnych warunków pocza֒tkowych x ∈ H .
Wprowadza sie֒ wie֒c poje֒cie s labego rozwia֒zania, wymagaja֒c by równanie by lo
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spe lnione, po ob lożeniu go funkcjami próbnymi. Precyzyjna definicja wymaga
poje֒cia rdzenia operatora. Rdzeń operatora A to dowolny liniowy podzbiór
D ⊂ D(A) ge֒sty w normie generowanej przez A. Czyli, taki że dla dowolnego
x ∈ D(A) istnieje cia֒g xn → x, taki że xn ∈ D(A) i Axn → Ax. Na przyk lad
zbiór niezmienniczy dla S(t), t ≥ 0 i ge֒sty w E jest rdzeniem operatora A.
Niech D∗ ⊂ D(A∗) be֒dzie rdzeniem operatora sprze֒żonego D(A∗). Cia֒g la
funkcja y jest s labym rozwia֒zaniem równania (6.16) gdy dla dowolnego z∗ ∈
D∗ mamy

〈y(t), z∗〉 = 〈x, z∗〉+

∫ t

0

〈y(s), A∗z∗〉 ds+

∫ t

0

〈F (y(s)), z∗〉 ds.

Twierdzenie 6.7 Jeżeli f(t), t ≥ 0 jest funkcja֒ ca lkowalna֒, taka֒ że

〈y(t), z∗〉 = 〈x, z∗〉+

∫ t

0

〈y(s), A∗z∗〉 ds+

∫ t

0

〈f(s), z∗〉 ds, z∗ ∈ D∗, (6.18)

to

y(t) = S(t)x+

∫ t

0

S(t− s)f(s) ds, t ≥ 0.

Dlatego rozwia֒zania s labe równania (6.16) musza֒ spe lniać równanie ca lkowe

y(t) = S(t)x+

t∫

0

S(t− s)F (y(s)) ds. (6.19)

Z naste֒pnego twierdzenia wynikać be֒dzie, że i na odwrót, każde rozwia֒zanie
powyższego równania ca lkowego (6.19) jest również s labym rozwia֒zaniem rów-
nania (6.16). Potrzebny be֒dzie lemat.

Lemat 6.2 Jeżeli cia֒g la funkcja y spe lnia warunek (6.18), to dla funkcji ζ
klasy C1 o wartościach w D(A∗),

〈y(t), ζ(t)〉 = (6.20)

〈x, ζ(0)〉 +

∫ t

0

〈y(s), ζ′(s) +A∗ζ(s)〉 ds+

∫ t

0

〈f(s), ζ(s)〉 ds.

Dowód. Za lóżmy, że ζ(t) = x∗φ(t), x∗ ∈ D∗ i φ ∈ C1[0, T ]. Wtedy

d

dt
〈y(t), x∗φ(t)〉 =

d

dt
φ(t) 〈y(t), x∗〉

= φ′(t) 〈y(t), x∗〉+ φ(t)
d

dt
〈y(t), x∗〉

= φ′(t) 〈y(t), x∗〉+ φ(t) 〈y(t), A∗x∗〉+ 〈f(t), x∗〉φ(t).

Dlatego
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〈y(t), ζ(t)〉 = 〈x, ζ(0)〉 +

∫ t

0

〈f(s), ζ(s)〉 ds+

∫ t

0

〈y(s), ζ′(s) +A∗ζ(s)〉 ds.

Dowód Lematu 6.2 w ogólnym przypadku wynika natychmiast z naste֒pnego
Lemat 6.3, w którym C1[0, T ;E] oznacza przestrzeń funkcji cia֒g lych f : [0, T ]
−→ E z cia֒g la֒ pierwsza֒ pochodna֒ i z norma֒

‖f‖1 = sup
0≤t≤T

(
|f(t)|+ |df

dt
(t)|
)
.

Wystarczy w nim przyja֒ć, że przestrzeń Banacha E równa sie֒ D(A∗) z norma֒

‖x∗‖D(A∗) = ‖x∗‖+ ‖A∗x∗‖, x∗ ∈ D(A∗).

Ponieważ wzór (6.20) zachodzi dla funkcji ξ ze zbioru liniowo ge֒stego w prze-
strzeni C1[0, T ;D(A∗)], dlatego zachodzi dla wszystkich ξ ∈ C1[0, T ;D(A∗)],
przez oczywiste przej́scie graniczne. �

Lemat 6.3 Zbiór funkcji f postaci f(t) = aψ(t), t ∈ [0, T ], gdzie a ∈ E0,
ψ ∈ C1[0, T ;E] oraz E0 jest liniowo ge֒sty w E tworzy zbiór liniowo ge֒sty w
przestrzeni C1[0, T ;E].

Dowód Lematu 6.3. Wystarczy udowodnić, że funkcje f postaci f = aψ,
gdzie ψ ∈ C[0, T ;R1] oraz a ∈ E0 sa֒ liniowo ge֒ste w C[0, T ;E]. Rzeczywíscie,
jeżeli g ∈ C1[0, T ;E], to g′(·) ∈ C[0, T ;E] i dlatego istnieje cia֒g funkcji (fn)
postaci

fn(t) =

mn∑

k=1

ankψ
n
k (t), t ∈ [0, T ], ank ∈ E0, ψ

n
k ∈ C[0, T ;R1],

taki że
sup

0≤t≤T
|fn(t)− g′(t)| −→ 0.

Zdefiniujmy

gn(t) = g(0) +

∫ t

0

fn(s) ds = g(0) +

mn∑

k=1

ank

∫ t

0

ψnk (s) ds, t ∈ [0, T ].

Wtedy funkcje gn należa֒ do zdefiniowanego w lemacie zbioru funkcji. Ponadto

‖gn − g‖1 ≤ sup
0≤t≤T

|gn(t)− g(t)|+ sup
0≤t≤T

|fn(t)− g′(t)|

oraz

|gn(t)− g(t)| =
∣∣∣∣

∫ t

0

[fn(s)− g′(s)] ds
∣∣∣∣ ≤ T sup

0≤s≤T
|fn(s)− g′(s)|.

Sta֒d wynika sformu lowany na pocza֒tku dowodu fakt. Dla dowodu stwier-
dzenia o ge֒stości zauważmy, że jest on prawdziwy gdy E jest przestrzenia֒
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skończenie wymiarowa֒. Dla dowolnej jednak funkcji f ∈ C[0, T ;E] ist-
nieje cia֒g skończenie wymiarowych przestrzeni En ⊂ LinE0 i cia֒g funkcji
(fn) ⊂ C[0, T ;En], taki że fn −→ f jednostajnie. Kończy to dowód Lematu
6.3. �

Zakończenie dowodu twierdzenia. Wystarczy we wzorze (6.20) przyja֒ć,
że ζ(s) = S∗(t− s)x∗, x∗ ∈ D(A∗). �

Udowodnimy jeszcze zapowiedziane twierdzenie odwrotne.

Twierdzenie 6.8 Jeżeli f ∈ L1[0, T ;E], to funkcja

y(t) = S(t)x +

∫ t

0

S(t− s)f(s) ds, t ≥ 0

jest s labym rozwia֒zaniem równania (6.17).

Dowód. Niech z∗ ∈ D(A∗). Wtedy

d

ds
S∗(s)z∗ = A∗S∗(s)z∗, s ≥ 0.

Mamy

∫ t

0

〈A∗z∗, y(s)〉 ds

=

∫ t

0

〈
A∗z∗,

∫ s

0

S(s− σ)f(σ) dσ + S(s)x

〉
ds.

Tak wie֒c po naste֒puja֒cych elementarnych przekszta lceniach otrzymujemy

∫ t

0

〈A∗z∗, y(s)〉 ds

=

∫ t

0

〈S∗(s)A∗z∗, x〉 ds+

∫ t

0

〈
A∗z∗,

∫ t

0

I[0,s](σ)S(s− σ)f(σ) dσ

〉
ds

=

∫ t

0

〈
d

ds
S∗(s)z∗, x

〉
ds+

∫ t

0

〈∫ t

σ

S∗(s− σ)A∗z∗ ds, f(σ)

〉
dσ

=

∫ t

0

d

ds
〈S∗(s)z∗, x〉 ds+

∫ t

0

〈∫ t

σ

d

ds
S∗(s− σ)z∗ ds, f(σ)

〉
dσ

= 〈S∗(t)z∗, x〉 − 〈z∗, x〉+

∫ t

0

〈S∗(t− σ)z∗ − z∗, f(σ)〉 dσ

= 〈S∗(t)z∗, x〉 − 〈z∗, x〉+

〈
z∗,

∫ t

0

S(t− σ)f(σ) dσ

〉
−
〈
z∗,

∫ t

0

f(σ) dσ

〉

= 〈z∗, y(t)〉 −
〈
z∗, x+

∫ t

0

f(σ) dσ

〉
.

A wie֒c ostatecznie
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〈y(t), z∗〉 = 〈x, z∗〉+

∫ t

0

〈A∗z∗, y(s)〉 ds+

∫ t

0

〈f(s), z∗〉 ds.

Kończy to dowód twierdzenia. �

6.4.1 S labe rozwia֒zania równań stochastycznych

Poje֒cie s labego rozwia֒zania stochastycznych równań ewolucyjnych be֒dzie do-
k ladnie omówione w drugiej cze֒ści wyk ladu. Tutaj ograniczymy sie֒ do kilku
uwag wste֒pnych.

Niech L oznacza operator liniowy z pochodnymi cza֒stkowymi do rze֒du 2,
dzia laja֒cy na funkcjach określonych na zbiorze Θ ⊂ R a τ , tak zwany opera-
tor brzegowy, który przyporza֒dkowuje liniowo funkcjom określonym na Θ,
funkcje określone na brzeg ∂Θ zbioru Θ. Na przyk lad operator L może być
laplasjanem L = ∆ a τ obcie֒ciem funkcji do brzegu lub wartościa֒ pochodnej
normalnej funkcji w punktach brzegowych. Typowym stochastycznym równa-
niem ewolucyjnym jest naste֒puja֒ce ogólne nieliniowe stochastyczne równanie
dyfuzji

∂u

∂t
(t, ξ) = Lu(t, ξ) + f(u(t, ξ)) + g(u(t, ξ))

∂W

∂t
(t, ξ), t > 0, ξ ∈ Θ,

z funkcja֒ pocza֒tkowa֒ φ i z jednorodnym warunkiem brzegowym

u(0, ξ) = φ(ξ), ξ ∈ Θ, τu(t, ξ) = 0, ξ ∈ ∂Θ.

Punktem wyj́scia analizy ogólnego równania stochastycznego jest równanie
liniowe

∂y

∂t
(t, ξ) = Ly(t, ξ), t > 0, ξ ∈ Θ,

y(0, ξ) = φ(ξ), ξ ∈ Θ,
τy(t, ξ) = 0, ξ ∈ ∂Θ,

które rozpatruje sie֒ w przestrzeni Hilberta H warunków pocza֒tkowych. Prze-
strzeń H jest najcze֒ściej przestrzenia֒ Sobolewa H = W 2,m(Θ), na przy-
k lad H = L2(Θ). Rozwia֒zanie, dla t > 0, ma najcze֒ściej postać operatora
ca lkowego, którego ja֒drem jest tak zwane rozwia֒zanie podstawowe p(t, ξ, η),
t > 0, ξ, η,∈ Θ). Z drugiej strony, jeżeli równanie liniowe jest dobrze po-
stawionym zagadnieniem Cauchy’ego, to rozwia֒zanie y definiuje pó lgrupe֒ S
operatorów liniowych na H . Tak wie֒c

y(t) = S(t)φ, S(t)φ(ξ) =

∫

Θ

p(t, ξ, η)φ(η) dη, t > 0, ξ ∈ Θ.

Generator A pó lgrupy S jest rozszerzeniem operatora L i jego dziedzina ma
cze֒sto postać
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D(A) = {φ : τφ = 0} ∩W 2,m(Θ).

Dziedzina operatora sprze֒żonego jest podobnej postaci

D(A∗) = {φ : τ∗φ = 0} ∩W 2,m∗

dla pewnego operatora brzegowego τ∗ i pewnej liczby m∗.
Za lóżmy, że funkcja g wyste֒puja֒ca w równaniu stochastycznym jest równa 0,
czyli, że mamy do czynienia z deterministycznym równaniem semiliniowym.
Przyjmijmy, że liniowy zbiór D∗, jest ge֒sty w D(A∗). Wtedy s labe rozwia֒zanie
takiego równania jest funkcja֒ u(t), t ≥ 0, o wartościacch a H , taka֒ że

∫

Θ

u(t, ξ)ψ(ξ) dξ =

∫

Θ

u(0, ξ)ψ(ξ) dξ +

∫ t

0

∫

Θ

u(s, ξ)A∗ψ(ξ) dξds

+

∫ t

0

∫

Θ

f(u(s, ξ))ψ(ξ) dξds, ψ ∈ D∗,

a równoważne sformu lowanie w postaci ca lkowej ma postać

u(t, ξ) =

∫

Θ

p(t, ξ, η)φ(η) dη

+

∫ t

0

(∫

Θ

p(t− s, ξ, η)f(u(s, η)) dη

)
ds, t ≥ 0, ξ ∈ Θ.

Dla ogólnego równania nieliniowego i stochastycznego mamy odpowiednio

∫

Θ

u(t, ξ)ψ(ξ) dξ =

∫

Θ

u(0, ξ)ψ(ξ) dξ +

∫ t

0

∫

Θ

u(s, ξ)A∗ψ(ξ) dξds

+

∫ t

0

∫

Θ

f(u(s, ξ))ψ(ξ) dξds

+

∫ t

0

∫

Θ

g(u(s, ξ))ψ(ξ)dW (s, ξ)dξ t > 0, ψ ∈ D∗

oraz

u(t, ξ) =

∫

Θ

p(t, ξ, η)φ(η) dη +

∫ t

0

(∫

Θ

p(t− s, ξ, η)f(u(s, η)) dη

)
ds

+

∫ t

0

∫

Θ

p(t− s, ξ, η)g(u(s, η))dW (s, η) dη, t > 0, ξ ∈ Θ.

Ostatnie równanie, w abstrakcyjnej formie, zapisuje sie֒ naste֒puja֒co

u(t) = S(t)φ+

∫ t

0

S(t− s)F (u(s)) ds+

∫ t

0

S(t− s)G(u(s))dW (s), t ≥ 0.

Pe lne sformu lowanie rozwia֒zania równania stochastycznego wymaga ogólnej
definicji ca lki stochastycznej. Zauważmy, że w ca lce stochastycznej
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∫ t

0

Φ(s)dW (s), t ≥ 0,

wyste֒puja֒ procesy o wartościach operatorowych. Proces Wienera W przyj-
muje wartościach w jakiej́s przestrzeni Hilberta U a Φ(t) to odwzorowanie
liniowe z przestrzeni U w przestrzeń H . W wyniku otrzymuje sie֒ proces o
wartościach w przestrzeni Hilberta H . W naszym przypadku, dla dowolnego
t > 0,

Φ(s) = S(t− s)G(u(s)), s ∈ [0, t].
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14. B. Zegarliński : The strong exponential decay to equilibrium for the stochastic

dynamics associated to the unbounded spin systems on a lattice, manuscript.





Cze֒ść II

Równania z szumem ogólnym





7

Ca lki w przestrzeniach Banacha

7.1 Ca lka Bochnera

Jeżeli (Ω,F,P) jest przestrzenia֒ probabilistyczna֒ i X : Ω → E jest zmienna֒ lo-
sowa֒ o wartościach w ośrodkowej przestrzeni Banacha, to EX interpretujemy
jako ca lke֒ Bochnera. To znaczy, wymagamy, by E |X |E <∞ i definiujemy

EX = lim
N→∞

EXN ,

gdzie {XN} jest cia֒giem zmiennych losowych prostych, takich że

lim
N→∞

E |X −Xn|E → 0.

Zauważmy, że dla zmiennych prostych Z,

|EZ|E ≤ E |Z|E .
Sta֒d cia֒g {EXN} spe lnia warunek Cauchy’ego

|EXN − EXM |E ≤ E |XN −XM |E ≤ E |XN −X |E + E |XM −X |E → 0

gdy N,M →∞. Ci a֒g {EXN} jest zbieżny i jego granica nie zależy od cia֒gu
aproksymuja֒cego

|EXN − EX ′
N |E ≤ E |XN −X ′

N |E ≤ E |XN −X |E + E |X −X ′
N |E → 0,

gdy N →∞.

Pozostaje do pokazania istnienie cia֒gu aproksymuja֒cego. Wybieramy zbiór
ge֒sty {v1, v2, . . . } w E. Dla dowolnych N i ω ∈ Ω definiujemy XN (ω) jako
ten z wektorów v1, . . . , vN , który ma najmniejszy indeks i jest najbliżej X(ω).
Wtedy

|XN (ω)−X(ω)|E ↓ 0.

Ponieważ E |X |E <∞, mamy E |XN −X |E <∞ dla dowolnego N i dlatego

E |XN −X |E → 0 gdy N →∞.
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7.2 Warunkowa wartość oczekiwana

Lemat 7.1 Jeżeli X jest ca lkowalna, to dla dowolnego σ-podcia la G ⊂ F

istnieje dok ladnie jedna G-mierzalna zmienna Z, taka że

∫

A

XdP =

∫

A

ZdP, ∀A ∈ G.

Dowód jedyność. Dla dowolnego ψ ∈ E∗,

∫

A

ψ(X)dP =

∫

A

ψ(Z)dP =

∫

A

ψ(Z ′)dP,

czyli ψ(Z) = ψ(Z ′), P-prawie wsze֒dzie z jednoznaczności warunkowej wartości
oczekiwanej dla przypadku rzeczywistego. Sta֒d ψ(Z − Z ′) = 0, P-prawie
wsze֒dzie i dlatego Z −Z ′ = 0, P-prawie wsze֒dzie. Tutaj, korzystamy z faktu,
że jeżeli ψ(Y ) = 0, P-prawie wsze֒dzie dla dowolnego ψ ∈ E∗, to Y = 0, P-
prawie wsze֒dzie. Istotnie, za lóżmy, że P(|Y |E > 0) > 0. Istnieje punkt a 6= 0,
taki że P(|Y − a|E < ε) > 0 dla dowolnego ε > 0 i w szczególności

P

(
|Y − a|E <

|a|E
3

)
> 0.

Rozważmy ψ ∈ E∗ taki, że ψ(a) = |a|E oraz |ψ|E∗ = 1. Wtedy z dodatnim
prawdopodobieństwem

|ψ(Y )− |a|E |E = |ψ(Y − a)|E ≤ |Y − a|E <
|a|E

3
.

Dlatego

|ψ(Y )| > 2|a|E
3

z dodatnim prawdopodobieństwem, co prowadzi do sprzeczności. �

Dowód istnienia.  Latwo sie֒ pokazuje istnienie dla zmiennej losowej X pro-
stej. Ponadto, dla X prostej zachodzi oszacowanie

E |E (X | G)|E ≤ E |X |E.

Naste֒pnie dowodzi sie֒ istnienie przez aproksymacje X cia֒giem zmiennych lo-
sowych prostych. Można wzia֒ść cia֒g aproksymuja֒cy z konstrukcji ca lki Bo-
chnera. �

Lemat 7.2 Jeżeli E |X |E <∞, to

|E (X | G)|E ≤ E (|X |E | G) . (7.1)
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Dowód. Jeżeli

X =
N∑

j=1

xjχAi ,

gdzie A1, . . . , AN sa֒ roz la֒czne, to

E (X | G) =

N∑

j=1

xjE (χAj | G)

i wtedy

|E (X | G)|E ≤
N∑

j=1

|xj |E E (χAj | G)

≤ E




N∑

j=1

|xj |E χAj | G





≤ E (|X |E | G)

oraz
E |E (X | G)|E ≤ E |X |E.

Ogólnie, niech {XN} be֒dzie cia֒giem funkcji prostych takich, że |X−XN |E ↓ 0.
Wówczas E |XN −XM |E → 0. Tak wie֒c

E |E (XN | G)− E (XM | G)|E ≤ E |XN −XM |N .

Sta֒d cia֒g ZN = E (XN | G) jest zbieżny w L1(Ω,G,P;E) do pewnej zmiennej
Z. Ponieważ ∫

A

XNdP =

∫

A

ZNdP, ∀A ∈ G,

to można przej́sć do granic. Otrzymujemy wie֒c

∫

A

XdP =

∫

A

ZdP

co dowodzi (7.1). �

7.3 Martynga ly

Niech (Ω,F, (Ft)t≥0,P) be֒dzie filtrowana֒ przestrzenia֒ probabilistyczna֒. Pro-
ces X(t), t ≥ 0 o wartościach w ośrodkowej przestrzeni Banacha jest martyn-
ga lem, gdy

E (X(t) | Fs) = X(s), ∀ t ≥ s.
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Lemat 7.3 Jeżeli X(t), t ≥ 0, jest martynga lem, to |X(t)|E, t ≥ 0, jest
podmartynga lem.

Dowód.
E (|X(t)|E | Fs) ≥ |E (X(t) | Fs)|E ≥ |X(s)|E .

�

Lemat 7.4 (nierówność Jensena) Jeżeli ψ jest funkcja֒ wypuk la֒, a Z rze-
czywista֒ zmienna֒ losowa֒ taka֒, że E |Z| < ∞ oraz E |ψ(Z)| < ∞, to dla do-
wolnego σ-podcia la G cia la F zachodzi nierówność

ψ (E (Z | G)) ≤ E (ψ(Z) | G) , P− prawie wsze֒dzie.

Dowód. Istnieja֒ cia֒gi rzeczywiste {an} i {bn}, takie że

ψ(ξ) = sup(an + bnξ) = supψn(ξ), ξ ∈ R.

Ze wzgle֒du na liniowość i monotoniczność warunkowej wartości oczekiwanej
otrzymujemy

ψn (E (Z | G)) = E (ψn(Z) | G) ≤ E (ψ(Z) | G) .

�

Lemat 7.5 Jeżeli Z(t), t ≥ 0, jest podmartynga lem, a ψ jest funkcja֒ rosna֒ca֒
wypuk la֒, to ψ(Z) jest również podmartynga lem.

Dowód. Niech Z(t), t ≥ 0, be֒dzie podmartynga lem, czyli

E (Z(t) | Fs) ≥ Z(s).

Jeżeli ψ rosna֒ca, to

ψ (E (Z(t) | Fs)) ≥ ψ (Z(s)) .

Jeśli dodatkowo ψ jest wypuk la, to

ψ (E (Z(t) | Fs))) ≤ E (Z(t) | Fs) ,

czyli
ψ (Z(s)) ≤ E (Z(t) | Fs) , t ≥ s.

�

7.4 W lasności martynga lów

Jako natychmiastowy wniosek z Lematów 7.3 i 7.5 mamy naste֒puja֒cy fakt.
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Lemat 7.6 (i) Jeżeli X(t), t ≥ 0, jest martynga lem o wartościach w ośrodko-
wej przestrzeni Banach a E oraz ψ : [0,∞) → [0,∞) jest funkcja֒ rosna֒ca֒ i
wypuk la֒, to ψ (|X(t)|), t ≥ 0, jest podmartynga lem.
(ii) Jeżeli X(t), t ≥ 0, jest martynga lem o wartościach w E, to dla p ≥ 1,
|X(t)|pE, t ≥ 0 jest podmartynga lem.

Przypomnijmy klasyczne maksymalne nierówności dla podmartynga lów z cza-
sem dyskretnym.

Lemat 7.7 (nierówności Dooba) Jeżeli Zn, n = 1, . . . jest nieujemnym
podmartynga lem, to dla p > 1 i λ > 0,

P

(
sup
n
Zn > λ

)
≤ 1

λp
sup
n

EZpn.

Ponadto (
E sup

n
Zpn

)1/p

≤ p

p− 1
sup
n

(EZpn)
1/p

.

Dla czasu cia֒g lego mamy mamy naste֒puja֒ce klasyczne nierówności.

Lemat 7.8 (nierówności Dooba dla czasu cia֒g lego) Jeżeli X(t) jest
cia֒g lym martynga lem, p > 1, to

E

(
sup
t≤T
|X(t)|

)p
≤
(

p

p− 1

)p
sup
t≤T

E |X(t)|p ≤
(

p

p− 1

)p
E |X(T )|p.

Dla ca lki stochastycznej wzgle֒dem d-wymiarowego procesu Wienera znane sa֒
naste֒puja֒ce nierówności.

Lemat 7.9 Jeżeli

X(t) =

∫ t

0

φ(s)dW (s), t ≥ 0,

gdzie φ : Ω × [0,∞)→M(d× n) jest procesem adoptowalnym, to

E |X(t)|Rn ≤
(
E |X(t)|2Rn

)1/2
=

(
E

∫ t

0

||φ(s)||2L(HS)(Rd,Rn)ds

)1/2

.

Ponadto dla p > 1 istnieje uniwersalna sta la cp, taka że

E sup
t≤T

∣∣∣∣
∫ t

0

φ(s)dW (s)

∣∣∣∣
p

Rn

≤ cp E

∣∣∣∣∣

∫ T

0

φ(s)dW (s)

∣∣∣∣∣

p

Rn

.

W szczególności

E sup
t≤T

∣∣∣∣
∫ t

0

φ(s)dW (s)

∣∣∣∣
2

Rn

≤ c2 E

∫ T

0

||φ(s)||2L(HS)(Rd,Rn)ds.
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Ca lka stochastyczna w wymiarze skończonym

8.1 Ca lka stochastyczna wzgle֒dem rzeczywistego procesu
Wienera

Za lóżmy, że A = (Ω,F, (Ft)t≥0,P) jest filtrowana֒ przestrzenia֒ probabili-
styczna֒ oraz niech W be֒dzie rzeczywistym procesem Wienera na A.

Przypomnijmy, że W (t), t ≥ 0 jest procesem o cia֒g lych trajektoriach,

EW (t)W (s) = t ∧ s, t, s ≥ 0.

Ponadto, rozk lady W sa֒ gaussowskie L(W (t)) = Nt i przyrosty W (t)−W (s)
i W (s), t ≥ s ≥ 0 sa֒ niezależne.

Be֒dziemy zak ladali, że dla t ≥ 0, W (t) jest Ft mierzalne oraz, że dla dowol-
nych t ≥ s ≥ 0, W (t) −W (s) jest niezależne od Ft. W szczególności, przy
odpowiednich za lożeniach ca lkowalności, dla dowolnej Fs-mierzalnej zmiennej
losowej Z i dla dowolnej funkcji mierzalnej ψ,

EZψ(W (t)−W (s)) = EZ Eψ(W (t)−W (s)).

Ca lke Itô
∫ t
0 ψ(s)dW (s) dla mierzalnego i adoptowalnego procesu ψ(s), s ≥ 0

definiuje sie֒ najpierw dla procesów prostych

ψ =
∑

i

ψ(ti)χ[ti,ti+1),

gdzie t0 = 0, {ti} cia֒g rosna֒cy oraz ψ(ti) jest Ft-mierzalna i ograniczona dla
i = 0, 1, . . .. Wtedy

∫ t

0

ψ(s)dW (s) =
∑

k

ψ(tk) (W (tk+1 ∧ t)−W (tk ∧ t)) .

Wówczas mamy naste֒puja֒ca֒ tożsamość izometryczna֒
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E

(∫ t

0

ψ(s)dW (s)

)2

= E

∫ t

0

ψ2(s)ds.

Ponadto zachodzi nierówność Barkholdera–Davisa–Gundy; dla T > 0, p > 0
istnieje cp > 0, taka że

E sup
0≤t≤T

∣∣∣∣
∫ t

0

ψ(s)dW (s)

∣∣∣∣
p

≤ cp E

(∫ T

0

ψ2(s)ds

)p/2
.

Sta֒d ca lke stochastyczna֒ rozszerza sie֒ najpierw na procesy adaptowalne ψ,
dla których

E

∫ T

0

ψ2(s)ds <∞, T > 0,

a naste֒pnie przez lokalizacje

∫ t

0

ψ(s)χ[0,τN )(s)dW (s),

gdzie

τN := inf{t ≥ 0 :

∫ t

0

ψ2(s)ds ≥ N}, N ∈ N,

na klase֒ wszystkich procesów adoptowalnych dla których

P

(∫ T

0

ψ2(s)ds <∞
)

= 1, T > 0.

Jeżeli

E

∫ T

0

ψ2(t)dt <∞, ∀T > 0,

to proces ∫ t

0

ψ(s)dW (s), t ≥ 0

jest cia֒g lym (Ft)-martynga lem ca lkowalnym z kwadratem.

8.2 d-Wymiarowy proces Wienera

Niech W1, . . . ,Wd be֒da֒ niezależnymi procesami Wienera określonymi na fil-
trowanej przestrzeni probabilistycznej A. Niech {ψi} be֒da֒ adoptowalnymi rze-
czywistymi procesami spe lniaja֒cymi

E

∫ T

0

ψ2
i (s)ds <∞, T ≥ 0.
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Wówczas

E

([∫ t

s

ψi(r)dWi(r)

∫ t

s

ψj(r)dWj(r)

]
| Fs

)
= 0, i 6= j, t > s.

Tak wie֒c, dla adaptowalnego processu ψ o wartościach macierzowychM(d×n)
mamy

E

∣∣∣∣

∫ t

0

φ(s)dW (s)

∣∣∣∣
2

Rn

= E

n∑

i=1




∫ t

0

d∑

j=1

ψij(s)dWj(s)




2

=

n∑

i=1

d∑

j,k=1

E

∫ t

0

ψij(s)dWj(s)

∫ t

0

ψik(s)dWk(s)

= E

n∑

i=1

d∑

j=1

∫ t

0

ψ2
ij(s)ds

= E

∫ t

0

||ψ(s)||2L(HS)(Rd,Rn)ds.

Poniżej przedstawimy metode֒ aproksymacji procesu adoptowalnego procesami
prostymi. Jeżeli ψ ma cia֒g le trajektorie i jest jednostajnie ograniczony, to cia֒g
aproksymuja֒cy {ψN} wybieramy w naste֒puja֒cy sposób

ψN =
∑

j

ψ(tNj )χ[tNj ,t
N
j+1),

gdzie {tNj } jest zage֒szczaja֒cym sie֒ cia֒giem podzia lów [0,∞). Wówczas mamy

E

∫ T

0

(ψN (t)− ψ(t))
2
dt→ 0, T ≥ 0.

Jeżeli ψ adoptowalny i jednostajnie ograniczony to jako cia֒g aproksymuja֒cy
można wybrać cia֒g

ψN = φN (t) ∗ ψ,
gdzie φN = Nχ[−1/N,0]. Wynika to, patrz Lemat 2, z naste֒puja֒cej nierówności
Younga.

Lemat 8.1 (nierówność Younga) Dla dowolnych f ∈ L1(R), g ∈ L2(R)
splot f ∗ g ∈ L2(R) oraz

||f ∗ g||L2(R) ≤ ||f ||L1(R) · ||g||L2(R).

Dowód. Mamy

||f ∗ g||2L2(R) =

∫

R

(∫

R

|g(t− s)| |f(s)|ds
)2

dt.
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Z nierówności Schwarza

∫

R

|g(t− s)| |f(s)|ds ≤
(∫

R

|g(t− s)|2|f(s)|ds
)1/2(∫

R

12|f(s)|ds
)1/2

.

Sta֒d

(∫

R

|g(t− s)| |f(s)|ds
)2

≤
(∫

R

|g(t− s)|2|f(s)|ds
)
· ||f ||L1(R).

Tak wie֒c

∫

R

(∫

R

|g(t− s)| |f(s)|ds
)2

dt ≤ ||f ||L1(R) · ||g||2L2(R) · ||f ||L1(R).

�

Lemat 8.2 Niech ψ ∈ L2(R) i φN = Nχ[−1/N,0]. To

∫

R

|φN ∗ ψ(t)|2dt ≤
∫

R

ψ2(t)dt

oraz ∫

R

|φN ∗ ψ(t)− ψ(t)|2 dt→ 0 gdy N →∞.

Wniosek. Jeżeli

E

∫ T

0

ψ2(s)ds <∞, ∀T ≥ 0,

to

E

∫ T

0

|φN ∗ ψ(t)− ψ(t)|2 dt→ 0 gdy N →∞.
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Ca lka stochastyczna w przestrzeni Hilberta

W tym i naste֒pnych wyk ladach każda przestrzeń Hilberta be֒dzie przestrzenia֒
ośrodkowa֒ i rzeczywista֒. Niech A = (Ω,F, (Ft)t≥0,P) be֒dzie filtrowana֒ prze-
strzenia֒ probabilistyczna֒ oraz niech H be֒dzie przestrzenia֒ Hilberta.

Definicja 9.1 Niech Q be֒dzie symetrycznym operatorem śladowym na H.
Proces W : Ω × [0,∞)→ H jest procesem Wienera w H z operatorem kowa-
riancji Q, gdy:

(i) W jest adaptowalny, mierzalny i o cia֒g lych trajektoriach w H,
(ii)W (0) = 0, W ma przyrosty niezależne i dla dowolnych t > s ≥ 0, W (t)−

W (s) nie zależy od Fs,
(iii)rozk lad L(W (t)−W (s)) = N (0, (t− s)Q), t > s ≥ 0.

Przypomnijmy, że element losowy X w H ma rozk lad gaussowski N (0, Q) gdy
dla dowolnych elementów h1, . . . , hn ∈ H wektor losowy w Rn,

(〈X,h1〉H , . . . , 〈X,hn〉H)

jest gaussowski oraz

E 〈X,h〉H〈X, g〉H = 〈Qh, g〉H , h, g ∈ H.

Niech W be֒dzie procesem Wienera o wartościach w H i o operatorze kowa-
riancji Q ≥ 0. Operator Q musi być nieujemy, zwarty i o skończonym śladzie.
Niech {λk} i {ek} be֒da֒ cia֒gami wartości w lasnych i wektorów w lasnych Q.
Można zak ladać, że cia֒g {ek} tworzy baze֒ ortonormalna֒ U . Z definicji procesu
Wienera wynika, że procesy

Wk(t) =

〈
W (t),

ek√
λk

〉

H

, k = 1, 2, . . . , (9.1)

sa֒ dobrze zdefiniowane dla wszystkich k takich, że λk > 0. Dla k takich,
że λk = 0, wprowadzamy sztucznie niezależne unormowane (standardowe)
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procesy Wienera Wk. Zauważmy, że {Wk} sa֒ niezależnymi standardowymi
procesami Wienera. Jest tak dlatego, że dla dowolnych h, g ∈ H , s, t ≥ 0,

E 〈W (t), h〉H〈W (s), g〉H = s ∧ t 〈Qh, g〉H .

W szczególności

EWk(t)Wl(s) = s ∧ t
〈
Q

ek√
λk
,
el√
λl

〉

H

= s ∧ t 1√
λkλl

· λk〈ek, el〉H = s ∧ t
√
λk
λl
δk,l

=

{
0, gdy k 6= l

s ∧ t, gdy k = l.

Dla gaussowskich zmiennych losowych nieskorelowanie pocia֒ga niezależność,
dlatego procesy Wk, k = 1, 2, . . . , sa֒ niezależne. Ponieważ dla dowolnego x ∈
H ,

x =
∑

k

〈x, ek〉Hek,

to
W (t) =

∑

k

〈W (t), ek〉Hek

i w konsekwencji

W (t) =
∑

k

√
λk

〈
W (t),

ek√
λk

〉

H

ek =
∑

k

√
λkWk(t)ek.

Odwrotnie, jeżeli
∑
λk < ∞ i {ek} jest baza֒ ortonormalna֒ H , a {Wk} jest

cia֒giem niezależnych unormowanych rzeczywistych procesów Wienera, to pro-
ces W zdefiniowany jak

W (t) =
∑

k

√
λkWk(t)ek, t ≥ 0, (9.2)

jest procesem Wienera z operatorem kowariancji Q zadanym wzorem

Qh =
∑

k

λk〈h, ek〉Hek, h ∈ H.

Twierdzenie 9.1 Z prawdopodobieństwem 1 szereg definiuja֒cy proces W
wzorem (9.2) jest zbieżny jednostajnie na dowolnym skończonym przedziale.
Sta֒d w szczególności proces W ma cia֒g le trajektorie w H.

Z każdym procesem Wienera możemy zwia֒zać podprzestrzeń HW = Q1/2H
przestrzeni H , która staje sie֒ przestrzenia֒ Hilberta z iloczynem skalarnym
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〈h, g〉HW = 〈Q−1/2h,Q−1/2g〉H .

Przypomnijmy, że dla dowolnego operatora liniowego L przekszta lcaja֒cego
przestrzeń Hilberta H w przestrzeń Hilberta U przez L−1 oznaczamy operator
liniowy dzia laja֒cy z L(H) ⊂ U w H wed lug wzoru

dla a ∈ L(H), L−1a = b,

gdzie b jest elementem zbioru {c : Lc = a} o najmniejszej normie. Zauważmy,
że wektory

fk =
√
λk ek, k = 1, 2, . . .

tworza֒ baze֒ ortonormalna֒ HW ,

〈fk, fl〉HW = 〈Q−1/2fk, Q
−1/2fl〉H

= 〈
√
λk Q

−1/2ek,
√
λlQ

−1/2el〈H
= 〈ek, el〉H .

Zupe lność wynika z faktu, że HW = Q−1/2H . Zauważmy, że

W (t) =
∑

k

Wkfk,

gdzie {fk} jest baza֒ ortonormalna֒ HW . Ze wzgle֒du na przestrzeń HW , proces
Wienera ma identycznościowy operator kowariancji. Mówi sie֒, że jest on ze
wzgle֒du na HW cylindrycznym procesem Wienera. Przestrzeń HW nazywać
be֒dziemy ja֒drem reprodukcyjnym W .

9.1 Ca lka jako izometria

Niech W be֒dzie procesem Wienera na przestrzeni Hilberta U . Naszym celem
jest zdefiniowanie ∫ t

0

φ(s)dW (s), t ≥ 0,

gdzie φ jest procesem o wartościach be֒da֒cych operatorami liniowymi (nieko-
niecznie cia֒g lymi) z przestrzeni U w przestrzeń Hilberta H .

Lemat 9.1 Jeżeli ξ jest zmienna֒ gaussowska֒ w przestrzeni Hilberta U , L(ξ) =
N (0, Q), a Γ jest cia֒g lym operatorem liniowym z U w H, to Γξ jest również
zmienna֒ gaussowska֒ i L(Γξ) = N (0, ΓQΓ ∗). Co wie֒cej,

E |Γξ|2H = ||ΓQ1/2||2L(HS)(U,H).
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Dowód.

E 〈Γξ, g〉H〈Γξ, h〉H = E 〈ξ, Γ ∗g〉U 〈ξ, Γ ∗h〉U = 〈QΓ ∗g, Γ ∗h〉U = 〈ΓQΓ ∗g, h〉H .

Niech {ek} be֒dzie baza֒ ortonormalna֒ U wektorów w lasnych Q. Wówczas fk =
Q1/2ek jest baza֒ ortonormalna֒ H = Q1/2U . Tak wie֒c

TrΓQΓ ∗ = TrΓ ∗ΓQ = TrQ1/2Γ ∗ΓQ1/2 =
∑

k

〈
Γ ∗ΓQ1/2ek, Q

1/2ek

〉

U

=
∑

k

〈Γ ∗Γfk, fk〉U =
∑

k

|Γfk|2H = ||Γ ||2L(HS)(H,H).

�

Lemat 9.2 Niech φ be֒dzie operatorem liniowym ograniczonym z U w H,
wtedy

E |φW (t)|2H = t ||φ||2L(HS)(HW ,H),

gdzie HW = Q1/2U jest ja֒drem reprodukcyjnym W .

Sta֒d  latwo dowodzimy, że procesy ca lkowalne powinny przyjmować wartości
w L(HS)(HW , H). Jeżeli φ jest adaptowalny i mierzalny oraz

E

∫ T

0

||φ(s)||2L(HS)(HW ,H)ds <∞,

to

E

∣∣∣∣
∫ t

0

φ(s)dW (s)

∣∣∣∣
2

H

= E

∫ t

0

||φ(s)||2L(HS)(HW ,H)ds <∞, t ≤ T.

Ogólnie definiujemy ca lke֒ dla procesów mierzalnych i adaptowalnych spe lnia-
ja֒cych

P

(∫ T

0

||φ(s)||2L(HS)(HW ,H)ds <∞
)

= 1, T ≥ 0

9.2 Wzór Itô

Wzór Itô pe lni w teorii ca lki stochastycznej szczególna֒ role. Nam pos luży do
dowodu nierówności Burkholdera–Davisa–Gundy’ego.

Twierdzenie 9.2 Niech W be֒dzie procesem Wienera na przestrzeni Hilberta
U z operatorem kowariancji Q. Za lóżmy, że z jest procesem Itô, to jest

dz(t) = ψ(t)dt+ φ(t)dW (t), t ≥ 0,

gdzie ψ i φ sa֒ mierzalnymi i adoptowalnymi procesami o wartościach odpo-
wiednio przestrzeni Hilberta H i przestrzeni operatorów L(HS)(HW , H), gdzie
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HW = Q1/2U jest ja֒drem reprodukcyjnym W . Zak ladamy, że dla wszystkich
T > 0,

P

(∫ T

0

|ψ(t)|Hdt <∞
)

= 1 = P

(∫ T

0

||φ(t)||2L(HS)(HW ,H)dt <∞
)
.

Wówczas dla f ∈ C2(H ; R),

df(z(t)) = 〈Df(z(t)), dz(t)〉H +
1

2
TrHW

[
φ∗(t)D2f(z(t))φ(t)

]
dt

=

{
〈Df(z(t)), ψ(t)〉H +

1

2
TrHW

[
φ∗(t)D2f(z(t))φ(t)

]}
dt

+〈Df(z(t)), φ(t)dW (t)〉H .

W tezie twierdzenia
TrHW

[
φ∗(t)D2f(z(t))φ(t)

]

jest śladem operatora φ∗(t)D2f(z(t))φ(t) rozumianego jako operator z ja֒dra
reprodukcyjnego HW procesu Wienera W w przestrzeń H . Ślad ten jest iden-
tyczny z

Tr
[(
φ(t)Q1/2

)∗
D2f(z(t))

(
φ(t)Q1/2

)]

traktowanego jako operator z U w H . Dowód wzoru Itô dla procesów przyj-
muja֒cych wartości w przestrzeni Hilberta można znaleść w [9], str. 105.

Ponieważ φ(t) traktowany jako operator z HW w H jest Hilberta–Schmidta,
lub równoważnie φ(t)Q1/2 jest operatorem Hilberta–Schmidta z U w H , dla-
tego powyższe ślady sa֒ skończone przy (minimalnym) za lożeniu, że D2f(z(t))
jest operatorem ograniczonym z H w H .

W zastosowaniach potrzebny be֒dzie nam naste֒puja֒cy lemat dotycza֒cy po-
chodnej funkcji f(x) = |x|p, gdy p > 2. Jego prosty dowód pozostawiamy
czytelnikowi.

Lemat 9.3 Dla dowolnego p > 2 funkcja F : H ∋ x → |x|p ∈ R jest klasy
C2(H ; R) oraz

Df(x) = p|x|p−2x, D2f(x) = p|x|p−2I + p(p− 2)|x|p−4x⊗ x,

gdzie a⊗ b oznacza operator przyporza֒dkowuja֒cy y element a〈b, y〉H . Ponadto
zachodzi os zacowanie

||D2f(x)||L(H,H) ≤ p|x|p−2 + p(p− 2)|x|p−4|x|2

≤ (p+ p(p− 2)) |x|p−2

≤ p(p− 1)|x|p−2.
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Twierdzenie 9.3 (nierówność Burkholdera–Davisa–Gundy’ego) Za-
 lóżmy, że W jest procesem Wienera w U z ja֒drem reprodukcyjnym HW . Niech
p ≥ 1, H przestrzeń Hilberta oraz niech

φ : Ω × [0,∞)→ L(HS)(HW , H)

be֒dzie procesem mierzalnym i adaptowalnym spe lniaja֒cym warunek

E

(∫ T

0

||φ(t)||2L(HS)(HW ,H)dt

)p/2
<∞, ∀T ≥ 0.

Wówczas dla dowolnego T > 0,

E sup
t≤T

∣∣∣∣
∫ t

0

φ(s)dW (s)

∣∣∣∣
p

H

≤ cp E

(∫ T

0

||φ(s)||2L(HS)(HW ,H)ds

)p/2

z uniwersalna֒ (niezależna֒ od φ i W ) sta la֒ cp.

Dowód. Rozpatrzymy jedynie przypadek p ≥ 2. Proces

Z(t) =

∫ t

0

φ(s)dW (s), t ≥ 0

jest cia֒g lym martynga lem ca lkowalnym z kwadratem. Sta֒d |Z(t)|pH , t ≥ 0 jest
cia֒g lym podmartynga lem. Z nierówności Dooba dla cia֒g lych podmartynga lów
otrzymujemy

E sup
t≤T
|Z(t)|pH ≤

(
p

p− 1

)p
E |Z(T )|pH , T > 0.

W szczególności gdy p = 2, otrzymujemy

E sup
t≤T

∣∣∣∣
∫ t

0

φ(s)dW (s)

∣∣∣∣
2

H

≤ 4 E

∣∣∣∣∣

∫ T

0

φ(s)dW (s)

∣∣∣∣∣

2

H

≤ 4 E

∫ T

0

||φ(s)||2L(HS)(HW ,H)ds.

Gdy p > 2, to stosuja֒c wzór Itô do Z i f(x) = |x|p otrzymujemy

|Z(t)|pH = p |Z(t)|p−2
H 〈Z(t), φ(t)dW (t)〉H +

1

2
Tr
[
φ∗(t)D2f(z(t))φ(t)

]
dt.

Nasze za lożenie ca lkowalności gwarantuje, że proces

p

∫ t

0

|Z(s)|p−2
H 〈Z(s), φ(s)dW (s)〉H
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jest martynga lem i dlatego jego wartość oczekiwana jest równa 0. Sta֒d

E |Z(t)|pH =
1

2
E

∫ t

0

Trφ∗(s)D2f(Z(s))φ(s)ds.

Ale

∣∣Trφ∗(s)D2f(Z(s))φ(s)ds
∣∣

≤ ||φ∗(s)||L(HS)(H,HW )||D2f(Z(s))||L(H,H) ||φ(s)||L(HS)(HW ,H)

≤ ||φ(s)||2L(HS)(HW ,H) p(p− 1) |Z(s)|p−2
H ,

Czyli

E |Z(t)|pH ≤
p(p− 1)

2
E

∫ t

0

|Z(s)|p−2
H ||φ(s)||2L(HS)(HW ,H)ds

≤ p(p− 1)

2
E

[
sup
u≤t
|Z(u)|p−2

H

∫ t

0

||φ(s)||2L(HS)(HW ,H)ds

]

(stosuja֒c nierówność Höldera)

≤ p(p− 1)

2

(
E sup

u≤t
|Z(u)|p

)(p−2)/p

×
(

E

(∫ t

0

||φ(s)||2L(HS)(HW ,H)ds

)p/2)2/p

(z nierówności Dooba)

≤ p(p− 1)

2

((
p

p− 1

)p
E |Z(t)|pH

)(p−2)/p

×
(

E

(∫ t

0

||φ(s)||2L(HS)(HW ,H)ds

)p/2)2/p

.

Po uproszczeniach otrzymujemy

(E |Z(t)|pH)
1− p−2

p

≤
(
p(p− 1)

2

)(
p

p− 1

) p(p−1)
2

(
E

(∫ t

0

||φ(s)||2L(HS)(HW ,H)ds

)p/2)2/p

.

Sta֒d teza ze sta la֒

cp =



p(p− 1)

2

(
p

p− 1

) p(p−2)
2





p
2

.

�
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Uwaga. Dla 1 < p < 2 z nierówności Dooba otrzymujemy naste֒puja֒cy war-
iant nierówności Burkholdera–Davisa–Gundy’ego. Mianowicie stosuja֒c naj-
pierw nierówność Dooba a potem Höldera otrzymujemy

E sup
t≤T

∣∣∣∣
∫ t

0

φ(s)dW (s)

∣∣∣∣
p

H

≤
(

p

p− 1

)p
E

∣∣∣∣∣

∫ T

0

φ(s)dW (s)

∣∣∣∣∣

p

H

≤
(

p

p− 1

)p


E

∣∣∣∣∣

∫ T

0

φ(s)dW (s)

∣∣∣∣∣

2

H




p/2

≤
(

p

p− 1

)p(
E

∫ T

0

||φ(s)||2L(HS)(HW ,H)ds

)p/2
.
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S labe i ca lkowe rozwia֒zania stochastycznych
równań ewolucyjnych

Niech A be֒dzie generatorem C0-pó lgrupy S(t), t ≥ 0 na przestrzeni Hilberta
H . Niech W be֒dzie proces Wienera na przestrzeni Hilberta U z operatorem
kowariancji Q i ja֒drem reprodukcyjnym HW = Q1/2(U). W równaniu

dX = (AX + F (X)) dt+G(X)dW (t), X(0) = x ∈ H, (10.1)

F jest odwzorowaniem z H w H , a G odwzorowaniem z H w przestrzeń
operatorów liniowych niekoniecznie ograniczonych z U w H . Operatory F (x),
G(x) nie musza֒ być określone dla wszystkich x ∈ H .

Progresywnie mierzalny proces X(t), t ≥ 0 o wartościach w H nazywa sie֒
s labym rozwia֒zaniem równania (10.1), gdy dla dowolnego a ∈ D(A∗) i dowol-
nego t ≥ 0,

〈a,X(t)〉H = 〈a,X(0)〉H +

∫ t

0

〈A∗a,X(s)〉ds+

∫ t

0

〈a, F (X(s))〉ds

+

∫ t

0

〈a,G(X(s))dW (s)〉H . (10.2)

Wszystkie ca lki wyste֒puja֒ce w (10.2) powinny być dobrze określone.

Progresywnie mierzalny proces X(t), t ≥ 0 o wartościach w H nazywa sie֒
rozwia֒zaniem ca lkowym równania (10.1), gdy dla dowolnego t ≥ 0,

X(t) = S(t)X(0) +

∫ t

0

S(t− s)F (X(s))ds (10.3)

+

∫ t

0

S(t− s)G(X(s))dW (s).

Oczywíscie tak jak dla (10.2) wszystkie ca lki wyste֒puja֒ce w (10.3) powinny
mieć dobry sens, a równość jest rozumiana jako równość P-prawie wsze֒dzie.
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Metatwierdzenie. Klasa rozwia֒zań s labych jest identyczna z klasa֒ rozwia֒zań

ca lkowych.

Jest to metatwierdzenie, bo za lożenia dotycza֒ce wspó lczynników nie sa֒ w
nim precyzyjnie sformu lowane. Dowód równoważności dla konkretnych klas
równań przebiega zawsze w ten sam sposób, który można naszkicować naste֒pu-
ja֒co.

Dowód, że s labe jest ca lkowym. Pokażemy, że jeżeli X jest rozwiazaniem
s labym, toX jest rozwia֒zaniem ca lkowym. Dowód przebiega w dwóch krokach.

Krok 1. Jeżeli progresywnie mierzalny proces X(t), t ≥ 0, spe lnia dla dowol-
nego a ∈ D(A∗) równanie

〈a,X(t)〉H = 〈a,X(0)〉H +

∫ t

0

〈A∗a,X(s)〉Hds

+

∫ t

0

〈a, ψ(s)〉Hds+

∫ t

0

〈a, φ(s)dW (s)〉H ,

to dla dowolnego odwzorowania ζ(s), s ≥ 0, należa֒cego do C1([0,∞);D(A∗))
mamy

〈ζ(t), X(t)〉H = 〈ζ(0), X(0)〉H +

∫ t

0

〈A∗ζ(s) + ζ′(s), X(s)〉Hds

+

∫ t

0

〈ζ(s), ψ(s)〉Hds+

∫ t

0

〈ζ(s), φ(s)dW (s)〉H .
(10.4)

Dowód równości (10.4) przeprowadzamy najpierw dla specjalnych odwzo-
rowań z(s) = g(s)a, s ≥ 0, gdzie a ∈ D(A∗), a g ∈ C1([0,∞); R1). W tym
celu stosujemy wzór Itô do iloczynu g(s), s ≥ 0 i procesu 〈a,X(s)〉H , s ≥ 0.
Mianowicie

d〈z(s), X(s)〉H = dg(s)〈a,X(s)〉H
= g′(s)〈a,X(s)〉Hds+ g(s)d〈a,X(s)〉H
= g′(s)〈a,X(s)〉Hds+ g(s) [〈A∗a,X(s)〉Hds

+〈a, ψ(s)〉Hds+ 〈a, φ(s)dW (s)〉H ]

= 〈A∗z(s) + z′(s), X(s)〉Hds+ 〈z(s), ψ(s)〉Hds
+〈z(s), φ(s)dW (s)〉H .

Naste֒pnie stosujemy lemat mówia֒cy, że dla dowolnego T > 0 odwzorowania
postaci g(s)a, s ∈ [0, T ], gdzie a ∈ D(A∗), a g ∈ C1([0, T ]), sa֒ liniowo ge֒ste w
przestrzeni C1([0, T ];D(A∗)). W końcu przechodza֒c do granicy pokazujemy
(10.4) dla wszystkich odwzorowań z ∈ C1([0, T ];D(A∗)).
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Krok 2. Dla ustalonego t > 0 i a ∈ D(A∗) definiujemy z(s) = S∗(t − s)a,
s ∈ [0, t]. Wtedy z′(s) = −A∗z(s), s ∈ [0, t]. Sta֒d

〈a,X(t)〉H = 〈S∗(t)a,X(0)〉H +

∫ t

0

〈S∗(t− s)a, ψ(s)〉Hds

+

∫ t

0

〈S∗(t− s)a, φ(s)dW (s)〉H .

Czyli

〈a,X(t)〉 =

〈
a, S(t)X(0) +

∫ t

0

S(t− s)ψ(s)ds

+

∫ t

0

S(t− s)φ(s)dW (s)

〉
.

(10.5)

Ponieważ równość (10.5) zachodzi dla elementów a ∈ D(A∗), a wie֒c dla zbioru
ge֒stego, to zachodzi dla wszystkich a, a sta֒d

X(t) = S(t)X(0) +

∫ t

0

S(t− s)ψ(s)ds+

∫ t

0

S(t− s)φ(s)dW (s).

�

Dowód, że ca lkowe jest s labym. Pokazujemy, że jeżeli X jest rozwia֒zaniem
ca lkowym, to X jest rozwia֒zaniem s labym.
Korzystamy ze stochastycznego twierdzenia Fubiniego. Niech (E, E) be֒dzie
przestrzenia֒ mierzalna֒ i niech µ be֒dzie skończona֒ miara֒ na E. Niech HW
be֒dzie ja֒drem reprodukcyjnym W , a H przestrzenia֒ Hilberta.

Twierdzenie 10.1 (stochastyczne twierdzenie Fubiniego) Za lóżmy, że
dla t ≥ 0, x ∈ E, φ(t, x) ∈ L(HS)(HW , H) i

∫

E

(
E

∫ T

0

||φ(s, x)||2L(HS)(HW ,H)ds

)1/2

µ(dx) <∞, ∀T > 0

oraz, że φ jako odwzorowanie z [0,∞)× E ×Ω w L(HS)(HW , H) jest progre-
sywnie mierzalne. Wtedy dla T ≥ 0,

∫

E





∫ T

0

φ(s, x)dW (s)

︸ ︷︷ ︸
ca lka Itô



µ(dx) =

∫ T

0





∫

E

φ(s, x)µ(dx)

︸ ︷︷ ︸
ca lka Bochnera



 dW (s).

Dowód stochastycznego twierdzenia Fubiniego można znaleść w ksia֒żce [9].
Stosujemy powyższe twierdzenie dla E = [0, T ], µ miary Lebesgue’a i

φ(r, s) = χ[0,s](r)S(s− r)φ(r).

Za lóżmy dla uproszczenia oznaczeń, że
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X(t) =

∫ t

0

S(t− s)φ(s)dW (s).

Niech a ∈ D(A∗). Wtedy

∫ t

0

〈A∗a,X(s)〉Hds =

∫ t

0

〈
A∗a,

∫ t

0

χ[0,s](r)S(s − r)φ(r)dW (r)

〉

H

ds

i ze stochastycznego twierdzenia Fubiniego mamy

∫ t

0

〈A∗a,X(s)〉Hds

=

〈
A∗a,

∫ t

0

(∫ t

0

χ[0,s](r)S(s− r)φ(r)dW (r)

)
ds

〉

H

=

〈
A∗a,

∫ t

0

(∫ t

0

χ[0,s](r)S(s− r)ds
)
φ(r)dW (r)

〉

H

.

Sta֒d

∫ t

0

〈A∗a,X(s)〉Hds

=

〈
A∗a,

∫ t

0

(∫ t

0

χ[0,s](r)S(s − r)ds
)
φ(r)dW (r)

〉

H

=

∫ t

0

〈∫ t

0

χ[0,s](r)S
∗(s− r)A∗ads, φ(r)dW (r)

〉

H

=

∫ t

0

〈∫ t

r

S∗(s− r)A∗ads, φ(r)dW (r)

〉

H

=

∫ t

0

〈∫ t

r

(
d

ds
S∗(s− r)a

)
ds, φ(r)dW (r)

〉

H

=

∫ t

0

〈S∗(t− r)a − a, φ(r)dW (r)〉H

=

〈
a,

∫ t

0

S(t− r)φ(r)dW (r)

〉

H

−
〈
a,

∫ t

0

φ(r)dW (r)

〉

H

.

Czyli

∫ t

0

〈A∗a,X(s)〉H ds = 〈a,X(t)〉H −
〈
a,

∫ t

0

φ(r)dW (r)

〉

H

i dlatego

〈a,X(t)〉H =

∫ t

0

〈A∗a,X(s)〉Hds+

∫ t

0

〈a, φ(s)dW (s)〉H .

�
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Elementy faktoryzacji

Metoda faktoryzacji pozwala dowodzić istnienie cia֒g lych wersji procesów
stochastycznych. Wykorzystuje on w lasności tak zwanych operatorów Liou-
ville’a–Riemanna.

11.1 Wymiar skończony

Kluczowym faktem dla metody faktoryzacji jest w lasność pó lgrupowa opera-
torów Liouville’a–Riemanna Iα. Mianowicie, dla a ∈ R, α > 0 i funkcji f
po lóżmy

Iαf(t) =
1

Γ (α)

∫ t

0

ea(t−s)(t− s)α−1f(s)ds, t ≥ 0.

Twierdzenie 11.1 Dla dowolnych α, β > 0 i a ∈ R mamy

Iα+β = IαIβ .

W szczególności dla α ∈ (0, 1),

I1 = IαI1−α.

Twierdzenie wynika z naste֒puja֒cego lematu.

Lemat 11.1 Dla α > 0, β > 0,

∫ 1

0

(1− x)α−1xβ−1dx =
Γ (α)Γ (β)

Γ (α+ β)
, (11.1)

gdzie

Γ (t) =

∫ ∞

0

xt−1e−xdx, t > 0.
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Dowód. Rozpatrzmy tak zwany rozk lad gamma fα,β,

fα,β(x) =
1

Γ (β)
αβxβ−1e−αx, x > 0.

Zauważmy, że
fα,β ∗ fα,γ = fα,β+γ , (11.2)

gdzie ∗ oznacza operacje֒ splotu. Jeżeli f i g sa֒ ge֒stościami miar probabili-
stycznych na (0,∞), to f ∗ g jest również ge֒stościa֒ miary probabilistycznej.
Ponadto

f ∗ g(x) =

∫ x

0

f(x− y)g(y)dy, x > 0. (11.3)

Dla dowodu (11.2) startujemy z (11.3),

fα,β ∗ fα,γ(x) =
αβ+γ

Γ (β)Γ (γ)
e−αx

∫ x

0

(x− y)β−1yγ−1dy

=
αβ+γ

Γ (β)Γ (γ)
e−αxxxβ−1+γ−1

∫ x

0

(1− v)β−1vγ−1dv

=
1

Γ (β + γ)
e−αxxβ+γ−1αβ+γ Γ (β + γ)

Γ (β)Γ (γ)

∫ 1

0

(1− v)β−1vγ−1dv

= fα,β+γ(x)
Γ (β + γ)

Γ (β)Γ (γ)

∫ 1

0

(1 − v)β−1vγ−1dv.

Prawa strona (11.4) jest ge֒stościa֒ miary probabilistycznej i fα,β+γ jest ge֒sto-
ścia֒ miary probabilistycznej, dlatego zachodza֒ (11.1) i (11.2). �

Lemat 11.2 Niech 1
p < α < 1. Istnieje sta la c = cα,p taka, że dla f ∈

Lp(0, 1),

|Iαf(t)− Iαf(s)| ≤ c |t− s|α− 1
p |f |Lp(0,1), t, s ∈ (0, 1).

Dowód. Niech 0 ≤ s ≤ t ≤ 1 i dla uproszczenia rachunków przyjmijmy, że
a = 0 i, że w definicji Iα nie wyste֒puje sta la 1/Γ (α). Wtedy

Iαf(t)− Iαf(s)

=

∫ t

s

(t− v)α−1f(v)dv +

∫ s

0

(
(t− v)α−1 − (s− v)α−1

)
f(v)dv

= J1 + J2.

Niech q be֒dzie takie, że 1/p+ 1/q = 1. Dla J1 mamy naste֒puja֒ce oszacowanie

|J1| ≤
∫ t

s

|t− v|α−1|f(v)|dv ≤
(∫ t

s

(t− v)(α−1)qdv

)1/q (∫ t

s

|f(v)|pdv
)1/p

≤
(∫ t−s

0

u(α−1)qdu

)1/q

|f |Lp(0,1)

≤ (t− s)α− 1
p |f |Lp(0,1).
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Aby oszacować J2, zauważmy, że

|J2|q ≤
(∫ s

0

(
(s− v)α−1 − (t− v)α−1

)q
dv

)
|f |qLp(0,1).

Dla a > b i q > 1 mamy
(a− b)q ≤ aq − bq.

Dlatego

|J2|q ≤
∫ s

0

(
(s− v)(α−1)q − (t− v)(α−1)q

)
dv |f |qLp(0,1)

≤
(

(t− s)(α−1)q+1

(α − 1)q + 1
+
s(α−1)q+1 − t(α−1)q+1

(α− 1)q + 1

)
|f |qLp(0,1)

≤ (t− s)(α−1)q+1

(α− 1)q + 1
|f |qLp(0,1),

co kończy dowód. �

11.2 Wymiar nieskończony

Niech S(t), t ≥ 0, be֒dzie C0-pó lgrupa֒ na ośrodkowej przestrzeni Banacha E.
Po lóżmy

Iαf(t) =

∫ t

0

(t− v)α−1S(t− v)f(v)dv

=

∫ t

0

vα−1S(v)f(t− v)dv, t ≥ 0.

Używaja֒c symbolicznego zapisu eAt = S(t), definicja Iα pokrywa sie֒ z do-
k ladnościa֒ do czynnika 1/Γ (α) z definicja֒ oparatora Liouville’a–Riemanna
wprowadzona֒ w poprzednimm paragrafie.

Twierdzenie 11.2 Jeżeli α > 1
p i f ∈ Lp(0, T ;E), to Iαf ∈ C([0, T ];E).

Dowód. Zauważmy, że dla t ∈ (0, T ],
∣∣∣∣

∫ t

0

(t− v)α−1S(t− v)f(v)dv

∣∣∣∣
E

≤
(∫ t

0

(t− v)(α−1)qdv

)1/q (∫ t

0

|S(t− v)f(v)|pEdv
)1/p

≤
(

t(α−1)q+1

(α − 1)q + 1

)1/q

M |f |Lp(0,T ;E)

≤ C Tα−1 |f |Lp(0,T ;E).

(11.4)
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Niech 0 ≤ s ≤ t ≤ T . Wtedy

Iαf(t)− Iαf(s)

=

∫ t

s

vα−1S(v)f(t− v)dv +

∫ s

0

vα−1S(v) (f(t− v)− f(s− v)) dv.

Dlatego, dla pewnej sta lej MT > 0,

|Iαf(t)− Iαf(s)|E ≤MT

(∫ t

s

v(α−1)qdv

)1/q

|f |Lp(0,T ;E)

+MT

(∫ s

0

v(α−1)qdv

)1/q (∫ s

0

|f(t− v)− f(s− v)|pE dv
)1/p

.

Twierdzenie zachodzi wie֒c, gdy (α−1)q > −1 i f jest funkcja֒ cia֒g la֒. Jeżeli f ∈
Lp(0, T ;E), to istnieje cia֒g fn ∈ C([0, T ];E) taki, że fn → f w Lp(0, T ;E).
Sta֒d na podstawie (11.4), dla pewnego C > 0,

|Iαfn(t)− Iαf(t)|E = |Iα(fn − f)(t)| ≤ C|fn − f |Lp(0,T ;E), t ∈ (0, T ].

Tak wie֒c funkcja Iαf jest cia֒g la֒ jako granica jednostajnie zbieżnego cia֒gu
funkcji cia֒g lych. �

Przechodzimy do dowodu cia֒g lości procesu

Y (t) =

∫ t

0

S(t− s)G(X(s))dW (s), t ≥ 0,

gdzie X jest rozwia֒zaniem równania stochastycznego ewolucyjnego z dyfuzja֒
G. Niech

Yα(t) =
1

Γ (1− α)

∫ t

0

(t− s)−αS(t− s)G(X(s))dW (s), t ≥ 0.

Wtedy
Y (t) = IαYα(t), t ≥ 0.

Jeżeli proces Yα ma trajektorie należa֒ce do przestrzeni Lp(0, T ;H) z p takim,
że 1

p < α < 1, to proces Y ma cia֒g la֒ modyfikacje֒ na podstawie powyższego
twierdzenia. W szczególności, jeżeli

E

∫ T

0

|Yα(t)|pHdt =

∫ T

0

(E |Yα(t)|pH) dt <∞.

Twierdzenie 11.3 Jeżeli dla pewnego p > 2,

∫ T

0

E |X(t)|pdt <∞ i ||G(x)||L(HS)(HW ,H) ≤ c (1 + |x|), x ∈ H,

to proces Y ma cia֒g la֒ wersje֒.
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Dowód. Jeżeli p > 2, to na podstawie nierówności Burkholdera–Davisa–
Gundy’ego, dla pewnych sta lych c,c1,

∫ T

0

E |Yα(t)|pdt

≤ c

∫ T

0

E

(∫ t

0

|(t− s)αS(t− s)G(X(s))|2L(HS)(HW ,H) ds

)p/2
dt

≤ c1E

∫ T

0

(∫ t

0

(t− s)−2α(1 + |x(s)|2)ds

)p/2
dt

≤ c1E

[∫ T

0

(∫ t

0

σ−2αdσ

)p/2
(1 + |x(s)|2)p/2ds

]
,

gdzie w ostatniej nierówności wykorzystalísmy nierównośc Younga dla splo-
tów1. Z za lożeń wynika, że

E

∫ T

0

|Yα(t)|pdt < +∞

a sta֒d teza. �

1 Jeżeli f ∈ L1(R1), g ∈ L1(Rp), p > 1,to f ∗ g ∈ Lp(R1) i ||f ∗ g||p ≤ ||f ||1 ||g||p
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Postać abstrakcyjna stochastycznego równania
ewolucyjnego

Najbliższe kilka rozdzia lów poświe֒cone be֒da֒:

(i) istnieniu, jedyności rozwia֒zań stochastycznych równań ewolucyjnych z re-
gularnymi wspó lczynnikami,

(ii) przyk ladom, to jest stochastycznemu równaniu ciep la, równaniom falo-
wym, równaniom na ca lej przestrzeni, równaniom z opóźnieniem, równa-
niom z szumen na brzegu,

(iii)regularności rozwia֒zań po czasie i zmiennej przestrzennej.

Be֒dziemy badali równania, które można zapisać w poniższej postaci.

12.1 Równanie abstrakcyjne

dX = (AX + F (X))dt+G(X)dW, X(0) = x0. (12.1)

W równaniu (12.1), A z dziedzina֒ D(A) jest generatorem C0-pó lgrupy S dzia-
 laja֒cej na przestrzeni Hilberta (H, |·|H), W jest cylindrycznym procesem Wie-
nera na przestrzeni Hilberta U określonym na przestrzeni probabilistycznej
(Ω,F,P) z filtracja֒ (Ft)t≥0. Be֒dziemy zak ladali, że warunek pocza֒tkowy x0

należy do H oraz, że odwzorowania F : D(F ) → H i G : D(G) → L(U,H)
spe lniaja֒ warunki:

(F)D(F ) jest ge֒sty w H oraz istnieje funkcja a : (0,∞)→ (0,∞) spe lniaja֒ca∫ T
0 a(t)dt <∞ dla ∀T <∞ taka, że dla ∀ t > 0 i ∀x, y ∈ D(F ),

|S(t)F (x)|H ≤ a(t) (1 + |x|H) ,

|S(t) (F (x) − F (y)) |H ≤ a(t) |x − y|H .
(G)D(G) jest ge֒sty w H oraz istnieje funkcja b : (0,∞)→ (0,∞) spe lniaja֒ca∫ T

0
b2(t)dt <∞ dla ∀T <∞ taka, że dla ∀ t > 0 i ∀x, y ∈ D(G),

||S(t)G(x)||L(HS)(U,H) ≤ b(t) (1 + |x|H) ,

||S(t) (G(x) −G(y)) ||L(HS)(U,H) ≤ b(t) |x− y|H .
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Uwaga. Ponieważ dziedziny D(F ) i D(G) sa֒ ge֒ste w H , warunki (F ) i (G)
implikuja֒, że dla dowolnego t > 0 odwzorowania S(t)F i S(t)G rozszerzaja֒
sie֒ jednoznacznie do cia֒g lych odwzorowań H odpowiednio w H i L(U,H).
Rozszerzenia te oznaczać be֒dziemy również przez S(t)F i S(t)G. Oczywíscie
dla ∀ t > 0 i ∀x, y ∈ H ,

|S(t)F (x)|H ≤ a(t) (1 + |x|H) ,
|S(t) (F (x)− F (y)) |H ≤ a(t) |x− y|H (12.2)

oraz
||S(t)G(x)||L(HS)(U,H) ≤ b(t) (1 + |x|H) ,

||S(t) (G(x) −G(y)) ||L(HS)(U,H) ≤ b(t) |x− y|H . (12.3)

Uwaga. Oczywíscie z ograniczoności ||S(t)||L(H,H) dla t ∈ [0, T ], T < ∞
wynika, że jeżeli F : H → H i G : H → L(HS)(U,H) sa֒ lipschitzowskie to
warunki (F ) i (G) sa֒ spe lnione.

Sformu lujemy teraz precyzyjna֒ definicje rozwia֒zania równania (12.1). Be֒dzie
to tak zwane mild solution, które zwykle jest również rozwia֒zaniem s labym w
sensie równań cza֒stkowych.

Definicja 12.1 Mierzalny, (Ft)-adaptowalny proces X : [0,∞)×Ω → H jest
rozwia֒zaniem równania (12.1) gdy:

sup
t∈[0,T ]

E |X(t)|2H <∞, ∀T <∞, (12.4)

X(t) = S(t)x0 +

∫ t

0

S(t− s)F (X(s))ds

+

∫ t

0

S(t− s)G(X(s))dW (s), ∀ t ≥ 0.

(12.5)

Oczywíscie równość (12.5) rozumiemy P-prawie wsze֒dzie, to znaczy, że przy
dowolnym ustalonym t istnieje zbiór Ωt ∈ Ft, pe lnej miary, to jest P(Ωt) = 1
taki, że równość (12.5) zachodzi dla wszystkich ω ∈ Ωt.
Uwaga. Ca lki wyste֒puja֒ce w (12.5) sa֒ dobrze określone. Pierwsza֒ rozumiemy
jako ca lke֒ Bochnera. Przypomnijmy, że jest ona dobrze zdefiniowana gdy od-
wzorowanie podca lkowe jest mierzalne i

IF (t) :=

∫ t

0

|S(t− s)F (X(s))|Hds <∞, ∀ t <∞. (12.6)

Mierzalność wynika z cia֒g lości S(t− s)F . Oszacowanie (12.6) pokazuje sie֒ w
naste֒puja֒cy sposób

E IF (t) ≤ E

∫ t

0

a(t− s) (1 + |X(s)|H) ds

≤
(

1 + sup
s∈[0,t]

E |X(s)|H
)∫ t

0

a(t− s)ds <∞.
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Aby ca lka stochastyczna w (12.5) by la dobrze określona, potrzeba by przy
ustalonym t proces S(t − s)G(X(s)), s ∈ [0, t] by l mierzalny, adoptowalny
oraz by

IG(t) := E

∫ t

0

||S(t− s)G(X(s))||2L(HS)(U,H)ds <∞. (12.7)

Mierzalność i adoptowalność sa֒ oczywiste. Oszacowanie (12.7) wynika z (G) i
(12.4) w naste֒puja֒cy sposób

IG(t) ≤ E

∫ t

0

b2(t− s) (1 + |X(s)|)2 ds

≤ 2

(
1 + sup

s∈[0,t]

E |X(s)|2H

)∫ t

0

b2(s)ds <∞.

Zanim sformu lujemy g lówne twierdzenie o istnieniu rozwia֒zania dla (12.1)
postarajmy sie֒ zrozumieć postać warunków (F ) i (G). W poniższym przyk la-
dzie pokażemy, że “zwyk ly” warunek Lipschitza na G może nie być spe lniony
nawet w typowych i naturalnych przypadkach.

12.2 Przyk lady

Stochastyczne równanie ciep la na odcinku (0,1) z warunkiem brze-
gowym Dirichleta. Rozważmy naste֒puja֒cy problem Cauchego






∂X

∂t
(t, ξ) =

∂2X

∂ξ2
(t, ξ) + f(X(t, ξ)) + g(X(t, ξ))

∂W

∂t
(t, ξ),

t > 0, ξ ∈ (0, 1),
X(t, 0) = 0 = X(t, 1), t > 0,
X(0, ξ) = x0(ξ), ξ ∈ (0, 1),

(12.8)

w którym ∂W/∂t jest tak zwanym bia lym szumem na [0,∞)× (0, 1) oraz f i
g sa֒ lipschitzowskimi funkcjami na R.

Przyjmiemy naste֒puja֒ce oznaczenia: dla h : R→ R oraz ψ : D(ψ)→ R niech
Nh be֒dzie operatorem Nemytskiego odpowiadaja֒cym h oraz niech Mψ be֒dzie
operatorem mnożenia przez ψ, to znaczy

Nh(ψ)(ξ) := h(ψ(ξ)), ξ ∈ D(ψ)

oraz
Mψϕ = ψϕ,

dla dowolnej funkcji ϕ określonej na D(ψ). W końcu niech M be֒dzie odwzo-
rowaniem przyporza֒dkuja֒cym funkcji ψ operator mnożenia, to jest

Mψ = Mψ.
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Równanie (12.8) rozumiemy jako równanie (12.1) z H = U = L2(0, 1) oraz
F = Nf i G = MNg, to znaczy

F (ψ)(ξ) = f(ψ(ξ)),

G(ψ)[ϕ](ξ) := (G(ψ)ϕ) (ξ) = g(ψ(ξ))ϕ(ξ), ψ, ϕ ∈ L2(0, 1), ξ ∈ (0, 1).

Operator A definiujemy jako operator Laplace’a z warunkiem brzegowym Di-
richleta, to jest

Aψ(ξ) =
d2ψ

dξ2
(ξ), ψ ∈ D(A) = H2(0, 1) ∩H1

0 (0, 1).

Przypomnijmy, że dla danego obszaru O ⊆ Rd oraz m ∈ N i p ∈ [1,∞) defi-
niujemy przestrzeń Sobolewa Wm,p(O) jako przestrzeń wszystkich dystrybucji
ψ ∈ D(O), których pochodne dystrybucyjne Dαψ rze֒du |α| ≤ m sa֒ funkcjami
sumowalnymi z p-ta֒ pote֒ga֒. Na Wm,p(O) definiujemy norme֒

|ψ|Wm,p(O) :=
∑

|α|≤m

(∫

O
|Dαψ(ξ)|pdξ

)1/p

.

PrzestrzeńWm,p
0 (O) definiuje sie֒ jako domknie֒cie C∞

0 (O) wWm,p(O). Zwykle
be֒dziemy używać oznaczeń Hm(O) = Wm,2(O) oraz Hm

0 (O) = Wm,2
0 (O).

Wiemy wie֒c jak (12.8) interpretuje sie֒ przez (12.1). Sprawdzimy czy F = Nf :
H → H i G = MNg : H → L(H,H) sa֒ lipschitowskie.

Lipschitzowskość F jako odwzorowanie z L2(0, 1) w L2(0, 1) jest oczywista.
Istotnie F przeprowadza ca la֒ przestrzeń L2(0, 1) w siebie bo dla ψ ∈ L2(0, 1)
i ξ ∈ (0, 1), |F (ψ)(ξ)| ≤ L(1 + |ψ(ξ)|). Odwzorowanie F jest lipschitzowskie
bo dla dowolnych ψ, ϕ ∈ L2(0, 1) mamy

|F (ψ)− F (ϕ)|2L2(0,1) =

∫ 1

0

|f(ψ(ξ))− f(ϕ(ξ))|2 dξ ≤ L
∫ 1

0

|ψ(ξ) − ϕ(ξ)|2dξ.

Sprawdzamy teraz czy G(ψ) ∈ L(L2(0, 1), L2(0, 1)) dla ψ ∈ L2(0, 1). Ponieważ

sup
|ψ|L2(0,1)≤1

|G(ψ)ϕ|2L2(0,1) = sup
|ϕ|L2(0,1)

∫ 1

0

|g(ψ(ξ))ϕ(ξ)|2 dξ,

mamy G(ψ) ∈ L
(
L2(0, 1), L2(0, 1)

)
wtedy i tylko wtedy, gdy Ng(ψ) ∈

L∞(0, 1). Tak wie֒c G : L2(0, 1)→ L
(
L2(0, 1), L2(0, 1)

)
wtedy i tylko wtedy,

gdy g jest ograniczone.

Zadanie. Pokazać, że nawet ograniczoność g nie daje

G : L2(0, 1)→ L(HS)

(
L2(0, 1), L2(0, 1)

)
. (12.9)

Co wie֒cej zachodzi (12.9) wtedy i tylko wtedy, gdy g = 0.
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Pokażemy teraz, że lipschitzowskość g pocia֒ga za soba֒ (G). Zauważmy, że

G : L∞(0, 1)→ L
(
L2(0, 1), L2(0, 1)

)
.

Tak wie֒c G jest ge֒sto określone. Ustalmy teraz t > 0. Sprawdzimy, że

S(t)G(u) ∈ L(HS)

(
L2(0, 1), L2(0, 1)

)
∀u ∈ L2(0, 1).

Skorzystamy z naste֒puja֒cej reprezentacji S,

S(t)ψ =
∑

n

e−π
2n2t〈ψ, en〉L2(0,1)en, (12.10)

gdzie
en(ξ) =

√
2 sin(πnξ), ξ ∈ (0, 1), n ∈ N

jest ortonormalna֒ baza֒ L2(0, 1) z lożona֒ z wektorów w lasnych A. Teraz niech
{fj} be֒dzie dowolna֒ ortonormalna֒ baza֒ L2(0, 1). Wówczas, stosuja֒c (12.10),
otrzymujemy

∑

j

|S(t)G(ψ)fj |2L2(0,1) =
∑

j

∣∣∣∣∣
∑

n

e−π
2n2t〈G(ψ)fj , en〉L2(0,1)en

∣∣∣∣∣

2

L2(0,1)

=
∑

j

∑

n

e−2π2n2t〈G(ψ)fj , en〉2L2(0,1)

=
∑

n

∑

j

e−2π2n2t〈fj , G(ψ)en〉2L2(0,1)

=
∑

n

e−2π2n2t|G(ψ)en|2L2(0,1) = I(t, ψ).

Ostatnia równość wynika z tożsamości Plancherela. Teraz, ponieważ funkcja
ξ → sin ξ jest ograniczona, mamy

I(t, ψ) =
∑

n

e−2π2n2t

∫ 1

0

|g(ψ(ξ))en(ξ)|2 dξ ≤ 2
∑

n

e−2π2n2t

∫ 1

0

|g(ψ(ξ))|2 dξ.

Ponieważ g jest lipschitzowska istnieje sta la L taka, że

|g(x)| ≤ L (1 + |x|) i |g(x) − g(y)| ≤ L |x− y|

dla x, y ∈ R. Tak wie֒c, ponieważ ψ ∈ L2(0, 1),

∫ 1

0

|g(ψ(ξ))|2 dξ ≤ L2

∫ 1

0

(1 + |ψ(ξ)|)2 ≤ 2L2
(

1 + |ψ|2L2(0,1)

)
<∞.

W konsekwencji, mamy

∑

j

|S(t)G(ψ)fj |2L2(0,1) ≤ 4L2
∑

n

e−2π2n2t
(

1 + |ψ|2L2(0,1)

)
.
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To samo rozumowanie prowadzi do naste֒puja֒cego oszacowania zachodza֒cego
dla dowolnych ψ, ϕ ∈ L2(0, 1) i t > 0,

∑

j

|S(t) (G(ψ) −G(ϕ)) fj |2L2(0,1) ≤ 2L2
∑

n

e−2π2n2t |ψ − ϕ|2L2(0,1).

Tak wie֒c zachodza֒ oszacowania wyste֒puja֒ce w warunku (G) z funkcja֒

b(t) = 2L

(
∑

n

e−2π2n2t

)1/2

, t > 0.

Oczywíscie
∫∞
0
b2(t)dt <∞ ponieważ

∑
n−2 <∞.

Stochastyczne równanie ciep la na odcinku (0,1) z warunkiem brze-
gowym Neumanna. Rozważmy naste֒puja֒cy problem Cauchego z jednorod-
nym warunkiem brzegowym Neumanna






∂X

∂t
(t, ξ) =

∂2X

∂ξ2
(t, ξ) + f(X(t, ξ)) + g(X(t, ξ))

∂W

∂t
(t, ξ),

t > 0, ξ ∈ (0, 1),
X(0, ξ) = x0(ξ), ξ ∈ (0, 1),
∂X

∂ξ
(t, 0) = 0 =

∂X

∂ξ
(t, 1), t > 0

z bia lym szumem ∂W/∂t na [0,∞)× (0, 1). Jak w przypadku równania z wa-
runkiem brzegowym Dirichleta, równanie z warunkiem brzegowym Neumanna
interpretujemy jako (12.1) z H = U = L2(0, 1) oraz z operatorami F = Nf
i G = MNg. Operator A definiujemy jako operator Laplace’a z warunkiem
brzegowym Neumanna, to znaczy

Aψ(ξ) =
d2ψ

dξ2
(ξ), D(A) =

{
ψ ∈ H2(0, 1) :

dψ

dξ
(0) = 0 =

dψ

dξ
(0)

}
.

Operator A jest samosprze֒żony na L2(0, 1), z ortonormalna֒ baza֒ wektorów
w lasnych

en(ξ) =
√

2 cos(πnξ), n ∈ N.

Wiedza֒c to można pokazać w sposób analogiczny jak dla równania z warun-
kiem brzegowym Dirichleta, że lipschitzowskość f i g implikuje warunki (F ) i
(G).



13

Twierdzenia o istnieniu i jednoznaczności

Podamy teraz podstawowe twierdzenie o istnieniu, jedyności i cia֒g lej zależności
od warunku pocza֒tkowego rozwia֒zań równania

dX = (AX + F (X)) dt+G(X)dW, X(0) = x0. (13.1)

Przypomnijmy, że warunki (F ) i (G) zosta ly wprowadzone w poprzednim roz-
dziale.

Twierdzenie 13.1 Za lóżmy, że spe lnione sa֒ za lożenia (F ) i (G). Wówczas:

(i) dla dowolnego warunku pocza֒tkowego x0 ∈ H istnieje z dok ladnościa֒ do
modyfikacji dok ladnie jedno rozwia֒zanie równania (13.1),

(ii)dla dowolnego T <∞ istnieje sta la L, taka że dla dowolnych x0, x1 ∈ H i
rozwia֒zań X(·, x0) i X(·, x1) startuja֒cych odpowiednio z x0 i x1 zachodzi

sup
t∈[0,T ]

E |X(t, x0)−X(t, x1)|2H ≤ L |x0 − x1|2H .

Dowód (i). Dla T < ∞ oznaczmy przez XT przestrzeń wszystkich mierzal-
nych i adoptowalnych procesów Y : [0,∞)×Ω → H , takich że

||Y ||T :=

(
sup
t∈[0,T ]

E |Y (t)|2H

)1/2

<∞.

Dla β ∈ R i Y ∈ XT niech

||Y ||T,β :=

(
sup
t∈[0,T ]

e−βt E |Y (t)|2H

)1/2

.

Oczywíscie (XT , || · ||T ) jest przestrzenia֒ Banacha, || · ||T = || · ||T,0 oraz normy
|| · ||T,β , β ∈ R sa֒ równoważne.

Zauważmy, że na mocy (F ) i (G), dla Y ∈ XT i t ∈ [0, T ] ca lki
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IF (t)(t) :=

∫ t

0

S(t− s)F (Y (s))ds,

JG(t) :=

∫ t

0

S(t− s)G(Y (s))dW (s)

(13.2)

sa֒ dobrze określone.

Zadanie. Pokazać, że dla dowolnego Y ∈ XT , procesy IF (Y ) i JG(Y ) dane
przez (13.2) sa֒ mierzalne i adoptowalne. W tym celu można aproksymować
IF (Y ) i JG(Y ) przez S(1/n)IF (Y ) i S(1/n)JG(Y ).

Dzie֒ki zasadzie kontrakcji Banacha wystarczy pokazać, że dla dowolnego T <
∞ istnieje β ∈ R oraz sta la Kβ,T < 1 takie, że

||IF (Y ) + JG(Y )− IF (Z)− JG(Z)||T,β (13.3)

≤ Kβ,T ||Y − Z||T,β, Y, Z ∈ XT .

W tym celu ustalmy Y, Z ∈ XT . Wówczas

||IF (Y ) + JG(Y )− IF (Z)− JG(Z)||2T,β
≤ 2 ||IF (Y )− IF (Z)||2T,β + 2 ||JG(Y )− JG(Z)||2T,β .

Naste֒pnie, dzie֒ki (F ),

||IF (Y )− IF (Z)||2T,β = sup
t∈[0,T ]

e−βt E

∣∣∣∣
∫ t

0

S(t− s) [F (Y (s))− F (Z(s))] ds

∣∣∣∣
2

H

≤ sup
t∈[0,T ]

e−βt E

(∫ t

0

a(t− s) |Y (s)− Z(s)|H ds
)2

.

Stosuja֒c nierówność Schwarza otrzymamy

∫ t

0

a(t− s)|Y (s)− Z(s)|Hds

≤
(∫ T

0

a(s)ds

)1/2(∫ T

0

|Y (s)− Z(s)|2H a(t− s)ds
)1/2

.

Tak wie֒c, ze sta la֒ c1 =
(∫ T

0 a(s)ds
)1/2

, mamy

||IF (Y )− IF (Y )||2T,β ≤ c1 sup
t∈[0,T ]

e−βt
∫ t

0

a(t− s) E |Y (s)− Z(s)|2Hds

≤ c1 sup
t∈[0,T ]

e−βt
∫ t

0

a(t− s) eβse−βs E |Y (s)− Z(s)|2Hds

≤ c1 ||Y − Z||2T,β sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

a(t− s) e−β(t−s)ds.
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Tak wie֒c
||IF (Y )− IF (Y )||2T,β ≤ C1,β,T ||Y − Z||2T,β

ze sta la֒

C1,β,T =

(∫ T

0

a(s)ds

)1/2 ∫ T

0

a(s) e−βsds.

Podobnie, stosuja֒c najpierw tożsamość izometryczna֒ dla ca lki stochastycznej,
a naste֒pnie warunek (G) otrzymujemy

||JG(Y )− JG(Z)||2T,β

= sup
t∈[0,T ]

e−βt E

∣∣∣∣
∫ t

0

S(t− s) (G(Y (s))−G(Z(s))) dW (s)

∣∣∣∣
2

H

≤ sup
t∈[0,T ]

e−βt E

∫ t

0

‖S(t− s) (G(Y (s))−G(Z(s)))‖2L(HS)(U,H) ds

≤ sup
t∈[0,T ]

e−βt
∫ t

0

b2(t− s) E |Y (s))− Z(s)|2Hds

≤ ||Y − Z||2T,β
∫ T

0

e−βs b2(s)ds.

Tak wie֒c mamy (13.3) ze sta la֒

Kβ,T =

(
2C1,β,T + 2

∫ T

0

e−βs b2(s)ds

)1/2

.

Wystarczy wie֒c zauważyć, że dla β dostatecznie dużego Kβ,T < 1. �

Dowód (ii). Używaja֒c oznaczeń z dowodu pierwszej cze֒ści twierdzenia oraz
(13.3) otrzymujemy

||X(·, x0)−X(·, x1)||2β,T
≤ 2 sup

t∈[0,T ]

e−βt |S(t)(x0 − x1)|2H

+2 ||IF (X(·, x0)) + JG(X(·, x0)) − IF (X(·, x1))− JG(·, x1))||2T,β
≤ 2 sup

t∈[0,T ]

e−βt ||S(t)||2L(H,H)|x0 − x1|2H + 2K2
β,T ||X(·, x0)−X(·, x1)||2T,β .

Dobieraja֒c β dostateczne duże otrzymamy 2K2
β,T < 1/2. Wtedy

||X(·, x0)−X(·, x1)||2β,T ≤ 4 sup
t∈[0,T ]

e−βt ||S(t)||2L(H,H) |x0 − x1|2H ,

co kończy dowód cze֒ści (ii) twierdzenia. �
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Stochastyczne równanie ciep la na odcinku (0,1) z warunkiem brze-
gowym Dirichleta. Powróćmy do przyk ladu omawianego na poprzednim
wyk ladzie. Tak wie֒c dla zadanych f, g : R → R oraz cylindrycznego procesu
Wienera na L2(0, 1) rozważmy naste֒puja֒cy problem Cauchego:






∂X

∂t
(t, ξ) =

∂2X

∂ξ2
(t, ξ) + f(X(t, ξ)) + g(X(t, ξ))

∂W

∂t
(t, ξ),

t > 0, ξ ∈ (0, 1),
X(t, 0) = X(t, 1) = 0, t > 0,
X(0, ξ) = x0(ξ), ξ ∈ (0, 1).

(13.4)

Przypomnijmy, że równanie to interpretujemy jako równanie (13.1) na prze-
strzeni Hilberta L2(0, 1) z

Aψ(ξ) =
d2ψ

dξ2
(ξ), ψ ∈ D(A) = H2(0, 1) ∩H1

0 (0, 1)

oraz

F (ψ)(ξ) = f(ψ(ξ)), G(ψ)[ϕ](ξ) = g(ψ(ξ))ϕ(ξ), ξ ∈ (0, 1), ψ, ϕ ∈ L2(0, 1).

Na poprzednim wyk ladzie pokazalísmy, że jeżeli f i g sa֒ lipschitzowskie, to
odpowiadaja֒ce im wspó lczynniki F iG równania (13.1) spe lniaja֒ za lożenia (F )
i (G). Tak wie֒c z Twierdzenia 13.1 wynika naste֒puja֒cy rezultat o istnieniu i
jedyności rozwia֒zań stochastycznego równania ciep la (13.4).

Twierdzenie 13.2 Za lóżmy, że f i g sa֒ lipschitzowskimi odwzorowaniami R

w R oraz, że W jest cylindrycznym procesem Wienera na L2(0, 1). Wówczas:

(i) dla dowolnego warunku pocza֒tkowego x0 ∈ L2(0, 1) istnieje dok ladnie jedno
rozwia֒zanie X(t, ξ, x0), t ≥ 0, ξ ∈ (0, 1) równania (13.4),

(ii)dla dowolnego T < ∞ istnieje sta la L taka, że dla dowolnych x0, x1 ∈
L2(0, 1) oraz rozwia֒zań X(·, ·, x0) i X(·, ·, x1) startuja֒cych z x0 i x1 mamy

sup
t∈[0,T ]

E

∫ 1

0

|X(t, ξ, x0)−X(t, ξ, x1)|2dξ ≤ L |x0 − x1|2L2(0,1).

Stochastyczne równanie ciep la na odcinku (0,1) z warunkiem brze-
gowym Neumanna. Twierdzenie 13.1 o istnieniu i jednoznaczności rozwia֒-
zań stochastycznego równania ewolucyjnego stosuje sie֒ również do przypadku
równania ciep la z warunkami brzegowymi Neumanna






∂X

∂t
(t, ξ) =

∂2X

∂ξ2
(t, ξ) + f(X(t, ξ)) + g(X(t, ξ))

∂W

∂t
(t, ξ),

t > 0, ξ ∈ (0, 1),
X(0, ξ) = x0(ξ), ξ ∈ (0, 1),
∂X

∂ξ
(t, 0) = 0 =

∂X

∂ξ
(t, 1), t > 0

(13.5)

z bia lym szumem ∂W/∂t na [0,∞) × (0, 1) i lipschitzowskimi f i g, patrz
poprzedni wyk lad. Mamy wie֒c naste֒puja֒cy rezultat.



129

Twierdzenie 13.3 Za lóżmy, że f i g sa֒ lipschitzowskimi odwzorowaniami R

w R oraz, że W jest cylindrycznym procesem Wienera na L2(0, 1). Wówczas:

(i) dla dowolnego warunku pocza֒tkowego x0 ∈ L2(0, 1) istnieje dok ladnie jedno
rozwia֒zanie X(t, ξ, x0), t ≥ 0, ξ ∈ (0, 1) równania (13.5),

(ii)dla dowolnego T < ∞ istnieje sta la L taka, że dla dowolnych x0, x1 ∈
L2(0, 1) oraz rozwia֒zań X(·, ·, x0) i X(·, ·, x1) startuja֒cych z x0 i x1 mamy

sup
t∈[0,T ]

E

∫ 1

0

|X(t, ξ, x0)−X(t, ξ, x1)|2dξ ≤ L |x0 − x1|2L2(0,1).

Stochastyczne równanie z opóźnieniem. Rozważmy równanie z opóźnie-
niem






dx(t) =

(∫ 0

−h
µ(dσ)x(t + σ) + f(x(t))

)
dt+ g(x(t))dW (t),

t ≥ 0
x(σ) = ψ(σ), σ ∈ (−h, 0],

(13.6)

w którym h > 0, µ jest miara֒ na (−h, 0] o wartościach macierzowych M(n×
n), W jest d-wymiarowym procesem Wienera, a f i g sa֒ lipschitzowskimi
odwzorowaniami Rd w odpowiednio Rd i M(n× d).

Równanie to interpretujemy jako (13.1) na przestrzeni stanów

H =:

(
L2(−h, 0; R

n)
Rd

)

z operatorem

A

(
ψ
v

)
=:

(∫ 0

h µ(dσ)ψ(σ)
ψ(0)

)
,

gdzie dziedzina A równa jest

D(A) =

{(
ψ
v

)
: ψ ∈ H2(−h, 0; R

d) i v = ψ(0)

}
,

z U = Rd oraz odwzorowaniami nieliniowymi

F

(
ψ
v

)
=:

(
F̃ (ψ)
v

)
i G

(
ψ
v

)
u =:

(
G̃(ψ)u
v

)
,

gdzie F̃ (ψ)(σ) = f(ψ(σ)) i G̃(ψ)(σ) = g(ψ(σ)). Wówczas (A,D(A)) generuje
C0-pó lgrupe֒ na H . Latwo sprawdzić, że lipschitzowskość f i g gwarantuje
lipschitzowskość F i G, a w konsekwencji warunki (F ) i (G). Tak wie֒c mamy
naste֒puja֒cy wniosek z Twierdzenia 13.1.

Twierdzenie 13.4 Za lóżmy, że f i g sa֒ lipschitzowskimi odwzorowaniami
Rd odp-wiednio w Rd i M(n × d) oraz, że W jest d-wymiarowym procesem
Wienera. Wówczas:
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(i) dla dowolnego warunku pocza֒tkowego x0 ∈ H istnieje dok ladnie jedno roz-
wia֒zanie X(·, x0), t ≥ 0, równania (13.6),

(ii)dla dowolnego T < ∞ istnieje sta la L taka, że dla dowolnych x0, x1 ∈ H
oraz rozwia֒zań X(·, x0) i X(·, x1) startuja֒cych z x0 i x1 mamy

sup
t∈[0,T ]

E |X(t, x0)−X(t, x1)|2H ≤ L |x0 − x1|2H .

13.1 Uwagi bibliograficzne

Abstrakcyjne twierdzenia o istnieniu rozwia֒zań równań ewolucyjnych można
znaleźć mie֒dzy innymi w [9, 10, 26]. Stochastyczne równania paraboliczne sa֒
badane w [5, 3, 20, 26, 33].



14

Stochastyczne równanie falowe

14.1 Twierdzenie Lumera–Phillipsa

Rozdzia l ten poświe֒cony jest stochastycznemu równaniu falowemu. Zaczniemy
od podania pewnego ogólnego faktu dotycza֒cego generatora pó lgrupy kontr-
akcji na przestrzeni Hilberta.

Niech (H, | · |H) be֒dzie ośrodkowa֒ rzeczywista֒ przestrzenia֒ Hilberta oraz
niech (A,D(A)) be֒dzie ujemnie określonym operatorem samosprze֒żonym na
H . Przypomnijmy, że ujemność A oznacza, że 〈Ax, x〉H ≤ 0 dla każdego
x ∈ D(A). Niech

H :=

(
D
(
(−A)1/2

)

H

)
.

Wówczas H z iloczynem skalarnym

〈(
x
y

)
,

(
u
v

)〉

H
:=
〈

(−A)1/2x, (−A)1/2u
〉

H
+ 〈y, v〉H

jest ośrodkowa֒ przestrzenia֒ Hilberta. Niech

A :=

(
0 I
A 0

)
D(A) :=

(
D(A)

D
(
(−A)1/2

)
)
.

Lemat 14.1 (A, D(A)) generuje C0-pó lgrupe֒ kontrakcji na H.

Lemat jest wnioskiem z naste֒puja֒cego twierdzenia. Jego sformu lowanie w po-
staci ogólniejszej bo obejmuja֒cej przypadek generatora na przestrzeni Bana-
cha można znaleźć w ksia֒żce Pazy’ego ([25], str. 13).

Twierdzenie 14.1 (Lumera–Phillipsa) Niech (T,D(T )) be֒dzie operato-
rem na przestrzeni Hilberta (U, | · |U ). Za lóżmy, że T jest ge֒sto określony,
to jest D(T ) = U oraz dysypatywny, to jest 〈Tx, x〉U ≤ 0 dla x ∈ D(T ).
Wówczas, jeżeli dla pewnego λ > 0 obraz Im (λI − T ) jest równy ca lej prze-
strzeni U to (T,D(T )) generuje C0-pó lgrupe֒ kontrakcji na U .
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Dowód Lematu 14.1. Pokażemy, że spe lnione sa֒ za lożenia twierdzenia
Lumera-Phillipsa. Dziedzina D(A) jest ge֒sta w H bo D((−A)1/2) jest ge֒sty
w H . W celu wykazania, że A jest dysypatywny ustalmy

z =

(
x
y

)
∈
(

D(A)
D
(
(−A)1/2

)
)

= D(A).

Wówczas,

〈Az, z〉H =

〈(
y
Ax

)
,

(
x
y

)〉

H
=
〈

(−A)1/2 x, (−A)1/2
〉

H
+ 〈Ax, y〉H = 0.

Pokażemy teraz, że Im (I −A) = H. W tym celu należy pokazać, że dla
dowolnych x ∈ D((−A)1/2 oraz y ∈ H istnieja֒ u ∈ D((−A)1/2) oraz v ∈ H ,
takie że

(I −A)

(
u
v

)
=

(
x
y

)
,

to jest
u− v = x oraz v −Av = y.

Ponieważ A jest ujemnie określony (I−A) jest odwracalny. Tak wie֒c równość
zachodzi dla

v = (I −A)
−1
y oraz u = x+A (I −A)

−1
y.

�

14.2 Przyk lady

Stochastyczne równanie falowe z procesem Wienera o nuklearnej ko-
wariancji. Rozważmy problem Cauchego dla równania falowego na odcinku
(0, 1) z zerowymi warunkami brzegowymi.






∂2X

∂t2
(t, ξ) =

∂2X

∂ξ2
(t, ξ) + f(X(t, ξ)) + g(X(t, ξ))

∂W

∂t
(t, ξ),

t > 0, ξ ∈ (0, 1),
X(t, 0) = X(t, 1) = 0, t > 0,
X(0, ξ) = x0(ξ), ξ ∈ (0, 1),
∂X

∂t
(0, ξ) = y0(ξ), ξ ∈ (0, 1).

(14.1)

W równaniu (14.1) zak ladamy, że W jest procesem Wienera na L2(0, 1) z
nuklearnym operatorem kowariancji, a f i g sa֒ lipschitzowskimi funkcjami z
R w R.
Naszym pierwszym celem jest zapisanie (14.1) w postaci abstrakcyjnej z odpo-
wiednio dobranymi wspó lczynnikami. W tym celu oznaczmy przez A operator
Laplace’a z warunkiem brzegowym Dirichleta, to jest
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Aψ(ξ) =
d2ψ

dξ2
(ξ), D(A) = H2(0, 1) ∩H1

0 (0, 1)

oraz po lóżmy

Z =

(
X
∂X

∂t

)
=

(
X
Y

)
.

Wówczas

∂Z

∂t
(t, ξ) =





∂X

∂t

∂Y

∂t




=




Y
∂2X

∂t2



 .

Tak wie֒c be֒dziemy traktować równanie (14.1) jako równanie

dZ = (AZ + F(Z)) dt+ G(Z)dW, Z(0) = z0 :=

(
x0

y0

)
, (14.2)

na przestrzeni Hilberta

H :=

(
D
(
(−A)1/2

)

L2(0, 1)

)

z operatorem

A :=

(
0 I
A 0

)
, D(A) :=

(
D(A)

D
(
(−A)1/2

)
)

oraz z F i G zdefiniowanymi w naste֒puja֒cy sposób

F
(
x
y

)
=

(
0

F (x)

)
, G

(
x
y

)
ψ =

(
0

G(x)ψ

)
,

F (x)(ξ) = f(x(ξ)), G(x)[ψ](ξ) = g(x(ξ))ψ(ξ).

Tutaj ψ należy do ja֒dra reprodukcyjnego U procesu Wienera, to jest do tej
podprzestrzeni L2(0, 1), na której W jest cylindryczny. Przypomnijmy, że

U = Q1/2
(
L2(0, 1)

)
,

gdzie Q jest operatorem kowariancji W .

Na mocy Lematu 14.1, (A, D(A)) generuje C0-pó lgrupe֒ na H. Pokażemy, że
F : H → F i G : H → L(HS)(U,H) sa֒ lipschitzowskie. Biora֒c pod uwage֒
fakt, że F i G nie zależa֒ od drugiej wspó lrze֒dnej y, wystarczy pokazać, że
odwzorowania

F : D
(

(−A)1/2
)
→ L2(0, 1)

oraz
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G(·)Q1/2 : D
(

(−A)1/2
)
→ L(HS)

(
L2(0, 1), L2(0, 1)

)

sa֒ lipschitzowskie. Ponieważ F jako odwzorowanie z L2(0, 1) w L2(0, 1) jest
lipschitzowskie, jest ono lipschitzowskie z D

(
(−A)1/2)

)
w L2(0, 1) jako, że

D
(
(−A)1/2)

)
wk lada sie֒ w sposób cia֒g ly w L2(0, 1). Aby pokazać lipschit-

zowskość wspó lczynnika dyfuzji ustalmy ortonormalna֒ baze֒ {en} przestrzeni
L2(0, 1). Wówczas dla dowolnego x ∈ L2(0, 1),

∑

n

|G(x)Q1/2en|2L2(0,1) =
∑

n∈N

∫ 1

0

∣∣∣g(x(ξ))
(
Q1/2en

)
(ξ)
∣∣∣
2

dξ

≤ |g(x)|2L∞(0,1)||Q1/2||2L(HS)(L2(0,1),L2(0,1)).

Podobnie dla x, y ∈ L2(0, 1),

∑

n

|(G(x) −G(y))Q1/2en|2L2(0,1)

≤ |g(x)− g(y)|2L∞(0,1)||Q1/2||2L(HS)(L2(0,1),L2(0,1)).

Tak wie֒c dowód lipschitzowskości G(·)Q1/2 be֒dzie zakończony gdy pokażemy,
że odwzorowanie

D((−A)1/2) ∋ x→ Ng(x) ∈ L∞(0, 1)

jest dobrze określone i lipschitzowskie. Wiadomo, że D
(
(−A)1/2

)
= H1

0 (0, 1).
Naste֒pnie H1

0 (0, 1) →֒ C([0, 1]). Wynika to z faktu, że dla ψ ∈ H1
0 (0, 1) mamy

ψ(ξ) =

∫ ξ

0

ψ′(η)dη, gdzie ψ′ ∈ L2(0, 1).

Teraz lipschitzowskość g implikuje lipschitzowskość odwzorowania

C([0, 1]) ∋ x→ Ng(x) ∈ C([0, 1]) →֒ L∞(0, 1).

Pokazalísmy wie֒c, że dla równania (14.1) spe lnione sa֒ za lożenia twierdzenia o
istnieniu i jedyności rozwia֒zań stochastycznego równania ewolucyjnego. Tak
wie֒c z ogólnego twierdzenia wnioskujemy naste֒puja֒cy fakt.

Twierdzenie 14.2 Za lóżmy, że f i g sa֒ lipschitzowskimi odwzorowaniami R

w R oraz, że W jest procesem Wienera na L2(0, 1) z nuklearnym operatorem
kowariancji. Niech A bedzie operatorem Laplace’a na L2(0, 1) z warunkiem
brzegowym Dirichleta. Wówczas dla dowolnego warunku pocza֒tkowego

z0 =

(
x0

y0

)
∈ H =

(
D
(
(−A)1/2

)

L2(0, 1)

)

istnieje dok ladnie jedno rozwia֒zanie równania (14.1), rozumiane jako rozwia֒-
zanie równania ewolucyjnego (14.2). Ponadto dla dowolnego T < ∞ istnieje
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sta la L, taka że dla dowolnych z0, z1 ∈ H rozwia֒zania Z(·, z0) i Z(·, z1) star-
tuja֒ce z z0 i z1 spe lniaja֒

sup
t∈[0,T ]

E |Z(t, z0)− Z(t, z1)|2H ≤ L |z0 − z1|2H.

Stochastyczne równanie falowe na (0,1) z cylindrycznym procesem
Wienera na L2(0,1). Rozważmy problem






∂2X

∂t2
(t, ξ) =

∂2X

∂ξ2
(t, ξ) + f(X(t, ξ)) + g(X(t, ξ))

∂W

∂t
(t, ξ),

t > 0, ξ ∈ (0, 1),
X(t, 0) = X(t, 1) = 0, t > 0,
X(0, ξ) = x0(ξ), ξ ∈ (0, 1),
∂X

∂t
(0, ξ) = y0(ξ), ξ ∈ (0, 1).

(14.3)

Równanie (14.3) różni sie֒ od (14.1) tylko tym, że teraz W jest cylindrycznym
procesem Wienera na L2(0, 1). Nietrudno pokazać, że w tym przypadku za lo-
żenie (G) nie jest spe lnione dla G iH zdefiniowanych jak w przyk ladzie równa-
nia z szumem o nuklearnej kowariancji. Pokażemy, że rozwia֒zanie istnieje na
innej wie֒kszej przestrzeni stanów K ←֓ H. Ponieważ problem (14.3), jak i
(14.1) jest nieliniowy, X musi przyjmować wartości funkcyjne. Tak wie֒c be֒-
dziemy poszukiwać rozwia֒zania na przestrzeni

K =

(
L2(0, 1)
H

)
,

gdzie H jest tak dobrana֒ przestrzenia֒ Hilberta dystrybucji aby

L2(0, 1) = D
(

(−A)1/2
)

dla operatora Laplace’a A na H .

W celu zdefiniowania H przypomnijmy, że

en(ξ) =
√

2 sin(πnξ), n ∈ N, ξ ∈ (0, 1)

jest ortonormalna֒ baza֒ L2(0, 1) z lożona֒ z wektorów w lasnych operatora La-
place’a z warunkiem brzegowym Dirichleta. Ponadto {−λn}, gdzie λn = π2n2

jest odpowiadaja֒cym {en} cia֒giem wartości w lasnych. Zdefinujemy H jako
odpowiednia֒ przestrzeń szeregów formalnych

∑
n γnen. Mianowicie k ladziemy

H =

{
∑

n

γnen :
∑

n

λ−1
n γ2

n <∞
}
.

Wówczas H z iloczynem skalarnym
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〈
∑

n

γnen,
∑

n

βnen

〉

H

:=
∑

n

λ−1
n γnβn

jest ośrodkowa֒ przestrzenia֒ Hilberta. Na H definiujemy operator A k lada֒c

A
∑

n

γnen =
∑

n

γnAen = −
∑

n

λnγnen.

Oczywíscie

D(A) =

{
∑

n

γnen : −A
∑

n

γnen ∈ H
}

=

{
∑

n

γnen :
∑

n

λnγnen ∈ H
}

=

{
∑

n

γnen :
∑

n

λnγ
2
n <∞

}
.

Nietrudno pokazać, że tak zdefiniowany operator jest samosprze֒żony i ujemnie
określony. Ponieważ

(−A)1/2en = λ1/2
n en, n ∈ N,

mamy

D
(

(−A)1/2
)

=

{
∑

n

γnen : (−A)1/2
∑

n

γnen ∈ H
}

=

{
∑

n

γnen :
∑

n

γn(−A)1/2en ∈ H
}

=

{
∑

n

γnen :
∑

n

γnλ
1/2
n en ∈ H

}

=

{
∑

n

γnen :
∑

n

γ2
n <∞

}

= L2(0, 1).

Jak w poprzednim przyk ladzie be֒dziemy zak ladali, że f, g : R→ R sa֒ lipschi-
tzowskie. Traktujemy (14.3) jako równanie (14.2) na K. Pokażemy, że odpo-
wiadaja֒ce f i g odwzorowania F i G sa֒ lipschitzowskie odpowiednio z K → K
oraz K → L(HS)(L

2(0, 1),K). Lipschitzowskość F wynika z lipschitzowskości

F (x)(ξ) = f(x(ξ))

z L2(0, 1) w L2(0, 1). Aby pokazać lipschitzowskość G wystarczy pokazać lip-
schitzowskość odwzorowania
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G(x)[ψ](ξ) = g(x(ξ))ψ(ξ), x, ψ ∈ L2(0, 1), ξ ∈ (0, 1)

z przestrzeni L2(0, 1) w L(HS)

(
L2(0, 1), H

)
. Niech x ∈ L2(0, 1). Niech {en}

be֒dzie orthonormalna֒ baza֒ L2(0, 1) wektorów w lasnych A. Wówczas

∑

n

|G(x)en|2H =
∑

n

∣∣∣∣∣
∑

k

〈G(x)en, ek〉L2(0,1)ek

∣∣∣∣∣

2

H

=
∑

n

∑

k

λ−1
k 〈G(x)en, ek〉2L2(0,1)

=
∑

n

∑

k

λ−1
k 〈en, G(x)ek〉2L2(0,1)

=
∑

k

λ−1
k |G(x)ek|2L2(0,1)

≤ 2
∑

k

λ−1
k

∫ 1

0

|g(x(ξ))|2dξ,

ponieważ |ek(ξ)| ≤
√

2, k ∈ N, ξ ∈ (0, 1). Podobnie dla x, y ∈ L2(0, 1),

∑

n

|(G(x) −G(y))en|2H ≤ 2
∑

k

λ−1
k

∫ 1

0

|g(x(ξ)) − g(y(ξ))|2dξ.

Tak wie֒c lipschitzowskość G wynika z lipschitzowskości g oraz z sumo-
walności szeregu

∑
λ−1
n . W konsekwencji, z twierdzenia o istnieniu i jedyności

rozwia֒zań stochastycznego równania ewolucyjnego wnioskujemy naste֒puja֒cy
fakt.

Twierdzenie 14.3 Za lóżmy, że f i g sa֒ lipschitzowskimi odwzorowaniami R

w R oraz, że W jest cylindrycznym procesem Wienera na L2(0, 1). Wówczas
dla dowolnego warunku pocza֒tkowego z0 ∈ K istnieje dok ladnie jedno rozwia֒-
zanie równania (14.3) przyjmuja֒ce wartości w K.

14.3 Uwagi bibliograficzne

Wie֒cej informacji o stochastycznym równaniu falowym można znaleźć mie֒dzy
innymi w [6, 7, 9, 10, 17, 18, 27, 31, 33].
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Równania z szumem na brzegu

15.1 Abstrakcyjne sformu lowanie

Rozdzia l poświe֒cony be֒dzie równaniu rze֒du drugiego z niejednorodnymi wa-
runkami brzegowymi. Za lóżmy, że O ⊂ Rd jest obszarem ograniczonym,

A =
∑

|α|≤2

aα(ξ)
∂|α|

∂ξα
, ξ ∈ O

jest operatorem rze֒du drugiego na O oraz

τ =
∑

|α|≤1

bα(ξ)
∂|α|

∂ηα
, ξ ∈ O

jest operatorem rze֒du pierwszego.

Be֒dziemy badali naste֒puja֒cy problem





∂X

∂t
(t, ξ) = AX(t, ξ) + f(X(t, ξ)), t > 0, ξ ∈ O,

X(0, ξ) = x0(ξ), ξ ∈ O,
τX(t, η) = Ẇ (t, η) =

∂W

∂t
(t, η), t > 0, η ∈ ∂O,

(15.1)

gdzie f : R → R jest funkcja֒ lipschitzowska֒, x0 ∈ L2(O), a W jest procesem
Wienera (cylindrycznym lub z nuklearnym operatorem kowariancji) na L2(O).
Pokażemy, że (15.1) można be֒dzie traktować jako stochastyczne równanie cza֒-
stkowe z jednorodnym warunkiem brzegowym i odpowiednio dobranym wspó l-
czynnikiem dyfuzji.

Be֒dziemy zak ladali naste֒puja֒ce warunki na A, τ oraz obszar O.

(i) Operator A z dziedzina֒ D = {ψ ∈ H2(O) : τψ = 0} generuje C0-pó lgrupe֒
S na L2(O). Aby unikna֒ć omy lek be֒dziemy oznaczać przez A0 restrykcje֒
A do D(A0) = D, a wie֒c i generator pó lgrupy S.
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(ii) Istnieja֒ λ ∈ R oraz cia֒g ly operator liniowy Dτ,λ ∈ L
(
L2(∂O), L2(O)

)
,

takie że
ImDτ,α ⊂ H2(O)

oraz dowolnego ψ ∈ L2(O), v = Dτ,αψ jest rozwia֒zaniem problemu

Av(ξ) = λv(ξ), ξ ∈ O oraz τv(η) = ψ(η), η ∈ ∂O.

Wyprowadzimy równanie stochastyczne na X zaste֒puja֒c najpierw proces Ẇ
o wartościach dystrybucyjnych przez proces V regularny po zmiennych t i η.
Za lóżmy, że Z jest rozwia֒zaniem problemu






∂Z

∂t
(t, ξ) = AZ(t, ξ) + f(Z(t, ξ)), t > 0, ξ ∈ O,

Z(0, ξ) = x0(ξ), ξ ∈ O,
τZ(t, η) = V (t, η), t > 0, η ∈ ∂O.

Wówczas
Y := Z −Dτ,λV

spe lnia

τY (t, η) = τZ(t, η)− τDτ,λV (t, η) = 0, η ∈ ∂O, t > 0.

Ponadto
Y (0, ξ)− x0(ξ)−Dτ,λV (0, ξ), ξ ∈ O

oraz, dla t > 0 i ξ ∈ O mamy

∂Y

∂t
(t, ξ) =

∂Z

∂t
(t, ξ)− ∂Dτ,λV

∂t
(t, ξ)

= AZ(t, ξ) + f(Z(t, ξ))−ADτ,λV (t, ξ) + λDτ,λV (t, ξ)

−∂Dτ,λV

∂t
(t, ξ)

= A0Y (t, ξ) + f(Z(t, ξ)) + λDτ,λV (t, ξ)− ∂Dτ,λV

∂t
(t, ξ).

Wie֒c Y jest rozwia֒zaniem problemu






∂Y

∂t
(t, ξ) = A0Y (t, ξ) + f(Z(t, ξ)) + λDτ,λV (t, ξ)− ∂Dτ,λV

∂t
(t, ξ),

t > 0, ξ ∈ O,
Y (0, ξ) = x0(ξ)−Dτ,λV (0, ξ), ξ ∈ O,
τY (t, η) = 0, t > 0, η ∈ ∂O.

Spe lnia wie֒c równanie ca lkowe

Y (t) = S(t)(x0 −Dτ,λV (0))

+

∫ t

0

S(t− s)
{
F (Z(s)) + λDτ,λV (s)− ∂Dτ,λV

∂s
(s)

}
ds,
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gdzie
F (z)(ξ) = f(z(ξ)), z ∈ L2(O), ξ ∈ O.

Ca lkuja֒c przez cze֒ści otrzymujemy

−
∫ t

0

S(t− s)∂Dτ,λV

∂s
(s)ds

= −Dτ,λV (t) + S(t)Dτ,λV (0)−
∫ t

0

A0S(t− s)Dτ,λV (s)ds.

Tak wie֒c Z spe lnia

Z(t) = S(t)x0 +

∫ t

0

S(t− s)F (Z(s))ds+

∫ t

0

(λ−A0)S(t− s)Dτ,λV (s)ds.

Wstawiaja֒c teraz V = Ẇ otrzymujemy równanie ca lkowe na rozwia֒zanie sto-
chastycznego problemu (15.1),

X(t) = S(t)x0 +

∫ t

0

S(t− s)F (X(s))ds+

∫ t

0

(λ−A0)S(t− s)Dτ,λdW (s).

(15.2)
Tak wie֒c nieformalnie X jest rozwia֒zaniem stochastycznego równania ewolu-
cyjnego

dX = (A0X + F (X)) dt+ (λ−A0)Dτ,λdW.

Tutaj zród lem nieformalności jest fakt, że operator (λ−A0)Dτ,λ jest niecia֒g ly
z L2(∂O) w L2(O).
Mamy naste֒puja֒ce twierdzenie dotycza֒ce istnienia rozwia֒zań (15.1).

Twierdzenie 15.1 Niech W be֒dzie procesem Wienera na L2(∂O) z ja֒drem
reprodukcyjnym U , oraz niech f : R→ R be֒dzie funkcja֒ lipschitzowska֒. Jeżeli

∫ t

0

‖(λ−A0)S(s)Dτ,λ‖2L(HS)(U,L2(O)) ds <∞ dla t > 0, (15.3)

to dla dowolnego x0 ∈ L2(O) istnieje dok ladnie jeden proces mierzalny adop-
towalny X o wartościach w L2(O), taki że dla każdego T <∞,

sup
t∈[0,T ]

E |X(t)|2L2(O) = sup
t∈[0,T ]

E

∫

O
|X(t, ξ)|2dξ <∞, (15.4)

który spe lnia równanie ca lkowe (15.2). Proces X nazywamy rozwia֒zaniem pro-
blemu (15.1).

Zauważmy, że (15.3) jest warunkiem koniecznym i dostatecznym na to aby
ca lka stochastyczna

I(t) =

∫ t

0

(λ−A0)S(t− s)Dτ,λdW (s), t ∈ [0,∞)
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wyste֒puja֒ca w (15.2) by la dobrze zdefiniowanym mierzalnym i adoptowalnym
procesem w L2(O) spe lniaja֒cym

sup
t∈[0,T ]

E |I(t)|2L2(O) <∞ dla T <∞.

Tak wie֒c twierdzenie dowodzi sie֒ prosto używaja֒c metody punklu sta lego
Banacha w przestrzeniach XT , T <∞, procesów mierzalnych, adoptowalnych
i spe lniaja֒cych (15.4).

15.2 Przyk lady

Stochastyczne równanie ciep la na odcinku. Za lóżmy, że O = (0, 1).
Wówczas ∂O = {0, 1}. Tak wie֒c L2(O) identyfikujemy z R2, a każdy proces
Wienera W na L2(∂O) jest postaci W = (W0,W1), gdzie W0,W1 sa֒ dwoma
zależnymi lub niezależnymi rzeczywistymi procesami Wienera. Dla danej funk-
cji lipschitzowskiej f : R → R, oraz warunku pocza֒tkowego x0 ∈ L2(0, 1),
szukamy rozwia֒zań problemu brzegowego Dirichleta






∂X

∂t
(t, ξ) =

∂2X

∂ξ2
(t, ξ) + f(X(t, ξ)), t > 0, ξ ∈ (0, 1),

X(0, ξ) = x0(ξ), ξ ∈ (0, 1),

X(t, 0) = Ẇ0(t), X(t, 1) = Ẇ1(t), t > 0

(15.5)

oraz problemu brzegowego Neumanna






∂X

∂t
(t, ξ) =

∂2X

∂ξ2
(t, ξ) + f(X(t, ξ)), t > 0, ξ ∈ (0, 1),

X(0, ξ) = x0(ξ), ξ ∈ (0, 1),
∂X

∂ξ
(t, 0) = Ẇ0(t),

∂X

∂ξ
(t, 1) = Ẇ1(t), t > 0.

(15.6)

Oznaczmy przez τD i τN odpowiednie operatory brzegowe, to jest

τDv = (v(0), v(1)) oraz τNv =

(
dv

dξ
(0),

dv

dt
(1)

)
.

Dla problemu Dirichleta przyjmijmy λ = 0. Wówczas DτD = DτD,0 wyliczamy
naste֒puja֒co. Dla zadanego w = (w0, w1) ∈ R2, v = DτDw jest rozwia֒zaniem
problemu

d2v

dξ2
(ξ) = 0 dla ξ ∈ (0, 1) oraz v(0) = w0, v(1) = w1.

Oczywíscie, każde rozwia֒zanie równania

d2v

dξ2
(ξ) = 0 dla ξ ∈ (0, 1)
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jest funkcja֒ afiniczna֒. Tak wie֒c

DτD (w)(ξ) = w0 + (w1 − w0)ξ, ξ ∈ (0, 1).

Inaczej
DτD(w) = w0ψ0 + (w1 − w0)ψ1 ,

ψ0(ξ) = 1, ψ1(ξ) = ξ, ξ ∈ (0, 1).
(15.7)

Dla problemu Neumanna wybieramy λ = 1. Wówczas DτN = DτN ,1 wyli-
czamy w podobny sposób jak DτD . Mianowicie, dla zadanego w = (w0, w1) ∈
R2, v = DτNw jest rozwia֒zaniem problemu

d2v

dξ2
(ξ) = v(ξ) dla ξ ∈ (0, 1) oraz

dv

dξ
(0) = w0,

dv

dξ
(1) = w1.

Ponieważ każde rozwia֒zanie równania

d2v

dξ2
(ξ) = v(ξ) dla ξ ∈ (0, 1)

jest funkcja֒ postaci aϕ0 + bϕ1, gdzie

ϕ0(ξ) = e−ξ oraz ϕ1(ξ) = eξ ξ ∈ (0, 1), (15.8)

otrzymujemy

DτN (w) =
ew0 − w1

e−1 − e ϕ0 +
e−1w0 − w1

e−1 − e ϕ1. (15.9)

Mamy naste֒puja֒ce twierdzenie.

Twierdzenie 15.2 (i) Dla problemu brzegowego Dirichleta warunek (15.3)
jest spe lniony wtedy i tylko wtedy gdy W = 0. Tak wie֒c problem (15.5) nie ma
rozwia֒zań w L2(0, 1) gdy W 6= 0.
(ii) Dla problemu brzegowego Neumanna warunek (15.3) zachodzi dla dowol-
nego procesu Wienera. Tak wie֒c dla problemu (15.6) istnieje dok ladnie jedno
rozwia֒zanie be֒da֒ce procesem w L2(0, 1).

Dowód (i). Niech AD be֒dzie operatorem Laplace’s z warunkami brzegowymi
Dirichleta, oraz niech SD be֒dzie pó lgrupa֒ generowana֒ przez AD. Tak wie֒c A0

w abstrakcyjnym sformuowaniu zaste֒pujemy przez AD.

Za lóżmy, że W 6= 0. Wówczas ja֒dro reprodukcyjne U procesu W jest nieze-
rowa֒ podprzestrzenia֒ R2. Istnieje wie֒c w = (w0, w1) ∈ U taki, że |w|U = 1.
Ponieważ

l(t) :=

∫ t

0

|ADSD(s)DτDw|2L2(0,1)ds ≤
∫ t

0

||ADSD(s)DτD ||2L(HS)(U,L2(0,1))ds

wystarczy pokazać, że l(t) =∞ dla t > 0. Z (15.7) otrzymujemy
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l(t) =

∫ t

0

|ADSD(s) (w0ψ0 + (w1 − w0)ψ1)|2L2(0,1) ds.

Niech {en}, en(ξ) =
√

2 sin(πnξ) be֒dzie ortonormalna֒ baza֒ wektorów w la-
snych AD. Wówczas dla dowolnego ψ ∈ L2(0, 1),

∫ t

0

|ADSD(s)ψ|2L2(0,1) ds =
∑

n

∫ t

0

〈ADSD(s)ψ, en〉2L2(0,1)ds

=
∑

n

∫ t

0

〈ψ,ADSDt)en〉2L2(0,1)ds

=
∑

n

〈ψ, en〉2L2(0,1)

∫ t

0

e−2π2n2sπ4n4ds

=
∑

n

〈ψ, en〉2L2(0,1)π
2n2 1

2

(
1− e−2π2n2t

)
.

Tak wie֒c I(t) < ∞ dla każdego, lub co jest równoważne dla pewnego t > 0,
wtedy i tylko wtedy gdy

l :=
∑

n

π2n2〈w0ψ0 + (w1 − w0)ψ1, en〉2L2(0,1) <∞.

Ponieważ, {−λn}, λn = π2n2 jest cia֒giem wartości w lasnych AD, otrzymu-
jemy

l =
∣∣∣(−AD)1/2 (w0ψ0 + (w1 − w0)ψ1)

∣∣∣
2

L2(0,1)

= |w0ψ0 + (w1 − w0)ψ1|2D((−AD)1/2) .

Ponieważ, patrz [9], str. 401, D((−AD)1/2) = H1
0 (0, 1), wystarczy pokazać, że

w0ψ0 + (w1 − w0)ψ1 6∈ H1
0 (0, 1).

Wynika to z faktu, że funkcje z H1
0 (0, 1) zeruja֒ sie֒ na brzegu odcinka (0, 1), a

w0ψ0(0) + (w1 − w0)ψ1(0) = w0 oraz w0ψ0(1) + (w1 − w0)ψ1(1) = w1.

Oczywíscie, używaja֒c elementarnych rachunków, można również pokazać, że
l =∞. �

Dowód (ii). Niech AN oznacza operator Laplace’a z warunkiem brzegowym
Neumanna oraz niech SN be֒dzie pó lgrupa֒ generowana֒ przez AN . Niech ǫ0 =
(1, 0), ǫ1 = (0, 1). Ponieważ ja֒dro reprodukcyjne U procesu W jest podprze-
strzenia֒ R2 istnieje sta la C taka, że

J(t) : =

∫ t

0

||ANSN (s)DτN ||2L(HS)(U,L2(0,1))ds

≤ C
∑

i=0,1

∫ t

0

|ANSN (s)DτN ǫi|2L2(0,1)ds.
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Mamy pokazać, że J(t) < ∞ dla t > 0. Biora֒c pod uwage (15.9) wystarczy
pokazać, że

∫ t

0

|ANSN (s)ϕi|2L2(0,1)ds <∞, i = 0, 1, t > 0,

gdzie ϕi, i = 0, 1 sa֒ dane przez (15.8). Rozumuja֒c jak w dowodzie pierwszej
cześci twierdzenia wystarczy pokazać, że

∑

n

π2n2〈ϕi, fn〉2L2(0,1) <∞, i = 0, 1, (15.10)

gdzie fn(ξ) =
√

2 cos(πnξ), n ∈ N jest baza֒ ortonormalna֒ L2(0, 1) z lożona֒
z wektorów w lasnych AN . Oczywíscie {−nπ} jest cia֒giem odpowiadaja֒cych
wartości w lasnych. Używaja֒c elementarnych rachunków można sprawdzić, że
zachodzi (15.10). Można też użyć naste֒puja֒cych argumentów. Oszacowania
(15.10) sa֒ równoważne stwierdzeniu, że

ϕ0, ϕ1 ∈ D((−AN )1/2).

Ponieważ, patrz [9], str.401, D((−AN )1/2) = H1(0, 1) wystarczy pokazać, że

ϕ0, ϕ1 ∈ H1(0, 1).

Wynika to z faktu, że ϕ0, ϕ1 sa֒ funkcjami g ladkimi i w H1(0, 1) nie mamy
ukrytego warunku brzegowego. �

15.3 Uwagi bibliograficzne

Rozdzia l oparty by l na Rozdziale 13 ksia֒żki [10]. Równania z niejednorodnymi
warunkami brzegowymi Dirichleta i Neumanna sa֒ badane w [32]. Wie֒cej na
temat równań z szumem na brzegu można znaleźć w [22].
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Procesy Wienera w przestrzeni dystrybucji

Przyk lady rozważane w poprzednich rozdzia lach poświe֒cone by ly równaniom
w obszarze ograniczonym (przeważnie w (0, 1)). W przypadku równań na
nieograniczonym obszarze wyste֒puja֒ pewne specyficzne trudności. Mianowi-
cie ca lka stochastyczna jest dobrze określona gdy jej integrant jest procesem
o wartościach w przestrzeni operatorów Hilberta–Schmidta. By lo to zagwa-
rantowane przez za lożenie nuklearności operatora kowariancji procesu W lub
przez za lożenie ∫ 1

0

||S(t)||2L(HS)(L2,L2)dt <∞.

Gdy obszar jest nieograniczony to S nie jest nawet zwarta. Wie֒c

S(t) 6∈ L(HS)(L
2, L2).

Z drugiej strony okazuje sie֒, że za lożenie nuklearności szumu jest nienatu-
ralne. W szczególności eliminuje wszystkie procesy stacjonarne po zmiennej
przestrzennej.

Be֒dziemy zajmowali sie֒ procesem Wienera W o wartościach dystrybucyjnych.
W tym celu przypomnijmy najpierw podstawowe poje֒cia teorii dystrybucji i
analizy harmonicznej.

16.1 Podstawowe oznaczenia

Przez S(Rd) i S(Rd; C) oznaczać be֒dziemy przestrzenie funkcji nieskończenie
wiele razy różniczkowalnych, o wartościach odpowiednio rzeczywistych i ze-
spolonych, takich że

pn(ψ) := sup
ξ∈Rd

sup
|α|≤n

(1 + |ξ|2)n
∣∣∣∣
∂|α|ψ

∂ξα
(ξ)

∣∣∣∣ <∞, n ∈ N.
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Na S(Rd) i S(Rd; C) rozważamy topologie֒ zadana֒ przez rodzine֒ {pn; n ∈
N}. Naste֒pnie przestrzenie dystrybucji temperowanych S′(Rd) i S′(Rd; C) to
przestrzenie dualne odpowiednio do S(Rd) i S(Rd; C). Przez 〈ζ, ψ〉 be֒dziemy
oznaczać wartość dystrybucji ζ na funkcji próbnej ψ. Każda֒ miara֒ borelowska֒
zespolona֒ lub rzeczywista֒ µ na Rd o wariancji ||µ|| taka֒, że

∫

Rd

(1 + |ξ|2)−n||µ(dξ)|| <∞ dla pewnego n ∈ N

utożsamiamy z dystrybucja֒ k lada֒c

〈µ, ψ〉 =

∫

Rd

ψ(ξ)µ(dξ).

Miare֒ ta֒ nazywamy miara֒ temperowana֒. Oczywíscie każda funkcja mierzalna
ζ o wzroście co najwyżej wielomianowym jest ge֒stościa֒ miary temperowanej.
Wtedy ζ traktujemy jako miare֒ temperowana֒, a wie֒c element S′(Rd), lub gdy
ζ jest o wartościach zespolonych S′(Rd; C). Ponadto

〈ζ, ψ〉 =

∫

Rd

ψ(ξ)ζ(ξ)dξ.

Przez Fψ lub ψ̂ be֒dziemy oznaczać transformacje Fouriera funkcji próbnej ψ,

Fψ(η) =
1

(2π)d/2

∫

Rd

e−2πηξψ(ξ)dξ,

gdzie

ξη =

d∑

i=1

ξiηi, ξ, η ∈ R
d.

Naste֒pnie definujemy Fζ dla dystrybucji ζ, k lada֒c

〈Fζ, ψ〉 = 〈ζ,F−1ψ〉, ψ ∈ S(Rd; C),

gdzie

F−1ψ(η) =
1

(2π)d/2

∫

Rd

e2πηξψ(ξ)dξ

jest transformacja֒ odwrotna֒ do F . Wiadomo, że F jest bijekcja֒ na S(Rd; C),
oraz izomertia֒ na L2(Rd; C).

16.2 Proces Wienera o wartościach dystrybucyjnych

Za lóżmy, że
A = (Ω,F, (Ft)t≥0,P)

jest filtrowana֒ przestrzenia֒ probabilistyczna֒.
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Definicja 16.1 Proces W : Ω×[0,∞)→ S′(Rd) jest procesem Wienera wtedy
i tylko wtedy, gdy:

(i) W jest mierzalny, to znaczy dla dowolnego ψ ∈ S(Rd), t→ 〈W (t), ψ〉 jest
mierzalnym procesem o wartościach rzeczywistych.

(ii)W jest gaussowski, to znaczy dla dowolnych N ∈ N, t1, . . . , tN ∈ [0,∞)
oraz ψ1, . . . , ψN ∈ S(Rd), wektor losowy

(〈W (t1), ψ1〉, . . . , 〈W (tN ), ψN 〉)
jest gaussowski w RN .

(iii) Dla dowolnej funkcji próbnej ψ ∈ S(Rd) proces t → 〈W (t), ψ〉 jest rze-
czywistym procesem Wienera wzgle֒dem filtracji (Ft).

Lemat 16.1 Niech W be֒dzie procesem Wienera w S′(Rd). Wówczas ist-
nieje cia֒g la symetryczna i dodatnio określona forma dwuliniowa Q : S(Rd)×
S(Rd)→ R, taka że

E 〈W (t), ψ〉〈W (s), ϕ〉 = t ∧ sQ(ψ, ϕ), ∀ψ, ϕ ∈ S(Rd).

Dowód. Niech Γ : [0,∞)× [0,∞)×S(Rd)×S(Rd)→ R be֒dzie dane formu la֒

Γ (t, s, ψ, ϕ) := E 〈W (t), ψ〉〈W (s), ϕ〉, t, s ≥ 0, ψ, ϕ ∈ S(Rd).

Oczywíscie przy ustalonych t i s, Γ jest forma֒ dwuliniowa֒ na S(Rd). Mamy
pokazać, że

Γ (t, s, ψ, ϕ) = t ∧ sQ(ψ, ϕ)

z forma֒ Q spe lniaja֒ca֒ teze֒ lematu. Ustalmy ψ, ϕ ∈ S(Rd) oraz t ≥ s ≥ 0.
Ponieważ

E 〈W (t)−W (s), ψ〉〈W (s), ϕ〉 = E (E (〈W (t)−W (s), ψ〉〈W (s), ϕ〉 | Fs)) = 0,

otrzymujemy

E 〈W (t), ψ〉〈W (s), ϕ〉 = E 〈W (t) −W (s) +W (s), ψ〉〈W (s), ϕ〉
= E 〈W (s), ψ〉〈W (s), ϕ〉

=
1

4

{
E 〈W (s), ψ + ϕ〉2 − E 〈W (s), ψ − ϕ〉2

}

=
s

4

{
E 〈W (1), ψ + ϕ〉2 − E 〈W (1), ψ − ϕ〉2

}

=
s

4
{Γ (1, ψ + ϕ)− Γ (1, ψ − ϕ〉)} .

Tak wie֒c wystarczy zauważyć, że

Q(ψ, ϕ) =
1

4
{Γ (1, ψ + ϕ)− Γ (1, ψ − ϕ〉)}

ma ża֒dane w lasności. �

Forme֒ Q wyste֒puja֒ca֒ w tezie lematu nazywać be֒dziemy forma֒ kowariancji
W .
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16.3 Jednorodny proces Wienera

Definiujemy grupe֒ translacji {τx}x∈Rd przestrzeni S(Rd) k lada֒c

τxψ(ξ) = ψ(x + ξ), ψ ∈ S(Rd), x, ξ ∈ R
d.

Naste֒pnie rozszerzamy {τx} na S′(Rd) k lada֒c

〈τxζ, ψ〉 = 〈ζ, τ−xψ〉, ψ ∈ S(Rd).

Definicja 16.2 Proces Wienera W o wartościach w S′(Rd) jest jednorodny
gdy dla dowolnego t ≥ 0, rozk lad L(W (t)) w S′(Rd) jest niezmienniczy ze
wzgle֒du na grupe֒ translacji {τx}, to znaczy, gdy dla dowolnego zbioru bore-
lowskiego X ⊂ S′(Rd) zachodzi

L(W (t))(X ) := P (W (t) ∈ X ) = P
(
W (t) ∈ τ−1

x X
)

= L(W (t))(τ−1
x X )

=: τx ∗ L(W (t))(X ), x ∈ R
d .

Mamy naste֒puja֒ca֒ charakteryzacje֒ jednorodnego procesu Wienera w termi-
nach jego formy kowariancji.

Lemat 16.2 Niech W be֒dzie procesem Wienera w S′(Rd) o formie kowarian-
cji Q. Wówczas W jest jednorodny wtedy i tylko wtedy gdy Q jest niezmien-
niczy ze wzgle֒du na grupe֒ {τx}, to znaczy gdy

Q(ψ, ϕ) = Q(τxψ, τxϕ), ∀x ∈ R
d, ∀ψ, ϕ ∈ S(Rd).

Dowód. Ustalmy ψ, ϕ ∈ S(Rd) oraz x ∈ Rd. Jeżeli W jest jednorodny, to

Q(ψ, ϕ) = E 〈W (1), ψ〉〈W (1), ϕ〉 =

∫

S′(Rd)

〈ζ, ψ〉〈ζ, ϕ〉L(W (1))(dζ)

=

∫

S′(Rd)

〈ζ, ψ〉〈ζ, ϕ〉τx ∗ L(W (1))(dζ) = E 〈W (1), τxψ〉〈W (1), τxϕ〉

= Q(τxψ, τxϕ),

co dowodzi konieczności warunku. Aby pokazać jego dostateczność, za lóżmy
teraz, że Q jest niezmiennicze ze wzgle֒du na translacje. Wówczas dla dowol-
nych t ≥ 0, x ∈ Rd oraz ψ1, . . . , ψn rozk lady N -wymiarowych wektorów

(〈W (t), ψ1〉, . . . , 〈W (t), ψN 〉)
oraz

(〈W (t), τxψ1〉, . . . , 〈W (t), τxψN 〉)
sa֒ identyczne. Istotnie, sa֒ one gaussowskie oraz maja֒ ta֒ sama֒ macierz kowa-
riancji {qi,j};

qi,j = Q(ψi, ψj) = Q(τxψi, τxψj).

To implikuje równość rozk ladów L(W (t)) i τx ∗ L(W (t)). �

Dowód naste֒puja֒cego faktu można znaleźć w ksia֒żce Gelfanda–Vilenkina [14],
p. 169.
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Twierdzenie 16.1 Niech Q : S(Rd) × S(Rd) → R. Wówczas Q jest cia֒g la֒
dwuliniowa֒ symetryczna֒ forma֒ nieujemnie określona֒ wtedy i tylko wtedy gdy
istnieje nieujemna symetryczna miara temperowana µ na (Rd, B(Rd)), taka
że

Q(ψ, ϕ) = 〈Fµ, ψ ∗ ϕ(s)〉, ψ, ϕ ∈ S(Rd), (16.1)

gdzie
ϕ(s)(ξ) := ϕ(−ξ), ϕ ∈ S(Rd), ξ ∈ R

d,

a ∗ oznacza operator splotu

ψ ∗ ϕ(ξ) =

∫

Rd

ψ(ξ − η)ϕ(η)dη, ξ ∈ R
d, ψ, ϕ ∈ S(Rd).

Niech W be֒dzie jednorodnym procesem Wienera w S′(Rd). Wówczas, z Le-
matu 16.1 jego forma kowariancji Q spe lnia (16.1) z odpowiednia֒ miara֒ nie-
ujemna֒ µ. Be֒dziemy ja֒ nazywali miara֒ spektralna֒ W , a Γ := Fµ jego kowa-
riancja֒.

Przyk lad 1. Za lóżmy, że miara spektralna procesuW jest równa δ0. Wówczas
Fδ0 = (2π)−d/2. Co utożsamiamy z ge֒stościa֒ Fδ0 wzgle֒dem miary Lebesgue’a
dξ. Tak wie֒c dla dowolnych funkcji próbnych mamy

Q(ψ, ϕ) = (2π)−d/2
∫

Rd

∫

Rd

ψ(η − ξ)ϕ(s)(η)dηdξ

= (2π)−d/2
∫

Rd

ψ(ξ)dξ

∫

Rd

ϕ(ξ)dξ .

Zauważmy wie֒c, że proces W ma postać

W (t, ξ) = (2π)−d/4β(t), t ≥ 0, ξ ∈ R
d,

gdzie β jest jednowymiarowym (rzeczywistym) procesem Wienera na A.

Przyk lad 2. Niech teraz µ be֒dzie równa d-wymiarowej mierze Lebesgue’a
dξ. Wówczas Fµ = (2π)d/2δ0. Tak wie֒c

Q(ψ, ϕ) = (2π)d/2ψ ∗ ϕ(s)(0) = (2π)d/2
∫

Rd

ψ(0− η)ϕ(s)(η)dη

= (2π)d/2
∫

Rd

ψ(−η)ϕ(−η)dη = (2π)d/2
∫

Rd

ψ(η)ϕ(η)dη .

Tak wie֒c (2π)−d/4W jest cylindrycznym procesem Wienera na L2(Rd).

Przyk lad 3. Za lóżmy, że miara spektralna µ procesu W jest skończona.
Wówczas jego kowariancja Γ = Fµ jest funkcja֒ ograniczona֒ jednostajnie
cia֒g la֒ i ograniczona֒ na Rd. Ponadto

Q(ψ, ϕ) =

∫

Rd

∫

Rd

Γ (ξ)ψ(ξ − η)ϕ(−η)dξdη =

∫

Rd

∫

Rd

Γ (ξ − η)ψ(ξ)ϕ(η)dξdη.

Z twierdzenia poniżej wynika, że W można traktować W jako pole losowe na
[0,∞)× Rd, stacjonarne po zmiennej przestrzennej.
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Twierdzenie 16.2 Jeżeli miara spektralna µ procesu W jest skończona, to
W można identyfikować z polem losowym W (t, ξ), t ≥ 0, ξ ∈ Rd to znaczy

〈W (t), ψ〉 =

∫

Rd

W (t, ξ)ψ(ξ)dξ, t ≥ 0, ψ ∈ S(Rd).

Ponadto pole W ma naste֒puja֒ce w lasności:

(i) W jest gaussowskie, to jest dla dowolnych N ∈ N, t1, . . . , tN ∈ [0,∞) oraz
ξ1, . . . , ξN ∈ Rd wektor losowy

(W (t1, ξ1), . . . ,W (tN , ξN ))

jest gaussowski w RN .
(ii)Dla dowolnego ξ ∈ Rd proces t→ W (t, ξ) jest procesem Wienera.
(iii)Dla dowolnych t, s ≥ 0, ξ, η ∈ Rd,

EW (t, ξ)W (s, η) = t ∧ s Γ (ξ − η),

gdzie Γ = Fµ.

Dowód. Rozważmy aproksymacje δ0 przez cia֒g {ρn} ⊂ S(Rd), taki że

ρn(ξ) = ρn(−ξ), ξ ∈ R
d, ρn ≥ 0,

∫

Rd

ρn(ξ)dξ = 1, ∀n ∈ N

oraz
lim

n,m→∞
(Γ ∗ ρn) ∗ ρm(0) = Γ (0) (16.2)

i

lim
n→∞

∫

Rd

|ψ(ξ)− ρn ∗ ψ(ξ)| dξ = 0, ∀ψ ∈ S(Rd). (16.3)

Wówczas

Wn(t, ξ) := 〈W (t), τ−ξρn〉, n ∈ N, t ≥ 0, ξ ∈ R
d.

Ponieważ W jest gaussowski, pola {Wn} sa֒ gaussowskie na [0,∞) × Rd. Po-
nadto

EWn(t, ξ)Wm(t, ξ) = E 〈W (t), τ−ξρn〉〈W (t), τ−ξρm〉
= 〈Γ, (τ−ξρn) ∗ (τ−ξρm)(s)〉.

Tak wie֒c

E |Wn(t, ξ)−Wm(t, ξ)|2

= E |Wn(t, ξ)|2 − 2EWn(t, ξ)Wm(t, ξ) + E |Wm(t, ξ)|2

=
〈
Γ, (τ−ξρn) ∗ (τ−ξρn)(s)

〉
+
〈
Γ, (τ−ξρm) ∗ (τ−ξρm)(s)

〉

−2
〈
Γ, (τ−ξρn) ∗ (τ−ξρm)(s)

〉
.
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Ponieważ

〈
Γ, (τ−ξρn) ∗ (τ−ξρm)(s)

〉
=

∫

Rd

∫

Rd

Γ (η − λ)(τ−ξρn)(η)(τ−ξρm)(λ)dηdλ

=

∫

Rd

∫

Rd

Γ (η − λ)ρn(−ξ + η)ρm(−ξ + λ)dηdλ

=

∫

Rd

∫

Rd

Γ (η − λ)ρn(η)ρm(λ)dηdλ

= (Γ ∗ ρn) ∗ ρm(0),

otrzymujemy

E |Wn(t, ξ)−Wm(t, ξ)|2

= (Γ ∗ ρn) ∗ ρn(0) + (Γ ∗ ρm) ∗ ρm(0)− 2 (Γ ∗ ρn) ∗ ρm(0).

Tak wie֒c, z (16.2) wynika, że {Wn(t, ξ)} jest cia֒giem Cauchego. Mamy

E

∣∣∣∣〈W (t), ψ〉 −
∫

Rd

Wn(t, ξ)ψ(ξ)dξ

∣∣∣∣
2

= E

〈
W (t), ψ −

∫

Rd

ψ(ξ)dξ τ−ξρn

〉2

.

Sta֒d, ponieważ

E

∣∣∣∣〈W (t), ψ〉 −
∫

Rd

Wn(t, ξ)ψ(ξ)dξ

∣∣∣∣
2

=

∫

Rd

∫

Rd

Γ (η − λ)

[
ψ(η) −

∫

Rd

ρn(η − ξ)ψ(ξ)dξ

]

×
[
ψ(λ)−

∫

Rd

ρn(λ − ξ)ψ(ξ)dξ

]
dηdλ

≤ ||Γ ||L∞(Rd)

(∫

Rd

∣∣∣∣ψ(η)−
∫

Rd

ρn(η − ξ)ψ(ξ)dξ

∣∣∣∣ dη
)2

≤ ||Γ ||L∞(Rd)

(∫

Rd

|ψ(η) − ρn ∗ ψ(ξ)dξ| dη
)2

,

z (16.3) wnioskujemy, że granica W (t, ξ) cia֒gu {Wn(t, ξ)} spe lnia

E

∣∣∣∣〈W (t), ψ〉 −
∫

Rd

W (t, ξ)ψ(ξ)dξ

∣∣∣∣
2

= lim
n→∞

E

∣∣∣∣〈W (t), ψ〉 −
∫

Rd

Wn(t, ξ)ψ(ξ)dξ

∣∣∣∣
2

= 0.

Pole W jest gaussowskie ponieważ dla ustalonych N , t1, . . . , tN ∈ [0,∞), oraz
ξ1, . . . , ξn ∈ Rd wektory gaussowskie
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(Wn(t1, ξ1), . . . ,Wn(tn, ξn)), n ∈ N

zbiegaja֒ w L2(Ω,F,P) do (W (t1, ξ1), . . . ,W (tn, ξn)). Ponadto dla ustalonego
x ∈ Rd, t→W (t, ξ) jest adoptowalnym martyngalem ca lkowalnym z kwadra-
tem z kowariancja֒

<< W (·, ξ) >> (t) = lim
n→∞

<< Wn(·, ξ) >> (t) = lim
n→∞

E |Wn(t, ξ)|2

= t lim
n→∞

(Γ ∗ ρn) ∗ ρn(0) = t Γ (0).

Tak wie֒c dla dowolnego ξ ∈ R
d, W (·, ξ) jest procesem Wienera. Dowód be֒dzie

wie֒c zakończony jak pokażemy w lasność (iii). W tym celu ustalmy t, s ∈ [0,∞)
oraz ξ, η ∈ Rd. Wówczas

EW (t, ξ)W (s, η) = lim
n→∞

EWn(t, ξ)Wn(s, η)

= t ∧ s lim
n→∞

E 〈W (1), τ−ξρn〉〈W (1), τ−ηρn〉
= t ∧ s lim

n→∞
〈Γ, τ−ξρn ∗ (τ−ηρn)(s)〉

= t ∧ s lim
n→∞

∫

Rd

∫

Rd

Γ (u− v)ρn(u− ξ)ρn(v − η)dudv

= t ∧ s Γ (ξ − η).

�

16.4 Ja֒dro reprodukcyjne procesu Wienera

Naszym celem be֒dzie wyreprezentowanie procesu Wienera w S′(Rd) jako pro-
cesu cylindrycznego na odpowiednio dobranej przestrzeni Hilberta. Wygodnie
be֒dzie wprowadzić naste֒puja֒ca֒ definicje.

Definicja 16.3 Ja֒drem reprodukcyjnym procesu Wienera W o wartościach
w S′(Rd) jest ośrodkowa, rzeczywista przestrzeń Hilberta (HW , 〈·, ·〉HW ) spe l-
niaja֒ca naste֒puja֒ce warunki:

(i) HW ⊂ S′(Rd),
(ii)dla dowolnej ortonormalnej bazy {em} przestrzeni HW istnieje cia֒g nie-

zależnych standartowych rzeczywistych procesów Wienera {Wm}, taki że

W (t) =
∑

m

Wm(t)em, t ≥ 0,

gdzie zbieżność szeregu rozumiemy w naste֒puja֒cy sposób

∀ψ ∈ S(Rd), lim
n→∞

E

∣∣∣∣∣〈W (t), ψ〉 −
n∑

m=1

Wm(t)〈em, ψ〉
∣∣∣∣∣

2

= 0.
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Uwaga. W Twierdzeniu 3 poniżej pokażemy, że dla dowolnego procesu Wie-
nera W istnienie jego ja֒dro reprodukcyjne. Zauważmy teraz, że dla zadanego
W istnieje co najwyżej jedno ja֒dro reprodukcyjne.

Pierwszy rezultat pokazuje, jak skonstruować ja֒dro reprodukcyjne dowolnego
procesu Wienera.

Twierdzenie 16.3 Niech W be֒dzie procesem Wienera w S′(Rd) z forma֒ ko-
wariancji Q. Niech HW be֒dzie przestrzenia֒ wszystkich ζ ∈ S′(Rd), takich że

|ζ|HW := sup
ψ∈S(Rd); Q(ψ,ψ) 6=0

|〈ζ, ψ〉|√
Q(ψ, ψ)

<∞. (16.4)

Wówczas

〈ζ, ξ〉HW =
1

4

{
|ζ + ξ|2HW

− |ζ − ξ|2HW

}
(16.5)

jest iloczynem skalarnym na HW , | · |HW jest odpowiadaja֒ca֒ mu norma֒ i prze-
strzeń (HW , 〈·, ·〉HW ) jest ja֒drem reprodukcyjnym W .

Dowód. Na S(Rd) wprowadzimy relacje równoważności

ψ ≈ ϕ wtedy i tylko wtedy gdy Q(ψ − ϕ, ψ − ϕ) = 0.

Zauważmy, że gdy ψ ≈ ϕ to

Q(ψ, ψ) = Q(ϕ,ϕ) = Q(ϕ, ψ) = Q(ψ, ϕ). (16.6)

Istotnie, z nierówności Schwarza otrzymujemy

|Q(ψ − ϕ,ϕ)| ≤ (Q(ψ − ϕ, ψ − ϕ))
1/2

(Q(ϕ,ϕ))
1/2

= 0.

Tak wie֒c Q(ψ − ϕ,ϕ) = 0. Podobnie Q(ψ − ϕ, ψ) = 0. Co daje (16.6). Na
V0 := S(Rd)/ ≈ rozważmy iloczyn skalarny

〈[ψ], [ϕ]〉V =: Q(ψ, ϕ).

Jest on dobrze zdefiniowany dzie֒ki w lasności (16.6). Zauważmy, że przestrzeń
prehilbertowska (V , 〈·, ·〉V) jest ośrodkowa. Ośrodkowość V wynika z ośrodko-
wości S(Rd) w naste֒puja֒cy sposób. Niech S0 be֒dzie przeliczalnym ge֒stym
podzbiorem S(Rd). Wówczas

Z = {[ψ] : ψ ∈ S0}

jest ge֒stym przeliczalnym podzbiorem V0. Istotnie dla danego ψ ∈ S(Rd)
istnieje cia֒g {ψn} ⊂ S0, taki że ψn → ψ w S(Rd). Ponieważ Q jest cia֒g le na
S(Rd)× S(Rd) otrzymujemy

|[ψn]− [ψ]|2V = |[ψn − ψ]|2V = Q(ψn − ψ, ψn − ψ)→ 0.
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Niech (V , 〈·, ·〉V) be֒dzie uzupe lnieniem V0 do (ośrodkowej) przestrzeni Hilber-
ta. Pokażemy, że HW z norma֒ | · |HW jest izometryczna z V z norma֒ zadana֒
przez iloczyn skalarny na V . Wtedy oczywíscie (16.5) definiuje iloczyn skalarny
na HW , oraz (HW , 〈·, ·〉HW ) jest ośrodkowa֒ przestrzenia֒ Hilberta. W tym celu
zauważmy, że

∀ ζ ∈ HW , ∀ψ, ϕ ∈ S(Rd) ψ ≈ ϕ implikuje 〈ζ, ψ〉 = 〈ζ, ϕ〉.

W tym celu wystarczy pokazać, że dla dowolnej ζ ∈ HW , ψ ∈ [0] pocia֒ga
〈ζ, ψ〉 = 0. To wynika z oszacowania

|〈ζ, ψ〉| ≤ C Q(ψ, ψ)1/2.

Tak wie֒c
HW × V0 ∋ (ζ, [ψ]) = 〈ζ, ψ〉 ∈ R

d

jest dobrze określona֒ forma֒ dwuliniowa֒. Jest ona cia֒g la bo

|(ζ, [ψ])| = |〈ζ, ψ〉| ≤ |ζ|HW Q(ψ, ψ)1/2 = |ζ|HW |[ψ]|V .

Z tego wynika, że (·, ·) rozszerza sie֒ jednoznacznie do dwuliniowej cia֒g lej formy
na HW × V . Teraz możemy skonstruować izometryczny izomorfizm j : V →
HW spe lniaja֒cy

(jw, v) = 〈v, w〉V , ∀w, v ∈ V .
Po pierwsze określamy j : V0 → HW formu la֒

〈j[ψ], ϕ〉 = Q(ψ, ϕ), ψ, ϕ ∈ S(Rd).

Oczywíscie j[ψ] nie zależy od wyboru reprezentanta z [ψ]. Jest wie֒c dobrze
określone na V0. Oczywíscie jest o wartościach w HW oraz jest liniowe. Po-
nadto

(j[ψ], [ϕ]) = 〈[ψ], [ϕ]〉V , ∀ψ, ϕ ∈ S(Rd)

wynika z faktu, że

Q(ψ, ϕ) = 〈[ψ], [ϕ]〉V , ∀ψ, ϕ ∈ S(Rd).

Pokazalísmy wie֒c, że obraz j(V) jest przestrzenia֒ dualna֒ do V z forma֒ du-
alna֒ (·, ·). Aby pokazać, że HW = j(V) wystarczy wykazać, że każdy element
ζ ∈ HW można utożsamić przez (·, ·) z funkcjona lem liniowym na V . Jest to
natychmiastowa konsekwencja cia֒g lości (·, ·) z HW × V .

Wiemy wie֒c, że (HW , 〈·, ·〉HW ) jest ośrodkowa֒ przestrzenia֒ Hilberta. Poka-
żemy, że dla dowolnej ortonormalnej bazy {en} przestrzeni HW istnieje cia֒g
niezależnych standartowych rzeczywistych procesów Wienera {Wn} określony
na tej samej przestrzeni probabilistycznej A co W taki, że dla dowolnych t ≥ 0
i ψ ∈ S(Rd),

〈W (t), ψ〉 =
∑

n

Wn(t)〈en, ψ〉,
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gdzie szereg zbiega w L2(Ω,F,P). W tym celu zauważmy, że ponieważ V0 jest
ge֒ste w V istnieje cia֒g {φn} ⊂ S(Rd) taki, że {[φn]} jest ortonormalna֒ baza֒
V . Niech

fn = j[φn] oraz Wn(t) = 〈W (t), φ〉, t ≥ 0.

Wówczas {fn} jest ortonormalna֒ baza֒ HW i, z definicji procesu Wienera w
S′(Rd), {Wn} jest cia֒giem rzeczywistych procesów Wienera określonych na
A. Sa֒ one standardowe i niezależne bowiem

EWn(t)Wm(t) = E 〈W (t), φn〉〈W (t), φm〉 = tQ(φn, φm) = t 〈[φn], [φm]〉V
= t δn,m.

Ponadto dla dowolnych t ≥ 0 i ψ ∈ S(Rd)

〈W (t), ψ〉 =
∑

n

Wn(t)〈fn, ψ〉.

Istotnie, mamy

E

∣∣∣∣∣∣
〈W (t), ψ〉 −

n∑

j=1

Wj(t)〈fn, ψ〉

∣∣∣∣∣∣

2

= E

∣∣∣∣∣∣

〈
W (t), ψ −

n∑

j=1

〈fn, ψ〉φn
〉∣∣∣∣∣∣

2

= Q



ψ −
n∑

j=1

〈fn, ψ〉φ, ψ −
n∑

j=1

〈fn, ψ〉φn





=

〈
[ψ]−

n∑

j=1

〈fn, ψ〉[φn], [ψ]−
n∑

j=1

〈fn, ψ〉[φn]

〉

V

=

∣∣∣∣∣∣
[ψ]−

n∑

j=1

〈[φn], [ψ]〉V [φn]

∣∣∣∣∣∣

2

V

,

co zbiega do 0, gdy n→∞. Niech {en} be֒dzie teraz jaka֒ś inna֒ ortonormalna֒
baza֒ HW . Musimy znaleść cia֒g niezależnych procesów Wienera {W̃n}, taki że
dla dowolnych t ≥ 0 i ψ ∈ S(Rd),

〈W (t), ψ〉 =
∑

n

W̃n(t)〈en, ψ〉, (16.7)

gdzie szereg zbiega w L2(Ω,F,P). Dla t ≥ 0, k ladziemy

W̃n(t) =
∑

j

Wj(t)〈en, fj〉HW . (16.8)

Zauważmy, że szereg w (16.8) zbiega w L2(Ω,F,P) oraz {W̃n} sa֒ niezależnymi
standardowymi procesami Wienera. Istotnie, z niezależności {Wj} mamy
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E

∑

j

Wj(t)〈en, fj〉HW

∑

k

Wk(t)〈em, fk〉HW

=
∑

k

〈en, fk〉HW 〈em, fk〉HW = 〈en, em〉HW = δn,m.

Pokazujemy teraz (16.7). Dla ustalonych t i ψ mamy

∑

n

W̃n(t)〈en, ψ〉 =
∑

n

∑

j

Wj(t)〈en, fj〉HW 〈en, ψ〉

=
∑

j

Wj(t)
∑

n

〈en, fj〉HW 〈en, ψ〉

=
∑

j

Wj(t)

〈
∑

n

〈en, fj〉HW en, ψ

〉

=
∑

j

Wj(t) 〈fj , ψ〉 = 〈W (t), ψ〉 ,

przy czym sprawdzenie odpowiednich zbieżności pozostawiamy czytelnikowi.
�

Uwaga. Zauważmy, że ja֒dro reprodukcyjne procesu Wienera jest wyznaczone
jednoznacznie przez jego forme֒ kowariancji. Jeżeli (HW , 〈·, ·〉HW ) jest ja֒drem
reprodukcyjnym procesu Wienera W o formie kowariancji Q oraz {W̃n} jest
cia֒giem niezależnych standardowych rzeczywistych procesów Wienera określo-
nych na filtrowanej przestrzeni probabilistycznej Ã = (Ω̃, F̃, (F̃t), P̃), to dla
dowolnej ortonormalnej bazy {en} przestrzeni HW szereg

∑

n

W̃n(t)en, t ≥ 0

definiuje proces Wienera W̃ na S′(Rd), określony na Ã o formie kowariancji
Q. Oczywíscie rozk lady W i W̃ na [0,∞)× S′(Rd) sa֒ jednakowe.

W teorii ca lki stochastycznej wzgle֒dem procesu Wienera o wartościach w
S′(Rd) bardzo przydatny okaże sie֒ naste֒puja֒cy lemat.

Lemat 16.3 Niech W be֒dzie procesem Winera o wartościach w S′(Rd). Niech
Q be֒dzie forma֒ kowariancji W , a HW jego ja֒drem reprodukcyjnym. Wówczas
dla dowolnej ortonormalnej bazy {en} przestrzeni HW i dowolnych ψ, ϕ ∈
S(Rd) zachodzi ∑

n

〈en, ψ〉〈en, ϕ〉 = Q(ψ, ϕ).

Dowód. Z definicji Q oraz HW mamy
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Q(ψ, ϕ) = E 〈W (1), ψ〉〈W (1), ϕ〉

= E

{(
∑

n

Wn(1)〈en, ψ〉
)(

∑

m

Wm(1)〈em, ϕ〉
)}

=
∑

n

〈en, ψ〉〈en, ϕ〉,

ponieważ {Wn} sa֒ niezależnymi procesami Wienera. �

16.5 Ja֒dro jednorodnego procesu

Naszym celem jest znalezienie ja֒dra reprodukcyjnego jednorodnego procesu
Wienera W . Przypomnijmy, że jego forma kowariancji Q zadana jest wzorem

Q(ψ, ϕ) =
〈
Fµ, ψ ∗ ϕ(s)

〉
, ψ, ϕ ∈ S(Rd),

gdzie µ jest nieujemna֒ symetryczna֒ miara֒ temperowana֒ na Rd, a

ϕ(s)(x) = ϕ(−x), x ∈ R
d, ψ ∈ S(Rd).

Dla ϕ ∈ S(Rd; C) przyjmujemy

ϕ(s)(x) = ϕ(−x), x ∈ R
d.

Niech
L2

(s)(R
d, µ; C) =

{
ψ ∈ L2(Rd, µ; C) : ψ = ψ(s)

}
.

Zauważmy, że L2
(s)(R

d, µ; C) jest przestrzenia֒ wektorowa֒ nad cia lem liczb rze-

czywistych oraz jest domknie֒ta֒ podprzestrzenia֒ L2(Rd, µ; C).
Uwaga. Zauważmy, że dla dowolnego ψ ∈ L2

(s)(R
d, µ; C), ψµ ∈ S′(Rd; C).

PonadtoF(ψµ) ∈ S′(Rd). Istotnie ponieważ µ jest miara֒ temperowana֒ istnieje
n ∈ N, takie że ∫

Rd

(
1 + |ξ|2

)−n
µ(dξ) <∞.

Teraz ψµ jest miara֒ temperowana֒ i jako taka należy do S′(Rd; C) bo

∫

Rd

(
1 + |ξ|2

)−n/2 |ψ(ξ)|µ(dξ)

≤
(∫

Rd

|ψ(ξ)|2µ(dξ)

)1/2(∫

Rd

(
1 + |ξ|2

)−n
µ(dξ)

)1/2

<∞.

Aby pokazać, że F(ψµ) przyjmuje wartości rzeczywiste wystarczy pokazać, że
F(ψµ) = F(ψµ). Wynika to z w lasności ψ(η) = ψ(−η) oraz µ(dη) = µ(−dη)
w naste֒puja֒cy sposób:
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F(ψµ)(ξ) = (2π)−d/2
∫

Rd

e−iξηψ(η)µ(dη)

= (2π)−d/2
∫

Rd

eiξηψ(η)µ(dη)

= F(ψµ)(ξ).

Twierdzenie 16.4 Niech W be֒dzie jednorodnym procesem Wienera w S′(Rd)
z miara֒ spektralna֒ µ. Wówczas ja֒dro reprodukcyjne HW procesu W dane jest
wzorem

HW =
{
F(ψµ) : ψ ∈ L2

(s)(R
d, µ; C)

}
(16.9)

a iloczyn skalarny

〈F(ψµ),F(ϕµ)〉HW
= 〈ψ, ϕ〉L2(Rd,µ;C) =

∫

Rd

ψ(ξ)ϕ(ξ)µ(dξ). (16.10)

Dowód. Z Twierdzenia 16.2,

HW =
{
ζ ∈ S′(Rd) : ∃C <∞ : ∀ψ ∈ S(Rd) |〈ζ, ψ〉|2 ≤ C 〈Fµ, ψ ∗ ψ(s)〉

}
.

Za lóżmy, że ζ ∈ HW . Wówczas

〈ζ, ψ〉 = 〈F−1ζ,F−1ψ〉

oraz
〈Fµ, ψ ∗ ψ(s)〉 = 〈µ,F−1(ψ ∗ ψ(s))〉 = 〈µ,F−1ψF−1ψ〉

bo F−1ψ(s) = F−1ψ. Tak wie֒c

∣∣〈F−1ζ,F−1ψ〉
∣∣2 ≤ C

∫

Rd

F−1ψ(ξ)F−1ψ(ξ)µ(dξ).

Ponieważ

F−1 : S(Rd)→ S(s)(R
d; C) = {ψ ∈ S(Rd; C) : ψ(s) = ψ}

jest bijekcja֒ otrzymujemy

|〈F−1ζ, ψ〉|2 ≤ C
∫

Rd

|ψ(ξ)|2µ(dξ), ∀ψ ∈ S(s)(R
d; C).

Ponieważ S(s)(R
d; C) jest ge֒ste w L2

(s)(R
d, µ; C), F−1ζ rozszerza sie֒ na ca la֒

przestrzeń L2
(s)(R

d, µ; C). Istnieje wie֒c η ∈ L2
(s)(R

d, µ; C), takie że

∀ψ ∈ S(s)(R
d; C), 〈F−1ζ, ψ〉 = 〈η, ψ〉L2(Rd,µ;C) = 〈ηµ, ψ〉.

Sta֒d ζ = F(ηµ). Ponieważ η → η jest bijekcja֒ L2
(s)(R

d, µ; C) mamy naste֒puja֒-
cy fakt
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∀ ζ ∈ HW ∃ψ ∈ L2
(s)(R

d, µ; C), taki że ζ = F(ψµ).

Dla dowodu (16.9) wystarczy pokazać, że

∀ψ ∈ L2
(s)(R

d, µ; C), ζ = F(ψµ) ∈ HW . (16.11)

Ustalmy wie֒c ψ ∈ L2
(s)(R

d, µ; C). Wówczas dla dowolnego ϕ ∈ S(Rd) mamy

|〈F(ψµ), ϕ〉|2 = |〈ψµ,Fϕ〉|2

≤
∫

Rd

|ψ(ξ)|2µ(dξ)

∫

Rd

|Fϕ|2 µ(dξ)

≤
∫

Rd

|ψ(ξ)|2µ(dξ)
〈
Γ, ϕ ∗ ϕ(s)

〉
,

co dowodzi (16.11). Pozostaje do udowodnienia, że

∀ψ ∈ L2
(s)(R

d, µ; C), |F(ψµ)|2HW
=

∫

Rd

|ψ(ξ)|2µ(dξ). (16.12)

W tym celu ustalmy ψ ∈ L2
(s)(R

d, µ; C). Wówczas z (16.4) mamy

|F(ψµ)|2HW
= sup

ϕ∈S(Rd); Q(ϕ,ϕ) 6=0

|〈F(ψµ), ϕ〉|2
Q(ψ, ψ)

= sup
ϕ∈S(Rd); |Fϕ|

L2(Rd,µ;C) 6=0

|〈F(ψµ), ϕ〉|2
|Fϕ|2

L2(Rd,µ;C)

= sup
ϕ∈S(Rd); |Fϕ|

L2(Rd,µ;C) 6=0

|〈µ, ψF−1ϕ〉|2
|Fϕ|2

L2(Rd,µ;C)

.

Ponieważ

〈µ, ψF−1ϕ〉 = 〈ψ,F−1ϕ〉L2(Rd,µ;C)

= 〈ψ,Fϕ〉L2(Rd,µ;C)

= 〈ψ,Fϕ〉L2(Rd,µ;C),

dla ϕ o wartościach rzeczywistych, otrzymujemy

|F(ψµ)|2HW
= sup

ϕ∈S(Rd); |Fϕ|
L2(Rd,µ;C) 6=0

|〈ψ,Fϕ〉L2(Rd,µ;C)|2
|Fϕ|L2(Rd,µ;C)2

= |ψ|2L2(Rd,µ;C),

co kończy dowód twierdzenia. �

16.6 Uwagi bibliograficzne

Rozdzia l oparty by l na pracy [30]. Proces Wienera o wartościach w przestrze-
niach dystrybucyjnych lub ogólnie konuklearnych, jest badany w [1, 16].
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Stochastyczne równania ewolucyjne na Rd

Interesować nas be֒da֒ stochastyczne równania ciep la i falowe.

Równanie ciep la.





∂X

∂t
(t, ξ) = ∆X(t, ξ) + f(X(t, ξ)) + g(X(t, ξ))

∂W

∂t
(t, ξ),

t > 0, ξ ∈ Rd,
X(0, ξ) = x0(ξ), ξ ∈ Rd.

(17.1)

Równanie falowe.





∂X

∂t2
(t, ξ) = ∆X(t, ξ) + f(X(t, ξ)) + g(X(t, ξ))

∂W

∂t
(t, ξ),

t > 0, ξ ∈ R
d,

X(0, ξ) = x0(ξ),
∂X

∂t
(0, ξ) = y0(ξ) ξ ∈ R

d.

(17.2)

W równaniach tych f, g : R → R sa֒ funkcjami lipschitzowskimi, a W jest
jednorodnym, to jest stacjonarnym po ξ procesem Wienera.

Naszym pierwszym krokiem be֒dzie skonstruowanie odpowiedniej przestrzeni
stanów. Od przestrzeni stanów be֒dziemy wymagać by, dla równania ciep la
operator Laplace’a, a dla równania falowego by operator

(
0 I
∆ 0

)

generowa l C0-pó lgrupe֒. Okazuje sie֒, że dla równania ciep la dobra֒ klasa֒ prze-
strzeni stanów sa֒ przestrzenie L2(Rd;ϑ(ξ)dξ), czyli przestrzenie z waga֒. Dla
równania falowego be֒dziemy rozważać przestrzenie typu

(
L2(Rd, ϑ(ξ)dξ)
H−1(Rd, ϑ(ξ)dξ)

)
,

gdzie H−1(Rd, ϑ(ξ)dξ) jest odpowiednia֒ przestrzenia֒ Sobolewa ujemnego
rze֒du z waga֒ ϑ, a wie֒c podprzestrzeń przestrzeni dystrybucji. Oczywíscie
wagi nie be֒da֒ mog ly być ca lkowicie dowolne.



164 ROZDZIA L 17. RÓWNANIA NA R
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17.1 Równania w przestrzeniach L2 z waga֒

Przyjmijmy oznaczenie L2 = L2(Rd, dξ). Wiadomo, że

S(t)ψ(ξ) = (2πt)
−d/2

∫

Rd

e−
|ξ−η|22t

2t ψ(η)dη, t > 0, ψ ∈ L2

generuje C0-pó lgrupe֒ na L2. Niech

ρt(ξ) = (2πt)
−d/2

e−
|ξ−η|2

2t , ξ ∈ R
d.

Wówczas
S(t)ψ = ρt ∗ ψ.

Be֒dziemy rozważać dwie rodziny wag.

Wagi wyk ladnicze. Dla ρ ∈ R niech ϑρ ∈ C∞(Rd) be֒dzie takie, że

(i) ∀ ξ ∈ Rd, ϑρ(ξ) > 0 i ϑρ(ξ) = ϑρ(−ξ) > 0,
(ii) ∀ ξ : |ξ| ≥ 1, ϑρ(ξ) = e−ρ|ξ|.

Be֒dziemy również zak ladać, że dla wszystkich ρ i ξ zachodzi ϑ−ρ(ξ) =

(ϑρ(ξ))
−1

. Ponadto, ϑ0(ξ) = 1 dla ξ ∈ Rd.

Niech L2
ρ = L2(Rd, ϑρ(ξ)dξ), ρ ∈ R. Oczywíscie jeżeli ρ < ρ′ to przestrzeń L2

ρ

wk lada sie֒ w sposób cia֒g ly w L2
ρ′ . Ponadto L2 = L2

0 oraz funkcje sta le należa֒

do dowolnej przestrzeni L2
ρ gdzie ρ > 0.

Wagi wielomianowe. Dla ρ ∈ R niech

θρ(ξ) =
(
1 + |ξ|2

)−ρ
, ξ ∈ R

d

oraz niech L2
ρ = L2(Rd, θρ(ξ)dξ). Oczywíscie jeżeli ρ < ρ′ to L2

ρ wk lada sie֒
w sposób cia֒g ly w L2

ρ′ oraz L2 = L2
0. Zauważmy, że niezerowe funkcje sta le

należa֒ do L2
ρ wtedy i tylko wtedy gdy ρ > d/2.

Lemat 17.1 Niech ρ > 0. Wówczas pó lgrupa ciep la S ma dok ladnie jedno
rozszerzenie do C0-pó lgrupy na L2

ρ. Jeżeli ρ ≥ 0 to restrykcja S do L2
ρ jest

C0-pó lgrupa֒.

Dowód. Niech ρ ∈ R. Oznaczmy przez C0(Rd) przestrzeń wszystkich funkcji
cia֒g lych o zwartym nośniku na Rd. Dla ψ ∈ C0(Rd) mamy

|S(t)ψ|2L2
ρ

=

∫

Rd

|S(t)ψ(ξ)|2ϑρ(ξ)dξ

=

∫

Rd

∣∣∣∣
∫

Rd

ψ(η)ρt(ξ − η)dη

∣∣∣∣
2

ϑρ(ξ)dξ.

Ponieważ ρt(ξ−η)dη jest miara֒ probabilistyczna֒ z nierówności Jensena otrzy-
mujemy
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|S(t)ψ|2L2
ρ
≤

∫

Rd

∫

Rd

|ψ(η)|2ρt(ξ − η)dη ϑρ(ξ)dξ

≤
∫

Rd

|ψ(η)|2
(∫

Rd

ρt(ξ − η)ϑρ(ξ)dξ

)
dη.

(17.3)

Pokażemy nate֒puja֒cy fakt

∀ ρ ∈ R ∀T ≥ 0 ∃C <∞ : ∀ η ∈ R
d ,

∫

Rd

ρt(ξ − η)ϑρ(ξ)dξ ≤ C ϑρ(η).
(17.4)

Ustalmy T ∈ (0,∞) i ρ ∈ R. Zauważmy, że istnieje sta la C1 <∞, taka że

∀ ξ, η ∈ R
d, −ρ |ξ|+ ρ |η| − |ξ − η|

2

4T
≤ C1.

Oczywíscie istnieje sta la C2 ∈ (0,∞), taka że

∀ η ∈ R
d, C−1

2 e−ρ|η| ≤ ϑρ(η) ≤ C2e
−ρ|η|.

Sta֒d dla dowolnego η ∈ Rd oraz t ∈ (0, T ],

∫

Rd

ρt(ξ − η)ϑρ(ξ)dξ ≤ C2

∫

Rd

(2πt)−d/2e



−ρ|ξ|− |ξ−η|2
2t

ff

dξ

≤ C2
2 ϑρ(η)

∫

Rd

(2πt)−d/2e



−ρ|ξ|+ρ|η|− |ξ−η|2
2t

ff

dξ

≤ C2
2 ϑρ(η)

∫

Rd

(2πt)−d/2e−
|η−ξ|2

4t e



−ρ|ξ|+ρ|η|− |ξ−η|2
4T

ff

dξ

≤ C2
2 ϑρ(η)

∫

Rd

(2πt)−d/2e−
|η−ξ|2

4t dξ eC1

≤ C2
2e
C12d/2 ϑρ(η),

co dowodzi (17.4). Z (17.3) i (17.4) wynika

∀ ρ ∈ R ∀T ∈ [0,∞) ∃C <∞ : ∀ψ ∈ C0(Rd) ,

|S(t)ψ|2L2
ρ
≤ C|ψ|2L2

ρ
.

(17.5)

Niech ρ > 0. Ponieważ C0(Rd) jest ge֒sta w L2
ρ, dla dowolnego t, S(t) ma

dok ladnie jedno cia֒g le rozszerzenie do operatora liniowego na L2
ρ. Oznaczamy

to rozszerzene również przez S(t). Zauważmy, że rodzina S = (S(t)) jest
pó lgrupa֒. Gdy ρ ≤ 0 to z (17.5) wynika, że restrykcja S do L2

ρ jest pó lgrupa֒.
Pozostaje do wykazania, że S jest C0 w L2

ρ. W tym celu zauważmy, że z (17.5)
wynika

∀ ρ ∈ R ∀T ∈ [0,∞), sup
t∈[0,T ]

||S(t)||L(L2
ρ,L

2
ρ) <∞. (17.6)
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Za lóżmy, że ρ > 0. Wówczas

∀ψ ∈ L2, |S(t)ψ − ψ|L2 → 0 gdy t→ 0.

Sta֒d ponieważ L2
ρ-norma jest s labsza od L2-normy otrzymujemy

∀ψ ∈ L2, |S(t)ψ − ψ|L2
ρ
→ 0 gdy t→ 0. (17.7)

Ponieważ L2 jest ge֒sta w L2
ρ oraz zachodza֒ (17.6) i (17.7), z twierdzenia

Banacha–Steinhausa wnioskujemy, że

∀ψ ∈ L2
ρ, |S(t)ψ − ψ|L2

ρ
→ 0 gdy t→ 0,

co jest dok ladnie warunkiem na to aby S by la C0 na L2
ρ. Jeżeli ρ < 0 to

w lasność C0 wynika z prostego argumentu opartego na dualności. Mianowicie

L2
ρ →֒ L2 →֒ L2

−ρ.

Przy utożsamieniu (L2)∗ = L2 otrzymujemy (L2
−ρ)

∗ = L2
ρ. Ponieważ, S jest

C0 na L2
−ρ, pó lgrupa dualna S∗ jest C0 na przestrzeni dualnej, to jest L2

ρ.
Ponieważ dualność jest zadana przez iloczyn skalarny na L2, gdzie S jest
samosprze֒żona, otrzymujemy mocna֒ cia֒g lość S na L2

ρ. �

Dla wag typu wielomianowego mamy analogon Lematu 17.1.

Lemat 17.2 Niech ρ > 0. Wówczas pó lgrupa ciep la S na dok ladnie jedno
rozszerzenie do C0-pó lgrupy na L2

ρ. Jeżeli ρ ≥ 0 to restrykcja S do L2
ρ jest

C0-pó lgrupa֒.

Dowód. Dowód oparty jest na tych samym pomyśle co dowód Lematu 17.1.
Należy jedynie wykazać naste֒puja֒ca֒ elementarna֒ nierówność

∀ ρ ∈ R ∀T ∈ [0,∞)∃C <∞ : ∀ η ∈ R
d,

∫

Rd

ρt(ξ − η)θρ(ξ)dξ ≤ C θρ(η).

Jej dowód zostawiamy czytelnikowi. �

Uwaga. Lematy 17.1 i 17.2 można uogólnić na dowolny jednostajnie elip-
tyczny operator

A =
∑

|α|≤2m

aα
∂α

∂ξα
,

ze wspó lczynnikami aα ∈ Cb(Rd). Przypomnijmy, ze A jest jednostajnie elip-
tyczny gdy istnieje sta la δ > 0, taka że

∀ ξ ∈ R
d ∀ v ∈ R

2m,
∑

|α|=2m

aα(ξ)vα ≥ δ|v|2m.

Rozumowanie oparte jest na klasycznych oszacowaniach Aronsona na ja֒dro G
pó lgrupy generowanej przez A. Mianowicie istnieje G ∈ C∞((0,∞)×Rd×Rd),
takie że
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∀ t > 0 ∀ψ ∈ L2 ∀ ξ ∈ R
d, S(t)ψ(ξ) =

∫

Rd

G(t, ξ, η)ψ(η)dη

oraz dla dowolnego T <∞ istnieje sta la c ∈ (0,∞), taka że

∀ t ∈ (0, T ] ∀ ξ, η ∈ R
d, |G(t, ξ, η)| ≤ ct−d/(2m)e

(

−
„

|ξ−η|2m

t

«1/(2m−1)
)

.

Maja֒c to oszacowanie możemy argummentować jak w dowodzie Lematu 17.1.

Uwaga. Można pokazać, patrz [10], że operator A rze֒du drugiego generuje
C0-pó lgrupe֒ na przestrzeni z waga֒ L2(Rd, ϑ(ξ)dξ) wtedy i tylko wtedy, gdy

∃C <∞ : ∀ ξ ∈ R
d, A∗ϑ(ξ) ≤ Cϑ(ξ).

Sta֒d wynika, że wagi typu ξ → e|ξ|
2

lub ξ → e−|ξ|2 nie sa֒ dopuszczalne.

Dla funkcji f : R → R niech Nf be֒dzie operatorem Nemytskiego odpowiada-
ja֒cym f , to znaczy

Nf (ψ)(ξ) = f(ψ(ξ)), ψ : R
d → R, ξ ∈ R

d.

Definicja 17.1 Niech ρ ∈ R. Mówimy, że Nf jest lipschitzowskie o wzroście
liniowym na L2

ρ wtedy i tylko wtedy gdy Nf przeprowadza L2
ρ w siebie oraz

istnieje sta la L taka, że dla wszystkich ψ, ϕ ∈ L2
ρ,

|Nf(ψ) −Nf(ϕ)|L2
ρ
≤ L |ψ − ϕ|L2

ρ
,

|Nf (ψ)|L2
ρ
≤ L

(
1 + |ψ|L2

ρ

)
.

Lemat 17.3 Za lóżmy, że f : R → R jest funkcja֒ lipschitzowska֒. Niech Nf
be֒dzie operatorem Nemytskiego odpowiadaja֒cym f . Dla ρ > 0, Nf jest odwzo-
rowaniem lipschitzowskim o wzroście liniowym na L2

ρ. Gdy ρ ≤ 0 to Nf jest
lipschitzowskie o wzroście liniowym na L2

ρ wtedy i tylko wtedy gdy f(0) = 0.

Dowód. Za lóżmy, że ρ > 0. Niech l < ∞ be֒dzie takie, że dla wszystkich
u, v ∈ R,

|f(u)− f(v)| ≤ l |u− v|,
|f(u)| ≤ L (1 + |u|) .

Wówczas dla dowolnej funkcji ψ ∈ L2
ρ,

∫

Rd

|Nf (ψ)(ξ)|2ϑρ(ξ)dξ ≤
∫

Rd

l2 (1 + |ψ(ξ)|)2 ϑρ(ξ)dξ <∞

bo funkcje sta le należa֒ do L2
ρ. Tak wie֒c Nf przeprowadza L2

ρ w siebie. Ponadto
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|Nf(ψ)|2L2
ρ
≤ l22

(
1 +

∫

Rd

ϑρ(ξ)dξ

)(
1 + |ψ|L2

ρ

)2

.

Podobnie dla ψ, ϕ ∈ L2
ρ mamy

|Nf (ψ)−Nf(ϕ)|2L2
ρ
≤ l2|ψ − ϕ|2L2

ρ
.

Sta֒d Nf jest lipschitzowski o wzroście liniowym na L2
ρ.

Za lóżmy teraz, że ρ ≤ 0. Wówczas w ogólności Nf nie musi przeprowadzać
L2
ρ w siebie, bo funkcje sta le nie należa֒ do L2

ρ. Jeżeli f(0) 6= 0 to dla ψ = 0,
Nf (ψ) = f(0) jest niezerowa֒ funkcja֒ sta la֒, wiec Nf (ψ) 6∈ L2

ρ. Gdy f(0) = 0
to z waruku lipschitza f mamy

|f(v)| = |f(v)− f(0)| ≤ l|v|.

Z tego natychmiast wynika, że Nf przeprowadza L2
ρ w siebie. Lipschitzowskość

i wzrost liniowy Nf pokazuje sie֒ ca lkowicie elementarnie. �

Odpowiednikiem Lematu 17.3 dla rodziny L2
ρ jest naste֒pujacy fakt, którego

dowód pozostawiamy czytelnikowi.

Lemat 17.4 Za lóżmy, że f : R→ R jest funkcja֒ lipschitzowska֒. Dla ρ > d/2,
Nf jest odwzorowaniem lipschitzowskim o wzroście liniowym na L2

ρ. Gdy ρ ≤
d/2 to Nf jest lipschitzowskie o wzroście liniowym na L2

ρ wtedy i tylko wtedy
gdy f(0) = 0.

17.2 Stochastyczne równania ciep la

W tym podrozdziale przedstawimy rezultaty dotycza֒ce równania (17.1). Przy-
pomnijmy, że W jest jednorodnym procesem Wienera na Rd z miara֒ spek-
tralna֒ µ. Równanie (17.1) interpretujemy jako abstrakcyjne stochastyczne
równanie ewolucyjne

dX = (AX + F (X)) dt+G(X)dW

na przestrzeni Hilberta H = L2
ρ z A be֒da֒cym generatorem pó lgrupy ciep la S

na L2
ρ, z F = Nf i

G(ψ)ϕ[ξ] = Ng(ψ)(ξ))ϕ(ξ),

gdzie ψ ∈ L2
ρ oraz ϕ należy do ja֒dra reprodukcyjnego HW procesu W .

Twierdzenie 17.1 Za lóżmy, że Γ = Fµ jest miara֒ oddzielona֒ od −∞, to
znaczy, że istnieje sta la C < ∞ taka, że Γ (dξ) + Cdξ jest miara֒ nieujemna֒
oraz {∫

{|z|≤1} log
(
|z|−1

)
dΓ (z) <∞ gdy d = 2,

∫
{|z|≤1} |z|−d+2dΓ (z) <∞ gdy d 6= 2.

(17.8)
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Za lóżmy również, że funkcje f i g sa֒ lipschitzowskie. Niech ρ ≥ 0. Wówczas
dla dowolnego x0 ∈ L2

ρ istnieje dok ladnie jedno rozwia֒zanie równania (17.1)
w L2

ρ. Jeżeli ρ ≤ 0 i f(0) = 0 = g(0), to dla dowolnego x0 ∈ L2
ρ istnieje

dok ladnie jedno rozwia֒zanie (17.1) w L2
ρ.

Uwaga. Ponieważ Γ jest miara֒ skończona֒ na kuli jednostkowej, warunek
(17.8) jest spe lniony dla d = 1.

Dowód. Z Lematów 17.1 wnioskujemy, że pó lgrupa ciep la jest C0-pó lgrupa֒ na
L2
ρ. Z Lematu 17.3 wnioskujemy, że operatory NemytskiegoNf iNg sa֒ lipschit-

zowskie i o wzroście liniowym na L2
ρ. W szczególności warunek (F ) ogólnego

twierdzenia o istnieniu jest spe lniony. Musimy wie֒c sprawdzić warunek (G)
na wspó lczynnik dyfuzji. Mamy wykazać, że dla ψ z ge֒stego zbioru H0 ⊂ L2

ρ,
S(t)G(ψ) ∈ L(HS)(HW , L2

ρ). Ponadto, że istnieje funkcja a ∈ L2
loc(0,∞; R),

taka że

||S(t)G(ψ)||L(HS)(HW ,L2
ρ) ≤ a(t)

(
1 + |ψ|L2

ρ

)
,

||S(t)(G(ψ) −G(φ)||L(HS)(HW ,L2
ρ) ≤ a(t) |ψ − φ|L2

ρ
,

dla t ∈ (0,∞) oraz ψ, φ ∈ H0. Jako H0 weźniemy S(Rd). Niech

Mt(ψ)ϕ = S(t) (ψϕ) .

Zauważmy, że ponieważ Ng : L2
ρ → L2

ρ jest lipschitzowskie i ma wzrost liniowy
oraz

S(t)G(ψ)ϕ = Mt(Ng(ψ))ϕ

wystarczy pokazać, że dla dowolnego t > 0, Mt jest cia֒g lym operatorem linio-
wym z L2

ρ w przestrzeń L(HS)(HW , L2
ρ) oraz, że

∫ T

0

||Mt||2L(L2
ρ,L(HS)(HW ;L2

ρ))dt <∞, ∀T <∞ (17.9)

Zauważmy, że wtedy jako funkcje֒ a możemy wzia֒ść ||Mt||L(L2
ρ,L(HS)(HW ;L2

ρ))

mnożone przez sta la֒ lipschitza odwzorowania Ng.

Aby wykazać (17.8) weźmy ψ ∈ S(Rd), t > 0 oraz ortonormalna֒ baze֒ {en}
przestrzeniHW . Z postaciHW wynika, że możemy za lożyć, że {en} ⊂ Cb(Rd).
Istotnie en = F(unµ) gdzie {un} jest ortonormalna֒ baza֒ L2

(s)(R
d, µ; C). Biora֒c

{un} ⊂ S(Rd; C) otrzymamy {en} ⊂ Cb(R
d). Tak wie֒c ψen ∈ L2

ρ dla dowol-

nych ψ ∈ S(Rd) i n. W szczególności S(t)(ψen) jest dobrze określone i należy
do L2

ρ dla dowolnch ψ, t i n. Mamy

∑

n

|Mt(ψ)en|2L2
ρ

=
∑

n

|S(t)(ψen)|2L2
ρ

=
∑

n

∫

Rd

∣∣∣∣
∫

Rd

ρt(ξ − η)ψ(η)en(η)dη

∣∣∣∣
2

ϑρ(ξ)dξ.
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Przypomnijmy, że dla dowolnego procesu W w S′(Rd) o formie kowariancji Q
zachodzi

Q(ψ, ψ) =
∑

n

〈en, ψ〉2, ψ ∈ S(Rd),

gdzie {en} jest dowolna֒ ortonormalna֒ baza֒ ja֒dra reprodukcyjnego W . Tak
wie֒c

∑

n

∣∣∣∣
∫

Rd

ρt(ξ − η)ψ(η)en(η)dη

∣∣∣∣
2

=
∑

n

〈en, ρt(ξ − ·)ψ(·)〉2

= Q(ρt(ξ − ·)ψ(·), ρt(ξ − ·)ψ(·))
= 〈Γ, ρt(ξ − ·)ψ(·) ∗ (ρt(ξ − ·)ψ(·))(s)〉.

Niech C be֒dzie, takie że

Γ̃ (dη) =: Γ (dη) + Cdη

jest miara֒ nieujemna֒. Z nierówności

〈dη, φ ∗ φ(s)〉 ≥ 0, ∀φ

otrzymujemy

〈Γ, ρt(ξ − ·)ψ(·) ∗ (ρt(ξ − ·)ψ(·))(s)〉 ≤ 〈Γ̃ , ρt(ξ − ·)ψ(·) ∗ (ρt(ξ − ·)ψ(·))(s)〉.

Tak wie֒c

∑

n

|Mt(ψ)en|2L2
ρ
≤
∫

Rd

〈
Γ̃ , ρt(ξ − ·)ψ(·) ∗ (ρt(ξ − ·)ψ(·))(s).

〉
ϑρ(ξ)dξ.

Ponieważ

ρt(ξ − ·)ψ(·) ∗ (ρt(ξ − ·)ψ(·))(s)(η)

=

∫

Rd

ρt(ξ − η + κ)ψ(η − κ)ρt(ξ + κ)ψ(−κ)dκ,

mamy

∑

n

|Mt(ψ)en|2L2
ρ

≤
∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

ρt(ξ − η + κ)ψ(η − κ)ρt(ξ + κ)ψ(−κ)ϑρ(ξ)Γ̃ (dη)dκdξ

≤
∫

Rd

∫

Rd

∫

Rd

|ψ(η + ξ − r)||ψ(ξ − r)|ϑρ(ξ)dξρt(r − η)ρt(r)Γ̃ (dη)dr.

Zauważmy, że istnieje zależna od ρ sta la c1, taka że dla wszystkich η, u ∈ R
d,

ϑρ(η − u) ≤ ϑρ(u)c1 e
|ρ||η|.
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Tak wie֒c z nierówności Schwarza mamy
∫

Rd

|ψ(η + ξ − r)||ψ(ξ − r)|ϑρ(ξ)dξ

≤
(∫

Rd

|ψ(η + ξ − r)|2ϑρ(ξ)dξ
)1/2(∫

Rd

|ψ(ξ − r)|2ϑρ(ξ)dξ
)1/2

≤
(∫

Rd

|ψ(u)|2ϑρ(η + r − u)du

)1/2(∫

Rd

|ψ(u)|2ϑρ(u+ r)du

)1/2

≤ |ψ|2L2
ρ
c21 e

2−1|ρ||r−η|+2−1|ρ||r|

≤ |ψ|2L2
ρ
c21 e

21|ρ|(|r−η|+|r|).

W konsekwencji

∑

n

|Mt(ψ)en|2L2
ρ
≤ c21|ψ|2L2

ρ

∫

Rd

∫

Rd

e2
−1|ρ|(|r−η|+|r|)ρt(r − η)ρt(r)Γ̃ (dη)dr.

Korzystaja֒c teraz, że dla dowolnych t, u i ρ,

−|u|
2

2t
+
|ρ||u|

2
= −|u|

2

4t
+

(
−|u|

4t
+
|ρ||u|

2

)
≤ −|u|

2

4t
+
tρ2

4
.

otrzymujemy
∫

Rd

∫

Rd

e2
−1|ρ|(|r−η|+|r|)ρt(r − η)ρt(r)Γ̃ (dη)dr

≤ 2d e
tρ2

2

∫

Rd

∫

Rd

ρ2t(r − η)ρ2t(r)Γ̃ (dη)dr.

Z pó lgrupowości S wynika, że

ρ2t ∗ ρ2t = ρ4t.

Tak wie֒c mamy oszacowanie

∑

n

|Mt(ψ)en|2L2
ρ
≤ 2dc21e

tρ2

2 |ψ|2L2
ρ

∫

Rd

ρ4t(η)Γ̃ (dη).

Aby pokazać (17.9) wystarczy wie֒c udowodnić, że za lożenie (17.8) pocia֒ga

∫ T

0

∫

Rd

ρ4t(η)Γ̃ (dη)dt <∞.

W tym celu należy oszacować

K(T, d, η) =:

∫ T

0

ρ4t(η)dt.
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Z lematu poniżej wynika, że K(T, d, η) maleje do zera w nieskończoności szyb-
ciej niż |η|−m dla dowolnego m. Ponieważ Γ jest miara֒ i jako transformata Fo-
uriera dystrybucji temperowanej jest też miara֒ temperowana֒. Tak wie֒c tylko
z za lożenia, że Γ jest miara֒ wynika

∫

{|η|≥1}
K(T, d, η)Γ̃ (dη) <∞.

Wystarczy wie֒c pokazać, że z (17.8) wynika

∫

{|η|≤1}
K(T, d, η)Γ̃ (dη) <∞. (17.10)

Gdy d = 1, to z Lematu 17.5 poniżej wynika, że K(T, 1, ·) jest funkcja֒ ograni-
czona֒ na odcinku [−1, 1]. Tak wie֒c zachodzi (17.10). Gdy d = 2, to z Lematu
17.4 (iii),

K(T, 2, η) ≤ C log(|η|−1).

Tak wie֒c (17.10) wynika z (17.8) i z faktu, że

∫

{|η|≤1}
log(|η|−1)dη <∞.

Gdy d > 2, to z Lematu 17.4(iv),

K(T, 2, η) ≤ C|η|2−d.

Tak wie֒c znowu (17.10) wynika z (17.8) oraz z faktu, że

∫

{|η|≤1}
|η|2−ddη <∞.

�

Niech T > 0, α > 0. Dla r ≥ 0 po lóżmy

κ(α, T, r) =

∫ T

0

t−αe−r/tdt.

Lemat 17.5 (i) dla α ≥ 0, n ∈ N oraz T > 0, rnκ(α, T, r)→ 0 gdy r→∞,
(ii) gdy α ∈ [0, 1), to κ(α, T, ·) jest funkcja֒ ograniczona֒,
(iii) istnieja֒ sta le C1, C2 ∈ (0,∞) takie, że dla każdego r ∈ (0, 1],

C1 log
(
|r|−1

)
≤ κ(1, T, r) ≤ C2 log

(
|r|−1

)
,

(iv) gdy α > 1, to istnieja֒ sta le C1, C2 ∈ (0,∞) takie, że dla każdego r ∈ (0, 1],

C1|r|1−α ≤ κ(α, T, r) ≤ C2|r|1−α.
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Dowód. Po zamianie zmiennych s = t/r otrzymujemy

κ(α, T, r) = r1−α
∫ T/r

0

t−αe−1/tdt.

Tak wie֒c (i) wynika z tego, że

lim
x↓0

x−m
∫ x

0

t−αe−1/tdt = 0, ∀α > 0 ∀m ∈ N.

Gdy α ∈ (0, 1) to

κ(α, T, r) ≤
∫ T

0

t−αdt <∞,

co dowodzi (ii).

Niech α = 1. Wówczas (iii) wynika z

lim
x→+∞

∫ x
0
t−1e−1/tdt

log x
= lim

x→+∞
x−1e−1/x

x−1
= lim

x→+∞
e−1/x = 1.

W końcu, (iv) wynika z

lim
x→+∞

xα−1
∫ x
0
t−αe−1/tdt

xα−1
=

∫ ∞

0

t−αe−1/tdt ∈ (0,∞).

�

Uwaga. Jako zadanie pozostawiamy pokazanie, że jeżeli Γ jest miara֒ oddzie-
lona֒ od −∞ to warunek (17.8) zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy

∫

Rd

µ(dξ)

1 + |ξ|2 <∞. (17.11)

Uwaga. Z powyższej uwagi wynika, że transformata Fouriera miary spe lnia-
ja֒cej (17.10) nie musi być miara֒ oddzielona֒ od zera. Przyk ladem jest miara µ
na R zadana wzorem

µ =
∑

n∈N

nα(δ−n + δn),

gdzie α ∈ (0, 1).

17.3 Uwagi bibliograficzne

Rozdzia l oparty by l na pracy [29]. Wie֒cej o równaniach parabolicznych z szu-
mem jednorodnym można znaleźć w [3, 4, 10, 17, 18, 19, 21, 27, 28, 29, 30, 31].
Praca [28] jest praca֒ przegla֒dowa֒ na temat równań na ca lej przestrzeni.





18

Stochastyczne równanie falowe na Rd

Naszym celem jest badanie istnienia rozwia֒zań stochastycznego równania falo-
wego






∂X

∂t2
(t, ξ) = ∆X(t, ξ) + f(X(t, ξ)) + g(X(t, ξ))

∂W

∂t
(t, ξ),

t > 0, ξ ∈ Rd,

X(0, ξ) = x0(ξ),
∂X

∂t
(0, ξ) = y0(ξ) ξ ∈ R

d,

(18.1)

w którym f, g : R→ R sa֒ funkcjami lipschitzowskimi, a W jest jednorodnym,
to jest stacjonarnym po ξ procesem Wienera.

Tak jak dla równania ciep la naszym pierwszym krokiem be֒dzie skonstruowa-
nie odpowiedniej przestrzeni stanów. Przypomnijmy, że {ϑρ} to rodzina wag
wyk ladniczych. Dla r ∈ R niech Hr

ρ be֒dzie uzupe lnieniem S(Rd) do prze-
strzeni zupe lnej ze wzgle֒du na norme֒

|ψ|2Hr
ρ

=

∫

Rd

(1 + |ξ|2)r|F(ϑ1/2
ρ ψ)(ξ)|2dξ.

Oczywíscie Hr
ρ jest przestrzenia֒ Hilberta. Niech

Hρ =:

(
L2
ρ

H−2
ρ

)

oraz niech

A =

(
0 I
∆ 0

)
, D(A) =

(
H1
ρ

L2
ρ

)
. (18.2)

Lemat 18.1 Niech ρ ∈ R. Wówczas (A,D(A)) generuje C0-pó lgrupe֒ S na
Hρ.

Dowód. Gdy ρ = 0 to rezultat wynika z twierdzenia Lumiera–Philipsa, w taki
sam sposób jak dla równania falowego na odcinku [0, 1]. Niech teraz ρ 6= 0.
Rozważmy izometryczny izomorfizm przestrzeni Hρ i H dany wzorem
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j

(
ψ
ϕ

)
=

(
ϑ

1/2
ρ ψ

ϑ
1/2
ρ ϕ

)
.

Niech teraz S be֒dzie C0-pó lgrupa֒ generowana֒ przez A na H0. Niech S̃(t) =
j−1S(t)j, t ≥ 0. Oczywíscie S̃ jest C0-pó lgrupa֒ na Hρ. Jej generator wynosi

Ã = j−1Aj =

(
0 I

ϑ
−1/2
ρ ∆ϑ

1/2
ρ 0

)

z dziedzina֒

D(Ã) = {v : jv ∈ D(A)} =

(
H1
ρ

L2
ρ

)
.

Wie֒c dziedzina Ã jest równa dziedzinie A rozważanej na Hρ. Zauważmy, że
dla dowolnej funkcji ψ,

ϑ−1/2
ρ ∆ϑ1/2

ρ ψ = ∆ψ +
d∑

j=1

ϑ−1/2
ρ

∂ϑρ
∂ξj

∂ψ

∂ξj
+
(
ϑ−1/2
ρ ∆ϑ1/2

ρ

)
ψ

Ponieważ funkcje

ϑ−1/2
ρ

∂ϑρ
∂ξj

, j = 1, . . . , d oraz ϑ−1/2
ρ ∆ϑ1/2

ρ

sa֒ klasy Cb(R
d) mamy

ϑ−1/2
ρ ∆ϑ1/2

ρ ψ = ∆ψ +Bψ,

gdzie B jest operatorem różniczkowym rze֒du pierwszego o wspó lczynnikach
klasy Cb(R

d). Tak wie֒c
Ã = A+ B,

gdzie

B =

(
0 0
B 0

)
.

Zauważmy, że B jest ograniczonym operatorem na Hρ. Tak wie֒c A jest ge-

neratorem C0-pó lgrupy na Hρ jako ograniczona perturbacja generatora Ã.
�

Dla wag typu wielomianowego mamy analogon Lematu 18.1. Mianowicie niech
Kr
ρ be֒dzie uzupe lnieniem S(Rd) do przestrzeni Hilberta ze wzgle֒du na norme֒

|ψ|2Kr
ρ

=

∫

Rd

(1 + |ξ|2)r|F(θ1/2ρ ψ)(ξ)|2dξ.

Niech

Kρ =:

(
L2
ρ

K−2
ρ

)

oraz niech

A =

(
0 I
∆ 0

)
, D(A) =

(
K1
ρ

L2
ρ

)
. (18.3)
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Lemat 18.2 Niech ρ ∈ R. Wówczas (A,D(A) generuje C0-pó lgrupe֒ S na Kρ.

Dowód Lematu 18.2 podobnie jak Lematu 18.3 poniżej pozostawiamy czytel-
nikowi. Dla funkcji f : R→ R niech

Nf
(
ψ
ϕ

)
=

(
0

Nfψ

)
.

Lemat 18.3 Za lóżmy, że f : R → R jest funkcja֒ lipschitzowska֒. Dla ρ > 0,
Nf jest odwzorowaniem lipschitzowskim o wzroście liniowym na Hρ. Gdy ρ ≤
0 to Nf jest lipschitzowskie o wzroście liniowym na Hρ wtedy i tylko wtedy
gdy f(0) = 0.

Podobny rezultat namy dla wag wielomianowych.

Lemat 18.4 Za lóżmy, że f : R→ R jest funkcja֒ lipschitzowska֒. Dla ρ > d/2,
Nf jest odwzorowaniem lipschitzowskim o wzroście liniowym na Kρ. Gdy ρ ≤
d/2 to Nf jest lipschitzowskie o wzroście liniowym na Kρ, wtedy i tylko wtedy
gdy f(0) = 0.

18.1 Istnienie i jedyność rozwia֒zań

W tym podrozdziale przedstawimy rezultaty dotycza֒ce równania (18.1). Przy-
pomnijmy, że W jest jednorodnym procesem Wienera na Rd z miara֒ spek-
tralna֒ µ. Równanie (18.1) interpretujemy jako abstrakcyjne stochastyczne
równanie ewolucyjne

dX = (AX + F (X)) dt+G(X)dW

na przestrzeni Hilberta Hρ z A danym wzorem (18.2), F = Nf i

G(u)ϕ[ξ] = Ng(u)(ξ)ϕ(ξ),

gdzie u ∈ Hρ oraz ϕ należy do ja֒dra reprodukcyjnego HW procesu W .

Twierdzenie 18.1 Za lóżmy, że miara spektralna µ procesu Wienera spe lnia
warunek ca lkowy

sup
η∈Rd

∫

Rd

µ(dξ)

1 + |ξ + η|2 <∞. (18.4)

Za lóżmy również, że funkcje f i g sa֒ lipschitzowskie. Niech ρ ≥ 0. Wówczas
dla dowolnego z0 ∈ Hρ istnieje dok ladnie jedno rozwia֒zanie równania (18.1)
w Hρ. Jeżeli ρ ≤ 0 i f(0) = 0 = g(0), to dla dowolnego z0 ∈ Hρ istnieje
dok ladnie jedno rozwia֒zanie (18.1) w Hρ.
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Dowód. Z Lematu 18.1 wnioskujemy, że A generuje C0-pó lgrupe na Hρ. Z
Lematu 18.3 wynika, że Nf i Ng sa֒ Lipschitzowskie. Ponieważ

G =MNg,

gdzie

M
(
ψ
φ

)
ϕ =

(
0
ϕφ

)

wystarczy pokazać, że

M : φ→Mφ jest ograniczonym operatorem z L2
ρ w L(HS)(HW , H−1

ρ ).

Ustalmy φ ∈ S(Rd) oraz ortonormalna֒ baze֒ {en} przestrzeni L2
(s)(R

d, µ; C).

Wówczas {F(ekµ)} jest ortonormalna֒ baza֒ HW . Mamy

∑

k

|MφF(ekµ)|2
H−1

ρ
=
∑

k

∫

Rd

(
1 + |ξ|2

)−1 ∣∣F(ϑ1/2
ρ φF(ekµ))(ξ)

∣∣2dξ

=

∫

Rd

(
1 + |ξ|2

)−1

(
∑

k

∣∣F(ϑ1/2
ρ φF(ekµ))(ξ)

∣∣2
)
dξ.

Ponieważ transformata Fouriera przeprowadza iloczyny w sploty, a {ek} jest
cia֒giem ortonormalnym w L2(Rd, µ; C), otrzymujemy

∑

k

∣∣F(ϑ1/2
ρ φF(ekµ))(ξ)

∣∣2 =
∑

k

∣∣∣
∫

Rd

F(ϑ1/2
ρ u)(ξ − η)ek(η)dµ(η)

∣∣∣
2

≤
∫

Rd

∣∣F(ϑ1/2
ρ u)(ξ − η)

∣∣2dµ(η).

Sta֒d

∑

k

|Mφ[F(ekµ)]|2
H−1

ρ
≤
∫

Rd

(
1 + |ξ|2

)−1
∫

Rd

∣∣F(ϑ1/2
ρ φ)(ξ − η)

∣∣2dµ(η)dξ

≤
∫

Rd

∫

Rd

(
1 + |ξ + η|2

)−1 ∣∣F(ϑ1/2
ρ φ)(ξ)

∣∣2dµ(η)dξ

≤
(

sup
ξ∈Rd

∫

Rd

dµ(z)

1 + |ξ + η|2

)∫

Rd

|F(ϑ1/2
ρ φ)(ξ)|2dξ

≤ |φ|2L2
ρ

sup
ξ∈Rd

∫

Rd

dµ(η)

1 + |ξ + η|2 .

�

Uwaga. Przy za lożeniu, że Γ = F(µ) jest miara֒ oddzielona֒ od −∞, warunek
(18.3) jest równoważny każdemu z naste֒puja֒cych warunków



18.2 Uwagi bibliograficzne 179

∫

Rd

dµ(z)

1 + |z|2 <∞,

{∫
{|z|≤1} log

(
|z|−1

)
dΓ (z) <∞ gdy d = 2,

∫
{|z|≤1} |z|−d+2dΓ (z) <∞ gdy d 6= 2.

18.2 Uwagi bibliograficzne

Rozdzia l oparty by l na pracy [27]. Wie֒cej o równaniach parabolicznych z szu-
mem jednorodnym można znaleźć w [6, 7, 17, 18, 27, 28, 29, 31].





19

Dodatek - Operatory Hilberta–Schmidta i
nuklearne

19.1 Operatory Hilberta–Schmidta

Niech U i H be֒da֒ przestrzeniami Hilberta. Operator liniowy G : U → H jest
operatorem Hilberta–Schmidta, piszemy wtedy G ∈ L(HS)(U,H), gdy

||G||2L(HS)(V,H) :=
∑

j

|Gfj |2H <∞

dla pewnej bazy ortonormalnej {fj} przestrzeni U . Niech {ej} be֒dzie baza֒
ortonormalna֒ H . Zauważmy, że

∑

j

|Gfj |2H =
∑

j,k

〈Gfj , ek〉2H

=
∑

j,k

〈fj , G∗ek〉2U

=
∑

k

∑

j

〈fj , G∗ek〉2U

=
∑

k

|G∗ek|2U .

Sta֒d wynika niezależność definicji normy od wyboru bazy i wzór

||G||2L(HS)(U,H) = ||G∗||2L(HS)(H,U).

Przestrzeń L(HS)(U,H) jest ośrodkowa֒ przestrzenia֒ Hilberta z iloczynem ska-
larnym
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〈G1, G2〉L(HS)(U,H) =
∑

j

〈G1fj , G2fj〉H

=
∑

j,k

〈G1fj , ek〉H〈G2fj , ek〉H

=
∑

j,k

〈fj , G∗
1ek〉U 〈fj , G∗

2ek〉U

=
∑

k

〈G∗
1ek, G

∗
2ek〉U

= 〈G∗
1, G

∗
2〉L(HS)(H,U).

19.2 Operatory nuklearne

Niech U i H be֒da֒ ośrodkowymi przestrzeniami Hilberta. Każdy operator li-
niowy R : U → H postaci

Ru =
∑

k

bk〈u, ak〉U , u ∈ U, gdzie
∑

k

|ak|U |bk|H <∞,

nazywa sie֒ operatorem nuklearnym lub inaczej operatorem śladowym lub ope-
ratorem o skończonym śladzie.

Przestrzeń L1(U,H) wszystkich operatorów śladowych jest ośrodkowa֒ prze-
strzenia֒ Banacha z norma֒

||R||1 = inf

{
∑
|ak|U |bk|H ; Ru =

∑

k

bk〈u, ak〉U
}
.

Gdy U = H , to zamiast L1(U,H) piszemy L1(H). Niech U,H, V be֒da֒ prze-
strzeniami Hilberta. Mamy naste֒puja֒ce podstawowe w lasności przestrzeni
operatorów nuklearnych.

Lemat 19.1 (i) Jeżeli S ∈ L1(U,H) i T ∈ L(H,V ), to TS ∈ L1(U, V ) oraz

||TS||1 ≤ ||S||1||T ||L(H,V ). (19.1)

(ii) Jeżeli S ∈ L(U,H), T ∈ L1(H,V ), to TS ∈ L1(U, V ) oraz

||TS||1 ≤ ||S||L(U,H) ||T ||1.

Dowód (i). Mamy

Su =
∑

k

bk〈u, ak〉U , gdzie
∑
|bk|H |ak|U <∞.

Sta֒d
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TSu =
∑

k

Tbk〈u, ak〉U gdzie
∑

k

|Tbk|V |ak|U ≤ ||T ||L(H,V )

∑

k

|ak|U |bk|V ,

co pocia֒ga za soba֒ (19.1). �

Dowód (ii). Mamy

Th =
∑

bk〈h, ak〉H .
Sta֒d

TSu =
∑

bk〈Su, ak〉H =
∑

bk〈u, S∗ak〉U ,
a wie֒c

||TS||1 ≤
∑

k

|bk|V |S∗ak|U ≤ ||S∗||L(H,U)

∑

k

|bk|V |ak|H

≤ ||S||L(U,H)

∑

k

|bk|V |ak|H .

�

Gdy R ∈ L1(H) i {ej} jest baza֒ ortonormalna֒H , to definiujemy ślad operatora
R,

TrR =
∑

j

〈Rej , ej〉H .

Jeżeli
Rh =

∑

k

〈h, ak〉Hbk,

to

∑

j

|〈Rej, ej〉H | =
∑

j

∣∣∣∣∣
∑

k

〈ej , ak〉H〈bk, ej〉H
∣∣∣∣∣

≤
∑

k




∑

j

|〈ej , ak〉H | |〈bk, ej〉H |





≤
∑

k




∑

j

〈ej , ak〉2H




1/2


∑

j

〈bk, ej〉2H




1/2

≤
∑

k

|ak|H |bk|H ≤ ||R||1.

Czyli szereg definiuja֒cy TrR jest bezwzgle֒dnie zbieżny. Ponadto

TrR =
∑

j

∑

k

〈ej , ak〉H〈ej, bk〉H

=
∑

k

∑

j

〈ej , ak〉H〈ej, bk〉H

=
∑

k

〈ak, bk〉H ,
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czyli definicja nie zależy od wyboru bazy.

Lemat 19.2 Niech U , H be֒da֒ przestrzeniami Hilberta. (i) Jeżeli S : U → H,
T : H → U oraz jeden z operatorów S lub T jest śladowy, to

TrTS = TrST.

(ii) Jeżeli S, T ∈ L(HS)(H,H), to ST ∈ L1(H) i

||ST ||1 ≤ ||S||L(HS)(H,H)||T ||L(HS)(H,H).

Dowód (i). Za lóżmy, że T jest śladowy. Wówczas

Th =
∑

k

bk〈h, ak〉H , bk ∈ U, ak ∈ H.

Sta֒d

TSu =
∑

k

bk〈Su, ak〉H =
∑

k

bk〈u, S∗ak〉U .

Tak wie֒c, dla dowolnej ortonormalnej bazy {ej} przestrzeni U oraz dowolnej
ortonormalnej bazy {fl} przestrzeni H mamy

∑

j

〈TSej, ej〉U =
∑

j

∑

k

〈bk, ej〉U 〈ej , S∗ak〉U

=
∑

k

〈bk, S∗ak〉U =
∑

k

〈Sbk, ak〉H

=
∑

k

∑

l

〈Sbk, fl〉H〈ak, fl〉H

=
∑

l

〈STfl, fl〉H .

�

Dowód (ii). Dla dowolnej ortonormalnej bazy {ek} przestrzeni H mamy

Th =
∑

k

〈Th, ek〉Hek =
∑

k

〈h, T ∗ek〉Hek.

Sta֒d

STh =
∑

k

〈h, T ∗ek〉HSek.

Tak wie֒c

||ST ||1 ≤
∑

k

|T ∗ek|H |Sek|H ≤
(
∑

k

|T ∗ek|2H

)1/2(∑

k

|Sek|2H

)1/2

≤ ||T ∗||L(HS)(H,H)||S||L(HS)(H,H)

= ||T ||L(HS)(H,H)||S||L(HS)(H,H).
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Ponadto

TrST =
∑

k

〈Sek, T ∗ek〉H =
∑

k

〈TSek, ek〉 = TrTS.

�
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